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Théoremes limites pour une suite de chaines
de Markov

par

Albert HANEN.

NOTATIONS.

->, tend vers.

=, entraine.

&, équivalent.

V, quel que soit. .
3, il existe.

€, élément de.

R, droite numérique.
r,ye€e R,x =ymod(d) < x—y = kd, ou k entier.
Yo =0 (xn) & ii >0
Y

£y

Yo = 0 (x,) <> reste borné.

)w : ( ,» ensemble des points w vérifiant ce qui vient aprés le :

.g }, I’événement : ce qui est a 'intérieur de g ; o Tiew.

{
Pr, probabilité.

ly, indicateur d’un événement (valant 1 si A se produit, o si A ne se
produit pas).

E, espérance mathématique.

Pr (A /B), probabilité conditionnelle de A quand B a lieu.

£ .
> converge en loi.

INTRODUCTION.

1. Chaine de Markov. Cas discret. — Soit X; une suite de variables
aléatoires pouvant prendre les valeurs 1, 2, ..., r; i parcourt 'ensemble
des entiers >. o.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, IIL 14
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X, peut s’interpréter comme I’état a I'instant i d’'un systéme physique S
ayant r états possibles notés 1, 2, ..., r, dont I'évolution est aléatoire
et se fait aux instants entiers. :

La suite de variables aléatoires X; forme une chaine de Markov discréte,
homogéne, de matrice de transition P, si les conditions suivantes sont
réunies :

1° pour tous k, j, conditionnellement lorsque X; = j, les événements
définis sur la suite de variables aléatoires X, antérieurs a k et ceux
postérieurs a k sont indépendants;

20 Pr{{ Xy =1}/{ Xi =j ] = p;,: pour tout k.
La matrice P a pour éléments p;,; et posséde les propriétés suivantes :
a. p;,1> o pour tous j, [;

b. }.:p j,l = I,
l=1
toute matrice vérifiant a et b est dite strictement markovienne. On montre
qu’il lui correspond une suite de variables aléatoires X; dont elle est la
matrice de transition.

Nous appellerons matrice (r, s) une matrice a r lignes et s colonnes.
Soit P une matrice (r, r) strictement markovienne : soit K=(1, 2, ..., 1),
K, cK, P, la restriction de P & K, XxK,. P, vérifie les propriétés :

a. p;,1>o pour tous j, leK,;

b'. Ep;,zél pour tout jeK,.

lek,

Une matrice P, vérifiant a et b’ est dite sous-markovienne; étant
donné une matrice sous-markovienne P,, on peut toujours la consi-
dérer comme une restriction d’une matrice strictement markovienne.
Nous appellerons dans la suite systéme sous-markovien attaché a P,
tout systéme lié 4 une extension strictement markovienne de P..

Soit P une matrice strictement markovienne, S le systéme de loi
d’évolution P. Nous dirons que 'état i communique avec j, et noterons
par ~> cette relation s’il existe un entier n tel que

Pr(d, j) >0 (Pr désignant la nitme itérée de P).

La relation i ~>j, j ~> i est une relation d’équivalence sur I’ensemble
des états k tels que k ~> k.

Une classe d’équivalence C pour cette relation est dite ergodique si

L~ ieC = jeC.
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Les éléments des classes ergodiques sont appelés états ergodiques.
Les autres états de S sont appelés transitoires.

Une classe ergodique C est fermée au sens suivant :si S prend un état
de C, alors, avec une probabilité égale a 1, les états suivants appar-
tiendront a C. On montre que les classes ergodiques sont les plus petites
classes d’états fermées et qu’il n’y en a pas d’autres.

Chaque classe ergodique C se décompose a son tour en sous-classes
cycliques C,, ..., Cy4, I’état succédant a un état de C, (resp. C,) appar-
tenant presque stirement a C,., (resp. C,).

Rappelons également les propriétés spectrales de la matrice stricte-
ment markovienne P :

Soit 7 I’ensemble des états transitoires, E,, .. ., E; les classes ergodiques,

F=UL,

si T est la restriction de P a TXT;
B est la restriction de P a E; xE;;

B; est la restriction de P a - xE.

Nous pouvons, par une permutation convenable de (1, ..., r), supposer
que
‘e, JEE = i<,
- ielqy,  jeEg, alB = i<

P s’écrit alors

T B, ... B; ... Bj
o R 0 o
1
P= .
0o o R 0
[
0o o o R

Un nombre complexe 7 appartient au spectre de P si et seulement s’il
appartient au spectre de T ou de I'un des R.
Soient :

I; e nombre d’éléments de E;, V) le vecteur a [; lignes toutes égales a 1;
d; le nombre de classes cycliques de E; relatives a B;
R a d; valeurs propres de module égal & 1, qui sont les racines d'*"

de I'unité. Ces valeurs propres sont simples. Les autres valeurs propres
de R ont un module < 1.
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Soit IlI la matrice (I, 1)), vérifiant
IR = RIl =1,
i1 i1 2
V4 = Vi,
13

I,-I a toutes ses lignes égales au vecteur It_[*, appelé probabilité invariante
relative a R.

T sera supposée avoir ) éléments, nous désignerons sa norme par || ||.
T a sa valeur propre maximale r, < 1. Par conséquent, puisque,
d’aprés le théoréme de Gelfand,

[T |y T <,
olt o < r < 1, pour n assez grand.

2. Chaines de Markov. Cas continu. — Considérons une famille X,
de variables aléatoires, { parcourant la demi-droite numérique > o,
pouvant prendre chacune des valeurs 1, 2, ..., r. X, peut alors s’inter-
préter comme I’état a I'instant { d’'un systéme & nombre fini d’états r,
dont I'évolution est aléatoire et peut se faire a tout instant # > o.

La famille X, forme une chaine de Markov continue et homogene,
de semi-groupe de matrices de transition P, si les conditions suivantes
sont réunies :

1° pour tous 7, j, conditionnellement lorsque X: = j, les événements
définis sur X, antérieurs a = et ceux postérieurs & t sont indépendants;

2° pour tout 7,

CPrli Xpe=g /i Xe= 1§ =Pi(4, /).

Les matrices P, d’éléments P, (i, j) forment un semi-groupe, que nous
supposerons continu a 1’origine.

Soit I la matrice identité sur C/, d’éléments 8/ = o si i #j et 0/ = 1
sii=j.

Si P, = I, alors la matrice P, peut s’exprimer sous la forme :

P = exp(Q¢),

P,—1

o Q est la matrice limite de y lorsque £ — o.

sii#£) Q)=o)
L o7 - (a)
sii=j Qi j)=o)
et, de plus, si V, désigne le vecteur a r lignes égales a 1,

QVy =o. (b)
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toute matrice Q vérifiant (a) et (b) s’appelle opérateur infinitésimal
strictement markovien et il lui correspond une chaine de Markov X,.

De méme que dans le cas discret, on introduit des opérateurs infini-
tésimaux sous-markoviens vérifiant (a) et la condition

(b') QV,Zo.

Soit K = (1, 2, ..., r). Si Q est un opérateur infinitésimal sous-markovien,
exp (Qf) peut étre considéré comme la restriction 4 KxK d’un semi-
groupe de matrices de transition strictement markoviennes (r 4 1, r + 1),
d’opérateur infinitésimal
Q B N .
a=(2 %) o m=—o.

Nous appellerons systéme associé & Q le systéme associé a Q, de la
maniére définie plus haut.

3. Objet et résumé du présent travail. Principaux résultats. —
Soit S un systéme physique & nombre fini d’états r. Il a une suite de
lois d’évolution markoviennes, homogénes et discrétes, représentées par
des matrices strictement markoviennes P,. Nous noterons 'S le sys-
téme S muni de la loi P,.

Soient :

(X Tétat de WS a l'instant k;

2, (k) le nombre de passages de (*S par j en k épreuves;

f une fonction numérique définie sur 1, 2, ..., r, telle que f(j) = u;.

Les sommes (IS, =2f ("X;) ont un comportement asymptotique

k=1

qui se raméne, par l'identité
, ,
0= Y05 00

=1

a celui de I'ensemble des variables aléatoires ™%, (n).

L’étude de lois limites possibles et de théorémes limites centraux
correspondants pour I'ensemble de variables aléatoires Z; (n), conve-
nablement normées, fait ’objet de ce travail.

On peut tout de suite faire la remarque suivante : la suite de matrices P,
est compacte au sens de la convergence par éléments. Il existe donc
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une sous-suite n; et une matrice P telle que P, — P. Les lois limites
possibles n’étant pas modifiées, nous pouvons supposer P, — P.

- Nous emploierons pour la matrice limite P les notations exposées ‘au
paragraphe 1.

Soit R I’ensemble des nombres réels
w= (U, ..., u.)e(R);

D, la matrice diagonale d’éléments exp (ius);
V, le vecteur dont toutes les lignes valent 1.

E désignant I'espérance mathématique, on montre, dans la suite, que

E Iikexp <Ziul~ (")Ei(n)>/{ nX, =1, ;:I = (P,.D,)" Vy(dy)

=1

le membre de gauche est la coordonnée i, du vecteur caractéristique des
variables aléatoires *z; (n). ‘

Cette formule introduit la théorie de la perturbation d’opérateurs
analytiques du type P.D.. Elle permet d’affirmer que pour n assez
grand et u assez petit, les spectres de P,.D, et de P sont voisins, les
projecteurs sur un ensemble spectral o; , ., de P,.D, voisin d’une valeur
propre 2; sont analytiques en u et de méme dimension; si celle-ci
vaut 1, 0;, , se réduit alors a4 la fonction analytique 2; ., ..

Le chapitre II envisage le cas ou P, = P.

Lorsque P a une seule classe ergodique, Fréchet par la méthode ana-
lytique, Kolmogoroff et Doeblin par la méthode des temps de retour,
Mihoc en utilisant le développement de (P.D,)" par la formule de Perron,
ont donné les théorémes limites correspondants. En utilisant les résultats
du chapitre I, qui donnent une expression asymptotique de (P.D,)",
lorsque u, — o, plus fine que celle de Perron, on parvient & montrer
les théorémes qui vont suivre.

Introduisons tout d’abord certaines notations :

Si

7, E,, ..., E, sont la classe des états transitoires et les classes ergo-
diques de P;

(u, u', ..., w) les restrictions de u = (uy, ..., u)eC arc, E,, ...,Eg

D., Dy, ..., D, les restrictions de D, a =, E,, ..., E;;

V4, Vi, ..., Vi les restrictions de Vo, a 7, Ei, ..., Eg;
- I4 1, ..., I¢ les restrictions de I a «, E,, ..., E;
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(u', II* > = produit scalaire des vecteurs u' et II* (au sens habituel
de somme des produits des coordonnées);

V', le vecteur a s lignes toutes égales a 1.
Tut:oriME 1. — Si P a une classe ergodique E, ef des étals transitoires ,
le vecteur caracléristique de I'ensemble des variables aléaloires
Ee(n) —nll;
Vn

converge vers le vecteur valant

E/(n), y ou tet, eek,,

(Jf—T.Du)=' By ®; (1) V} surr,

D, () V) sur E;

®, (u') est la fonction caractéristique d’une loi de Laplace multidimen-
sionnelle, d’ordre 1, — d,.

THEOREME 2. — Si P a plusieurs classes ergodiques et des élals tran-
sitoires, le vecteur caractéristique de lUensemble des variables aléatoires

s
n \
5/(n), E"E—l), ol ler, ee* ’Ei

i=1

converge vers le vecteur valant

'—="T.D,) (23/@(1)1'((11/, }l*))\"‘{;> sur T,

j=1

expi((uf, 5_[‘})\/'(; sur E;.

Le chapitre III aborde I'étude du cas général.

Koopman a commencé I’étude du cas r = 2, que Dobrouchine a comple-
tement achevée. Il est bien évident que dans ce cas 1’étude des lois margi-
nales et celle de I’ensemble des variables aléatoires *Z; (n) se confondent,
puisque “Z, (n) 4+ "%, (n) = n.

Les résultats de Dobrouchine sont les suivants :

P:(f’ _‘Z>, P,l=<1_)” Z>
q P dn  Pn

1. P a une classe ergodique acyclique et pas d’états transitoires.

Posons
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" (n) —a

Alors o < sup(p, p) < 1 et : 7 “ converge en loi vers N (o, 1)

(loi normale de moyenne nulle, de variance 1)

— n?n , b2 — 71([11‘711(])11+ﬁn).
q""‘qn " gn+qn

n

2. P a une classe ergodique, pas d’états transitoires et des cycles;
alors nécessairement
o I
I)= . .
(I 0>’

a. ou bien n(P,—P)—>Q, ol Q est une matrice < oo, et alors
@, (2n) —n converge en loi vers X, variable aléatoire continue sur
(_ o, + OO);

b. ‘ou bien 'un des éléments de Q est infini, auquel cas on retrouve
la loi normale de 1.

3. P a un état transitoire

P:(l(': ?>, ol o= p<1;

a. ou bien ng,— a; alors ™%, (n) converge en loi vers une variable
aléatoire X, somme de v variables aléatoires indépendantes et de méme
loi &;; v et ¢ sont indépendantes, ¢; suit une loi géométrique de para-
metre p, v— 1 une loi de Poisson de paramétre a; résultats symétriques
si c’est 2 qui est transitoire;

. _ e (n
b. ou bien ng,— oco; alors % — a, converge vers N (o, 1).
n

4. P a deux classes ergodiques :

P=<l 0>;
o 1

a. ou bien n (P,—P)— co, auquel cas on a la loi normale N (o, 1);

b. ou bien ng, — a, ng,— co;
alors la variable aléatoire ¢, "z, (n) converge en loi vers une variable
.aléatoire a valeurs entiéres, somme de v variables aléatoires indépen
dantes et de méme loi ¢;; ¢ a une loi exponentielle et v — 1 une loi de
Poisson de paramétre a, {; et v sont indépendantes.

Résultats analogues si ng, — a, ng,— oo.

¢. ou bien ng, — a, ng, — b.
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Dans ce cas, converge en loi vers une variable aléatoire X,

(n)",’:1 (Il)
n
.qui peut s’interpréter comme le temps de séjour dans I'état 1 pendant
un temps unité d’un processus de Markov continu a deux états, d’opé-

rateur infinitésimal
—b b
a —a > ’

Dans tous ces théorémes, I’état initial est 1.

L’extension du travail de Dobrouchine au cas d’'un processus & nombre
fini d’états r > 2 s’est faite par I’étude des lois marginales limites possibles
et des théorémes limites centraux correspondants.

Ilyachenko utilise la méthode des temps de retour a un état donné
et 'expression de la fonction génératrice de la variable aléatoire «, %, ,, .
ol %, ., est le nombre de passages par I'état 1 en [nf] épreuves
(I ] = partie entiére), la loi d’évolution étant P,. Il retrouve certaines
lois limites de Dobrouchine et donne d’autres lois que nous pouvons -
¢galement retrouver d’aprés nos résultats.

Meshalkin a fait une étude plus fine des lois marginales limites possibles,
en utilisant une méthode analytique et I'interprétation probabiliste des
mineurs centraux de la matrice I — P (I, matrice identité, P matrice
strictement markovienne).

Venons-en aux résultats du chapitre III.

Lorsque P a plusieurs classes ergodiques (resp. des états transitoires),
les restrictions de P, a une classe P-ergodique (resp. aux états P-ergo-
diques), forment une suite de matrices sous-markoviennes convergeant
vers une matrice strictement markovienne n’ayant qu’une (resp. au
moins une) classe ergodique et pas d’états transitoires. De telles matrices
sont envisagées dans la suite. '

Dans les théorémes 3.1 et 3.2, on considére une suite P, de
matrices sous-markoviennes, convergeant vers P strictement marko-
vienne, n’ayant qu’une classe ergodique et pas d’états transitoires.
Soit K = (1, 2, ..., r), si P est une matrice (r, r).

Soit :
¢, = nw + O (1), un entier > o;

"E; (1..) le nombre de passages par i d’un systéme sous-markovien S
li¢ 4 P, en p, épreuves;

X, Tétat de (WS a l'instant k; A
Ay, Iévénement : S reste en K jusqu’a l'instant 2, au moins;
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I, son indicateur;

tn
Ao, » la valeur propre positive maximale de P,.

A

Les théorémes 3.1 et 3.2 donnent des expressions asymptotiques
de (P..D,)*, lorsque u,—> o, en particulier pour u, =r (modd),
d étant le nombre de classes cycliques de P.

En interprétant (P,.D, )" (iy, j) comme
—~y . : )
v E[exp<2‘lu”’/ (ll)fi(‘u'”)> 'i”)A'.ml{ Xy, =/ }/{ MR=h %:l
j=1
on montre que si n (1 — Ao, ;) -> S,

a. Pr(mAy /{(MXg=70}) > exp(—sw);
) - WE; () o
b, E [exp(Zmi ——’—n—-—-> "'"‘A:*n/{ ()X = 7, }]
j=1
—>exp (— sw) exp (twl u, I1* D) Vo ().
c. Il existe une suite de constantes *a; (i.,) telles que

E[exp<izui((n)&i(bln);(n)a;(.un)>>lmA /{(">X0=z'o}] s exp(—sw) D (uw),
() *n

j=t

® et IT* étant relatives a la matrice limite P.

En particulier, si P, est strictement markovienne, et si g, = n, la
condition n (1 — 2, ») — s est toujours vérifiée et 1’ensemble des variables
(nE;j(n) — Wa;(n)

v

sionnelle de fonction caractéristique @ relative a P.

aléatoires

converge en loi vers la loi multidimen-

Considérons maintenant une suite de matrices sous-markoviennes P,
convergeant vers une matrice P strictement markovienne, ayant s
classes ergodiques E,, ..., E, et pas d’états transitoires, & laquelle nous
appliquerons les notations du paragraphe 1. On cherche le compor-
tement asymptotique de (P,l.DLt)E*» (i, j), pnétantde laforme nt + O (1),

. i, appartenant & E, et j 4 Ea,
Soit 'S un systéme sous-markovien lié a P,, "¢; (), WXy, WAy, ont
la méme signification que ci-dessus, et la formule (1) est encore valable.
Soit ('Z)Au, Kty voos kims By Pty ooy Py Yns noté plus briévement (”)A“,"i, Boris by Uon
I’événement : S reste en K au moins jusqu’a linstant p, 4 1, va
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successivement dans les classes ergodiques — P E,, Ei, ..., Ei_,, Eg,

restant dans les classes E;, un temps 7; tel que ©;,— 1 = r,, (mod d).
Les lemmes 3.1 et 3.2 permettent alors d’écrire

,
. (). (1
E| exp 2114,-—”—’&2
l

VES

i Xy =4, !
Loy, Ky By Lyn I{ "Xy, =J }/{ 0=

comme une intégrale portant sur les durées de séjour relatives dans
chaque classe ergodique successive. Cette intégrale contient des termes
du type de ceux envisagés aux théorémes 3.1 et 3.2. Si I'on remplace
ces termes par une approximation déduite de ces théorémes, et si 'on
somme les intégrales ainsi obtenues par rapport a k;, r; I, on montre
qu’on obtient alors une approximation a o(1) de <P,,.D,_I>Pn (iv, J) lorsque

n

les conditions suivantes sont réunies (lemmes 3.3, 3.4, 3.5) :
a. p, =nt + 0 (1);
b. n (1 — fo ,l) —>q;, ol 2\0,,1 désigne la valeur propre maximale de la

restriction de P, a4 E; X E;, notée R,;

¢. nS, reste bornée, out S, est la restriction de P, a E; X E,.
i LJ

- Si, de plus, n {II*, S, V/ > — ¢/, avec les notations du paragraphe 1,
i i, j

alors ¢ est remplie etE(P,,.D,[)!*" (i, j) converge vers la série
1€E3 n

\ N : : :
Z 2‘ f exp(— qowi) ghrexp(—qq, “’Z)Qf}f cr €XP(—Gha i) Ay .. vy,
I=1 Rypoo himy 0
p Wi 0, i=1,...,{+1
L+

= W Al
Ql’l Z‘V,-:t

i=1

On en déduit immédiatement le théoreme 3.4 donnant la loi limite de

. VE; .
I’ensemble des variables aléatoires (LE—’P, dans le cas P, strictement
markovien convergeant vers P.
Soit Q la matrice (s, s) d’éléments ¢/, i = j, ¢} =— q..

On montre que Q est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe
continu sous-markovien (resp. strictement markovien), lorsque P, est
sous-markovienne (resp. strictement markovienne).

Soit S. le systeme associé a Q. Il a donc s états possibles dans le cas
strictement markovien, s 4 1 états possibles dans le cas sous-markovien.
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Soit Ki ={1,2,...,58].

Soit T; () la durée de séjour de S. dans I'état i pendant un intervalle
de temps (o, #), Z, I'état de S, & 'instant &

Soit A, I'événement : S. reste en K, au moins jusqu’a . Alors la hm1te
trouvée au corollaire 3.3 s’écrit

s
E[ﬁXP‘(E"i T <z>> s in/{ o= ;], avee o;=Cul, I,
“ i
J=1

Les théorémes suivants calculent cette expression : si V est la matrice
diagonale d’éléments r;, si V|, est le vecteur a s lignes égales a 1, alors,
dans des conditions du corollaire 3.3,

(P,l D,,)unvo(io)—>exp((Q+iV)t)v;,(a) si iyeE,.

n

On obtient, en particulier ainsi, la loi limite du théoréme 3.4.

Considérons dans ce dernier cas le processus Z, (f) valant i si WX, €E;
([nt] = partie entiére de nf). On montre que Z, (f) converge, au sens de
Prohorof, vers le processus Z (f) (th. 3.7 et 3.8).

Les échanges entre classes P-ergodiques sont donc dans ce cas asympto-
tiquement markoviens.

Le chapitre IV envisage 'existence d’états transitoires pour la matrice
limite P.

Considérons 1'événement A, . ;_ ;. ..z » NOté encore A; ol *
S, systéme de loi d’évolution strictement markovienne P,, part-d’un
état P-ergodique et revient a linstant n dans les états P-ergodiques,
ayant passé dans les états P-transitoires des temps j, + 1, ..., j1 41,
et des temps =; dans les états ergodiques tels que v, — 1 = 5; (mod d).

Lorsque P a plusieurs classes ergodiques, on étudie

E[exp(Ziu/ (nlg; (n)+2w1 E;(n)>/{ & i ;]

JET k€E
I . N . (E(n) . R
= E lu[exp<2114,/('1‘5,(11)+2‘111/{‘—,L(—> IAji,?i,l,n/{ MXy=17y} |.
Ljiri = L EE :

Cette derniére expression peut s’écrire comme une somme sur j;, p; [
d’intégrales par rapport aux fréquences des séjours successifs dans les
états ergodiques. Ces intégrales contiennent des termes du type de
ceux envisagés aux lemmes 3.3, 3.4 et 3.5; si on les remplace par une
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approximation déduite de ces lemmes (en supposant donc que les condi-
tions de ces lemmes sont vérifiées pour la restriction de P, a EXE),
et si de plus, Q, désignant la restriction de P, a E Xz, nQ, reste borné,
on obtient, en sommant sur [, j; p; les intégrales ainsi approchées, une
approximation a o (1) de

. . . NN .
E [exp( Ztu/"');j(n) +Zzuk; k() )/; Ny =y}
\/ET LEE / -
Si les conditions du corollaire 3.3 sont remplies pour la restriction de P,
a EXE et si, de plus, nII Q; , — S; (Q;,» désignant la restriction de P,
13

a E;x 1), on montre alors que

N . QB . ~N o, (Z () . .

E | exp (e () + zuk__:_ll_(____ Xy = 0y !

| FARRTAS n 0 )
JE~ k€E

;

\

Zl}a\'f,‘exp@\(uq+Q+I'V)\"0(a)) si ier,

A=1

> (I'=T.Dy)t <
exp(A(w) + Q4+ V)V, (2) si {heEy;
A (') décrit les passages des . états ergodiques aux états transitoires

(A(u))) (2, B) = <W* S Dy (F—T.Dy)=1) BgVE> (L. 4.2).

Lorsque P a une classe ergodique et des états transitoires, on peut faire
des approximations analogues en utilisant les résultats des théorémes 3.1
et 3.2.

On trouve finalement que l’ensemble des variables aléatoires

() WE, (n) —ae(n) } . . . ‘
o (n), ————"—, outer, ek, converge en loi vers I’élément

Vn
aléatoire multidimensionnel de fonction caractéristique
(—T.Dyytexp(r(w)—q) Py () B V] (4y) si e,
exp(n(ut)y —q) Oy (ut) V) (&) si el
avec
h(ut) =W S1D (I — T.Du )= BV D,

Sous la seule condition

n I1IQ,L—> Sy (th. 4.1).

Le chapitre V envisage d’autres cas.
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Dans la premiére partie, supposant que P a une seule classe ergo-
dique et des états transitoires, la condition du théoréme 4.1 n’a pas
lieu, et I'on a par contre la relation

n*(P,—P)>8, o<a<I.

P, est supposé n’avoir pas d’états transitoires pour n assez grand.
Les lemmes 5.1 et 5.2 calculent les dérivées partielles jusqu’au troisi¢éme
ordre de %, (u), valeur propre de P.D, qui — 1 si u— o. Ces dérivées
partielles s’annulent lorsque I'une des variables u; par rapport a laquelle
on dérive correspond & un état i P-transitoire.

L’hypothése faite entraine, on le montre,

n*(No,n, u— ho,u) > (1)

fonction analytique de u, uniformément sur )u : || u || < n(, et la conver-
gence uniforme locale des dérivées partielles correspondantes. % ., .
désigne la valeur propre de P,.D, proche de 2, (u); le développement
limité au troisiéme ordre de (%, ,, )" donne alors le théoréme 5.1, qui
affirme qu’il existe une normalisation sur tous les états donnant une
loi limite Laplacienne, les lois marginales étant N (o, 1).

Le théoréme 5.2 envisage le cas de deux classes ergodiques acycliques

- pour la matrice limite P, et pas d’états transitoires.

On étudie les hypothéses n (1 — 2\0, n)—>oo, n (1 — 70 ,[) —q.

Soit (7, (n) la durée totale de séjour dans E, au cours de n épreuves;
on s’apercoit que la loi asymptotique de 7 (n) est « équivalente »

a celle obtenue dans le cas d’une suite p, de matrices de transition a
deux lignes et deux colonnes

N 5
fo,n I— /4o, n | )

Prn= ->pP= .
I— ),;o, n 2;0, no o 1

Par conséquent, (1 — Ao, n) M2 (n) converge vers la loi déja donnée par
Dobrouchine (loi 4 b).

Je remercie M. le Professeur Fortet de I'attention bienveillante avec
laquelle il a dirigé mon travail, je remercie également M. le Professeur
Neveu de m’avoir indiqué ce domaine de recherches et des nombreux
conseils qu’il m’a prodigués.

Je suis trés vivement reconnaissant a M. le Professeur Ehresmann
d’avoir dirigé ma seconde thése et d’avoir bien voulu présider mon jury.
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CHAPITRE 1.

Préliminaires. — Soit C ’ensemble des nombres complexes.

C" est muni de la norme

=]l = sup|z| si z3=(31,...,5)€C".
12

P, matrice (r, r), définit un opérateur linéaire continu sur C", de norme

,
8 . . .
ésu_p2,|p[},‘| (=sipy; >0, Wi, /=1....,r).
L.
j=1

Nous exposerons ici rapidement la théorie des opérateurs analytiques et
de leur perturbation, d’aprés le livre de Dunford et Schwartz.

1. Opérateur analytique.

DErFiNiTION 1.1. — So0if B un espace de Banach, £ (B) lUespace de
toutes les applications linéaires continues de B dans B. Toutes les normes
seront notées || ||. £ (B) est muni de la norme

Te(B), HT||=/,”5;_1{1IJQIIT/H.

Soit u— T (u) une application de D, ouvert de C’, dans £ (B).
T (u) est dite analytique dans D si, pour tout i, g%; existe dans D, au
sens de la topologie de £ (B) définie par sa norme.

2. Spectre et résolvante d’'un opérateur. — Reprenons les mémes
notations que précédemment.

Soit I I'identité de £ (B).

DEFINITION 1.2, — Soil Te © (B); lensemble = (T)cC, défini de la
maniére suivante :

2§00 (T) = (T—zI)~" existe, s’appelle le spectre de T; (T —zI)"
pour z&a (T), s’appelle la résolvante de T en z ef sera notée R (z, T).

On montre que o (T) est fermé dans C et R (z, T) analytique sur [}(a(T)).
- Lorsque B = C”, zeo (T) & déterminant (T — zI) = o.

DeriNtTION 1.3. — oCo (T) est un ensemble spectral s’il est a la fois
ouvert et fermé pour la topologie induite sur ¢ par o (T).
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Si B = C’, tous les points du spectre sont des ensembles spectraux.

3. Espace 7 (T).

DeriNiTION 1.4, — fe & (T) < f analylique dans un ouverl D, conle-
nant o (T) et a valeurs dans C. Soit C, une courbe de Jordan entourant o (T)
el contenue dans D,. On définit Uopérateur f(T) par la formule

1
2im

ff(x) ®R (1, T) dn.
Cy

4. Projecteur. — Soit & un ensemble spectral, V, et V. deux voisi-
nages ouverts disjoints de o et o (T) — ¢ respectivement, f une fonction
analytique valant 1 sur V, et o sur V,; 'opérateur f(T) correspondant
s’appelle E () et est un projecteur de « (B), c’est-a-dire un opérateur
idempotent.

De plus,

sins=0 = E(s) (B)nE(s) (B) =0}
SiB =,

.
E{}]E ! =o, ZE{;,-;:[,

i=1

ou (2,)i-, est le spectre de T.

On montre également les deux théorémes suivants :

TutoreMmE 1.1 : )
V{h)—1

vier(m, =Y ¥ Tl o0,

reoT) i=o

ot v (3)=supp {By_,cBy siriclement|, B, étant Uespace vecloriel

défini par
zeBy <= (T—ilper=o;

v (2) < p. (2) = dimension de E (%) (B) = ordre de la racine 2 dans
Uéquation : déterminant [A1 —T] = o
reE(1) (B) & (T—rl)wh(z)=o.
THEOREME 1.2, — Si f(2) =,
Tn= 2 [2] + N, ]2 E (3,
rhea T )

ot N, est opérateur nilpolent

EQ)[T—n1];  (Ny)"H=o.
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TuEOREME 1.3. — Soient E, ef E, deux projecteurs de £ (B). La relation

. I i r
e Bl < (g )

entraine Uéquivalence des relations suivantes :

a. dimension de E, (B) = s;
b. dimension de E, (B) = s.

5. Perturbation d’opérateurs analytiques.
TuEoREME 1.4. — Soit Te£ (B) : Ve > o, 3J0r(c) lel que
Tier2(B), |IT—Ti||<d(e) =

a. o (T1)cS (o (T), ¢) (ensemble des boules ouvertes centrées sur o (T)
el de rayon ¢);

b. 1S (@M, )= || RA, T)—R G, T) || <

c. Si feg (T),

Dy>S(a(T), ¢) = [feF(Ty), [IA(T)—f(To) [ <Ms,
oi1, si C, désigne une courbe de Jordan entourant S (s (T), ),
M =:lé£|f(2) | - (longueur de Cy.)
TukoriME 1.5. — Soit ueC’, T (u) un opérateur analytique sur C’.
f€d (T (0)), Dy son domaine de définition; il existe donc =, tel que
Dy>S(a(T(0)), &1).
a. YVe>o0, e<sg, 30, le que
ull<d: = [T (w)=T(0)[| <drw(e);

les conclusions du théoréme 1.4 sont alors valables pour T =T (o), T; = T (u)
et e

L
b. Soit U, ouvert, U,cD /-nG(S (@ (T (0)), €)). Il existe 0, tel que
lull <3 = |[T(x) =T(o)]| é)\i‘gg”R(l, T (0)) ||

Si || u|] < inf (9,, 9.), f(T (u)) est analytique en u.
Nous allons maintenant montrer un corollaire de ces théorémes, qui
nous servira directement dans notre étude. '

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, II. 15
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CoroLLAIRE 1.1, — Soit B = (.

Soit T, (u) une suile d’opéraleurs analytiques dans C', équicontinus &
Uorigine et tendant vers I'opérateur analytique T (u).

Soient }o, %1, ..., 4; constituant o (T (o)), x; un vecteur de Cr, tel que
H &Z; “ =1 et Xi= E(ll) (.’L‘,‘).
Soit y,€(C)*, dual de C', tel que {y, x; > = 1. y; peul se représenter
par uné matrice (1, r).
Soit :
’ . - o~ 1
o= 'If‘if <| hi—hjly 2]l E () |, TEGOT 2||yi H)’

Ve>o e < %, N (¢) et n (c) existent tels que
lell<n(), n~>N() =
19 les boules ouvertes B (%, <), de cenire }; et de rayon ¢, contiennent

un ensemble spectral o; , . de T,(u) et

i=s

\Jenu= o (Ta@)

=1

20 E (0,0,.) (C) et E (2)(C") ont méme dimension et o;,,%9;
30 u— E (0,,,.) est analytique sur

Juflull <a()(;,  Wa>N(e;
40 Si dimension de E (3;)) (C") =1, ¢, n’a qu’'un seul élément 2; ,,,
et u—> X, . est analytique.

Démonstration. — 1° Soit ¢ > o <€2—1 et soit dry (¢) pris comme au

théoréme 1.4 appliqué a T (o)
| Tn(u) =T (0) [| <] Ta(u) — Tr(o0) ||+ Tn(0) — T (o) ||,
1T () = Ta() | < 30re0r(e)  si el <mu(e),

L]
uniformément en n, par équicontinuité des T,.

Puisque T, - T, 3 Ni (¢), tel que ¥ n > N, (¢),
1Ta (o) =T (o) || < 2202 o).

Donc
el <mni(e), n>Ni(e) = |[[Tr(u) —T(0) || < g (e)-
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) D’aprés le théoréme 1.4,
o (Tr(u))cS(c(T(0)),s) = ‘ ’ B (% ).

i=1,...,s

Les boules B (%, ¢) sont disjointes, chacune contient un ensemble
spectral de T, (u), o;,»,. €t

r

\Jetnu=s(Ta ).

i=1
Donc, si
n(e) £ M (e), N (&) > Na(e),

le 19 est démontré.

20 Soit fi =1 sur B (h, ¢), o sur B (4, ), j =i, o ¢ < < e,
Soit B* (4, ¢) la frontiére de B (3, ¢).

Siflul] < () et n >N, (e),

Ji€F (T (u))
et 'on a
Si(T)=EQw),  fi(Ta(w)) =E (5% n,u),

en vertu des théoremes précédents.

En fait,

I

fi(T) = mfmmfm, T (0)) di,

Ji(Ta(u)) = ;Iﬁ R (A, Trp(uw))dr

B*(h;, €)

en prenant comme courbe de Jordan entourant ¢ (T, («))
(B 0,
k

circonférences disjointes, et en remarquant que f; (1) = o sur B* (4, ¢),
JFL, =1s8ij=1
Nous avons donc

| E€oin,u) —E() || £ sup

AEBx()A

1

1
)Il ROy Tr(u)) =R, T(0)) || 535 L (B* (A4, )
= €2, en vertu des résultats du théoréme 1.4,
D’autre part, puisque

I

SSTEooT ctae  [NEM)I<IEQ) |,
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ona:< -;— < 1, puisque E (3;) # o, donc

” E(ci, n, u) —_ E()\l) ” < e.
Alors
HE@G,n ) |IEQ) || —e>0

par hypothése, donc
E(ci,n,u) # 0 et c,-,n,,,#ﬁ.

D’autre part, la relation

1
e —————7
2[[EQ) ||

entraine, pour || u|| << n () et n > N, (s),

1 1 !
E(oin u —EQOy 2 5 )
B Gin ) —EOD) | <¢< 5 TromT < TECD T

. I . 1
= "‘f[ TECDT’ TE@sn o) ] ]

done, d’aprés le théoréme 1.3, E (5;,,,.) et E (4;) ont la méme dimension,
ce qui démontre la deuxiéme partie du corollaire.

30 Examinons maintenant I’analyticité de E (o, .).
€

Soient 7, et N,, analogues a n, et N,, mais relatifs a i

Alors
Si,n,«CB ()\,-, E7>, VY u, n, vérifiant || u || { N2, 7 > No,
4

S <o—(T,,), %) est telle que, pour n > Ny, || u || < 7.,

€

" c,.,n,,,cs<a,~,,,,§) - o(mu))cS(c(Tn),—) (a),

2

w0 5(50 )38 (1 2) = s(am), ])es (T, 5) @)
3 5(sm ) eB () = s(emat)es(em, %) @,

en posant
T,=T, (0)7 Si,n= %i n,o0-

Pour tout i, f; a un domaine contenant S(a(Tn), —;—), pour n > N.,.

La condition (a) = f;€F (T, (u)) pour || u|| < n.. Soit U, un ouvert

tel que
U,cU n[}(S (c(T,,), g»,
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ou U =\ ’B(;./‘, ¢') est le domaine de définition des f,. Montrons que

]
inf || ® (A, T, (0)) ||* est borné inférieurement lorsque U, et n varient,
Lel; .

EcUnBS (c(T,,), %) cUnGS(c(T), Z)’

en vertu de (b), donc

pour n > N,;

inf [| RO, To(o)) ||7' > inf [| R(», Tu(o)) [
Let, ).eunCS(c(r.,E)

Or le théoréme 1.4 entraine

IR, Ta(0)) = RO, T(0) || < 7

si AgS (o' (T (o)), %>, pour n > N.,.

Donc
IR O, Ta(o)) [ RO, T(0)) ||+ 5
et
Jnf R, Th(o)) [P inf I e
L€l )\EUncS(G(T),E)—“_HO{()\, T(O))“ -+ Z —-85>0a

car [|® (, T (o)) || est borné uniformément en % sur [}( S (To),.%>,

étant une fonction de 2 continue et s’annulant a I'infini sur cet ensemble.
Or il existe n; (¢) tel que

Mafl <ns(e) = [[Te(u) = Ta(o) || <3,

en vertu de I'équicontinuité des T, (u).
Si I'on prend
n(e) = inf(ny(e), M2 (e), n3(e)),
N(¢) = sup (Ni(¢), Na(e)).
Si [[u]l{n ), n>N(e), les conditions du théoréme 1.5 sont remplies
pour tout projecteur E (o;,, .), ce qui montre le 3°,
4° Si dimension de E () (C") = 1, alors o;,, se réduit & un seul
élément 2, ., .. E (A ) vérifie alors
Ta(@W)EGinu)® =2 a EQun )z Wazelr

Soient alors x; et y; pris comme 1’énoncé I'indique.

-~
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On a, au sens du produit scalaire habituel sur C’,
<)'i, T, (u) E()\i, n, w) i > = )\i, n,u <}'i7 E'(ki, n, w) i >7
3 _ <:Vi7 Tn(u) E()\i, n, u)xi\)
b <]'iy E()\i, n, u)-zli >
est donc le quotient de deux fonctions analytiques. Le dénominateur
est tel que si
[feel[<n(z), n>N(), |<yi BEChyyn, ) @i ) =<y, EQu) @i |
= Vil NEQi no) —EQ) |2l L ellyill [zl = ¢ ]y || <1

par hypothése. Comme <{y, E(d)z;> =1 par hypofhése, on a bien
<y EQunu)zi>#0 si “u“<7\(5)) nyN(z).
Donc ;.. est analytique dans le domaine [l u | {» (2), si n >N (o).

C. Q. F. D.

CHAPITRE 1II.

Soit S un systéme a nombre fini d’états r, de matrice de transition P;
Z:(n) le nombre de passage de S par i en n épreuves.

L’utilisation de la méthode des temps de retour, due & Doeblin et
Feller, permet de démontrer aisément les théorémes suivants, donnant
les lois marginales limites possibles de z; (n), i, étant I'état initial.

1° i, ergodique :

a. i_transitoire ou

i¢ classe ergodique de i, = ; (n) = o;
b. i ergodique, i et i, appartiennent & la méme classe
ti(n) —nllf

L 3yp*2
I "*N(()’ D;‘Hl )7
Vn

out N (o, a) désigne la loi normale de moyenne nulle et d’écart type a;
II; = i** coordonnée de la probabilité invariante relative a P;

% la convergence en loi;
D,, variance du temps du temps de retour a I'état i.

20 i, transitoire :
a. i transitoire,
() 5X,  P[X=k]=f" (i, ) (f* (3, DNt a—f* (4, D)),
f* (i, j) désigne la probabilité, partant de i, d’atteindre j en un temps
fini; '

g
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b. i ergodique,

|- >
q—'%Q £ X, X =o0 avec probabilité 1— f* (4, 7);

=1I; avec probabilité S (b, 0);
¢. Si, de plus, P n’a qu’une seule classe ergodique, alors
f* (i, i) =1
et
S—rll £y, ping?).
Vn
Nous étudierons ici les lois limites de I’ensemble des variables aléa-
toires ¢; (n), avec les mémes normalisations que ci-dessus. Nous utili-
serons les résultats du chapitre I, notamment la définition intégrale
de f(T) et ses conséquences.
Soit P une matrice sous-markovienne (r, r), S est un systéme lié a P;
K=)1,2,...,r( X; I'état de S a l'instant k;
A, l'événement : S reste dans K au moins jusqu’'a n;
£; (n) le nombre de passages de S par j en n épreuves.

Avec les notations de I'introduction, on a le

TuEoREME 2.1 :

,
E[exp(Zwk a(n)) Itz Xo = do :] = (P.D,)" (i, ),

k=1
ol io, jGK.
Démonstration. — Désignons par (&)(io, Jj) le membre de gauche de
I’égalité 4 démontrer.
On a

SR .. .
D(dy, j) = p (i, J) exp (iu;),

n
(s 1) . Ql . ,
(l) (’0)./): 2 El:exp< 2 IuiE/(ll+l)>|An+xl{xx:/-‘}l(xn-!-t:j)/{ X0=10}]

k€K j=1
. . (n) .
= 2P Cio, k) exp (i) Bk, /)
k€K
en vertu de la propriété de Markov et de I'’homogénéité.
Donc
(41 | . (1) (n) .
b =3, Vi, ) Bk, ).

LEK
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k k
Si ® désigne la matrice d’éléments ®(j, j), i, je K, alors

(n+1) (n)

d =&3.fb = (&l—‘)=<&))n=(P.Du)”.
C. Q. F. D.

CoRrROLLAIRE 2.1. — Si P est strictement markovienne, alors

E[exp(Ziu/E/(n)>/{ Xo=io}]=(P.D,,)nV0.

\k=1
Démonstration. — Résulte immédiatement du théoréme 2.1.

CoroOLLAIRE 2.2. — Soit S ayant une malrice de transition strictement
markovienne.

Soit Sy, ..., St une partition de Uespace des élats de S.

Soit o, ki, ..., ki, B, une suite de nombres entiers > o, = k, chacun
d’eux étant différent du suivant et du précédent.

Soit 1., ..., A4 une suite d’entiers > 1, tels que

2)\1=n-—l.

Soit Ay 1,8, U'événement : S passe un temps 1, dans S,, puis va dans Sy,
ot1 il reste un temps 1., ..., va dans S;, ot il reste A1, ... aboutit dans Sg
ot1 il reste un temps 2.1, i, Uétat initial, j Uélat final : i, €S,, j€Sg. Alors

E [exp< Eiu/ Ei(n)> L 130, D Xa= 1/ Xo= 4o ) J

j=1
= (Pgq- D) %1 Po, 1,. D yti (P, z—t.Duh))*z“l (P, 13- Duke) oo
< (P, by Duki )ie 1P 2, Dk ... (P, 3)114-1—1 (70, ),
Py, r, désignant la restriction de P a Sy, X S, Dk la restriction de D,
a SkiX Sk,--
Démonstration. — Cette identité se démontre aisément par récurrence :
il suffit de vérifier qu'on a

E[exp<2z’u/ Ei(n)) Lo i lexa=i/{ Xo= 1o }]
j=1

.
= 2 E [GXP< Ziu/ 51‘()~1'—1)> lag, 2 I, —=k3/ 1 Xo= 1o }]

kES, j=1
hesy,

< P, ) expian) B exp( Fites &0 =000 g ol Ko},

formule qui résulte de la propriété de Markov et de I'homogénéité du
processus.
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Comme
E [exl)<2mf &j(h— l)> ls,, ‘ul( Xoy—t =4 }/{ Xo= 15| = (Pa, 0. Dus)ts (4o, k)

en vertu du théoréme 2.1, la récurrence conduit bien a la formule
indiquée. ’
C. Q. F.D.

Cas I : P n’a qu'une seule classe ergodique et pas d’états transitoires.

On sait qu’alors I'équation A (s I —P) = o a d racines de module 1,
qui sont des racines simples de cette équation et qui sont racines de
Iéquation 2“ — 1 = o. Il y a alors d classes cycliques. Les autres racines
de I'équation aux valeurs propres ont un module == r < 1.

TueorEME 2.2. — Dans les conditions de (I), il existe n > o tel que
el <, u=" (g, ..., u)eCr =
d—1

10 (P.D,)" =E(7\i(u))” E(%i(u)) + A(n, u);

i=0
(% (W))=4=* sont les valeurs propres de P.D, qui tendent vers les racines
de module 1 de I'équation aux valeurs propres de P.
(E (2; (w)iz¢~* sont les projecteurs correspondants.
20 | A(n, w) [ ZMen, 0 0Zp<i, )
uniformément en u, sur Yu:| ul < n(.
30 Les applications u—2; (u) et u— E (%; (u)) sont analytiques en u,
r(0)=D2;,  h(0) =I.
4o Si u, — o, alors
(P.Dy, )t Vo— (ho(un))*Vo—>o0 si n-—>om.
Démonstration. — T (u) = P.D, est un opérateur analytique sur C.
En prenant T, (u) = T (u), le corollaire 1.1 s’applique aux valeurs

propres 1, ..., A,_, de T (o) = P, ce qui nous donne le 39, avec le n
du corollaire 1.1.

Le théoréme 1.2 conduit a la formule du 1°, en prenant

An, u) = 2 (T NP E(%)

rEGIP.D,)
Ny oy kg (1), g (1)

et en utilisant le fait que
pour || u || < n, E (3; () et E (%) ont méme dimension, ce qui entraine

v(ri(u)) =1, donc Ny, =o.
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Soient 1, %y, ..., Ay, Iy ..., F; les valeurs propres de P. Soit ¢ assez
petit pour que les boules centrées sur ces valeurs propres et de rayon ¢
soient disjointes, et que celles de centres r; soient contenues dans le
cercle unité. On sait que pour || u|| < v, chaque boule contient un
ensemble spectral de P.D,, les projecteurs correspondants étant de
méme dimension. '

Soient C) (resp. C}) la réunion des circonférences de centre 2, (resp. r;)
et de rayon .

C, =C,uU(] est une courbe de Jordan entourant o (P.D,), pour
[|ul] <m, donc

I N -
(P.D,)n = mfct)\nm(/\, P.D,) .

I

- C;‘,\nu{(x, P.D,) dr +

I

ST A MR (h, P.Dy)dh;

-

un calcul simple, fondé sur I’expression de ® (2, P.D,) fournie par le
théoréme 1.1, entraine

d—1

2(7\i(u))'lE(>.l-(u))=5;—Hf)JWR()\, P.D,) d)
¢

i=0
et, par conséquent,

A(n, u) = R (1, P.D,)wn dh.

1
2011 "

3

Le théoréme 1.4 entraine
R P.Dy) —R(K, PY||<e pour ||| < ny, VY reCl.
Donc .
IR0, PD < sup [ RO, P) [+ 6= K.
rech
Donc
. | B v n | _
I A G w2 5 K@, ob p= sup 2]
= Mpn.

Le 20 est donc démontré. Abordons la derniére partie du théoréme.
Pour n assez grand, ||u,|| < n et les formules précédentes sont
applicables.

D’autre part,
E(3i(un)) > E(X;(0)) si n-—>o.
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Comme
E(k;i(0))Vo=0 pour 3 o,

=V, pour {=o,

et que A (n, u,) — o si n — oo, on a bien le résultat indiqué au 4°.

Le théoréme est complétement démontré.

Dans les conditions de (I), on sait que g‘(ni) converge vers II;.

Donc
E[exp< Ziu/ E’Eln)>/; Xo=1 }] - exp< Z iukll,’g> = exp(i{u, 1*),
j=1 k=1
ou { > = produit scalaire sur C".
THEOREME 2.3 :
* £ d )\o(u)
nl i du; ’
Démonstration. — Le vecteur caractéristique des variables aléa-
toires g‘inl) n’est autre que (P.Dz>"V0. Le théoréme 2.2 implique que

(V-Da) Vo= (20 (%)) Voo
7 NG

L’analyticité de %, (u) au voisinage de u —o et un développement
limité au premier ordre donnent le résultat.

TutortEME 2.4 (Kolmogoroff-Mihoc). — Soit P vérifiant les condi-
tions (I).
= Uy, ..., o}, ..., 0;),

la probabilité invariante relative a P.

Ei(n) —nll;
Vn
vers une loi de Laplace mullidimensionnelle, d’ordre -~r—d, ot d est
le nombre de classes cycliques de P, de fonction caractéristique ® (u,, ..., u,),

Alors l'ensemble des variables aléatoires converge en loi

m m N\
I N, * -2
® s, ey ) = exp;(}_,u;s;- +2 ) P/,zs/a),
j=1 Sl=1

o, si Q; ef Q, ; désignent respectivement le mineur de p; ,— 1 dans le
déterminant de P — 1 et le mineur exirait du déterminant de 1 —P en
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supprimant lignes ef colonnes n* i et j

,
o h, k
a=Y Gl =) un,  Pi=— St

h=1 ' ZQI

Jj=1
Démonstration. — On sait que

E[|<Zu (m%’—‘lDA x=;>

Jj=1

= (P.DL>"V0(io)exp(—— i u, I1* > /n).
v

L’application du théoréme 2.2 entraine, puisque

|exp(—i<u H‘)\/;i|=1
E[exp(Elu <—ELQL)——’—1—[!— )/’ o—lo‘jl
j=1

__(\)\0(%)) exp(— i, 1*>¢/n) >o

On peut écrire, pour [[u |l < n,

2
ho(u) =1+ ZZ 1779 | P Zu, u; <ddu)\-od(:~)) 0+O( | %]f?)-
i j / u=

k=1

Donc, pour n assez grand,

et

u\ . « Uk ! 2 2o (%) I>
ho <T> =14 zZIlkﬁ *on Zut“/( Ju;du; >u:0+0 (E ’

iJ

/N
b
O
ll

\ k=1 ij

= exp (n log(1 + Z))

exp n<L—— — + 02 )))

exp<nz2 m; LI <2uiuj <¢j;u)\<;(;t)>
i Jj/u=0

() ) )

w I (P (W) -
exp<n10g l+lzﬂk‘/— 272“‘“/<duidu/)u=o+0<

)
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r
)\o<l—t__>>nexp — l.llkHZ\/l_l
(( 2 |
1 S 0?2 )\o(u)) iﬂ ’ .
—>exp|:£<21¢lzt/<dui()uj ":0—0— Kz‘ll w
ij r=1 /

Pour calculer les dérivées secondes, il suffit de dériver deux fois par
rapport 4 u; et u; I’équation caractéristique de

Donc

ok

ADI—P.D,]=o.

Par cette méthode, Mihoc trouve le vecteur caractéristique limite
indiqué dans I'énoncé du théoréme. On trouve bien une loi normale
multidimensionnelle, car on démontre que log @ (ui, ..., u;) est <o
D’autre part, chaque classe cyclique introduit une relation entre les

variables Z; (n).

Soient, en effet, C,, C;, ..., C,_, les classes cycliques successives.
Si i,€Cy et si n = r (mod d), alors, si k<,

2 ti(n) = [g] -+1;

ieCr
si k>r,
Z Ei(n)= lg] (I 1 = partie entiére).

i€Cy
11 en résulte que la loi limite est au plus de dimension r —d.

Cas II : P a des états transitoires.

AP a plusieurs classes ergodiques : Soient tles états transitoires, Ei, ..., E;
les classes ergodiques; T (resp 13, Bi) la restriction de P a =X~
(resp. E;XE,;, tXE)

T By ... By Dyt oooiiit. o .
P— o 1} .. o , D“ — Du‘ .. o .
o : ];{ . Du‘

Le probléme est déja résolu si i ¢, car alors Z;(n) = o si i&C (iv),
classe ergodique de i, et la loi limite est alors celle de (I) pour la restric-
tion de P a E;XE,; si i,€E, Supposons donc i,e€r. Il nous faut
calculer (P.D.)".
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LemME 2.1. — Soit M une malrice carrée du fype

AA1.A[
o B, o o

M= o o B, o |

o o o By

ol A et B; sont des sous-matrices carrées de M.

Alors
Al Ay Qo oeo Ay
M Mi=| © (By)t o ... 0
o 0 0 oo (Bp#
oll
k—1
@ i= Y AJABI/.
j=0

Démonstration. — Elle se fait aisément par récurrence :
a. M a bien la forme indiquée;
b. Si Mt a la forme (1), M*+* = MM* sera égal a

Akl AQ x4+ A BY  A@L i+ AyBE ... A@ x+ ABf
o B+t o o
o o . B+t

qui est bien de la forme indiquée, avec
ai’ 1= A ai,k"‘ AlBtIl
k—1
=2AI+1A[B1{""_’ —+ A;Bf, par hypothése de récurrence
j=0
k

k
=Y AJABE + ABE= Y AJABE,

j=t j=0
C.Q.F.D.
CoroLLAIRE 2.3. — Si P vérifie les conditions (II), la restriction a ©
du vecteur
((P.D )" Vo) = (T.Du)"V§
s n—1
+2 E(T'Du‘)/(Bi‘Du‘)<l}.D,,i)ll—i—lVt;)’
i=1 j=0
ol
V5
1
o

Vi
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LemMMmE 2.2. — Soit A, une matrice (r, s) telle que || A,|| = 1. Si B,
est une matrice (r, s) et si nB, — o, pour fout vecteur x tel que

ARtz - Ly, (Ap+ Bp)tz - L,.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que
| (An+ B)r— Alt]|>o si n-—>ow.
Or cette quantité est
él(l+||BnII)"—1[=<1+O<ZI>>”—1—'>0 i o>
C.Q.F.D.

CoRroOLLAIRE 2.4. — Soit R une malrice sirictement markovienne a une
classe ergodique et sans élals transitoires

r
(R. D,,)"—PVO» exp[ Z iu;ll}] Vo,
n j=1

pour tout o entier fixé, lorsque n — oo.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme 2.2, avec A,=R.D , ,
x=V,

7
n—pgo

Bn=R<Du—D w nB,,=R.n<D,,—-D u )
n n—»p) n n="p

et

Tu;

l.ll,' .
n|{exp— —ex >0 SI. n—> oo,
n p

n—o
COROLLAIRE 2.5 :
(T,Duz)i< Bl.Dui><1}.Dui>n—i—l Vi > (T.D,)/ B; exp< ¥ iueIiI;>V{,.
0 n ‘
eE€E;
Nous pouvons maintenant énoncer le

TuEoREME 2.5. — La fonction caractéristique de U'ensemble des variables

, L. . n .. PR e ege g e
aléatoires =; (n), Ee(T), ot iet, eeE converge, si l'état initial i, e, vers

A\,

(It — T.D )~ ( 23, exp< 2 iueII;> V(,’) (io).

j=1 eEEi

Démonstration. — 11 suffit de montrer que dans la série

n—1

Z (T.D,,:)i(Bi. D£> (1}.1)1.-)'1—/—1 Vi,

j=0 n

on peut passer a la limite terme a terme.
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Or
(T.Dut)/ || £ || (T)/ || < r/ pourj assez grand,

olo<r<i.
Comme

Z1,

H (Bi. D,L.»> <Ii{. D,,i>n—/—1 Vi I
n n

on a bien le droit de passer a la limite terme a terme.

B. P n’a qu’une seule classe ergodique : P est alors de la forme

P<Tl?>

“\o R/

1
n—1

(P.D)" Vo (i) = (T.Dyt)2 Vi (dg) 4-2(1".1),[:)/3,.D,,:(l;.D,,gu—/—W}. (4).

j=0

On sait alors que

La premiére partie nous a montré que

<§{.D£>”exp<—- i(Cury WHYR) Vi— Oy (ut) Vi

Vn
LemME 2.3 :

(l}.Di)n—P exp(— (<, I 5)Vn) Vi@, (ut) V).
Vi

oi1 p est entier > o fixé.

Démonstration. — L’expression ci-dessus est identique a

{n—p)
[l}exp(\— i(Cut, 3) ﬁp) D_u:,:l Vi.

n—
Vn

Posons ny, =n—p
An=Rexp(— i (<o 1) )P
Vn—p
. . n
B, = 1;exp<— i (ut, ) ngp) (DL. —D )

vn Vn—p

nyBp,—>o si n(expi —u—\)—expi “ >0
o b <ﬁ, (\/”"‘P

[ niu(:/l—;—--‘/nl—_P>—>o, = —35 >0,

ce qui est vérifié. Le lemme 2.2 s’applique avec x = Vj.
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D’autre part,

(An)mV) = (}5.1) l >n—.° exp(— ¢ ({ut, D) y/n)

Vn—g

=<Ili.D it >"—{'exp<—i(<u', |]|">>\/Il—p)

\n—g

s<exp(—i(<ut, ) (Ve — V=) ) Vi,

Mais \/n — \/n — 7 — o, donc

cxp(-—Eiucl['c(\/}; —\n— p)> -1

N ¢

et
(An )1 Vi—> Oy (u) Vi,

le lemme 2.2 donne le résultat.

THEOREME 2.6. — Si i, est un élat transiloire, le vecleur caraclérislique

S

,f.) _\/7']112’ ot iex, e€E,,
\r,’]l

de lensemble des variables aléatoires *; (n),

converge vers le vecteur (I' —T.D,)~'.B.®, (u")V!.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la série

n—1

Z (T.D,t:)/'(B.D,“ ) (}5.1) " >u—/—1v5 exp [_ N i \’}i]

Vi Vi CEE,

=

a une limite obtenue en passant a la limite terme a terme. Le méme
argument que celui utilisé au théoréme 2.5 donne le résultat.

CHAPITRE III.

Posons donc maintenant le probléme suivant :

Soit P, une suite de matrices markoviennes (r,r), P, —P; “z(n)
le nombre de passages par 1'état i aux temps 1, ..., n, la loi d’évolution
étant P,.

Trouver les lois limites de I'ensemble des variables aléatoires (%%, (n),
convenablement normeées, lorsque n — co.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIII, IIL. 1€
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Cas I : P est sans élats fransitoires, et n’a qu’une classe ergodique.
TuEoREME 3.1 :
e, Vo0, 0l 2a
3 0 (2) et N (¢) lels que
Hell<n(e), n>N(e) =
1° Les boules ouvertes centrées sur o (P) et de rayon < contiennent un

ensemble spectral de P,.D,; elles sont disjointes el leur réunion
contient = (P,.D,).

20 Soient 1, )i, ..., h,, les valeurs propres de module 1 de P.
Alors chaque boule de centre ), et de rayon ¢ ne contient qu'un point
du spectre de (P,..Dy), 24 n,u, € U— by . est analytique.

30 Soient E (A, .,.) les projecteurs correspondants. Ils projelfent sur un
espace a une dimension et sont analyliques.

4° On peut alors écrire, Si ., —> 0,

d—1

(P D)= ¥ ) E O, a) + A, @),

g=0
ol :
[| A(n, w) || < Mgta, oZLp<1.
Démonsiration. — Les trois premiers points sont une conséquence

immédiate du corollaire 1.1. Il suffit de vérifier que les applications
u— P,.D, sont équicontinues a I'origine, ce qui est immédiat, car

I Pn-Du—Pufl Z | Pu |l [[De— 1] £ Du—1]].

Le quatriéme point se démontre de facon analogue au théoréme 2.2,
On a, en effet, avec les mémes notations,

. 1
An, u) = mfwoz(x, Pr.Du) Mt ),
et puisque
RO PuDy) [ RO P) ||+ 4v
en vertu du corollaire 1.1, lorsque || u|| < n et n>> N, on a le résultat
désiré.

Remarque 3.1. — Nous aurions obtenu les mémes résultats en suppo-
sant seulement P, sous-markovienne.
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TutorEME 3.2. — Si P, est une suile de mairices sous-markoviennes,
tendant vers P vérifiant les conditions (I);

Si 1, entier > o — oo, alors

10
d—1
a. (P,,.D,,)und*r'u _2‘(>\g)n<>‘ u>w‘1E()\g)—>o;
n bt & '
—
d—1
b. <1)11-Du un«lwe—z()\g)w()\ ,,)le(xg)—m.
ﬁ/ im0 & ",ﬁ

20 Soit 4., la valeur propre > o maximale de P,.

Si

n

o wetn (1 —2,.) — s, alors

n

(l"‘-Du)”"Vwexm(— s+ (u, 1 3)) w) Vo

Si, en outre, p., — nw = O (1), alors

)‘U, n

(l’,,.Du)Pnexp[— t'<<u, 1L, >> Vn cv]V0+ex]>(—stv)(D(zuv)\"u,

n

avec
* 1 () )‘0 n,v )
n: = -( —=r .
mk= ( Jvy ).,:U
Démonstration. — 1° Montrons que lorsque n — 0

o >y et E/h N\=>E(Qy)
& e o

(resly. Aoy g E(\A' w ) — E()\g)>.
& ,’ﬁ & 1 N

Le corollaire 1.1 nous indique que ¥ ¢ > o assez petit, I N () et n (¢)
tels que

Phgme—rgl <t ECGga ) —EQ) < Ven
el <n(e), n>N(e).
En posant

N () = sup (N ), L)
Ik

1RZ

(rerp- M) = (N0, 755555 ) )
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v n > N, (¢) (resp. n > NJ, (), on a

N
s L hg
&

<e

et
< E,

L<) ,,) —E(hy)

& 1, =
(resp. E()\ “ >—E(7\g)H <z>
& 1 —= )
yn

n
ce qui montre bien la convergence désirée.

P2 w— hg
;1 =
v

<s7

Les formules du 1° découlent alors immédiatement de cette conver-
gence et du théoreme 3.1.

20 Nous pouvons écrire, en vertu de ce méme théoréme,

d—1

(p,t,l)”>p,, \’0_2(). ,,)&Lu E()\ ,,> Vo> o,
*I—l' g,”,?i g,/l,’—l

8=

d—1

(P,l. Di)‘un VO_Z <, ) ,_l>m: E()\" ) ,_t>vo—> o.

Vn Vv

Puisque A

g nul=1 et E<) i ,,)VU» E(h)Vo=o0 si g#o,
> Ty .
=V, si g=o,

nous avons

(P,l.D,l>l1n V(,—()\ u>llu Vo—>o0;

0, nn,—
n >

(P,I.Di>ytuv0___ ()\0 . l)p,,vo_>0_

Vn vn

Nous sommes donc amenés a étudier le développement, au voisinage
de v = o, de la fonction analytique v — (0,4, )"

L’analyticité de 2, ,, . en v, pour || v || < =, et le fait que | 2y, | < 1,
entrainent la convergence uniforme locale des dérivées partielles de 7,,,, .
vers les dérivées correspondantes de 4, .. n, et N, existent donc tels que
les dérivées partielles d’ordre 1, 2, 3 de 2,,,, . soient bornées uniformément
sur )|| v || < m, n>Ni( et A, > o pour n > N. '

Introduisons la notation suivante : soit x, une suite de fonctions
numériques d'un paramétre o, parcourant un domaine D de R*. Nous
dirons que

zy(v) =0"([[ 1)
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. I ’ . . .
si T x, () est borné uniformément en n et v, lorsque veD. Si une

suite v, €D, alors
@ (0n) =0 enl]) siox,(e)=0"(]¢]]).
Ecrivons alors le développement limité de 7, . jusqu’au troisiéme

ordre
r ~
; -5 +2(]_ Do, n, o + Z‘ o 92 o, 2 o, n, v
N, e = ho,n i ()"i g ,)‘; ()( j =0

=1

\

1 g3 )0 n, s
+ — 00 _ g, 06, o0 0¢,
3:2’ “durdey o (VO Oea ey Do),
i jy k

ou o0 _~1;

~ I 720N . : / ;
Zg—, ivy ()—V‘—d‘:)"T(O"i,O"z?---aOV/')=0(||VH'})
iLjk
pour
[[ell<nr, n>N;
logho, n,v=1logko n+ log[t+Z, ],
oll

II‘

J X " v> ! (l)2 Ko o) ’ 4

.n, T o, ", O' (Il ells

— 2 (__[M ) Z w10y (ot ), + Ol
On voit que

r
, 1 W\ ())\’ll,l’ ron 9
Low= 00 ) = 5= B (P55 (o).

D’ou

ZII v 2 ’ Zﬂ o 2 ’ “
log[1+Z, 1= 7, o— (—2—> + O (L, o) =T, o — (T) +O'(| o ||7).
\
Nous avons donc, pour ||v|| < n, et n > N,
le 1 2 ’
(o= exp loghn o 20— (222 ) 010 ]
Sif|v.]] <<, on a
ZII §
()~0, n, v,,)pm: eEXP| Un l“g)w‘», n+ Hn Zn, [ Tﬁ + O(” Pn ”1 ]

Sous I'’hypothése du 20, p, log %o, —> — sw.
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L:ﬂl—>, alors || v, || <

a. Siv,= % et sin > sup (NI’
il
Loy o= O (|| 0u ) = o(%).

Donc
(B0, O (o) = 1, 0 (1) >,

r
u 728 . I . .
W 21;,-(-{‘}'9’?-") 0+O<n_‘1> wy >t u, M si
L =
1

nkon
i=

n->w,

Mn Zu, 0, =

car
728 . dho, v ,
B, o1 et <—°”—# o (52t =1}
n I =0 99 Ji=o
Donc (7\ u)‘*» converge vers
> n’ -
ny

exp[(—s—+i{u, M >)w]

et (Pu .D£>“n V, converge vers
n
exp[(— §+ 7 u, W >)w]V,.

. u || 2|2 - .
b. Si v, = T et n > sup (N, ~—— ), nous pouvons écrire, puisque

n [}
3)

»
u; [ox ,
A n _ i _O,n,‘
< 0, n,i)p. exp[ 4 )\o,n< dv; )0:0 nw]
i—=1
i . P
Wp— W u; o, n, v
= exp —_— —_— —
l _( >z:21 ‘/ﬁ( f)vi >v:0

o, n

[ 1
=< exp| — % <ZS,-, j(n) u,-u,,> + w, logy, ,l]
L i

> exp| 1, O (—]—>] 3
5 n*/ .

o S;,;(n) converge vers le coefficient (i,j) de la forme quadra-

. 1 er o
tique — ~log ®, associée a P.
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La limite de I’expression (1) est donc bien exp [— sw] (® (u))*, puisque

Pn — nw reste borné par hypothése et —I-_; Pen —> O,
n?

On a donc bien

’”

<P,,.D u )p" exp[—Ei( u, 7[—[i—> V/; wJ Vo> exp(— sw) (P ().

o,

Vi i=1

C. Q. F. D.

" L’interprétation probabiliste de ce théoréme donnée dans lintro-
duction résulte immédiatement du corollaire 2.1.

TuEOREME 3.3. — Si P, est strictement markovienne el converge vers P,
qui a une seule classe ergodique et pas d’élals transitoires, I'ensemble des
variables aléatoires -

(R)E; — nlif
Yi. n = —""_ﬁl(”) -

Vn
converge en loi vers I'élément aléatoire multidimensionnel de fonction carac-
téristique @, loi limite relative a P.

Démonsiration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme 3.2 avec jr, = n;
A,» = 1, puisque P, est strictement markovienne, et les hypothéses
du théoréme sont vérifiées.

Cas II : Cas ot P a plusieurs classes ergodiques et pas d’élals transitoires.
— Soient :

E,, ..., E; les s classes ergodiques relatives a P;

113,,, la restriction de P 4 E; x E;;

D, la restriction de D, 4 E; X E;;

S, la restriction de P, 4 E; X E,, :

i Jj
B B,
Pu>rP = Sp— o,
2y
Ru Du‘ Sn-Dui Sn Du"
1,1 1,
P,.D,= Sp.Dy Bu D, .Sn Dy
i i s
Su Du1 n‘Dui Rn Du’

Nous adopterons pour la matrice limite P les notations de I'introduction.
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Nous noterons 4., . les valeurs propres de R,.D,; qui tendent, si n—
4 i
et u-> o, vers /.

Nous allons écrire, si i € E, et j € Eg, le développement de (P,.D,)" (i, j).

Auparavant, montrons deux lemmes :

LemMmE 3.1. — Soit M une malrice (r,r) E,, ..., E, une partition

de (1, 2, ..., r) en s sous-classes, lelles que si i€E,, jeEs, a <B=1i<]j.
Soient k et d deux entiers > o

My, My, M,

M= ng» 1 M:_y’ 9 N]g’ s

\I“.s‘, 1 Mg e I\‘].\', s

5

M;,; étant la restriction de M a E; X E;.
Alors, si ieE,, jeEg, on a

k

M&(d, j)y= Z 2 Z 2( My o )+ My, 1, (My,, 1, )hed+7

(=0 (alzi raE0 M
X< My gy oo Mpgy, 8 (Mg, {3)7\1+.d+r1+,(,', 7,
oll .
M4+ do4+. .o+ dp)) d+ri+. .o+ 1+ 1+ 1L =1
7; entier X o, r; entier > o, 0oZr<d,
ki kivay,  ki=1,0,..., 8.

Démonstration. — Si M a m; ; pour élément i, j, nous avons

- o
TEOT 7Y — 2 e~
MA@, ) = mymymy .

Jir v s Jk—1

A une succession d’indices i, ji, ..., ji—i, j, correspond, en groupant les
indices successifs qui sont dans la méme classe, une succession de I +- 1
sous-classes Ea, E;, ..., E;_,, E3, le nombre d’indices successifs dans
la classe E. (resp. E, E3) étant p, (vesp. fisi, ). '
Posons
wi=Ad+ ri+1.

La sommation sur toutes les suites d’indices j; qui donnent lieu aux
mémes (I, ki, ..., ki, %, r;) donne bien I'élément

(Mo, )27 M, gy (Mg, 1) o7 My, 5 (Mg, g) R (6 drn (B (4, f).

En sommant sur [, k;, r;, 2, on obtient le résultat voulu.
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Introduisons maintenant les notations suivantes :

[z] désigne la partie entiére de x, P (x) U'entier le plus proche de x
(lorsqu’il y a ambiguité, on prendra I'entier inférieur).

LemME 3.2. — Conservons les hypothéses du lemme 3.1 soit d enlier > o,
soil Q. ., Uensemble des points t = (t,, . ., ) de R, lels que

/
a. ti>o, leél ;

i=1

b [/.'——/—('r.+r.z+...+r/)

]- {; entier > o.
o

Posons

B _[/;——1—(7',4—...-&—1'/)].

L™ d

Considérons dans R’ les pavés, ouverts a gauche, fermés a droite cenirés

1

3 )
l,r;

sur Qg ., el de célés

we Pavécentréent = VYi=1,..., /[ P(Nf,wiw,-) = Nf;,‘if,-.

19 Les pavés sont disjoinls, leur réunion K, ; ,. recouvre K,
!
- \
wek, &= w;> o, Zmiél
N i=1
La mesure de Lebesque de K, ,, ,, vaut

" I

Gyt gl ——:
N NA /H

bri (N/,"i)

20 Z(Ma,a)7‘*"+"i Mo, 1y (M, 1) 22 @7 M, gy o oo (Mg g )M dbr1e (4, )
.

’ ,,
:f (l\'lq’l)“ (NI, "i”')dh"’t

I3
3 P(Nj , vg)d+r, 2
N[I: ri I\Ia‘) &y (‘\’Ikh 1'1) ( i 2) 21\1]‘

=Ny, I
K, 1,
k
P(N; .. d+ry ..
= Mg 2, - (Mg, ) (N ) e (i, ])dw, ... dw,,
oll
:
QU
Wi =1 —Zwl».
i=1
Démonstration. — 1° Les pavés sont disjoints, la définition de P (x)

étant sans ambiguité. Ils recouvrent K, car a chaque weK, corres-
pond un ¢ de Qy,; -, donné par la formule
P(Nf,. o)
= ——0n

k
lr;



238 A. HANEN.

D’autre part, il y a correspondance biunivoque entre les points de Qy,,
et les ensembles de nombres (2,)i=%"", tels que

[ +1
F=nf,,
i=1
par les formules
=Nt (=12, 0,

!
k
)»]+1 = N/, r; I —Etl .

i=1

11y a donc autant de pavés que d’ensembles de nombres | 2, }, soit Cl\,[‘ e

i

. L s 1 .
Comme chaque pavé a une aire égale a N la formule de la premiere
N
partie est donc démontrée.
20 Cette correspondance biunivoque entraine la formule du 29, la

fonction sous le signe d’intégration étant constante sur chaque pavé

de centre {{;}, ou elle vaut I'élément de la sommezcorrespondant
Y
a 7, = N/, ;, multiplié par 'inverse de la mesure du pavé, (NF DL

CoROLLAIRE 3.1. — Avec les nolations relatives a P,, on a, si i,€E,,

ey

. N\ ! .
(P"'Du ¥n Vo =2‘ Z 2"5;7.“,%‘1, I’i(n) Vi,
" 1ori

=0 ky, ..o, &
ol

1 n

P (N“L" ||'1)41+1\ -1
ufa':“”l,l,ri()z)=f (E,,.D£> Ly, N”"'-"aSZ .Du_l_.‘
n ’

K,
tw by

ukigq e
n

* » .
> Rn-Duk'; P(N':nri “VH)(I—H"-H Ni» S D
ki — Lt B
n i, Kit

n

PN o, )d—a—r +
> (F,,.D,m> ( L) T g dyy (1 Wa Wi =T)
vl

= f f’fi',‘,.i(n) (W1 «ovy Wipg) dwy ... dwy
Ryt
»
= E| exp jiu~(n)§~(u )—I 1 Limx, =/ § Xo= iy}
I 7 VAL Ay kyy 7y, 8 X =711 0 0f

j=1

avec les notations de Uintroduction.
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Démonstration. — Le lemme 3.2, avec M = P,Z.D,i, E; = classes

n

P-ergodiques, k=p.,; d=p.p.c.m.d;, donne I’expression de <P,1.D,_¢>F*"(i, )
indiquée, dont linterprétation probabiliste résulte du corollaire 2.2.

LemMmE 3.3. — Soit f, (resp. g.) une fonction numérique, définie sur
un ensemble A, (resp. A) de R, intégrable au sens de Lebesque, mesurable
el bornée sur cel ensemble. '

SiA,>Aetsur A f,—g.—> o; si L(A,) — L (A), oit L désigne la mesure

de Lebesque
f Sudwy ... (/(v/—f;,",, dw, ... dw;—>o.
A A

An

Démonstration :

Su(wy, oo, widw) .. (lnq—fg,,h;‘,, ce, W) dwy L dwy
A, A

~

=f(f,, — &) dwy ... dw)+ Sudw, ... dw,
A

Aa—A

le premier terme — o, en vertu du théoréme de convergence bornée de
Lebesgue, le second est =~ ML (A, — A), et tend donc vers zéro.

LemME 3.4. — Si P, est une suite de matrices sous-markoviennes, qui
tend vers P, matrice markovienne a s classes ergodiques sans étals {ransi-
loires, el si, avec les notations exposées plus haut :

a. n (I —)l}o,n) —>qi;

b. nS, reste borné;
i j

L ,
C. Mn —> 0O, 7” —> t, p, — [nt] restant bornée.

Alors
Uy Ln
upr, (n) — /.gl_i’ri(n) (W1, ooy Wigq) dwy ... dw ;> 0,
Yy
ol
dy—1 nt
o ) ]'([7]w1>(1 nt
g’(_br'(n)(w,,...,w,.,_,)= Z <gzg)h<g‘\ . y:> ¢ E(&g) "l Sp Dk
s B 5 n, ” b o, ky W
dy, —1
! l’([%l]li>1+,>(l
> 2 Ko V1t [ X 3 ¢ E(X
<k1") <k1g, n, ﬂ) ("lg
g=0 n

Pyt Wi =1,

i rerigg 4+l =, (mod d).
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Demonstratlon :

u"' (n) f // " (n) (1, ooy W) dwy L. dwy

en vertu du corollaire 3.1
Kpm, Ir; 2 K/,

—~I—Cfvn+,—>l =L(K;) si n—>x,

(K1) = <
lr;

U‘ "

*,,(n) est mesurable et bornée, car H R,|| et | Duijl <1,

N; n

Lrt S

&, Ay

~K

I

en vertu de I'hypothese b et de la forme de Nj-..
gl.i’j ., (n) est également mesurable et bornée sur K,, pour les mémes
raisons. ‘

D’apres le lemme 3.3, il suffit de montrer que
/_'i"ri(n) — grl" r‘;(’l) —o0 sur Ky;

f,m,'(n) et g“" _(n) sont des produits de matrices uniformément bornées.

11 suffit de montrer que chaque terme du produit f,, diminué du terme
de g, correspondant, tend vers zéro si n— oo, c’est-a-dire que

di—1

'n ,, [ AW
e () S ey T G

" =0

U, nt
o (N ]) 8o

Or le théoreme 3.2 entraine

;n‘

- di—1
(10 TN Gy () e
11 suffit de vérifier que
P(‘Il”' _w) d
(hen)

Or ceci a bien lieu, car

P([E] n') d

— /X i d —> 0.

i u
&N

PA Z1, A ui—>hg  si o n—>oo,
13 12

ut g
- Lgn, "

& 1,
n
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la différence ci-dessus, en module, est

ni rm
p(|Z —P
A G el
( & ”'}T gy — 7

ou K, reste borné en module, en vertu de I'’hypothése c. Donc

X Kod — (3 \Bud > ¢ mais ([ h,){=1
<i;~"”’£f (ib ’ i ’
n

donc on a bien 1°.
De méme, Nj — [3] reste borné lorsque n-— oo, ce qui montre
le 29; puisque S{l — 0.
i, J
On a donc bien le résultat annoncé.
CoroLLAIRE 3.2. — Avec les hypothéses du lemme 3.4,

y—1 nt
o (n)\‘l— (H( ) on n,'“> [ ] ) E() [”t]xSZ‘D_l

R\ g=0o n

=< 2( >l+'<‘;u,n,"/—f"> ([”[] >E( )

=< S,.D uexp [<— i+ uby }I;}) Wi t] Vf;‘ dwy. . .dw,.

Ki—y, by n

\;

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que

(/kl —1

3 ([ 5]-)s
()™ () y [,1_ B 'E(L)\“
ke Fg n, %l k0
n

g=0 ’
converge vers
exp[(—— G, + £ uky E‘lz*>> W t].

Mais ceci est une conséquence immédiate du théoréme 3.2 appliqué a
la suite de matrices R", et du fait que

L( \f,’:o si & # o, =Vi si g=o.

LemMmE 3.5. — Avec les hypothéses du lemme 3.4, si i€E,, J€Es,
en posant k, = B, on a

n

P,.D N\ (4, f) —? (u)(w, cs i) dwyday(d) f)— 0.
(" Py

l—" Fiyvons hipmy i

La derniére expression élant une série en | absolument convergente.
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Démonstration. — Posons
P
u“;" (n) = Z Wiy r; (n),
7 ki

avec k; = B fixé, et de méme,

"(n) = Z f & "’ () (wyy ooy wr) dwy oo dwy.
Kiy 7
On sait que u}" (n) — ¢{"* (n) > o, d’aprés le lemme 3.4. Il suffit de
montrer que les matrices u)" (n) et ¢ (n) ont des normes majorées,

pour n assez grand, par le terme général d’une série absolument conver-
gente en L

Or, si
g, = sup”

iJ

nous avons, par hypothése, n:, = K, pour n assez grand.
Puisque H fi{n ” Z 1, || Dyl = 1,

"(n)“ HEZ Ry D,,,>~ DJ_><;{D_l>/ g,L.D,,;.,)m.

n "

avec
).]—Q— )\2—'—.. .+ )\[4_1: Yn— le

! A
2 (@)1 Ch = (s =1/ (n20)! G, oy
ki

ou s est le nombre de classes ergodiques de P

s K/,
(;1 YTy —1 7’

n

Z K{(s —1)~! Cu"(u % (—) Z Ki(s — 1)1 (¢ +¢)! Cu.,,

avec K. = K (s — 1) ({ + ¢), pour n assez grand. Or le dernier terme de
I'inégalité est le terme général d’une série absolument convergente en L

De méme,
(n)H 42‘ f HO;", (n) (wy, ..., (v[+,)i§(l(v1...dwl
kiy ri
= gra(or (| ECe) )
Ni> I
ol .
Py P L=y (modd).

Iy aauplusd' valeursder,, ..., ;. et (s — 1)~ valeursdek,, ..., ki—..
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Donc

“ pL"(n) H Z (s —1)1 K;t[(

N I+1
"(be) [))
terme général d’une série en I absolument convergente.

CoroLLAIRE 3.3. — Si les conditions a et ¢ du lemme 3.4 sont vérifiées,
el si, de plus,
b, rll.S,.V{—>gq/,

i
alors
2_‘ ( " ")Pvn(lo J) —>Z Zt/f cxp — ga+ tu, le’ >)(r,t]q§x ces
i eEJ =0 k;
=< exp[(—— i+t ki }l" >) Wigy t] ghizi...
=< expl'(——— g5+ i ud, ]’jl" >)w1+1 t] dwy ... dw; V().
- © B
Démonsiration. — La condition (b') = (b), car II a tous ses élé-

ments > o. Il suffit de montrer, d’apres le lemme 3.5, que

O p
f Zé’ki’: () (1w )\"-3 dw; ... dwy
Ko

— exp[(— Go+ £ u, n >) Wy t]q’; .

K

=< exp K— g3+ i ud, ]l*>>w,+, t] Vidw,...dw,.
‘(‘.‘
Or nous avons vu, d’aprés le corollaire 3.2, avec k ,= B, que

g,t"‘”(n)(w,,...,wl_._,)\’l':-— 2‘(/ ,’(a.. ) %)‘ ([r/J >[E( ) [nt] S,. D_i

& x, ky
=0
/dl —
2 (ETE
ad D, Z ) o\ L
(2]l X, ()
e /
= exp( [q3+ i ud, 2*)](v1_,_1t)V'0 -0,

avec
€)) P+ l= 4, (mod &),
r, ..., r; peuvent prendre de maniére indépendante toutes les valeurs

comprises entre o et d—1, ces valeurs extrémes étant comprises,
Ii., est déterminée pour un choix de ry, ..., r;, par la relation (1).
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Donc
d—1 /d,—1 nt
2‘” OICTA w1+1)VE—< 20< E (?X”)”(&D . E)P([Z]““)dE(?“\g)))
= g=0 n

nt\ . nt
X | — b.DA-... —] S .DL.,
[ d ]“a ,2'1 “t d "i—llyl k; R
n n
d—1 ’Il',-_' ) nt
s /3 '([d]“'*‘)' ;
<{ 2 (Re)o (B E (%)
ki kig, n, ki
g=0 n

i
7i1=0

> exp([“— g8+ iu, }}'>]W1+1)V§ -0,

. , . . .
puisque r;., ne figure plus dans I'expression approchée de gi-  (n)
donnée précédemment.

Or, si g # o,

d—1 I — ))rl
2‘( ) - 1—)u =%
r=0

puisque d = p. p. c. m. d;,

d—1

si g =o, E (:.é.)": d, car 3\(,:1.

r=0u

Done, en fait,

ni .
Zgl " (/z)((vi, w1+1)\".’05_<g‘0 N W>P([7]‘ x) E()\O) d[ ]as'i‘ D:—
ri n

nt
<] vy T

n

B exp[(— gp—+ i ud, g*))wlﬂt]V{f—)o.
Or, d’aprés le théoréme 3.2, pour tout i,
ni
<>> ,,,~>P<Ll I, exp[(— qi+ i<ul, WH)wt] s onooe,

E(\ d.5,. D E(h)—tE() Su E(2 ,
() [Z] gy Gy = B B ) o
car n.S, reste borné en norme, et
&
h(/o)n S,l (/U>—>q/
ol III/, est la matrice définie sur E;XE;, dont toutes les lignes sont

égales a I/[*
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On a donc
Yo ;3 ; :
Zg}ri’ ri(n) (Wi, ooy W) Vi—> L exp[(— Qa—+ (U, l{)) w,t]qét
ri

a4 0wk IS ot k.. B
><exp[( gr+ L uky %11 >>“-’t]qkf 7,

C e s “
< expl/— ga+ i ul, W S\wez ] 1 I ... 11 V3
l[( 7+ (<, 8 >) b ]x, ok ks ey O
mais
M H=1n = H ... Il V3=V
ik 6k %, ky Ky, ke ki— B30 v

D’autre part, Eg‘; .. (n) V2 est un vecteur uniformément borné sur K,
i
en norme, d’aprés la démonstration du lemme 3.5.
Le théoréme de Lebesgue nous donne alors le résultat, la fonction

limite étant bien mesurable en (w,, ..., w).

Nous pouvons maintenant énoncer le

TuEOREME 3.4. — Soit P, une suite de matrices strictement markoviennes
convergeant vers P, qui a plusieurs classes ergodiques et pas d’élals Iran-
sitoires; si '

1°n <I _);(),n,) —>lI13

i
20 nE().(, S,..V{->q/, le vecteur caractérislique limile de I'ensemble

i L/

g (n)
n

des variables aléatoires est le vecteur qui sur E,, vaut

@

2 E‘fK‘lexp[(—— qo—+ i u, I;.*})w,] (12'

=0 k;
= exp[(— g+ £ uks, }l’}) w._,] q...
> exp[(-— gr—+ T ke, }[’>> «v[_,.l](lw, oo dwy.
7

Démonstration. — Elle résulte de la formule

(P,l.D£> Vo) =3 N <1 .D£>" (éoy J)

n B:I /eE:i n
et de I'application du corollaire 3.3.

Etude de la loi limite.

LemME 3.6. — Sous les hypothéses du corollaire S.S,Eqi,,éq,-,

j#i
légalité ayant lieu si P, est striclemen! markovienne.

INSTITUT HENRI POINCARE, — XVII, IIL 17
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Démonstration. — Nous avons

Ra Vb + ) 80 V{2 Vi
j#i
En multipliant & gauche par E(lo,n>, nous avons, puisque E(),o,,,)> o
. i ¢
pour n assez grand,

E(%0,2) B fwg“E(g\o, n) S VEZE (20,0 Vi
] 7L :

Or
E ( %\0, n) l?n = 2\0, n E ( )l)o, u)~

Donc
. ) i J
n(1=0,2) E(%, Vo= Y E (b S.Vi.
J#i
Le membre de gauche converge vers ¢V}, celui de droite vers
limZnE()l_\o)i’S}l.Vﬁ'zEqi,jV’},,
j#i j#i
car nS, est borné et E(lo,”)—>E<7}0)’. Donc
L7 4 i
2l
Zqi, j < qi
j#
Dans le cas strictement markovien, l'inégalité initiale devient une
égalité qui se reproduit partout.
Soit Q la matrice (s, s) d’éléments diagonaux — g¢; et d’élément (i, j) q/.
Soit S’ le systéme a nombre fini d’états, ayant la loi d’évolution sous-
markoviénne homogéne permanente, caractérisée par I'opérateur infini-
tésimal Q.
Soit Z (u) I'état de S’ & Vinstant u; T, (f) la durée de séjour de S’

dans I’état i pendant l'intervalle de temps (o, f); A () 'événement :
S’ reste dans K’ avant £, ou K’ =)1, 2, ..., s(.

THEOREME 3.5 :

E[exp<2[v, T/(t))h(z)/{ L(o)==x i]
j= v

est la fonclion caractéristique limile trouvée au corollaire 3.3, avec

vi=ul, I*).
i
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Démonstration. — Soit Ay 4, ... 1, ()N A () Iévénement : S’ est succes-
sivement dans les états «, ki, ..., k; pendant (o, {)

E[“P(Zi"j T/’U)) law/{L(0) =« %:l
=1

O .
=2E[exp<2wi T/(t)) Lsw o a0 la/{Z(0)=2 ;-].
Lk L

j=1
Soient alors T, Tk, ..., Tk les durées des séjours successifs de S’

dans o, k, ..., k
Ty+ T+ ...+ Ty =t

A ces variables aléatoires correspond une densité sur K, , telle que
Pr[{(Ty Thy ooy Ti) €A N Aa ity (0)NA(2)/{Z(0) =a}]
=ffh, k(o w) dwy ... dwyg
A

Sty oo ki i1, oo ) = exp(— q“wl)qin exp(q;~,w2)qé:j coexp(— grWi).

!
-
Wi =1 -—Z«vi

i=1

{
(w,-)le1 ekK,, & w;>o, Zw; = t.

=1
D’autre part, sur Aa s, ...+ (1), on a bien

o1 Ti(8) + 03 To(2) + 03 Ty () = 05 Ty + Vi, Tj + 04, T}y

donc
S | |
El exp( X, T(0) )y, o 1,(8) Lo/ 1 2(0) = |
Jj=1
= eXPE(0y Wy 4 04, Wa oo O W0t) fhy o by (W1, ey W) divy . dwy

Kl,t
qui est bien I'expression trouvée au corollaire 3.3.

THEOREME 3.6 :

N\

E[exp< PN T,~<t>) /i Z(o) =2 :] = exp((Q+ V).V (a),

j=1

o1 V est la matrice diagonale d’élémenls v; et V), le vecteur de R* de coor-
données égales a 1. '
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Démonstration. — On la fait en remarquant que ’expression

§
E [exp<iz o T/(‘)> o lkz=8y/t Lo== }]
j=1

est I'élément (2, 8) d’un semi-groupe de matrices (s, s) dont on montre
aisément que 'opérateur infinitésimal est Q + iV.

CorOLLAIRE 3.4. — Sous les hypothéses du théoréme 3.4, le vecleur

. S P N . , . (WE(n
caractéristique limite de Uensemble des variables aléaloires -—i—’;(——)

pour i,€E,, a (exp (Q + iV)).V, (2).

Processus adjoinf. — Soit ™Y, la variable aléatoire valant i
si "X, €E.

Considérons le processus stochastique Z,({) = "Y...; il est dit pro-
cessus -adjoint a (P,, E)).

Ce n’est pas en général un processus de Markov. Il n’a que des dis-

est égal,

. gz o N m
continuités de premiére espéce, aux temps —--

Soit T, (n) la longueur des intervalles ou Z, (f) = i, pendant Iinter-
valle de temps (o, 1)

1
Ti(n) = = ¥, % (n),

JEE;

E[exp( Ziu/ T,~(n)>/{ Xy =iy (]
j=1
o (35 ]

j=1 l\‘eE/ /
dont la limite est (exp (Q + iV)) V, (2), si i,€E,, ot V est la matrice
diagonale d’éléments
o= U4, I*>,  ou Uj=uVi,
donc

UL IS = 0 Vo, 1) =
i i

Donc, si U est la matrice diagonale d’éléments u;, i =1, ..., s, on a le

COoROLLAIRE 3.5. — Sous les hypothéses du théoréme 3.4, Uensemble
de variables aléaloires 'T; (n) converge en loi vers I'ensemble des variables 'T; (1)
inlroduit au théoréme 3.5.
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TutoreEME 3.7. — Sous les hypothéses du théoréme 3.4 les variables
aléatoires Z, (), ..., Z, (1) convergent en loi, i, étant I'état initial, vers
Z (), Z (L), Z (), o étant état initial.

Démonstration :
PriZu(t) =71, s Zn(t) =701/ WXo= 14 ]
= Z (P")[ulll(fn, 1'1) (])”)[ulﬁ}—[ul,}(,’h ,’2) . (p">[u[1]~—[n[/_,](,'1_17 i[),

i€k,
Lorsque n—> oo,

E(pu)f"”7_5””—'7(1'1—1, (1) > exp(Q(t1—1t:=1)) (J1=1, J1)
17] -

et v
2 (P01 (s, dy) (P )it =l (4, dy) oo (P )=l (44, 4))

)T
k=1, ...,0{—1
B 2 (Pt (do, £1) (POl =61 (44, i) oo (P )=l =(t1ma) (8o, dpy)

)t
k=1, ..,0—1

< exp(Q(ti—t—1)) (Ji—1, J1) > 0.

Dans la seconde expression, nous pouvons sommer sur i,_; et passer a
la limite; en itérant le procédé, on obtient finalement

Pr[{ 2o () = ji, i =1, oo, L1 00X o= iy }] > exp(Qt1) (, /1)
X exp(Q(ta—=101)) (1 J2) « - exp(QUU—11-1)) (J1=1,J1)
=Pr[{Z(t)=y;,i=1,...,l}/iL(0) =al].
C. Q. F. D.

Soit D (o, 1) I'espace des fonctions numériques définies sur [o, 1] et
n’ayant que des discontinuités de premiére espéce. Prohorof a montré
que c’est un espace métrisable complet, ainsi que 1’espace des mesures
bornées sur le o-corps topologique de D (o, 1), muni de la topologie faible.

Le processus Z, ({) est presque sirement a valeurs dans D (o, 1), il
lui correspond une mesure discréte sur D (o, 1), M. i, @ 6tant 1'état
initial.

Le processus Z (t) est aussi, p.s., 4 valeurs dans D (o, 1)

(ta—ty)

Pe[| Z(6) —Z(1) | > o/t Z(t) = ji}]=1—¢ "

P 8—(“;1'?,‘)(12—11)

Ze si|ta— 1t | <8 (e),

uniformément en ;.
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Alors, selon Prohorof (exemple 2 du paragraphe 2. 1), il existe une mesure
de probabilité sur D (o, 1), notée py si Z (0) = «, telle que :

a. Py )¢ :9€D (o, 1), ¢ continue en 4, fixé (= 1;

b. Soient t,, ..., {, des points sur [o, 1] 'application II, .,
2 or(2(t), 9(62), -y $(8)

est continue p, presque sirement en vertu de a et la répartition induite
par pet I, 4 sur R* est celle induite par les variables aléatoires Z (f,),
Z@t), ..., Z(). \

TutoriME 3.8. — p,, ;, converge faiblement vers o, si i,€ E,.

Démonstration. — Nous démontrerons d’abord que ., ;, est un ensemble
faiblement relativement compact, puis que toute mesure p; limite d’une
sous-suite ., ; a la propriété a. Cela entraine que pour toute mesure
limite p.3, '

pro (I, . ,q)t= ]i;n i ng © (M, )™ = o (Mo, ) 7t
ngp> o

en vertu du théoréme 3.7 et des propriétés de 11,. Donc

*
Mo = Ha-

Montrons donc que :

19 L’ensemble { ., ;) est faiblement relativement compact; les condi-
tions de compacité nécessaires et suffisantes sont données par le lemme 2.4
de Prohorof. ‘

Pour tout ¢ > o, il existe M., d. et une fonction w (6, ¢) | osid | o
tels que Vn :

@ ) e s Sup |9 Me(> 1 — 25
b i) @t By (3) = w (3, <) pour tout § < 3 () (> 1— -

@ (9) désigne sup  sup inf { wy[7), 7), 0y (7, 2] |, OU o, désigne
' A A5 e

Poscillation de ¢ sur (a, b) et A désigne un intervalle (z,, 7.), de lon-
gueur | A |

Soit D, (o, 1) l'ensemble des éléments de D (o, 1) prenant les
valeurs 1, 2, ..., S.

Les mesures u, ;, sont concentrées en des points de D; (o, 1).

La premiére condition est donc toujours remplie.
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Pour les éléments de D; (o, 1), &; (9) ne peut prendre que des valeurs
entiéres. Par conséquent, o (9, ¢) peut étre pI‘lS égal a o, pour 8 < 9 (¢).
La condition b s’écrit alors

Hipnf9€D(0,1), Bz (8) =0} >0 si 6->o0,

uniformément en n.

Dire que & (3) = o, c’est dire que sur tout intervalle de longueur d, ¢ a
au plus une discontinuité. La condition de compacité s’interpréte donc
ainsi :

Probabilité { pour le processus Z, (f), les temps de séjour successifs
dans chaque classe ergodique sont > ¢} — 1 si 0 — o, uniformément en n.

Cette probabilité s’écrit
> Z Z<Rn>/ d+ry S R, had+ry S, ...(R, Wy d+r1 VhL

l - A-J ks ) ki, ks k1 ) °

avec

Aid 4+ ri+1 R
L S,
n

Cette somme peut s’écrire, avec les notations des théorémes précédents,
222f fx,,r,-(n) (W1, vee, wia) VL dowy ... dwy, avec u = o.
l=0 k; r;
ot R, ; est une certaine région de R/, déterminée par
né —1—r; 1 .
e Rl
5T l r;

P(N}lrw,‘)d+ ri+1>né & 141

~
wi=1,

i=1

nd —1—r;
\ 7

lr,

soit

9in(8) >3 si n—>ow,

soit R; la région limite de R, ;
(’Vié 5,
l+1

weR; <
2(vi= I;

i=1

ayns=3 f Sl () (W1, ooy wiia) dows ... doo Vi

ki ry B3



259, A. HANEN.

est le terme général d’une série en [, il est majoré par. le terme d’une
série uniformément convergente en [, ce terme étant indépendant de n.

Pour montrer la propriété, il suffira de montrer que a;,,,; converge

n

. , Y
vers a;; uniformément en ¢ lorsque n —oo; Za/,,,,a convergera alors

=0

w
. , Ql .
uniformément en ¢ vers Za,,a. 11 suffira ensuite de montrer que

=0

3

2 ap5—>1 si d—>o.

=0
a. Montrons que

a/,n,a—>a/,a=2f exp(— gawi) ¢k
= Ry
ki

X< exp(— qr,®2) gfF - - - exp(— g W) dw, ... dw,.

Nous avons, en effet, avec les notations des théorémes précédents, ou
I'on fait u = o,

Zf Zi’,.i(n)\’ﬁl—zfexl)(—qaw,)qgt..iexl)(——qg-,w1+1)(lw,...dwl
I

Ra,d
kipry T
o n 7k n 7k n M3
= 2 [ LV [ Fhn Vi Y [ (VY
kpry B3 kg~ N Fors R
N T ON T MO
ki 18 kiry T3

—Zfexp(~qa‘m)qé;'exp<—q/.«1w':)qﬁf~-
T Uk

X exp(— guWir) dw, ... dw.

On sait que
I+1

Ri;cK, weK, & wixo, Zw,-:x ;
i=1
sur K,
fz;,ri (n) V{;I— g?m‘*(") ‘Tﬁl——) o

et est mesurable bornée, donc

2 (fnsfz""‘ (")Vﬁl_fns &4 (n) V’;;l) l

vis I'i
SPAEK )| R
ki i ! ‘

en vertu du théoréme de Lebesgue, et ce uniformément en R
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De méme, en vertu des résultats précédents,
Ql - ’ .
245'2{.-,:‘.»(") Vh—exp(—qaw)gh. .. exp(— grwip) >0 sur K,
ki

et y est bornée uniformément. Le théoréme de Lebesgue entraine a

nouveau que
N\ ~
DS &l Vi—a(3) >0
3 [ERA o

kisri
uniformément en o.

Reste & démontrer que

N ” "
XL T Vb= [ 71,0V
Ky o d ki B3

uniformément en d. Puisque f est majorée sur R, ; et R; tous deux
contenus dans K, il suffit de montrer que L (R, :;/AR;)— o si
n>o(AAB = An(jB + Bn()A), uniformément en o, T, désigne
la mesure de Lebesgue sur R’

Nous savons que

ng —1—r; 1
weR,; < w[>[ AN ] SN = i
g S
N [n8—1— 1] I R K, -~
Vin3—0|= -+ — 0| <L pour & < &,
n—p n—g Ny
d 2 2T
o d d
=€, —>0

uniformément en ¢ pour ¢ < 9, lorsque n —oo,

w: wek, I, 6—g, << w;<<0—+c¢g,)]
Ru,SARBC§ ’ '3 ) n< nl-
! (i=1,...,l+1) f

On a, par conséquent,

dwy ... dw,

!
L(Rua/\Ry) <Y, ,
Nwict

i=1
R W0
O—s,.<wi<0+8,;

I
{
)
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La derniére intégrale est égale aux précédentes, par le changement de
variables
w;=W; (1=1, ..., l—1),
wi=1— (Wy+ Wyt...+ W)

au signe pres, et chaque intégrale, on le voit aisément -~ 2 (—),, donc
2¢,(l — 1)
L(R. 5/\Rs) < (l T o0

uniformément en o < d,, si n —oo0.

b. Examinons maintenant Zaa, 1> qui s’interpréte évidemment comme
=0
la probabilité, pour le processus Z (f), d’avoir des durees de séjour succes-
sives dans les classes ergodiques E,, ..., E, >0
C’est une série uniformément convergente en I, et par conséquent,
si d — o,

Zas z—>v aq, 1—2‘ 2/ exp(— gawi) g

a0
= =0 K Ji=
W W owizt

i—1

> exp— (@i, w2) q’;: cooeXp(— qrwir) dwy ... dwy.

Mais ceci n’est autre que

B P Z(0) = ki)/iZ(o) =aj]=1.
ky

Les mesures p;, , sont donc bien relativement compactes.

20 Soit p* une mesure limite d’une sous-suite p;, ... Montrons que p*
a la propriété a.

Soit B I'événement {w; (rt —d, 74 d) > 2,} ou, puisqu’il s’agit de
fonctions de D, (o, 1), {sur l'intervalle (r —d, * 4+ d), ¢ a au moins un
saut. | Nous avons

w(B) < lim ppy, s, (B).
k>
Mais
Yny,i,(B) =1—Pr

fsur t—d,7 4 0, le processus Z,,; (f) reste dans la méme classe
ergodique |

=13 Y (Pu) k=, ) (R Yk G420k =21V (),

e
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mais, si k —o0,
(B )t (20—l G20V} = exp (— 2391) Vi,
(Pl =31VE > expQ(t —8) (@, 7).

I1 vient alors

w*(B) él——Eepr(:— 8) (a, ¢) exp(—2¢;8),

i=1

expression qui tend vers zéro si d — o. Donc p* (B) — o si 0 — o, ce qui
équivaut & la propriété a.

CHAPITRE 1V.

Dans ce chapitre, nous envisagerons l’existence d’états transitoires
pour la matrice limite P.

Avec les notations de I'introduction, P s’écrit

T B, ... B, s
= R o], soit E:‘ ’Ei.
o o ... B i=1

Soient lji,l la restriction de P, a E;xE;;

S, » P, a EiXE/;
i“J

( » P, a E;xr;
by ,

B, » P, a xE;
T, » P, atxr;
Q. » P, a ExXE;
R, ) » P, a EXE;
D., » D,a ExXE;
B, » P, a EXE.

Le vecteur caractéristique de 1'ensemble des variables aléatoires

(nle, (n
WEg(n), %, tex, eck,
est le vecteur
Tn-Du‘ Bn'Due (n)
) .
V.
Q..Du R,.D, !

n
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Le vecteur caractéristique de I’ensemble des variables aléatoires

wE (n), ('”('0—"""";: )%
n yn

est, dans le cas o P n’a qu’une seule classe ergodique E,,

T, Dy Bl,ll'Dut (n)

—
Vo vV . . 1 * I /0
ecexpl — il ut, 11 z /n
911-[)11' ]511 .D ! ( < T ">/1\0, n~

}0,,, est la valeur propre de Ifi,, maximale qui — 1 si n —oo0, 111,2 le vecteur
propre correspondant.
Introduisons les quantités suivantes :

wk () =2(T,,.D,,,)/.(B,,.Dﬂ,>
v; n

> (Ru . Du_g>"‘ Qn D (Tn -Du‘)/’ B,.D
n

n

= (’R,,.Die>“f (T,,.D,,r)/‘l(B,,.Di(_) (R,,.D&YI.
. n " n
et, de méme,

111/1‘ “(Il) —Z(Tn Dll')h( 2, ne D”')

Vi Vv

> (g,,.DL,>~'.9,I.D,,, e (T Dy

Vi
1

< <B”"'Dl;> <F1i,,.D£,:>vz exp<——2 z'u,,Ill;,,, 51—;,——,: y/;),

v Vi eEL,
avec
JiHJod o JiF v va v+l —1=k;

e (1) = 2 (B Dy (@ Dut) (TaeDu)

n

(B,, ><R,l )z...(T,I.D,,:)izq(B,,.D"e)(R,, D,,p>

vi

et, de méme,

a0 =3, @,l.n.ﬂ)w(?n-mo (TaeDu)i)

Vi

<B1 ne Dm)( ne ux (Tn Dw)ll—:
v

. N 1
< <B,,. ,l,> <1§n L‘)w exp< 2 lup];[c,nm ﬁ)a

Vn Vn e€L,
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avec

JitJete a2 (L —1) =

1()%,)_ ’/[(Il) _E(Tn Du‘)/‘(B/z ,,)(Rn ) (Qn ,,l)...

<Rn~ ) I_'(Qll u’) (T/z-Du‘)/‘

et, de méme,

IVI(A) ”(Il) ——Z(T“ uz)/1<B| ne ,,1> <Ru ,,,1 l(nl neDat) ..
Vn \/ll

(RD_)z (Qu,ueDut) (Toe Do)/t

v

N
xexp(—l\ 1T [ \/n>
¢c€E,

l( 71\

avec

Ji oo fi vy 2 (L—1) = k)

Vi

2 X\,) ,/1—1(”) =Z<R” Du)"((\/t D) (Th. D,,l)h(B,l D, >
n

><(T,,.D,ﬂ)/l—z(B,l.Dic\)(R,L )z_,(Q,, Dyt) (Tp.Dyr)it=s

n

et, de méme,

’(A)

3L es 1) = 2 (oD

<15,1-D,£> %=1 (Qy, . Dit) (T Dyt )t

va

> exp<— Z i, IlL " )
€K, \

S ot f i A A v

>"(Ql ne ILI)(T,l.D,ll)/I“‘

avec

oV 2l — 3 = k.

LemME 4.1 :
0 (P,,.D,,_(_)" V., est le vecteur qui vaut :
sur <,
Ez,ux{ (Vs +\ Z,m OME

sur E,

222“}:?). , () vV +\ Z e () V.

2 Juv e/t
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20 (pn >”Vo exp< > lu, I[e s \ Il>
Vv eehl \ "

est le vecteur qui vaut :

DXtV 3 B Ve
ZZ ,,<n>vz+z 2.,@ L (Vi

D’autre part, les relations suivantes ont lieu :

sur =,

sur E,

(1.1) 1“%,)...,/1 (n) = (T,l.D,,t)h(B,l.D”_e)zu/(,:i/:"/_l”(n),
n
(1.1") wh o (n):(T,l.D,,L)/}(l},,.D__)au/(f AT (),
Vn
(1.2) 1 /(f,‘“”/.l (n) ——,tt“"’/l ' (n) (Qu.Dyt)y  (T,.Dye)it,
(1.2") 1"/‘1,‘?“7” (n) = |l¢/‘_”;|1 (n) (Q1,n-Dyt) (Ty.Dyt)in,
A3 e (0 = T () (QuDu) (T Dt
(1.3 ,u/fw () =21 () (Qy . Digt) (T Dye) it
Démonsiration. — Elle résulte de I'application du lemme 3.1 aux
matrices P,L.D,if (resp. Pn'Dfﬁ‘_>’ avec k=n et la partition en 7 et E
n Vn

de 'espace des états.

Les autres relations sont une conséquence immédiate de la définition
des u et des v.

LemME 4.2. — Si P n’a qu’une seule classe ergodique E, el des étals
transitoires =, si n]llQ.,,l—> S,, alors :

Jo,n élant la valeur propre mazimale de R, restriction de P, a E,;XE,,

10 2 (1—T0,n) > q1, avec gi=<I1% S, V(s

0 Ly n—h /4 i’ !
2 ')u/nuqll—n(n)‘ 0 __>2u/1x ml'l—s\ 0
ol
N7 @y (ut)

2 oSl T (l )
> exp(— ql)lﬂsl ltl(T'Du‘)i‘Bllll(sl-DIL’)(T.D,¢l>j!Bl...(T.Dul)/l—th

oit ®, est la fonclion caractéristigue multidimensionnelle du chapitre 11
relative a R, Il le projecleur correspondant a la valeur propre 7, = 1 de R.
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Démonstration. — 1° Nous avons la relation
1(,Qn Vi+R.Vi=V]
= nE(}on) Q Vo= n(1=30,n)E(o,n) Vi-
Le membre de gauche tend vers E (20) S1 V4. Puisque
E(%o,2) Vi >V =V,
cela entraine n (1 — 4,,,) reste borné, donc

A1 o) (o) Vi— Vi o,

donc
n(1="0,) V4> E (%) S Vo =118, V}

= n(l—)i\o,,l)—>q1.
2% Soit d, le nombre de classes cycliques de la matrice limite R.
Nous avons

R ()Y

2 s s J1—y
Ql .
=Z Z <1§n.D£>).1d.+nQ1,,,.Du,(Tn.Du:)u
i Vn
> (B,,n.D£> (}11,1.1)1,)7&,4&,», . (T,l.D,,z)/'tﬂ(Bl,,,.Di) .
Vn m Vi

R i . Lo 1
> ];{”'Du‘ i\ld,+7',\/(l’exp<—l<<ul, Illn>)—T—> V/;>,
— 0, 1

ey f

ou
JiHJrt o f i i (g ha e );1) di+2(l—1)=n—k.
L’interprétation probabiliste de cette expression donnée dans I’intro-
duction résulte du corollaire 2.2.
On a donc, en posant p =j, +j, +...+j, +1—1, "
M+t nm)di+ i+ 1o+ o+l —1=n—q¢.

Posons

N—f n—eg—{L—1)—(ri+...+r_))
IV d, ’
avec les notations du lemme 3.2.

Nous avons également, d’aprés un raisonnement analogue a celui
fait dans ce dernier lemme,

szf Jno (Wi, oo ) dieyy oo dwi V)
K

-
ne gl oty TV
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ol

Sn (Wi, oo wiy)

Jirti ) .
P N':—? vy Yy 1 - . .
= <]1{”"D”‘> ( b=t l)" lN;L_l‘:,.i Qs n-Dyt (Ty.Dye)a
Vn
3 P(N;t;ir,“'i)‘[l“‘/'i n—o e
= (l ,,,1.D,,.>...<$11.D,,,> i Ny ZE, Qun Dut(Tun Dy
Vi Vi
P(NF ) dyr . I
< <|;1,L.D,,l> ( [ ;)u ’exp —2 Iltclllz.’,,) v/;(w.+...+w/) ,
= - N0,
Vi €K, !
avec

W= Wy o =1,

L’hypothése faite entraine, puisque lII > o0, nQ, . borné, donc f,
également. o

D’autre part, sur K,_,, le théoréme 3.2 entraine

dy-—1

PN S e w) i O - N PN R, i) d N
(1D TS e, ) O ) 5o

Vi £=0 Vv

En vertu d’un raisonnement précédent (voir lemme 3.4),

n’
N r(Np ?,. oy ), l'([”‘]“'i)’lx
<’1‘ 11') ( =1y, x) 1 ( : u‘) A - o0,
& Iy == & ==
vV Vn

car P(N/5%w,) —P ( [c%] wi) reste borné quand n—>oo,

——7

donc
Adi—1 n
P (NI, i) dyrs NN POl ) .
@ (B (i) = X1 (b ) (Ll 5, o
Vi g=0 YT
. n
b. N?:,‘I,.,QI,IL'Du‘— 7Q1,n~Du"—>0;
)T /\

NIZf v Iy . * 1
c (]]{II.DHI>P (Nl_x,ri |l)</1+er‘|J exp<—— l(< ul, I|]'l > >_> w; ‘/;;’>
—_— fo,n.

Vv
—>exp(— qiwi) (Py(w!))™1Vy.

Done, sur K;_,, nous avons

So (g, o, wi ) —8n (1 ey wi_1)—>0.

Jisti JirTi
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Avec

g/':,r;(% w1_1)._<2‘()\3)n< an 5_“) ([d;] ) E(lg))

xexp(——z(u, 1n>‘/-""1>d_’llQi’n.Du:(T,,.Duz)/](B,,,,.D_ul>
v

< [ g (he)™ <>1b N Li)P ( [d_n,]"'s)d‘ - >]

><exp<-—i<u' ,,>) \/——W‘)>... exp(— qiwy) (Py(ut))mivy,

avec

g, est également bornée sur K, .. On peut appliquer le lemme 3.3,
JisTi

qui entraine

"“/)l 1(n)\/‘—-—‘f Zg” (Wry ooy wig) dwy ... dwiy.
Ki—y - Jis i

Or en sommant sur r;, les 7., pour o, disparaissent. Il nous reste
. 1P

X . (“([i]“*)”([(;,]"a) *P<[d]ﬂl—,)>d‘
(he8)

x exp('— l<u]7 ];[n>)0 \//;I'—(I—' WZ)) h(’fo)n Ql,n-Du‘(Tn-Du‘)/‘
ho,n

= <B1),,.DL,>E()1\0)... (B,y,,.D,,,)exp(— qiwr) (Py(ut))wr
Vn .

Vn

Lorsque n —co, le théoréeme 3.2 entraine que 29" converge vers
JiTi
Ti

©y () exp(— g1) 1S4 Dyt (T Dyt)/s By TSy Dyt (T. D) By ... (T. Dyt B, V.

Puisque la mesure de Lebesgue de K, _, =————I—-,, et que Egn
(l ——I). " Jirti
est uniformément borné sur K, ,, on a '
1 Oy(ut) exp(—g1) 118Dyt (T. Dyr)/s
({—1)!
< ByTI(S1.Dyt) (T.Dye) By ... (T.Dyt)/t=1 By V.

rin—=k) 1
u. B 7 —
2 /hun/l—l( 1> VU

C. Q. F.D.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIII, III 18
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CoRrOLLAIRE 4.1. — Dans les conditions du lemme 4.1,

() Vh > (T.Du)/sByow; Vi,

I.I(n)\/f, et 21”) () Vi —o.

Démonstration. — La premiére partie est évidente et résulte de la
formule (1.1") et du lemme 4.1.

La seconde partie résulte des formules (1.2') et (1.3') et du fait que la
convergence de .u;"~% (n) V;, pour tout u€R", entraine || .u; ik ()]
bornée.

En effet,
(RS IRON ERD W I CWY

/€Fy

supz | S ("—K/Fl(’l) (6.7) Iu'—~o

=0
_ .n——li 1
H - /n- »fl—x(n)vu ““::"
ul'=0
qui converge vers ||.u;, ..., V.|, donc reste borné.
Q... tendant vers zéro, les termes envisagés tendent bien vers zéro.

LemMe 4.3. — Si P a plusieurs classes ergodiques et des élals tran-
sitoires et si :

a. nlI Q —S;

lll

b. n (II* ,S,l>—>q,-/;
I
C. n(l_?-m/z) - ‘Ii-

Alors

in—k e e
2lL, - ol . N
2 Jar oo Ji— 1(n)V0 2 /n~~~;/l—1v0’
ol

oll

e = f H(0) 8- Dur(T-Duc)ie BH (2

X S.Dut(T.Dyue)2aB ... H(t) dty dts ... diy,
o1 H (f) est la matrice qui, sur Ex X Es, vaut
exp([Q +¢V]e) («, B) 0,
-

avec les notations du chapitre 1II.
S est la matrice valant S; sur E; X .
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Démonstration. — De méme qu’'au lemme 4.2, nous avons, si
d =p.p.c.m.d,

JACREED

2u(.”_k)._ (n)Vﬁ: f’l:Pi:/'i(tla ey t[_1) dt1 o dt[._“
Jl—1 K
pi

n—g, l—1, 9

P(N 2, t)d+pann_ :
f”,Pi’ji(t17 L) ll—i)_= (Rn'Dﬁ> ( e 1) +riN7_fP‘Qn-Du‘(Tn-Du')/‘

n

n n

= (BH.D&> . <Rn.Dui>" (NS drery,

ou
l—1
Wl
=1 —Zti,
i=1
avec

p=Ji+.HJra+L—1,

Ne—p [ e U= = (pi+pote o) ]
I=te™ | d

L’hypothése a entraine : f, .. ;. (ti, ..., {,_,) bornée en norme,

Kn—p,l—~l,p,- DK

et

L(K/_1)=(—l—_l—

= lim L(K,_c1-1¢.).
o1 = Jim (Kn—g,1-1,0,)

L’interprétation probabiliste de f,,, ;, donnée dans I'introduction résulte
immédiatement du corollaire 2.2.

Pour avoir une expression asymptotique de f,,;, ,, produit de matrices
bornées en normes en vertu de g, il suffit de trouver une expression
asymptotique pour chacun des termes du produit, qui sont des types
suivants :

n—o

P(Ni_g, ti)d+0i,

1. (R,,.D,,e> ( e ) ;
n

2. N2=F (Qn.Dyt) (Tp.Dyt)/iB,.D

I—1,p; U

n

n-—g
3., <R,,.Du )“ (VL) den v
.

n
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Le vecteur 3 converge, en vertu du corollaire 3.3, vers le vecteur valant
exp((Q +1V)t;).Vy(=) sur Eg, et noté (exp ((Q + (V)¢,). Vi)™

Les matrices du type 1 ont, en vertu des lemmes 3.4 et 3.5, I'expression
asymptotique suivante :

[ng]
Z f Zgun,t(n)(wj W) dwy ... dw, sur Eq < Eg = Hg(pi, ti, 1),
§=0 /.',,...,l K. r;

ou ky=oa, ky=0 et

Wn, i = P<N;l:foiti>d + pi= nt;+ 0(1),

i - <i< v mn,,,L>“([%]“")"E<&g>>['35'15 D

§=0 n
dg—1 . \
*"' ([
Z (3e) , P E (%) )
3 gy = 8°
\g=0 n /

avec

S
-
Wsp =1 — Wi,

i=1

wpi=pgimod(d) = riH...H Tt T = pi (mod d).

Soit H (ps &, n) la matrice qui coincide sur E. X Eg avec HS (pss t:, n).
Les matrices du type 2 restant bornées, en vertu de I'hypothese a,
une expression asymptotique de f,,;,;; est

H(p1, 4, n)’\I"—‘ Qn D, (Tn.Dut)/1B,.D

H (g2, 2o, 1 )Nn—’ Qn u‘(Tn'Du‘)/’Bn-Du

n

< N} =F Qn-Dut (T Dut) /1= By D, (exp ((Q+iV)t) Vo)

et méme, puisque N;~f, = :—; + 0 (1),

H (g1, 13, 7) 5 (Qu-Dut) (T.Du)/sBy.Dy - -

n

> 2 (Qn-Dut) (T D) =B Dy, (exp ((Q + EV) L) Vi)-
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Donc, p; ayant disparu de ’expression ci-dessus, Zf’" oii; @ POUT expres-

Ci

sion asymptotique

7 —1

d—1 A
(le(g,zl, ) ) 5 QuDu(Ta D)/ By D, <Eﬂ(p,z._,, n)>...
”,

r=0 p=0

<le(p, t, n)> Qu-Dut (T D)iiBa. D, . .
5==0 n

2‘ H(p, ti—y, n) d Qu Dyt (Ty.Dyt)/1=1B,,. Dup(exp((Q""\)tl)V'o) ,

U

gini(n) ne dépend plus de pr,; que par r, n, & et la condition
Pl T =g (modd).

5 8 . -
De méme, H; (p;, £, n) ne dépend de p.,,; que par f; et cette condition,
sommer sur r; vérifiant cette condition, puis sommer sur p; équivaut
donc & sommer sur r; sans conditions.

Donc
d—1 o [ng]
DHG = Y < g)l.>
p=0 §=0 Ky ..k ,_1‘/1(‘ r1_0
x(&g’"’m? [ Jora) E()s) [’”l]as, D
n
dg—-i d—1 n; 7 AY
%< \ ( Z (%g)ryf,) <?§g,n,£§>P([ d ‘Itl‘"k)l
=0 Psr1=0 "
< E() )a’w . dws. )
Mais
d—1
2(ay=0 d g,
= =d si g=o.
II reste

[ne]

Z ZJﬂJ‘(% § ;'L)}‘([%i]"ﬂ) E()\())d[ntl] S, D»/{

§=0 ky, % ks n
p([ 2w, ) a
< (‘éo,u’ %3> ([ d ]" ‘)‘ E(?ﬁ‘))d‘
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En passant a la limite, on voit que

d—1

e tm)>dY, X [ eap((— ga i un, WY wit gk

s=0 S0 Ay ey by
< exp((—— qr+ 1 g, }I" >> W, ti> -
1

x<exp((—qg -+t ug, M Y\wt;,\dwy ... dws_4 11
1(( 95 <3,3>)s:) 1 =1 s

)
quantité qui n’est autre que
dexp((Q—+1V)e) (=, 3) lle.
@,

Une expression asymptotique de 2 fr,p.. est alors, si H () désigne la
oi
matrice valant exp ((Q + iV) &) (=, 3) JIQ sur E; X Es,
H(t)nQu.Dut(T. Dy }i BH (£) Q. Dyt (T.Dye)iaB ... H(2/)V§.

Examinons la structure du produit H (f) nQ, :

H (t) coincide, sur E4 X E3, avec a,,p ang’ ou a, g désigne

exp((Q + V) ¢) (=, 8).

nQ, coincide, sur Egxrt, avec n Q.

i

Donc H (f)n Q, coincidé, sur E, X 7, avec

. s

2“1,8 I nQg, n-
Ya,8

3:1 !

Mais T Il = 1II, et IeInQp,,l+ Sg, d’aprés I'’hypothése. Donc H(f) nQ,
@B i

@8 B

converge vers la matrice valant, sur E, X1,

Y
3:1 !

qui peut étre considéré comme produit de H (f) et d’une matrice S
valant Sg sur EgXx7.
Les expressions approchées successives de f, ., étant uniformément
bornées sur K, 4, le théoréme de Lebesgue permet de conclure que
!0 (n) VG~ H(£,)S.Dyt(T.Dye)/sB
Ki—y . .
s H (1) (S.Dy) (T.Dy)isB ... H(2) VG dty ... dtiy.
C. Q. F. D.
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CoroLLAIRE 4.2, — Dans les conditions du lemme 4.3,
. (n)V§— (T.Dy)/iBy w, Ve

/1
A(m)VE et w0l (n)VE—>o.

/1»-- VTRV

Démonstration. — Elle est identique 4 celle du corolaire 4.1.
Les inégalités suivantes ont lieu : si |[nQ,|| < A, || Q.|| < ¢ pour n
assez grand.

G-, . .
[ a2 () || £ At 2R (T )i L] (Ta) 2 || (Ta) /]

% SO ni—
(Il =j1-|—...+j[_1),
mais Jp, o <p < 1, tel que o (T,)CB (o, p), pour n assez grand, en
vertu des résultats du chapitre I et du fait que T, limite de T,, a son
spectre cB (o, 1), o<r< .

Donc
I

T/=_,f W (W] —Tp)= di.
n 271l B*(o,m ( n)

En vertﬁ des résultats du chapitre I, || (A I —T,)~' || < K pour n assez

grand, et
[ (Ta)/ || £ p/+1K.

Donc, en posant A, = I—K—,

-
W
“y

Ji

A )t
=0 )||~(1_1)'<\”(T”)'”> é%.
. /—0

De méme,
[, 1 e T - 1 P

Donc

b Bl || = 4 G
De méme,

e [ ,,,<">H41T | s IV 1P e T

= 2l | 2GR ‘
Ao ot = Gl T e T
e 0| = G2 A

Ti
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Les mémes inégalités sont valables avec les u’ et les v'.

Nous pouvons maintenant énoncer les théorémes.

TutorEME 4.1. — Si P a une seule classe ergodique E, ef des éfals tran-
sitoires ©; Si nI]IQ,,,l converge vers S,, le vecteur caractéristique de U'ensemble
des variables aléatoires

mi(n
<%mxwmm—ﬁ”()

y LER, eek,
)1‘0,n

converge vers le vecteur valant

('—T.Du)tB; Vi exp (X (ut) — gq) @ (u!) sur 7,
Viexp(h(ut) —q1) @i (ut) sur Ey

qr= <11 81 V5 5,
hut) = <I1I", Sy Dpt(It—T.Dype)— 1B, V§ >

®, est la loi limite relative a I}

Démonstration. — Puisque

(1= T.Dy)=' =¥ (T.Dur)/,
j=0
on a

' I
Zzu/-bm’”_‘: md),(w)
Ji
< exp(—q1) (I(81.Dus) (I'— T-Dut)—’Bi)l—1Va,
mais

(NS4 Dyt (1= T. D)= By )1 Vi = (I8, Dyt (1 — T.Dy)= By )= Vi,

puisque :
=1 et 1Vi=V].

Si M est une matrice (I, L),

(UMD (4, /) =2|1m MET = (T, MVS > 11,
hk
donc
M1 =, MV 11

et 'on en tire, puisque (IIY~' V| = Vj,

' I
E?“jn...,nﬁF (,—_I)—!‘I’t(lt’)
Ji

< exp(—q) (<1 S1. Dy (14— T. Dy )=t By D)1 Vi
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DN AR
L i

étant majorée par une série convergente en I/, d’aprés les inégalités pré-
cédant le théoréme, on peut passer 4 la limite terme a terme dans la série

v\ rin)

N . (n
ZZ" /1,...,/1—1( )3
L i

ce qui conduit bien a la loi limite indiquée; les inégalités a, b, ¢, d et
Papplication du corollaire 4.1 permettent de conclure.

La série

LemME 4.4. — Si L et M sont deux matrices (r, r), nous avons la formule
suivante :

L
exp(t(L -+ M)) = exp(cLL) +f exp (6 LYMexp((6— t1) L) diy

0
exp(fL)yMexp(6,: )M
+j],: exp ((£—ti—t)Lydeyde, T

iyt

-+ exp(&HL)Mexp (6L L)M ...

L—1
3 ezt
i1
> exp(f—L)Mexp(¢L)dey ... degy+. ..
ou

Démonstration. — Considérons le développement du membre de droite :

chaque intégrale est une fonction continue de #, et la série en [ a son

‘. A M/=1 gt ‘o s
terme général majoré par exp (Z|| L)) =7 terme général d'une
série en [ convergente. La somme est donc une fonction continue de £

D’autre part, posons

P,(t) = f exp(&L)Mexp(6LL)M ... exp (- LyMexp (¢, L)de, ... dey.
Jl—

E izt

iy
Pour montrer que la somme de la série des P, vérifie une équation de
semi-groupe en ¢, il suffit de vérifier que

l
O Lot d) =D Py (6) (1),
: J—o
La relation se démontre aisément par récurrence :
a. Sil=o,
Po(t+0)=cxp((t+¢)L) =exp(tL)exp(¢L);
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t
b. Pia(t) =f exp(wL)M P;(t — u) du.
0
Supposons la formule (1) vraie pour j = [,

L+
Pl (t 1) = f exp(uLYM P(¢+ ¢ — u) du
0

l
f exp(uL)M(ZPl_/(t—u)P;(t’)>du

0 j=0
-
-4-[ exp(ul)M P;(¢t + ¢ — u) du.
<t

4

Il

Or la premiere intégrale vaut
{
— . ,
2_.1’/-“-/(5) P (&),
j=0

quant a la seconde nous avons, en posant u —{ =,

I

f exp (L) exp(¢L) M P, (£ — o) do
[}
.
=exp(tL)f exp(vL)M Py(£— ) do = Py(2) Pras (£).
0

On a donc bien la formule (1) au rang [ + 1.

La somme de la série est donc un semi-groupe continu en {, qui
s’éerit A, exp (Qf).

a. t =o0=>A, =1, en vertu de ’expression de la série;

b. Q=limw

>0
P4
=1im[(exp(cL)_|)1+ ‘-] exp (4 L) M exp((¢ — &) Ly dt + A(Z, z)],
t>0 [ t o

ol

M1l .
7 —>0 st t—>o,

1A O] < 7 Dexp (el L1
l=2

exp(¢tlL)—1 ST,
[4
t

I

0

{
exp(¢ LyMexp((t —¢)L)de =f exp((¢ —3)L)Mexp(BL)dp
0
2
=exp(tL)f exp(— BL)Mexp(BL) dp,
0
t l

;f exp(tiL)Mexp((t—-h)IJ)dti:%f exp(— BLYM exp(BL) df exp (¢1.).

0 0
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Le premier terme du produit — M, le second tend vers I.
Donc on a bien Q =L -+ M.
C. Q. F. D.

TutoreME 4.2. — Si P a plusieurs classes ergodiques E,, ..., E,
el des élats transiloires =; Si :

1° nHQi,n‘_) S5
i
20 n(l— 3-(»,n)+qz;

R

Le vecteur caractéristique limite de U'ensemble des variables aléatoires

L (n)’;‘ n
w7z, (n), [Beln) est le vecteur valant
= n ;

(t—T.Dy )t ( 2]31\/3‘ exp(A(u!')+ Q-+ V) \"U(a)> sur =,

Na=1
(exp(A(w!) +Q +iV)Viy(a)) sur Ey;
B, est la restriction de P a X E,;
V& est la restriction de V, a E,;
V est la matrice diagonale d’éléments v; = { u', II* >;
V', est le vecteur a s lignes égales a 1; l
Q est la malrice (s, s) d’éléments q/, i#j, —q; sur la diagonale;
A (1)) est la matrice (s, s) d’éléments

A(ut) (@, 8) =¥ S Dyt (1'— T. D)~ BgVE .
p .
Démonstration. — Nous avons

¥ «_,u,,,,i,,”,,-,,lzf H () S. D (['— T D)~ B
Koy

Jisevs fl—s
< H(1)S. Dyt (1 — T. Dyt )= B ... M (8)) dty ... dti_y

Cette matrice peut s’écrire, en posant Q, = Q 4 iV, sur E, X Es,

Eexp(Q,li)(a, A) ISy Dy (] — T.Dy)—1By,
“ RKi— I o, ky

< exp (Quta) (ke 3) T oow Sp D (1 —= T D)= Bry o

> exp(Qutr) (kay—n, B)dty .o dt,y,
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ILS,.De () —T.Dpe)= 1By Il = (A (wet)) (9, w) 1.
0w,z 3z

u,v

Donc lintégrale vaut

Zf exp(Quts) (2, ki) At (kyy ks) exp(Quts) (ksy ki) At (s, &y) <.

ki Ki—
< exp(Qier) (kaj—y, 3) H,_-, dty ... dti—y.
0(,‘1

Nous avons donc

2 2wy, iy (6 f ) =f exp(Qutr) A(ul) exp(Qiéa) A(u!) ...
Jis e fl—t Ki—t

> exp(Qqt;)dey. .. deq (e, ) o‘IIP

si ieE,, jeKg.

Le lemme 4.4 entraine le résultat, puisqu’on peut passer a la limite
terme & terme dans la série

(n—=4)
2 Dl ()
L

CHAPITRE V.

Nous étudierons dans ce chapitre d’autres lois limites, obtenues en
supprimant 'une des conditions de convergence des théorémes précé-
dents et en ajoutant des conditions supplémentaires.

Cas I : P a une seule classe ergodique et des élats {ransiloires. —
Alors P.D, a une valeur propre et une seule 2, (u) qui — 1 si u—o.
Posons A (u, 2 (u)) : déterminant [P.D, — 2 (u) I], ot u — 2 (u) est une
fonction analytique de u. A est alors une fonction analytique de u.
Nous avons A (u, %, (1)) = o.

Soit Q,, .. (1) le mineur extrait de A (u, 2 (u)) en enlevant les lignes
et les colonnes n j,, js, ..., j. Nous enléverons I'argument u quand
il n’y a pas d’ambiguité.
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LemMmE 5.1 :

J
;&;Qinig».. a=UQ i+ Q.. ,/A,,](I /‘,‘ ,/A) [ZQIMM:- ik, /.]a

8,’1,”” =1 sije€) i, oouy jir(, =0 autrement.

Démonstration. — a. Supposons d’abord jé& )ji, ..., ji(. La dérivée
d’un déterminant s’obtient, on le sait, en additionnant les déterminants
obtenus en dérivant une colonne du déterminant initial, laissant les
autres inchangées.

Si i#j, la colonne n° i de Q a pour dérivée — ;)l—i la i®me ligne
7

et o ailleurs. Le déterminant obtenu est donc — ;)‘ Qjinaie

La colonne n° j a pour dérivée ip,, ; exp (iu;) a la hgne no [, et
ipj,j exp(iu;) — I
a la ligne n° j, qui s’écrit encore

72N
i(pjjexp(iu;) —i)+ih— 97/

En développant le déterminant correspondant par rapport aux éléments

de la colonne n° j, on voit qu’il vaut
= 728
Qi+ (“ - 07\) Qo v

En additionnant les déterminants ainsi obtenus, on aboutit bien a la
formule désirée.

b. Si je{ji, ...,ji}, la colonne n° j ne figure pas dans Q, ..., et
I’'on a bien encore la formule voulue.

COROLLAIRE 5.1 :

JA . N Jdh
a. e z(A+AQ,~)—d—;/<§,Qh>
b. oA —[A+ 2 Qs+ 2 (Q;+21Qjx) (1—3%)]

Jdu;du P

_ld—m[Z(Q,L+/ Q,w)] O [E(QH-;Q,, L)]

hzk

/257N
du,duk[?Ql‘] du; m(ZQh,h'):

/N
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oA
* Tagmaa, = A+ Qi+ Qe Q)+ Q) 1+ Qi+ Q) + 12 Q]

2 < N
| 2 Qe Qi Q2200
h#j k
-+ termes symétriques

172907 .
+ Zl by k== h "
Ju; ()uk[ (Qu, Qn,, )]
N
-+ termes symétriques
Jdn i d) 2 Q
B, bt Y
4)u, ()UL ()u/ B
/NN

25

-+ A -+ termes symétriques
()u,du;Lz (Qu Qu,0) Al 4

Lzl

J2 A

+ —_— E | + termes symétriques

duj duy ()l(/[ Qi ] ¥ 1
/NG

70N
()u, ()uL Jduy [ZQ/']
sijZkZL

= (A Qo+ QE) 2 Q) + [Z(Qw)Qh,,)]
h#f

i [ N Qi h Qo Qi)+ Q/,,,,z)]

C Ju;
/t;é/¢1
ZON ~ | PN }
A Dl —2 )+ .
Ju [ Zl(Q"_" 4 Qh,/)] ?l/)lt/r)tt/ [ Z(Q/ + Qh,/)J
L hj
72N
2 5u; ()u,,[ Z (Qa,w+ Q/.,/,,)]
hy b £j
./ ON\2 .
5 Frwe]
/ hy I £1
Ik \2 di N
(5;) o 2 Qi it i +2du du du, EQ" W
/ ! Ty eyl / T, b
920 Fx
du ()u[ <12/Q1' e > e u,/'()u[ </2Qh>7
L, 1! h

si j=k#1
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et
kA
dujdurdu,
___:(A+)Q)+3 \(Q,,+)Q,,,) <ZQ,L+)\Q/,,>
I/t¢/ “ h#j
./ dh
3¢ <)u > 2‘ (Qu, 20+ 2Qp, 1)
Iy I #£j
<(}u > 2 (Qu, 12, 07)
hy bty
t) YN ()51
()u- t)u </2JQ/' /‘> (3 Ql‘)
h, b
sij=k=1

En faisant 7 (u) = 4, (u), on obtient par ces formules la forme des
dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre de 1, (u).

Démonstration. — Elle consiste en I'application successive du lemme 5.1
a chaque formule.

Le calcul de % n’est autre que le lemme 5.1, appliqué a )j.(= ¢;
/

en dérivant par rapport a k, on obtient

A A L 0Q; PN P)
ou; o = [()uk 2 duA Q/] ou; oug <> Q") <2 duy Q")
h

{’(A+7~QL)———<ZQI¢>

hZj

[ (Qj+ 2 Qy, U("—sk)— _<ZQ"»/>]}

du/ duy [Z Ql‘] o [2 Qi+ 2 Q) (1= 3%) _24 ;2 Qi ]

h hy b

qui est bien la formule désirée.
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SijAk#L:

#A oA I ‘ , 9k | 9Q; , 5 9k
Fa; dur g = [o—u', * oy (U Q22 Qi) + "(Tu 9w N ous >]
7N J 728
_ld_uk[Z‘,<5L—¢7(Qh)+(mQh’/+)\d_uth”)]
L]

-+ terme symétrique en j

2r [ . P .
— & o l Z(Qh+ "Qh,i)] -+ terme symétrique en j
h£j

2% X 9Qu 99
- du,-duk[ - EZ] au,aukau,[ZQ"]
o o 0 :
Ju; du [2 a—th»’“J

hyhr

- {,-(A+)\Qz)—(%< 2 Qh—-sz,,k>

h#j, k

EEDN [l'(Qlc+ Qi+ X(Qk, 1+ Q)1+ Q) k) + 22Qj k1)
du[ ? Qlu /L+EQ/,/I.— )‘? Q/,k h> J }

—i%[ Zl(Qh-i-)\Qh/) &) ZQM

htj, L h =)
+ 2 2Z(Qn, j+2Qu, 1) — )‘J‘M_[ZQh,j,h']
h£j, L N
-+ terme symétrique en j
VDN
~ urdu Z(le + 2 Qy, ,)] + terme symétrique en j
NET}
720N . \
- [ Feo- (3
e hy b
ax I\ [ L
()—u‘; d_uk Z l(le, [ =N Qlt,/u, l) du[ Z le,h A ]
L 7, b #£1 Iy, e

PN
du; dur du; [ZQ"]

En réordonnant les termes, on tombe sur la formule voulue.
Sij=k+#1:

g—z—é— (A—n—kQ)-—zl [S‘(Qh*lQ" 1)]
J

n#j

EORCIRS

hy I
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MBA
W {l(A_F)\Ql)__(EQ/L)

h#£j

+ 7.[5(Q,+ 2Q.1) — m,(ZQI’ )J}

N . 2:
- ‘“()ui [ Hv Q2 Q) =+ t)ul Qs
hZ],

hZj
du[z(Qh =+ PA le ' /)]
h£j
7LD ()A
— du?[zll(Qh"‘)Qh /) <]2]‘Q/t ’L> ]
h# (N4 -
0‘2)\
/ h#j

<(;)l>t\,~> du/-dul [ ZQ/‘ " J - (%Z)Ltl [th]
<;)—;~l>-[ Z L(Qnn+ 2Qu i) — o ZQ,, b ]

hy el

+

En arrangeant les termes, on a bien la formule voulue;

S —— [1(A+/Q,) ")<2Q,>—>\ZQ,J[ ]

h#j htj
. dh 72N
—zzﬁi[?z@w 2+ g (D)
h=£y \ hZj P
72N
{)u Z (Qh h+)Qh h,/)J
/1 W #j
9?2
- ()uzlizl(Q"_'-)\Q"’/) (ZQI: h)]
S L azj Iy b
N2r . '
- ()—u;ZZ[ 2(Qh+ 7»Q/:,/)J
/ /,¢/
FEXIQ A D
-+ 2 <()u, ()l(,' <IZ,Q11 }L>_W§<ZQII)
Jh 2 ())\
+ <()z_¢,) [”Z L(Qunw—+2Qu ;) — Z (Qn, 1,0 )]
(N il Ry b
qui est la formule cherchée, a 'ordre des termes pres.
Lemme 5.2. — Si ji, jo ..., ji sont transiloires pour la matrice P,
alors

Qj.ii(w) =0 pour k(u)=r(u).

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIII, II. 19
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Démonstration :

Qj,,....;i(u) = déterminant de (T"D”!._ ko (u)! B1-Du, )

o R.Dy,— ko (u)l
. T B
si P= ( o R
colonnes n% j,, ..., j, B, en otant dans B les lignes n° j,, j.

Il est équivalent de dire Q;, .. ;,(u) = o et de dire qu’il existe une
solution non identiquement nulle & I’équation

Ty.Dyt— Ko (1)1 B..D., A
o R.Dy,— ho(2)T)\V,) T °

), T, est obtenu en supprimant dans T les lignes et

qui est équivalent a
(T1.Dyt— 2o () 1) Vi +(By.Dy) Vo= o,
(R.D,,— o (u))Vy=o.

La valeur propre %,(u) qui — 1 si u— o est la méme pour P et pour R,
on le voit en faisant {j; | = @ dans I’équation ci-dessus. Il existe donc
V., (u) # o, tel que (R.D,,— %, (1) I) V, (u) = o. D’autre part,

e(T1.Dy)cB(o, 1), ol o< r<1
et
| Ro(u) | >1—¢ pour |lul| <m,

donc T,.D.— &, (u) I est inversible et 1'on a
Vi(u) = (o (20) T — Ty D)= By Dy, (Va (1))
Donc, pour [|ul| < 7, Qj,...;;(w) = o.
LemuME 5.3. — Si n*(P,— P) - S, oit P vérifie les conditions (1), alors
7% (Qn, jyji() = Qjiy o j(@)) > By, i (20)-

Démonstration. — La différence Q,, ;.. ;,(u) — Q,,,....;,(u) peut s’écrire
comme somme finie de différences des termes correspondants de ces
déterminants développés, soit

o Ay (-] Ay 0 Oy
Z,(nqunqa: cengaTh L — 93196 93T )
al
- 3 o o - Q. o o\ %y
= 2, [(nglr—a%)ng%e - ng%t + 951 (ng3—952) - - nga "l +- -+
*;

+qi g (gt —9aml ) )

La proposition sera donc démontrée si n*[,q/—q/]—>r/, ou .q/ est
Vélément (i, j) de (P.Du)— ko, .« I) et ¢/ I'élément (i, j) de (P.D.—2, (u) ).
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na(Pn-Du_ 7\0,11,111 - (P'Du"“ )‘O,ul))
= n%(P,— P).Dy— n%(%o,n u— o,u) L.

Le premier terme tend vers S.D,, uniformément en u.

Nous montrerons dans le lemme suivant que, uniformément sur
full < n, n% (o, n,u— *o,u) tend vers une limite I (u), et Ao nu—> o, ue

Dans ces conditions, on voit que
1 (Qujy () — Qi (0)) > B,y (u),

uniformément sur || u || < =.

LEMME 5.4, — n®[2o, n,u— ho,«] > 1 (1) uniformément sur || u || < n.
Démonstration. — Posons
Ap(u, 3) =s"+ay n(Uu)3" 1 +...+ a, n(u)

= (2 —Xo,n,u) Un(z) =det [z2] — P,.D,],
A(u, 3)=z"+ay(u) 3" 1+...+ a,(u)

= (33— )o,u)1(3) =det [s] —P.D,];

a;,» (1) et a; (u) sont la somme des mineurs centraux d’ordre r — i des
déterminants de — P,.D, et — P.D,. La différence n*(a; . (u) — a; (1))
s’exprime donc de maniére analogue & celle du lemme précédent, les
termes ,q/ (resp. q/) étant les éléments de — (P,..D,) (resp. —P.D.)

n¥[ngl —ql]—>—s] e
uniformément en u, ou s/ est I'élément (i, j) de la matrice S;
nq] () = qf (u)
uniformément en u; il vient donc
n*la;n(u) —a;(u)] > bi(u)

uniformément en u et

n*[A,(u, 3) —A(u, 2)]>G(3z, u) =zz’—“bk(u)
k=1

uniformément en u, et z, pour ||z || < 1, et-b; (u) est une fonction ana-
lytique de u. Donc, pour n > N, (¢), uniformément en u,

| e A(u, 2o, pu) + G(ho,nyu )] <.
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D’autre part, Ao .. converge vers ko, uniformément pour || u|l <=,
car ce sont des fonctions analytiques de u, uniformément bornées pour
|u]l < m, par 1, et ko . converge simplement vers 2, ..

Donc
|G (i ) — GOy ) | <e  pour n>Nafe), flul<n
et
| n%A(uy hoyn,u) + G(hou, )|
= ina()\o,n,u— )~0,u) H()~0,n,u) -+ G(>~0,u; u) l < 2¢.
Or
A(u, 2o n,u) — A (1, do,u)

)\0, n,u"— )~0, w

H()\o,n,u) =

| SN o2
=H()\0,u)+ ;(Ao,n,u— )~0,zt)(m(A(u) Z))
(z=)‘0 u+e()\0 n, u_)\o u)) (Oéeél),

|H()0 n 11)—1_[()\0 11){4 _()0 n, u_’o u) (A(lt ‘))

(3= /\0,11""' 9()\0, nu— "O,U));

A (u, z) est un polynome, il est uniformément borné en u et z, pour z
borné, ainsi que ses dérivées secondes.

On a donc

[ (00, 0, 0) — (ko u) | <e .pour n>Ny(e), Vu,
et
() Ao pour |ufl<m,
G s Ko, u
n*[ho, n,u— o, ul + %—)‘

2€
H()HJ, n,u)

< +lG(u )Ou)ll

Il()(),ll,ll) H(/\O u)'

G (u, A,») restant borné uniformément pour [ju|l <w, on a donc,
pour n > N, (¢) et || ul] <m,

G (&, ho,u)

TTE) l<"

n* ()\O,rz,u'—‘ )lo,u) -+
Donc
G(u, 2o(u))

na()lo,n,u—lo,u)—*l(u)= (0. 0)

uniformément en u, pour u assez petit.
C.Q.F.D.
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.. o Do, n,u .
COROLLAIRE 5.2. — a. Si j est P-iransitoire, n“‘—)—a"—;t—_i—»l,' (u) uni-
7
formément en u,
)
sur)u: lull<n( etl,-(u):;jwl_(u).

b. Si j et k sont P-transitoires,

02 )~0 n,u 0!
% LAl s =
" duj dug > La () r)u,duk(u)’
uniformément en u, || ul| < n.
¢. Sij, p, k sont P-transitoires,

o3 )\0, n,u

Bl(u)
" du,‘dukdup

() = %)
> k(u) Ju; dur o’

uniformément en u, || ul| < =.

De plus, nous avons

L) = )\o(u)Bi(u)’
()
h
Li(u) = —‘——([—<>\o<zc><B/<u>+Bk<u>>+>\zuB,',k<u>>J
D Qu(w)
h
_il/(u)[ Z(Q;,(zt)+7~0(u)Qh,/(zL))]
hzk
—m«u)[ Z(Qh<u>+xo(u)Qh,k(u))D,
h#j
1 < N . N
) —— [—(m(u) Bj(i)) — 24 4;(u) ¥ (Qu(w) +>~o<u)Qh,,«<u>>],
ZQh(u) h#j .
h
l/,p,k= ! (1— i)\o(u)(Bj(u)+Bk(1t)+Bp(lt))

ZQh(u)
h

+13(10) (Bj, k() + Bj, o () + By k() + 2§ (w) (B 4,5 ()]
+ zp(u)[ Z (Qa () + ho(w) (Qu, k(1) + Qu, (1)) + 13 (20) Q,,’,,k(u)]

h#j £k
-+ termes symétriques

- l/,k(u)[ 3 Q) + xo<u>Qh,p<u>>]
h#
’ -+ termes symétriques),
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e — ([——z(/.,(u)(B (1) + Bi(u)) +13(w) B, 1 (10))]
VQ/L(u)
+ L(u) [ z(Q/,((L)—f-).o(u) Q,,,,(u»]
h#j -
+2/;(u) [ (Qu(re) + 2o (u) (Qu, j+ Qh,k>+7~ﬁ(u)Qh,k,,"):l
h#j, h#k
_l/-/(u)i[ Z(le(ll)+)~o(l£) Q/,,,'(u))J
htk
— ol [ Z(Qh(u) -+ /o(“)(dl /(U))J>
EJ)
L= [— {ho(u)Bj(u)y+314;(u)
ZQn(u)

¢ 3 (Qul)+20() Qu, ) — 31, ,<u>2<Qh+> Q ,)J
h;é/

Démonstration. — Si j est transitoire-P, j et k transitoires-P, j, p et k
transitoires-P, les dérivées partielles correspondantes de 2, , sont nulles,
en vertu des formules du corollaire 5.1 et du lemme 5.2. n* (Ao,5,u— %o,4)
est une fonction analytique, qui converge uniformément vers I (u),
analytique également, sur (|| u ]| < »). Par conséquent, en vertu d’un
théoréme de Weierstrass, les dérivées partielles convergent unifor-
mément, vers les dérivées correspondantes, ce qui est bien la propriété
voulue.

Les formules suivantes sont des conséquences immeédiates du corol-
laire 5.1 et des lemmes 5.3 et 5.4.

Soit s;;(n) le i*me coefficient de la forme quadratique wélog D,

®, étant la loi limite relative 4 P,. Nous supposerons s;; (n) ;2 o, V n,
cela veut dire que P, n’a pas d’états transitoires ni d’états singuliers
(c’est-a-dire d’états qui soient eux mémes leur propre classe cyclique)
Nous supposerons de méme que P n’a pas d’etats singuliers. Alors
si,i (M) — 8i,: 7 o, sauf si i est P-transitoire.

Considérons les variables aléatoires
A("."Ei, n— nn.i, n,

vn si,i(n)

elles sont bien définies et si P n’a pas d’états transitoires, elles
convergent en loi vers une loi laplacienne multidimensionnelle.

Yz’,n=
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Si P a des états transitoires, si n* (P,—P) S, ol o < a <1, et
si B; (1) 7 o pour i-P-transitoire, la loi limite est encore une loi lapla-

cienne multidimensionnelle.

On sait que
. L d>~0,n,u 2 9 )‘0»"‘" )
.S,),(\Il) - <<—E—>u:0> - < /)uf u=0

= n2% Si,,’(ll) —_ — l,',i(O),

pour i transitoire-P, en vertu des lemmes précédents.
Puisque « < 1, on a bien ns;; (n) — oo dans tous les cas.
Nous savons que

”

Ef exp( i, Y0 )/1 X0 = i)

j=1
Ziu/[l'/’n
__ (Pu.D ; MVyexp\ — ———n
—< - > yns; j(n)

Lo
Vs i

(P",D w >(n) \' —()0 . ; >(n) 11 u; Vo

—— —— n,
Visiin Vg iin) Vrsi,iim

or

d—1
42|

g=1

Vo -+ MP",

u;

Vas; in

1
" 8

en vertu du corollaire 1.1, out d est le nombre de classes cycliques de P.

Or

I
8

w; Yo V=0 siog=1, ...,d—1,

Visiin)

Nous avons donc

“ (Pn‘ D i >“l) VO - <)‘ uj )“l)v" I' —>0.
0,1y —t
Vs " Vi |

Nous sommes ramenés a I'étude de la quantité
2 L1773 | P

2 tu; \/; wy ,
= exp nlog(/\o’ - ))‘— 7“—'(-—,3“— !

Vrsnion

n

. . Zp,o\? » ;
1og (o, n,0) = 10g(1 -+ Zyy ) = Zp, o (_";> + O (Zn, 0)%,
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ou
~ [ Oho. n o 92X, n, s
Ly o= Zv(—-—"—- 41 Z L ) viv)
n,s i dVi =0 2 d()lr)()/ =0 t
i ij
I PBron (0o, o0, 00,)
+ — s I, 4t CoPieL o=86-21);
5!2 dvdv; vy, ook o=

ij,k

nous sommes donc amenés a étudier la limite, lorsque n - oo, de
I’expression :
N gl VA 2 Z . 3
nl =nz—/'—"——n< n_) +n0< __> ,
n,!m 7 \/nsi,i<’l) Vs, oo Vi, )
Z = O‘n"'gn"' Yn,

u;
n, ’
s/n.\'i,i(n)

())\0, n, l‘> Ui
oA, = —
L 2< dor om0 wsia(n).

6 ((ﬁ ho, n, V> Uity
_ 1 — S,
n 5 ()V,()V] =0 \/n2si,i(n)s/'»1'(n)

-

2
ij
Yn___iv(d:)\o ,“,>( 01y ey Ouy >
3! lA]—l dvi dv; dvy \/nsii(n) \/nsl,[(n)
Ui U ug

\/ni‘s,-,l-(n) S,',/'(n) Sk,k(n)‘

I I 1
a/z:-O(\/—;)) » B’l=0<;>’ Y,l=()<;>.
Démonstration. — 1° On sait que
sii(n)—>syi>o0 si ¢ est ergodique-P,
n%s; j(n) = —1;;(0) sii est transitoire-P
et

(d)\(;;)lll, ")u:o—_) ln; #o i ‘/ est ergOdique—Py

=0 sij est transitoire-P,
mais

no ’))\(3 224 (v) #o.

La contribution des termes ergodiques a o, = O< >, celle des termes

n
transitoires est

—o( () ) =0l o),
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-o(i)

20 Siietjsont ergodiques-P, s; ; (n) et s; ; (n) ont des limites non nulles.

Les dérivées partielles tendant vers les dérivées correspondantes

[
o2}
[%

Donc

de 2,,. on a bien la contribution des termes P-ergodiques a 8, = O<I;)
Si i est transitoire-P et j ergodique-P, alors

(dZ )‘0, 11,v> I
()Vl-()(»'/ V=0 \/nsi‘i(n)ns/,i(n)

/ d J
_ L __d_ 5"—1 }\o,n,u _ [ _d_ 'lad—vi )\0, n,v
nVsj () 9% \Vsea(n) /om0 5y (n) 995\ n2 Vsiu(n) /o=
J
_ I 9 na()—vi )\0, n,v )
- bl do; Vs ; ]
llH-?\W’l—f j n%s; i(n) / o=o
x 9 _lome ot une fonction analytique qui converge vers L)
9v; Vn%s; (n)

V—11,:(0)
uniformément sur )v : ||v|| < =n. ( Il y a donc convergence uniforme
locale des dérivées partielles et ’on a bien

(Zhaer) —of i) =o(%).
90,00 Jo=o i+ )7 "\ 7
n‘.’

Si i et j sont P-transitoires, on sait que

2o, n, v
n“( dv; dv/ >v:0—> ll’ / (O )

n< Si’i(ﬂ) - li,i(()),

n&s; j(n)—>—1; (o).

Alors

1

92 N0, n, v 1 I
Vnes; i(n)nes; j(n) na< i dv; >v=0'_l - O<_)'

Bn=0<%)-

30 Si i, j et k sont tous ergodiques-P, la contribution des termes

correspondants dans
I 1
Yn=0<‘—_:>=0<;-l>-
nZ

Donc
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Si i est transitoire-P, j et k ergodiques-P, alors

( 3 ).()’n,u > [ Y '
\9; 00} oy Vns, . (n)

IL%(Si,i(”) sj,;(n) sk»k(n))??

7

o go <0 N >
= dv ol I 1 ns, ()
v oy nE (si,0(n) 55, () sk k(1)) \,/ns{,’r,(n)

pour n assez grand,

Uy,
—_—

.
‘/n Sp,p(n)

|

La quantité précédente peut s’écrire, en vertu du lemme précédent,

1 0?2 (nal}lo‘”'(,) 8 Up .
+ 1 9v;dvp dv; Q/nsp,p(’l) ’

n* 2(sj i(n) sk ()2 (n% s ()

1901 80
| R

N o . .
ne? (‘)’0" converge vers [; (v), uniformément sur )v:||v| < n (, donc
- ("" Ponv) onverge vers —2— 1;(v)), uniformément sur)v: ||v]|<<n(
dv; Iy dv; > g Jv; ()Vk( A ' Ay

Donc, si vn=(0——LfL—->—>o sl n—> oo,

Vs . (n)

@[ oo 2
- o 5 7 _ N
dv;j vk (n dv; >u:v,,—> dv; vy (4i())vmo

Le terme correspondant est donc

0< ;:z) =0<‘;>.

n

Si i et j sont P-transitoires, k ergodique, on a

( ds)\o,n,v > 1
v dvi )., & 1
D100} 0% Jumra 13 (5 (n)s) (n) si(n))?

J?
() <n°€ ()Vi d()j ()\o’ ’l"')>w:(
i

‘n
3

1

K (nasg, () nas(n)E n? (skk(n))?
et
nes; i(n)—>—1I; ;(o), nxs; (n)—>—1; (o)
0?2 . ’
ne m)\o,n,.,-—>+ 4 i (v)

uniformément en v, || v | < 7,
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donc

7} o N J
d-_vz <(Tdvi("0,n,v)>l —>d—Vk(li,/(V))v:0s

=,

Si i, j, k sont P-transitoires, alors

3 )~0, n, e

Forde; gvn =1, j,k(0),
en vertu du corollaire 5.2.
On a donc
< ’)3)\0,n,£' > nl(._d:;)\or”:" )
d0;0v; 0ok [ =0, 0009 00k [ v—0,
~ = b

n:s(s,-yi(n.) s, (n) s;k,k(n))E (n%s; (n)n*s; ;(n) n“sk,k(n))én

=‘O< i‘l_ﬁ>=o<%)’ car o < a <I.
2

n2

Nl R

2

On a' donc bien finalement

weo)r emol) ()

Nous pouvons maintenant énoncer le

TuEOREME 5.1. — Si P a une seule classe ergodique el n’a pas d’élals
singuliers, mais par conire a des élals iransiloires;

Si P,— P, P, n’ayant, pour n assez grand, pas d’élals lransifoires ni
d’états singuliers;

Si n*(P,—P)— S, 0 < a < 1, ef si B, = lim n* Q;(n) > o pour i lran-
sitoire-P, alors la loi de U'ensemble des variables aléaloires

3 *

(g p— nllf

Yi, n= TTe—
vns;i(n)

tend vers une loi laplacienne multidimensionnelle L.[Y,, ..., Y,].

Les lois marginales sont N (o, 1)

E[Y;.Y;]= —s—s’;— si 7 et j sont ergodiques-P;
VSiiSj,j
=o0 si ¢ ergodique-P, ; transitoire-P;
_ __—l(0)

= si ¢ et j transitoires-P.
I .
Viii(0) ), j(0)
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Démonstration. — Nous avons

Zn,o,)? .
”y 2{ (2257 n( "”") +nO(L”a "n):;
\/ns/ ,(n 2

1’le+ Yu]") +n0O (a‘n -+ ;jn -+ 'Yn):;

= Il(xJ,l"- Yn) — :[1,,—&—

a
=n{pop— )+ O(
<‘ > ¢n>
- ()2)\0 n ‘y> I
=n < . —_—
1,2/[ dv; v vzon\/sl-,i(n)s/,/(n)
i<j
. <r))‘0,,,,v) <«))‘0,",.,> I i wi
()Vi v=0 ()V/ "ZOn\/si,i(n)Si,/(n).. ‘
1 . 1
—320+0(5)
d)o n, v ’))m,n,v
gzu + ZI av; v:O( ()‘)j )":0
2ho, n, 0 > I i I
—(Z2en uwiuil+0(—)-
(T s/si,z(n)Sj,/(n)J ‘- ’; <\/7i)
Si i et j sont P-ergodiques,

( (dxo, ,w> (dko, . ) (d? oom, ) ) 1 S
- ,
=\ 09 Jemo N 90199 Jomo) /s (n) s (R)  Vsiasy,

dVi

avec les notations du chapitre II relatives a P.
Si i est P-ergodique et j P-transitoire, cette expression — o, car

Do .o ' P
ncx<—>v:0—>l,(o) et "°‘<‘—”—f)oi()o, ).,.—o ({)0 (L;( ))) i

dv;
alors que
n*s; ;(n)—>une limite £ o
par hypothése (car B;# o= —1;; (o) 72 o) et i n’est pas P-singulier).
Si i et j sont P-transitoires, alors cette expression tend vers

— 4, (0) .
Vii,:(0) 2}, 1 (0)

Donc, en vertu de I'expression du vecteur caractéristique des Y, ,,

E[expE Y nfi Xo=1lo }]
1 Ui, j(0)

—>exp| — - u?l + 2 w;u;— 2
[ 2<2 2 51, zs/ ; / I%f /_lz-t(o)ll 1(0)>]

i,]EE
i<j i<j
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Remarquons que les variables aléatoires limites sur les états ergodiques-P
et celles sur les états transitoires-P sont indépendantes.

Cas II : P a plusieurs classes ergodiques. — Supposons que P ait deux
classes ergodiques, acycliques, et pas d’états transitoires (1).

Soient E, et E, ces deux classes.P s’écrit

P li{ 0’ P l;{u Sn
= o [,}) et n= T, 5" .

Soient 2, et 7, les valeurs propres maximales de R, et R, 1L, et II, les
projecteurs correspondants.

Nous supposerons :
(2) IZ(I—-)f,l)—éoo,

(3) n(1—1%n)—>¢

qui contredit 'une des hypothéses du chapitre III.
Introduisons maintenant les variables aléatoires suivantes : .
a. ay,,,;,, temps de séjour de S dans E; jusqu'au premier passage
dans E,, i,€E, étant I’état initial;

b. vi,n,,, nombre d’entrées dans E, jusquau (n + 1)itme passage
dans E, de ™S, i,€E, étant I’état initial;

e g (n) = Y 5 (n);
=

d. ., nombre de passages dans E, jusqu’au (n 4 1)*me passage
dans E, de S, i,eE, étant I'état initial.

LemMME 5.6. — Dans les conditions (1),

(1= 30) 91,15 X,

I

1 —

loi exponentielle de fonction caractéristique
Démonstration :
Prifon,ni=71i1=(Ru)/7'SaVi (i),
E[exp(l’u(l — }1\,1)51,,1,,-0]
=Z exp (fuf(1— 21y, ,)) ( F'{,, )/“1 S, Vi(i)

j=1

=2exp(1’ju(1 — 4“)) [()f,,)/ﬂ 1. S, V2 -+ 0{5/—1)5,[\’3](1'0),

J =1
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ol
IR < Me/.

Or

SaVi+r RaVi=Vi = LS Vi+ T RaVi=T1LV;

= I;'lenVE:(I_)f")ll]nv(l)’
d’olt
Efexp (iuss,n,i(1—5n))]
= e (11— 1)) (b (1= ) I VA () + e
j=1
Ep £ M H S”H—>O'
I—p

Or

ILVi—>Vi
et, en posant f(z) = zexp (iu (1 — x)),

o«

"\ .. < . . R
Nexp (i (1= ) (o)~ (1)
Jj=1
I

I I_%\n 1
=/ U= T T T

fonction caractéristique d’une loi exponentielle de densité e—.
C. Q. F. D.
Posons
P = (" - r]{n )M1 S, ( E}u)j‘_l Th ("_ l}n)_‘ Sy ( l,}n)/"—1 T,...
> ('1 - lﬁn )_1 Sy ( l,}n)/.k“1 T,

(s, "l)=2|p1‘55=/~‘2—Pr{n=A'} R
k

ou % et n sont deux variables aléatoires A valeurs entiéres.

LemME 5.7. — Si (1) et (3) ont lieu :

(@) Prliv = L11= 3 Phi(1'— Ra)= S (Ra) i1 V3 (i),
i

avec
Ji+Jot . Jla=n+1;

(0) d[v1,n,i V1,n] >0,

oz Vv, ,, est la somme de n variables aléaloires indépendantes, pouvant
prendre les valeurs 1 ef o avec les probabilités respectives (1—14a) el An.



THEOREMES LIMITES POUR UNE SUITE DE CHAINES DE MARKOV. 291

Cetle loi est la loi des entrées dans E, jusqu’au (n + 1)i*me passage dans E,
pour la chaine de Markov a deux élats, E, et E, de malrice de transition

e bn 1—Jn
n— N .
‘ I—Z;n Ln

Nous désignons par (s le systéme associé a p..

Démonstration. — a. La formule indiquée dans (a) s’obtient immé-
diatement en décomposant ’événement [v, ,; = I] selon les temps de
séjour successifs dans les classes ergodiques E, et E,, puis en addi-
tionnant les probabilités correspondantes.

La sommation sur les temps de séjour dans E, donne le résultat.

‘b. Pr[{v, ,=1}] peut s’écrire

2B (= ) (ua ) () () (1= ) (e,
Ji

oll
Ji+Jre i+ Jl=n 1,
Prliv a,=10}]—Pr[{ "lvl,u‘—‘ £}]

= ZP,,,,.,,i, (1= Ra )™ Su[ (Ra) o0 =1 Vi — (3a) /11 V3 ]
Ji

+2 Pj,, ,..,/‘1._‘<|' - l;{n)_' Sn
Ji
<[ T Ve = ()t (1= ) V3] () =

+z p/'l,.,../k(“ — ]i:{n)“1 Sn[(gn)/"""_l TuV(’, - (.zf'l)/'bH_i (I - %I!)Vg]
Ji
< (G (1= ) () (1 ) ()

—+ (I' - Bn)_' Sn[( f}n)i‘*l TnV}; — (2_;12)/‘_1 (1 - ?l‘ll) V%]
L) (1= ) - ()]

Les réductions successives apparaissant dans cette formule sont dues a

la relation
(I'— R,)=18, V= Vi.

La différence Pr([{v,,;,=1}]—Pr[|v, ,=1]] est donc formée de
[ + 1 sommes, chacune étant du type

2 : (] — — T :
P/n~~-y/l;(| I:‘u) "Suee, s Wi, i
Ji
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On a
€y, yr—— ()2*71)/“"“_‘ (I —_ %»n) (l-;[n—]‘}) V% -+ 0(pjk+x—1) T,lVf},
puisque
l.zInTnv<1)=(I_;2»n>]21nV3 et (l;‘n)/=<2_;n>i[,_[n+ O (e/).
D’ou
() Mo jus = (3n) 07 (0= ) [| W ||+ Kap i [ TRV
Donc
“ ZP]‘ “(l - Ru) 1511(/" “*'1_1 (I_/n) (HIZ_H) V HIL+2 ]1+l
éZﬂmmww—%wwm@@mfw—prwmmwrﬁn
Ji
R A A
car

(1= B Su | = [ (1= Ba) =S Vi

N FIES
L’hypothése n (1 — 4,) — ¢ entraine
[|AT,| et [ n(1—ia) | <K,
en vertu des relations
TaVi+BaVi= Vi = alLT,Vi=n(1—3.) 1.V et IL,>I>o.
D’out

2 P (1 o S (3 0 B Wi B

i Gl a2 G )

K!
n 2
N1 P (1— By~ S [ Koo [ TV M

Ks. K! K,
= .
¢ (=1t n(t—p)

ZP,;,...,;,(II — Ru) 7S [ (Ru) 1 VE— (Jn )/ Vi ]
i

=2 Prin(1P = Ra) ™ Su[ (ha)in (L — ) VE+ O (p74) Vi |
i

al
= — K C{TJ/_l ° C{T

est en norme
K! K/ K,
==+ 7= na—p)’

en vertu de raisonnements analogues aux précédents.
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On a donc finalement
" _ -
iPI‘[{Vi,n,i,,:l}]—PI‘[{‘/J’”=l;”é(Z__H_)_I_{_l.[ H‘Jnl il +,‘ilJ.

7—1
Donc
Kt ({+1) K+ B , K, |
=T U=+ Tg=gr e avee B=os

ht 3 o (] K+1 L L.
ﬁKHw et ({41 K sont les termes généraux de séries
71 =01 g

l=1 (=1
. . B
convergentes en I. Puisque II, —I[— o0 si n—>ooet - €galement, on a
bien d (v;,n,i, ¥1,,) = 0.
LemME 5.8. — Si (1) est vérifié :

Soient t,n,is Tonis v -5 Thioni, les temps de séjour successifs dans E;
Th s Ta,ns +oer Tk, n les temps de séjour successifs dans U'état E, pour la chaine
a deux états de loi d’évolution p,, E, étant Uétat initial, alors

2 | Prli=en6="=01, «ov, Tj ni= i}l —Pr[{<) =9, ..., on=a}]]

Giyenr O

=5 (= 2 sa)

I—¢
(ot K, est une certaine constante), donc — o si n — co.

Démonstration :
Prl{n =151, .oy T 0u=0,}]
= (1}")0'_1 Slz(P— Ru)='Tr... (Ra)oi—18, V3,
Pr[{7, =01, ..., V) n=0;}]
= ()27 (1= 00) Q) (1= Q) - ()7 (1= s
Priisima=01 -y 5na=9}] = Pr{v a=0y, ..., %) y=13,}]
= (Ra)?'Su(P—Ra) "' Ta... (12— Ro)1 T,
X[(Ru)? = SaVi— (Qa)oi (1—=13n) Vi ]
+ (Ra)a 1S, (1P = Bu) =1 Ta . [IP— Ra] ' T,
< [(Ra) 7= $uVE = () (1= ) Vi
< (}n)ci—ﬂ(l—}n) + (E{n)c,—is,l[lg_ E_Sn]*‘T,, o
> [(Ra)o+=18, Vi — (hn)mt (1= %) Vi
><(}n)akﬂ-x@—){,,j,...(}n)a,_l(l_}n)+m
+[(Ra)?tSuVi— ()%= (1= 30) Vi ]
X () (1) G (1= )

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, 1II. 20
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Posons
' e1,0= (Ra)? 82 Vi— (3a)7" (1= ) Vi,

de méme que pour &, ;, on a
€1,6= ()1\,1)0-1 (I — )1"‘) (I]I,,—IiI)V(‘, + 0 (e 1S, Vg, avec o0Zo<I.
Puisque ||R.||, [|S.]} et || (P—Ra)™ Ta||<1, on a immédiatement

lPP[{Ti,n’i‘):G“ L] Ti,'l,in.:o-/}]

j
— Prl{ T =0 ooy D= 331 Z D el
k=1

J
2 Xlaal éf'( > ()7 (1= ) | M T | + Kago=t | S n))

Gy, ..., G k=1

< (=1 725 0801)

-0 si n-—>o.
On a bien montré le lemme.

LemMe 5.9. — Si (1) et (3) ont lieu :
Soit Z, le nombre de passages de "s dans E, jusqu’au (n 4- 1)'*™* passage
dans E,, E, élant Uélat initial, d[nn,i, Z.] — o.

Démonstration :

NPl = k1] = PriiZa= k1]
k

=3 S Prl = & e = 1] = Prl{Za= kv w= 011
k l

Or
Pri{nn o=k vani=10}1=Prlizon+sn+. .+ 3n=K vini=1]]
= (Bt Sn (B = T (Ba)*s= S (Ra) o Tl
Jis i
> (Rn)r=t S (Ba) a7t Vi (),
ol
Ji+Jebr .o+ J=n+1,
Go+ 6y +...4+0; =Kk,

Pr[ln,= k, “"!,n ={]
L3 (e 5 ) (= 0 () ) ()

Jir Gi
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D’ou par différences successives, on a
Pr['rln,io: k, VA, 0,0y = l] - pl‘[Z,, = ky ",l,u = lJ,

lorsque i, varie, est le vecteur

)%t S (Bad T [ (B Vi ()i
Jir T

= (Ra)? S [(R) 08V ()t (1= ) VE] ()t
+ (Ra)7o=1 S, (R )it T | (R) TS NG — (hn ) (1= T ) V},]
> (?gn‘)"""‘_' (r— ;_2\,,‘) e (2_;,,)/'14—:*‘ —+ ..
-+ ('}n)q“_’yl Sn ( l}n)i‘_i T,... [(],}n )i’A—~l Tnvtlp - (2;11)/.‘_1 (l - ?_,\n) v(-,l ]
H )T () () T (I ) e ()T
On voit qu’apparaissent des termes de deux types : le premier type
comprendra en facteur ¢, ., le second :, ;, avec les notations des lemmes
précédents.
Nous avons, on le sait,
o211 2 ()™= (1= ) || W= 10|+ Kagot | Su
oo 11 (B )= (1= ) [ B 1 K/ [ Tl
On sait que

n «

, ~ O B ,
A ) 2y Xy 1Pl = kyvii= L] = Pr[§ L=k = L] .

=0 hk=Il+1
Evaluons

N ) . . E .
z Pl = kv =011 —Pr[ 1 L=k, ¥, ,=11]];

h=1l+1

cette derniére quantité est en plus égale a

S N (S|

k=l+1 j; o
(= (= ) () () (o

Y B N () S i)

k=l+1 j; o
X (ha)oi—t (1— )f,,) e (Zi'l)il+'_17
mais
(Bn)o’o—1 Sn(l}n)in~1 T,...e1,6,(h) l (Z?”)iiﬂ_i (, . 2—;”> o (?fn)l"ﬂ—'
= <]1:{I¢)0'o—1 Sll<§">/1—1 T,... <§,¢>[IT:LV$ (1'0) “ €1, 0; “
() (1= ) G (1 ) () 507 =

20.
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Sommer sur k et o, revenant a4 sommer sur ¢ sans condition, il vient
53 S
d 1,1, G4,/
koo i
Ql . . . . .
=>_‘(|1_ ];{n>-l Sn(f__{n>1:T,, e <l_§,,)n'1‘”\r(l)(,,0)
Ji '

e (2” “) (V= (1= ) (e (1= ) ()

Puisque
IATall <K (=g 2K (=R S =,

K
Dlensll < [Tt + =5 USall [ B,
G

b | <T.

11 vient

Ct K
B iz a1+ 2 08
k

o i

K¢ ’ K
=% Im=vg- 25

Les termes du type (2) ont un module =~ a, ,,q,;, OU
Ay, zl,ai,}; = (?M:)GO—1 S/z<§n>i‘—1 Tn e (l}n)ai—‘—‘ SnV% (io) “ €2, /; “
X ()i (0= ) o (Yo (1= ) - ()
dont la somme sur o; et k donne

(1= Ry~ S (B )= T (1= Ba) S0 V3 ()

> Al g2 ji |l (Ba )i (X—3n) v e (B )/,

termes dont nous avons majoré la Z au lemme 5.7 par
Ji

K!¢ 1 K2
<1—1>![7|5‘"_5' +n<r—.o)]'

Puisqu’il y a ! + 1 termes de chaque type, il vient donc

N . . ) , .
NI Pel{ = v i= LT — Pl Za =k, = 111

hk=1+1

Z

K! {41 L1y 1ISall
o=l T REAEED

7 =1+ —— K —op

l+1 Ko (4 +1)
R I =y B
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somme de termes généraux de séries absolument convergentes en [,
multipliées par un facteur qui tend vers zéro.

Donc

A Nn, iy ln] 0.

LemME 5.10. — Si (1), (2), (3) ont lieu;

Si ("G, ., désigne le nombre de passages dans E, au bout de n épreuves,
i, étant létat initial,

dl,"n)zh'l,'}n "]rl,io] —> 0.
Démonstration. — On sait que
A& m) 2 Pr{E=n}]

si 2 et » sont des variables aléatoires a valeurs entiéres.

Il nous suffit donc de montrer que

Prl{nn,i# M, n,5 1] >0 sin—>m.

L’événement { n,,;,72 ™%, »,;, | signifie que sur I'intervalle de temps n + 1,
n+ 2, ..., n+ N, le systtme (S est allé au moins une fois dans E,.

Soit Ko, , le nombre d’entrées dans E, sur I'intervalle de temps précédent.
Nous avons évidemment I'implication

{ N, iy 7 (")El,n,z}, } = : Kn,[,> o, (MX 1€ Ey { ou { (WX pt1€Eyq }7

Pr[{Ku,>0, WXne1€Es}] = 3 Pr[i Kn,i,> 0, 0X,00 = {]

JEE,
= D\ Pit (i, /) Pri{ Kng >0 1/ X = j 1],
JEE,
Pr[{ WXnes B[] = Y PL (do, /),

JEE,
Soit n 4 7, linstant ol E, est atteint pour la ii*me fois sur I'inter-

valle de temps n + 1, ..., n 4 7, Sur cet intervalle, E, est atteint
"z i, fois.

Considérons la variable aléatoire Y, , = IFiXuas, ,ci€E)

Kpi=Yi+Yo+...+ Yinkt a0
ELY/{ 00X =J {1 = 3 Prl0Xrz, = /0K = 1T V() < | TaVi [,
JEF,

car 7;,, + n est un temps défini sur les événements qui lui sont antérieurs,
E[Kn,i/{ WXns1=j | ] L E[(WE 5,3 ] || T. V3],

Y: et (W ., sont indépendantes, X,., étant donné.



298 A. HANEN.
Puisque )z, , i <2 1a, i, NOUS AVONS
Pr[Kn, ;> of{ WXy = 1] < E[Ku i/t " Xpar =7 1] Z E[nn, i ][ Ta Vi ]

D’autre part,
Pri{X,q€Ey /i WXy =1 ]

n—2

= Pr[{ X, B, (VX iii € By,
(X2 €Eyy oo, WX €Ky j/{ mXo= iy ]
+ Pr[{ WX, €Ey, ..., WX, €E }/{ WXo= iy }]

i=0

n—2

=3 N el = 3/ Xa = o T (Ba) VA () + (Ra) Vo)

JEF, i=0
= ¥ Ta[ 1= Ra ] V) + [ (Ra)" Vo),
JEE,
or
J'—R \~|V|_F'_(‘ﬁ‘f_)vx+[ 1 _an R,) dn V|
(‘ 1n) 0= l"")f" 0 '/B*\o,",)l——k (\, n) @h Vo

en vertu des résultats du chapitre I, ou
J{()\, [1{,l> = (,;‘Ii_ Ra)~1,

o <p<lI,
p EGn)VE 2 TuB(u)Vh
= = - T 0
Y= ) ’

car nT, reste borné,

[‘]()1\,!>V(‘,—>Vf] - et /1(\1—7l~,,)—>oo.

D’autre part,

I o ~ s * I PR N BV
£ LR (), l;,l)d/\w_i/ SR Ry Vi=o.
Y B*(0,7) B*i0,2)
Donc :
1 N . xr -
T"[ — R (% R)diVi—>o et Tu[I'—Ru]'Vi—>o,

B0, 50
(Ra)* V3= (3)"E () Vi + O (z7) = o,

car
n(x—)f,l) >0,

si n—>wo.

Donc
Pr{ WX, €E i/{ WXo=do}] >0
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Evaluons maintenant E [7, ],

E (1] = Dk Prla = & i, = ],

kt
Pr(in, =4k vini=1{]]

299

——:2 ( E{ny’"—l Sn( l,'}u)i‘_' Tn.(l;{,l)”l_' Sn(l},z)”"' Tn... (l;n)/'l%-r"[ Vi (l'o),

Tis /i

Jitfot =+, S+ Gy +...+o5,=k.

Donc on a

Bl = 2 20 X D (Ra)? = Su(Ba)/t ™ Ta(Ra) S
4 ko

/i

< (]:}n)l'l-'ri“‘ Vi(i) [oo+o1+...+35/]

o

=SB | B s sugio,
L

G =1 -

- = 1

L. o—=1

S -

-+ F 2 (311)6—1 Sn(l}n)i’_l T,...

L0 =1

< X eyt ST

= Z (Rn)o—! c] Sy (Ba)/1 Ty (Ba)tnt Vi,

< |3 (BTt S (B T (Ba)fes= Vi

W R . .
= 2 DL B S (Ba) e T (1= R S ()t Vi
L i

-+ <|‘—]}n)_lsn<!‘}n)i‘—lTn---

< (I'— B,l)—? S,l(l.},l)/i“l Tu... (t_,{,,>/1+x—l Vi+.. ]

Puisque || (I' —R.)™' S, |=r1et|nT,| <K, il vient

=kt
Bl <75 ] (1= )~ |
=0
Or
0= Rt = (1= )=t Vi |
11 suffit de montrer que
=R Vi

n

puisque nT, reste borné.

o si n—>ow,
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Puisque
R (% Ra) ah

I— A

. . 1 :
(\l' - }1{" )y~ Vi= |1[n A\ T +‘/
' B* (0, 0)

1— An
n
et que n (1 —2,)>00, on a bien le résultat.

COROLLAIRE
A[\VWEL n, iy Ln]—> 0.
Démonstration :
d[('”Sl,n,io, Zn[ = d[(")gi,n,ina "]lz,io] -+ d("’\n,io, Zn)?
les lemmes 5.9 et 5.10 donnent alors le résultat.
Nous pouvons maintenant énoncer le :

TaEOREME 5.2. — Si P, P, P ayant deux classes ergodiques, acycliques
el pas d’états transitoires;
Si '
n([—)f,,)—mo, n(l—)i,,)—wj,

la variable aléaloire (1—)n) "%, n,, converge en loi vers la variable

aléatoire Z, de fonction caractéristique exp[i< L >]

I—
Celte loi limite est celle trouvée par Dobrouchine pour le nombre de
passages par E, en n épreuves du systéme " s.
Démonstration. — Puisque d[™Z,,,, 4, Z,] — o, toute loi limite pour ¢,
est loi limite pour Z, avec les mémes normalisations. ’
Or Dobrouchine a montré que sous les conditions du théoréme
(1 —%4)Z, converge en loi vers Z. Reprenons la démonstration

e - ’ 4
Ln=xY, n+ 710+ + Ty

1y,

avec les notations précédentes. Les variables aléatoires 7; sont indé-
pendantes, 7; et v, , également, pour tout i. :

v, ., est la somme de n variables aléatoires indépendantes, prenant
les valeurs 1 et o avec les probabilités respectives 1 — 1, et L.

Soit G, (z) la fonction génératrice de v, ,. En vertu de I'hypothése
n(1—Yn)>q,  Gn(3)>G(3) =exp[g(s—1)],

fonction génératrice de la loi de Poisson de paramétre q.
D’autre part, (1 — Z\n)r}, . converge en loi vers la loi exponentielle de

fonction caractéristique ¢ (1) = y en vertu des lemmes 5.6 et 5.8.

1— u
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Donc

!
“lan

71‘") 2—”,/'»" =2P"["'1,n=/"](?n(“))k= G (3n(u))
R

j=1

—>G(?(u))=eXP(9[I_lm —1]> =eXP<li_Lf%u\)»

¢.(u) désignant la fonction caractéristique de (1—12.)7 .

E expiu(l
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