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Théorèmes limites pour une suite de chaînes
de Markov

par

Albert HANEN.

NOTATIONS.

- ~, tend vers.

~, entraîne. ’

équivalent.
V, quel que soit..
3, il existe.

E , élément de.

R, droite numérique.
x, y e R, x = y mod (d) =~ x - y = kd, où k entier.

yn = o ) ~ yn xn ~ o.

yn = 0 () ~ v-" reste borné. 
’

: ...(, ensemble des points w vérifiant ce qui vient après le :

~ , l’événement : ce qui est à l’intérieur de a lieu.
Pr, probabilité.
p~, indicateur d’un événement (valant i si A se produit, o si A ne se

produit pas).
E, espérance mathématique.
Pr (AjB), probabilité conditionnelle de A quand B a lieu.
~ converge en loi.

INTRODUCTION.

1. . Chaîne de Markov. Cas discret. - Soit Xi une suite de variables
aléatoires pouvant prendre les valeurs 1, 2, ..., r ; i parcourt l’ensemble
d es entiers ~ o.
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Xi peut s’interpréter comme l’état à l’instant i d’un système physique S
ayant r états possibles notés 1, 2, ..., r, dont l’évolution est aléatoire

et se fait aux instants entiers.

La suite de variables aléatoires Xi forme une chaîne de Markov discrète,
homogène, de matrice de transition P, si les conditions suivantes sont

réunies :

r ~ pour tous k, j, conditionnellement lorsque X~ = j, les événements
définis sur la suite de variables aléatoires Xi antérieurs à k et ceux

postérieurs à k sont indépendants;
2° Pr [ ~ X/,+i = ~/j == j ; ] = l pour tout k.

La matrice P a pour éléments p/, et possède les propriétés suivantes :
a. Pi, l ~ o pour tous j, 1 ;

r

b. 
l=1

toute matrice vérifiant a et b est dite strictement markovienne. On montre

qu’il lui correspond une suite de variables aléatoires Xi dont elle est la
matrice de transition.

Nous appellerons matrice (r, s) une matrice à r lignes et s colonnes.
Soit P une matrice (r, r) strictement markovienne : soit K==(i, 2, . , ., r),

KiCK, Pi la restriction de P à K1 X KI. P, vérifie les propriétés :
a. o pour tous 

b’. . 03A3pj, 1 1 pour tout j e K1.

Une matrice Pj vérifiant a et b’ est dite sous-markovienne; étant

donné une matrice sous-markovienne Pi, on peut toujours la consi-

dérer comme une restriction d’une matrice strictement markovienne.

Nous appellerons dans la suite système sous-markovien attaché à Pi
tout système lié à une extension strictement markovienne de P,.

Soit P une matrice strictement markovienne, S le système de loi

d’évolution P. Nous dirons que l’état i communique avec j, et noterons

par cette relation s’il existe un entier n tel que

( i, j > o (Pn désignant la nième itérée de P).

La relation i est une relation d’équivalence sur l’ensemble
des états k tels que k N~ k.

Une classe d’équivalence C pour cette relation est dite ergodique si



I99

Les éléments des classes ergodiques sont appelés états ergodiques.
Les autres états de S sont appelés transitoires.
Une classe ergodique C est fermée au sens suivant :si S prend un état

de C, alors, avec une probabilité égale à i, les états suivants appar-
tiendront à C. On montre que les classes ergodiques sont les plus petites
classes d’états fermées et qu’il n’y en a pas d’autres.
Chaque classe ergodique C se décompose à son tour en sous-classes

cycliques Ci, ..., Cri, l’état succédant à un état de C/ (resp. Cri) appar-
tenant presque sûrement à (resp. Ci).
Rappelons également les propriétés spectrales de la matrice stricte-

ment markovienne P :

Soit T l’ensemble des états transitoires, Ei, ..., Es les classes ergodiques,

E = U El,

si T est la restriction de P à 03C4 03C4;

R est la restriction de P à Et X Ei; ;

Bi est la restriction de P à T X E~.

Nous pouvons, par une permutation convenable de (i, ..., r), supposer
que

i~03C4, j~E ~ ij,
i~E03B1, j~E03B2, 03B1  03B2 ~ i  j .

P s’écrit alors 
’

Un nombre complexe ~, appartient au spectre de P si et seulement s’il

appartient au spectre de T ou de l’un des R.
Soient : 

l

11 le nombre d’éléments de El, Vi0 le vecteur à li lignes toutes égales à i ;

di le nombre de classes cycliques de Ei relatives à R;

R l a di valeurs propres de module égal à i, qui sont les racines dièmes
de l’unité. Ces valeurs propres sont simples. Les autres valeurs propres
de R ont un module  1.

a



200

Soit II la matrice (Ii, Il), vérifiant

03A0R=R03A0=03A0,

03A0Vi0=Vi0;1

p a toutes ses lignes égales au vecteur 03A0*, appelé probabilité invariante

relative à R.
t

T sera supposée avoir 0 éléments, nous désignerons sa norme par )( Il.
T a sa valeur propre maximale r1  i. Par conséquent, puisque,

d’après le théorème de Gelfand,

Il Tn~1/n ~ r1, Il 1 T" Il  rn,

où o  r  i, pour n assez grand.

2. Chaînes de Markov. Cas continu. - Considérons une famille X~
de variables aléatoires, t parcourant la demi-droite numérique ~ o,
pouvant prendre chacune des valeurs 1 , 2, ..., r. Xl peut alors s’inter-

préter comme l’état à l’instant t d’un système à nombre fini d’états r,

dont l’évolution est aléatoire et peut se faire à tout instant t ~ o.
La famille Xl forme une chaîne de Markov continue et homogène,

de semi-groupe de matrices de transition Pl, si les conditions suivantes

sont réunies :

~ ° pour tous T, j, conditionnellement lorsque X~ = j, les événements
définis sur Xl antérieurs à z et ceux postérieurs à T sont indépendants;

20 pour tout T,
~ 

Pr(~ Xc+:=J t~i X~= LÎ~=~ ~’c(i~J)~ .

Les matrices Pl d’éléments Pl (i, j) forment un semi-groupe, que nous
supposerons continu à l’origine.

Soit 1 la matrice identité sur C’, d’éléments ~~ = o si i ~ j et di = 1

si i = j.

Si Pu = I, alors la matrice Pl peut s’exprimer sous la forme :
’ 

où Q est la matrice limite de , lorsque t ~ o.

si Q( {
Q(i,j) o(a)

et, de plus, si Vu 0 désigne le vecteur à r lignes égales ai,
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toute matrice Q vérifiant (a) et (b) s’appelle opérateur infinitésimal
strictement markovien et il lui correspond une chaîne de Markov Xi.
De même que dans le cas discret, on introduit des opérateurs infini-

tésimaux sous-markoviens vérifiant (a) et la condition

( b’ ) 

Soit K = (1, 2, ..., r). Si Q est un opérateur infinitésimal sous-markovien,
exp (Qt) peut être considéré comme la restriction à K X K d’un semi-
groupe de matrices de transition strictement markoviennes (r + ~, r + ~),
d’opérateur infinitésimal

’ Q’ _ Q o 13 o ~ où B = - QVTa, .

Nous appellerons système associé à Q le système associé à Qi de la
manière définie plus haut.

3. Objet et résumé du présent travail. Principaux résultats. -
Soit S un système physique à nombre fini d’états r. Il a une suite de

lois d’évolution markoviennes, homogènes et discrètes, représentées par
des matrices strictement markoviennes Nous noterons (n)S le sys-
tème S muni de la loi P".

Soient :

l’état de à l’instant k;

~n~ f; (k) le nombre de passages de ~’t)S par j en k épreuves;
f une fonction numérique définie sur 1, ?, ..., r, telle que f ( j ) = u;.

»

Les sommes ont un comportement asymptotique
~~-1

qui se ramène, par l’identité
. ,.

j-l i

à celui de l’ensemble des variables aléatoires ~’1~~~ (n).
L’étude de lois limites possibles et de théorèmes limites centraux

correspondants pour l’ensemble de variables aléatoires (n), conve-
nablement normées, fait l’objet de ce travail.
On peut tout de suite faire la remarque suivante : la suite de matrices P,t

est compacte au sens de la convergence par éléments. Il existe donc
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une sous-suite nk et une matrice P telle que Pn~ -~- P. Les lois limites
possibles n’étant pas modifiées, nous pouvons supposer P,, 2014~ P.
- Nous emploierons pour la matrice limite P les notations exposées au
paragraphe 1.

Soit R l’ensemble des nombres réels

ri = ... u,.) e 

Du la matrice diagonale d’éléments exp (iu~);
Vo le vecteur dont toutes les lignes valent i.

E désignant l’espérance mathématique, on montre, dans la suite, que

E r exp (03A3iuj(n)03BEj (1t) ! i0j = j=1
le membre de gauche est la coordonnée i" du vecteur caractéristique des
variables aléatoires (n).

Cette formule introduit la théorie de la perturbation d’opérateurs
analytiques du type P. Du. Elle permet d’affirmer que pour n assez

grand et u assez petit, les spectres de Pn. Du et de P sont voisins, les
projecteurs sur un ensemble spectral de Pn. D", voisin d’une valeur

propre l’i sont analytiques en u et de même dimension; si celle-ci

vaut i, ~i~ n, u se réduit alors à la fonction analytique a,l, n, u.
Le chapitre II envisage le cas où Pn --_ P.
Lorsque P a une seule classe ergodique, Fréchet par la méthode ana-

lytique, Kolmogoroff et Doeblin par la méthode des temps de retour,
Mihoc en utilisant le développement de (P. par la formule de Perron,
ont donné les théorèmes limites correspondants. En utilisant les résultats
du chapitre I, qui donnent une expression asymptotique de (P.Dun)n,
lorsque un -~ o, plus fine que celle de Perron, on parvient à montrer
les théorèmes qui vont suivre.

Introduisons tout d’abord certaines notations :

Si : . .

z, Ej, ..., E, sont la classe des états transitoires et les classes ergo-

diques de P;
(u’, u’, ..., u’) les restrictions de u = (U1, ..., u,.) E C’’ à T, E1, ..., E, ;
Dut, ..., Dus les restrictions de Du à T, Ei, ..., E;;

Vt0, V10, ..., V ô les restrictions de Vo à r, Ei, ..., Es;
. Il, Il, ..., Iv les restrictions de 1 à 03C4, E1, ..., Es ;
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ui, = produit scalaire des vecteurs ui et * (au sens habituel
de somme des produits des coordonnées);

V’o le vecteur à s lignes toutes égales à I.

THÉORÈME 1. - Si P a une classe ergodique E ~ et des états transitoires T,
le vecteur caractéristique de l’ensemble des variables aléatoires

, 

’ 

03BEe(n)-n*e n , où e~E1,

converge vers le vecteur valant

(~~- T.Dr,~)-~ B, ~~~ § sur ~,

p sur E1;

03A61 (u’) est la fonction caractéristique d’une loi de Laplace multidimen-
sionnelle, d’ordre ~ l, - dt.

THÉORÈME 2. - Si P a plusieurs classes ergodiques et des états tran-

sitoires, le vecteur caractéristique de l’ensemble des variables aléatoires

03BEt (n), 
03BEe ( n ) n, où t ~ 03C4, e~Ei

i=1 i

converge vers le vecteur valant

Le chapitre III aborde l’étude du cas général.
Koopman a commencé l’étude du cas r = 2, que Dobrouchine a complè-

tement achevée. Il est bien évident que dans ce cas l’étude des lois margi-
nales et celle de l’ensemble des variables aléatoires ~~~~1 (n) se confondent,
puisque (n) + ~11;~~ (n) = n.

Les résultats de Dobrouchine sont les suivants :

Posons

P=(p q q p), Pn=(p
n qn qn pn ).B~ fi 

’~ 

~IL ~/

1. P a une classe ergodique acyclique et pas d’états transitoires.
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Alors o  sup (p, p)  I et (n)03BE1(n)-an bn converge en loi vers N (o, I)

(loi normale de moyenne nulle, de variance 1)

an = 
nqn 

? 
nqnqn(pn+pn) 

.

+ qn 
" 

~a + qn

2. P a une classe ergodique, pas d’états transitoires et des cycles;
alors nécessairement

P=~ .’); ,I 0/~

a. ou bien n (Pn - P) -~ Q, où Q est une matrice  oo, et alors

(~~t~~1 (2n) - n converge en loi vers X, variable aléatoire continue sur

(- oo, + (0); §
b. ou bien l’un des éléments de Q est infini, auquel cas on retrouve

la loi normale de 1.

3. P a un état transitoire .

I’= h ~ , où 
a. ou bien nqn ~ a; alors (n)03BE1 (n) converge en loi vers une variable

aléatoire X, somme de v variables aléatoires indépendantes et de même
loi ~i; v et i sont indépendantes, §; suit une loi géométrique de para-
mètre p, v - i une loi de Poisson de paramètre a ; résultats symétriques
si c’est 2 qui est transitoire;

b. ou bien nqn ~ oo; a,t converge vers N (o, 1).

4. P a deux classes ergodiques :

P=(I o o I);
a. ou bien n (P,t -P) - oo, auquel cas on a la loi normale N (o, I );
b. ou bien nqn -~ a, nqn -~ oo;

alors la variable aléatoire qn (n)03BE1 (n) converge en loi vers une variable
aléatoire à valeurs entières, somme de v variables aléatoires indépen
dantes et de même loi ~i ; ~~ a une loi exponentielle et v - i une loi de
Poisson de paramètre a, i et v sont indépendantes.

Résultats analogues si nqn ~ a, nqn ~ oo.

c, ou bien nqn -. a, nqll -~ b. -
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Dans ce cas, 201420142014~- converge en loi vers une variable aléatoire X,

qui peut s’interpréter comme le temps de séjour dans l’état 1 pendant
un temps unité d’un processus de Markov continu à deux états, d’opé-
rateur infinitésimal

(-b a b pa) .

Dans tous ces théorèmes, l’état initial est i.

L’extension du travail d,e Dobrouchine au cas d’un processus à nombre

fini d’états r > 2 s’est faite par l’étude des lois marginales limites possibles
et des théorèmes limites centraux correspondants.

Ilyachenko utilise la méthode des temps de retour à un état donné
et l’expression de la fonction génératrice de la variable aléatoire an ~,, ", t
où ~,,,t, t est le nombre de passages par l’état i en [nt] épreuves
([ ] = partie entière), la loi d’évolution étant P;,. Il retrouve certaines

lois limites de Dobrouchine et donne d’autres lois que nous pouvons

également retrouver d’après nos résultats.
Meshalkin a fait une étude plus fine des lois marginales limites possibles,

en utilisant une méthode analytique et l’interprétation probabiliste des
mineurs centraux de la matrice 1 - P (I, matrice identité, P matrice
strictement markovienne).
Venons-en aux résultats du chapitre III.

Lorsque P a plusieurs classes ergodiques (resp. des états transitoires),
les restrictions de P,i à une classe P-ergodique (resp. aux .états P-ergo-
diques), forment une suite de matrices sous-markoviennes convergeant
vers une matrice strictement markovienne n’ayant qu’une (resp. au

moins une) classe ergodique et pas d’états transitoires. De telles matrices
sont envisagées dans la suite. 

-

Dans les théorèmes 3.1 et 3.2, on considère une suite P,i de

matrices sous-markoviennes, convergeant vers P strictement marko-

vienne, n’ayant qu’une classe ergodique et pas d’états transitoires.
Soit K = (1, 2, ..., r), si P est une matrice (r, r).

Soit :

= nw + 0 (1), un entier > o ; 
- 

.

. (n)03BEi ( n) le nombre de passages par i d’un système sous-markovien (n)S
lié à PIL en n épreuves;

l’état de à l’instant k;
l’événement : :- reste en K jusqu’à l’instant au moins;
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son indicateur;

03BB0, n la valeur propre positive maximale de Pn.

Les théorèmes 3.1 et 3.2 donnent des expressions asymptotiques
de lorsque u" -~ o, en particulier pour = r (mod d),
d étant le nombre de classes cycliques de P.

En interprétant (io, j) comme

on montre que si n (i - Ào, ,t) --~ s,

c. Il existe une suite de constantes (p.n) telles que

~ et II* étant relatives à la matrice limite P.

En particulier, si P,, est strictement markovienne, et si n = n, la

condition n (i 2014 ao, n) ~ S est toujours vérifiée et l’ensemble des variables

aléatoires (n)03BEj(n)-(n)aj(n) n 
converge en loi vers la loi multidimen-

sionnelle de fonction caractéristique ~ relative à P.
Considérons maintenant une suite de matrices sous-markoviennes P,~,

convergeant vers une matrice P strictement markovienne, ayant s
classes ergodiques Ei, ..., E, et pas d’états transitoires, à laquelle nous

appliquerons les notations du paragraphe 1. On cherche le compor-
tement asymptotique de / P,,. . Du n) n (io, j), fL" étant de la forme nt + 0 (i),

, io appartenant à E03B1 et j à E;1. 
’

Soit (n)S un système sous-markovien lié à P,,, (n)03BEj( n), (n)Xk, (n)A 03B1 ont

la même signification que ci-dessus, et la formule (i) est encore valable.
Soit k1, ..., kl-1, 03B2, r1, ..., rl+1, n, noté plus brièvement ki, 03B2, ri, l, n

l’événement : (n)S reste en K au moins jusqu’à l’instant n + i, va
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successivement dans les classes ergodiques - P Ea, ..., E~.r_,, E~,
restant dans les classes Eki un temps ~i tel que ~; - i == ri+1 (mod d).

Les lemmes 3.1 et 3.2 permettent alors d’écrire

comme une intégrale portant sur les durées de séjour relatives dans

chaque classe ergodique successive. Cette intégrale contient des termes
du type de ceux envisagés aux théorèmes 3.1 et 3.2. Si l’on remplace
ces termes par une approximation déduite de ces théorèmes, et si l’on

somme les intégrales ainsi obtenues par rapport à k;, r;, 1, on montre

qu’on obtient alors une approximation à 0(1) de P" . (i,,, j) lorsque

les conditions suivantes sont réunies (lemmes 3.3, 3.4, 3.5) :
a. = nt + 0 ( I );
b. n ( - 03BB0, n) ~ qi, où 03BB0, n désigne la valeur propre maximale de la

restriction de Pn à El X Ei, notée Rn;

c. n Sn reste bornée, où Sn est la restriction de P,~ à Ei x Ei.
’, / t, j

. Si, de plus, n ( *, Sn Vj0> ~ ql, , avec les notations du paragraphe 1,
l 

.

- 

alors c est remplie et 03A3 P,z . Du n) n (i0, j) converge vers la série
j~E

On en déduit immédiatement le théorème 3.4 donnant la loi limite de

l’ensemble des variables aléatoires > dans le cas PIL strictement
n

markovien convergeant vers P.

Soit Q la matrice (s, s) d’éléments q/, 1 ~ j, q; _- q; .
On montre que Q est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

continu sous-markovien (resp. strictement markovien), lorsque Pn est

sous-markovienne (resp. strictement markovienne).
Soit Sc le système associé à Q. Il a donc s états possibles dans le cas

strictement markovien, s + 1 états possibles dans le cas sous-markovien.
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Soit K, = i 1, ~, ..., s ;.
Soit T; (t) la durée de séjour de S, dans l’état i pendant un intervalle

de temps (o, t), Z/ l’état de S, à l’instant t..
Soit A/ l’événement : S, reste en K, au moins jusqu’à t. Alors la limite

trouvée au corollaire 3.3 s’écrit

Les théorèmes suivants calculent cette expression : si V est la matrice

diagonale d’éléments j, si V’o est le vecteur à s lignes égales à i, alors,
dans des conditions du corollaire 3.3,

(Pn.Du n) nV0(i0) ~ exp((Q + iv) t) si io E h:y.

On obtient, en particulier ainsi, la loi limite du théorème 3.4.
Considérons dans ce dernier cas le processus Z,, (t) valant i si e El

([nf] = partie entière de nt). On montre que Zn (t) converge, au sens de
Prohorof, vers le processus Z (t) (th. 3.7 et 3.8). 

-

Les échanges entre classes P-ergodiques sont donc dans ce cas asympto-
tiquement markoviens. 

’

Le chapitre IV envisage l’existence d’états transitoires pour la matrice
limite P. ,

Considérons l’événement A;,, ".,;1_,, ~,, ..., ; l, » noté encore :

(n)S, système de loi d’évolution strictement markovienne Pm part -d’un
état P-ergodique et revient à l’instant n dans les états P-ergodiques,
ayant passé dans les états P-transitoires des temps j + i, ... , jl_, + i,
et des temps ~i dans les états ergodiques tels que Ti 2014 i == p; (mod d).
Lorsque P a plusieurs classes ergodiques, on étudie

Cette dernière expression peut s’écrire comme une somme sur j~, p;, l .

d’intégrales par rapport aux fréquences des séjours successifs dans les
états ergodiques. Ces intégrales contiennent des termes du type de
ceux envisagés aux lemmes 3.3, 3.4 et 3.5; si on les remplace par une
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approximation déduite de ces lemmes (en supposant donc que les condi-
tions de ces lemmes sont vérifiées pour la restriction de Pn à E X E),
et si de plus, Qn désignant la restriction de P,, à E X T, nQn reste borné,
on obtient, en sommant sur l, jl, ~~ les intégrales ainsi approchées, une

approximation à o ( 1 ) de

Si les conditions du corollaire 3.3 sont remplies pour la restriction de Pn
à E x E et si, de plus, n y Qi, JL -~ Si (Q~, ,t désignant la restriction de P,~

à Ei x T), on montre alors que

- 1 (u’) décrit les passages des , états ergodiques aux états transitoires

(~1(tc1)) O l’~ _ ~ ~x*~ Sa~Dut (~w T.D~~~)-~)13~j~ ~ % (~ll. !~.~~).

Lorsque P a une classe ergodique et des états transitoires, on peut faire
des approximations analogues en utilisant les résultats des théorèmes 3.1
et 3. 2.

On trouve finalement que l’ensemble des variables aléatoires
’ 

(n)03BEt (n), ’ 03BEe(n) ,_ (n), où t E T, e E E1, converge en loi vers l’élément
~,’ ~t

aléatoire multidimensionnel de fonction caractéristique

avec

Sous la seule condition

. S i ~~.1),

Le chapitre V envisage d’autres cas.
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Dans la première partie, supposant que P a une seule classe ergo-
dique et des états transitoires, la condition du théorème 4.1 n’a pas
lieu, et l’on a par contre la relation

P,, est supposé n’avoir pas d’états transitoires pour n assez grand.
Les lemmes 5.1 et 5.2 calculent les dérivées partielles jusqu’au troisième
ordre de i.~ (u), valeur propre de qui -~ ~ si u -~ o. Ces dérivées

partielles s’annulent lorsque l’une des variables ui par rapport à laquelle
on dérive correspond à un état i P-transitoire.

L’hypothèse faite entraîne, on le montre,

)

fonction analytique de u, uniformément sur )u : ~ u  r, (, et la conver-
gence uniforme locale des dérivées partielles correspondantes. 
désigne la valeur propre de Du proche de Ào (u); le développement
limité au troisième ordre de (Ào, ",, ,,)~t donne alors le théorème 5 . l, qui
affirme qu’il existe une normalisation sur tous les états donnant une
loi limite Laplacienne, les lois marginales étant N (o, i).
Le théorème 5. 2 envisage le cas de deux classes ergodiques acycliques

, pour la matrice limite P, et pas d’états transitoires.

On étudie les hypothèses n (i - a,~, ~ q.

Soit ~n~~r (n) la durée totale de séjour dans El au cours de n épreuves;
on s’aperçoit que la loi asymptotique de ~’t~~1 (n) est « équivalente »
à celle obtenue dans le cas d’une suite p/, de matrices de transition à

deux lignes et deux colonnes

pn=(o,n I-0,n I-0,n 0,n) P _ o I .

Par conséquent, (I - ~o, "~ (n) converge vers la loi déjà donnée par
Dobrouchine (loi 4 b).

Je remercie M. le Professeur Fortet de l’attention bienveillante avec

laquelle il a dirigé mon travail, je remercie également M. le Professeur
Neveu de m’avoir indiqué ce domaine de recherches et des nombreux
conseils qu’il m’a prodigués.

Je suis très vivement reconnaissant à M. le Professeur Ehresmann

d’avoir dirigé ma seconde thèse et d’avoir bien voulu présider mon jury.
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CHAPITRE I.

Préliminaires. - Soit C l’ensemble des nombres complexes.
el’ est muni de la norme

~z~=sup|zi| 1 si v’ _ ( :. J ... , G C".

P, matrice (r, r), définit un opérateur linéaire continu sur C’’, de norme

sup hi> i ) ( = si i o, ~ i, j = r , ... , n j.
j = i

Nous exposerons ici rapidement la théorie des opérateurs analytiques et
de leur perturbation, d’après le livre de Dunford et Schwartz.

1. Opérateur analytique.

DÉFINITION 1.1. - Soit B un espace de Banach, .~’ (B) l’espace de
toutes les applications linéaires continues de B dans B. Toutes les normes
seront notées Il (B) est muni de la norme

T~(B), ~T~= sup ~Tf~.
Soit u ~ T (u) une application de D, ouvert de Cr, dans (B).

T (u) est dite analytique dans D si, pour tout i, ~T ~ui existe dans D, au
sens de la topologie de £° (B) définie par sa norme.

2. Spectre et résolvante d’un opérateur. - Reprenons les mêmes
notations que précédemment.

Soit 1 l’identité de  (B).

DÉFINITION 1.2. - Soit T E (B); l’ensemble 03C3(T)~C, défini de la

manière suivante :
’ 

z ~ ? (T) ~ (T - z I)-’ i existe, s’appelle le spectre de T; ; (T - z I)-~’
pour z 03C3 (T), s’appelle la résolvante de T en z et sera notée (z, T).
On montre que 03C3 (T) est fermé dans C et lR (z, T) analytique sur (03C3(T)).

. Lorsque B = e a~ (T) =~ déterminant (T - z I) = o.

DÉFINITION 1. 3. - ~ ~ ~ (T} est un ensemble spectral s’il est à la fois
ouvert et fermé pour la topologie induite sur ~ par ? (T).
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Si B = C’, tous les points du spectre sont des ensembles spectraux.

3. Espace 3 (T). ~ 

.

DÉFINITION 1 . 4. - fé :T (T) ;=> f analylique dans un ouverl D,/. conte-
nanl a (T) el à valeurs dans C. Soit CI une courbe de Jordan entourant a (T)
el contenue dans D j.. On définit l’opérateur f (T) par la formule

# j’ j’j l, ) (), , T j /), .

4. Projecteur. - Soit v un ensemble spectral, Vi et Vz deux voisi-
nages ouverts disjoints de a et a (T) - a respectivement, f une fonction
analytique valant i sur Vi J et o sur V2; l’opérateur f (T) correspondant
s’appelle E (y) et est un projecteur de i" (B), c’est-à-dire un opérateur
idempotent.
De plus,

03C3 i n 03C32 = ? ° E ( 03C31) ( ’E ) n li (03C32) ( " ) = 1 ° 1 .

Si B = C’,
,>

E ( ),i ) 1£ ( ),~ § = >, iE .( l,; j = I,
. 

:= i

où (1.;)flj 1 est le spectre de T.

On montre également les deux théorèmes suivants:

THÉORÈME 1 , 1 1 
,

,,  ,,> - 1 
, 

V J~e 5  T > > f T > = f~ £ ~ " ] ,~’ ~ ~ 
’ 

> ( >, ) E ( >, ) >
>.eJ,T> :=o 0 

°

où ,J (),) = sup fi ( B,-i C B,, strictement}, B  étant l’espace vecloriel
défini par

x e B , ce ( T - ), 1 ) > ~t = > ;

,J (1,) à fi (),) = dimension de E (1,) (B) = ordre de la racine ), dans

l’équalion : déterminant [). I - T] = o

s e E ( ), ) ( B ) ce ( T - 1, 1 ) 03BD(03BB) (/ ) = o .

THÉORÈME 1 .2. - Si f().,) = ).",

T ’i = 1 [ ), 1 + Nj, ]n E ( ), ) ,
03BB~03C3(T)

où Nj, est l’opérateur nilpotent
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THÉORÈME 1.3. - Soient Et et E~ deux projecteurs de .~ (B). La relation

Il E1- E2~ inf Î I ~E1~ , I’ ~E2 I )
entraîne l’équivalence des relations suivantes : :

a. dimension de E1 (B) = s;
b. dimension de E.~ (B) = s.

5. Perturbation d’opérateurs analytiques.

THÉORÈME 1. 4. - Soit T e .~ (B) : d ~ > o, 3 Or (~) tel que

~

(~ (T), ~) (ensemble des boules ouvertes centrées sur ~ (T)
et de rayon E);

b. 03BB S (03C3 (T), L) ~ ~ (03BB, T1)- (03BB, T) Il  ~;
c. Si f E ~ (T),

a) ~ f~ (T1), > (f(T)-,Î(T1) Il M~,

où, si CI désigne une courbe de Jordan entourant S (~ (T), ~.),

M = sup I f (z) |I 203A0 (longueur de C1.)z~C1

THÉORÈME 1. 5. - Soit u e T (u) un opérateur analytique sur C~.
(T (o)), D f son domaine de définition; il existe donc ~1 tel que

~1). .

a. d ~ >  ~1, 3 ô1 tel que

Il u Il  °1 1 ~ Il T (u) -T ( 0) Il  (E) ~ ;

les conclusions du théorème 1.4 sont alors valables pour T = T (o), T, = T (u)
et ~.

b. Soit Ui ouvert, Ui C n ’ (S (03C3 (T (o)), ~)). Il existe ô2 tel que

Il u Il  03B42 ~ Il T (u) -T (o) Il inf Il R ( a,, T (o)) ~-1.
03BB~U1

Si Il u~  inf (03B41, 03B42), f (T (u)) est analytique en u.
Nous allons maintenant montrer un corollaire de ces théorèmes, qui

nous servira directement dans notre étude.
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COROLLAIRE 1.1. - SOit B = C’~.

Soit Tn (u) une suite d’opérateurs analytiques dans C’’, équicontinus à
l’origine et fendant vers l’opérateur analytique T (u).

Soient a,°, 03BB1, ..., , a; constituant 03C3 (T (o)), xl un vecteur de C’’, fel que

II x~ ~I = t et x~ = E (~~~) (x1)~

Soit yi E (C’’)*, dual de Cr, tet que  y, xl > _ I. yi peut se représenter
par uné matrice ( ~, r).

Soit - 

. 

’

’ 

. 

~1 = inf I 03BBi- 03BBj |, 2 I E(03BBi) ~, I ~E(03BB i ) s , 2~yi ~),
~ >  2 , N (~) et r (~) existent tels que

, ~u~  ~(~), n > N(~) #

n les boules ouvertes B (al, ~), de centre 03BBi et de rayon ~, contiennent
un ensemble spectral 03C3i, n, u de Tn(u) et

i-s

n~ u 
= a ( Tn(u))

i-~ 1

2~ E n, r~) (C’~) et E (/~~) (C’’) Ont même dimension et ût~ n, r~ ~ ~; ;
3 u ~ E (03C3i,n,u) esf analytique sur

) tc: II u I)  ~(~)(, ~n > N(~);

4 Si dimension de E (03BBi) (Cr) = I, 03C3i, "," n’a qu’un seul élément al, n, a
et u ~ ~~,,t,,l est analytique.

Démonstration. 2014 I Soit ~ > o  2 et soit 03B4T(0) (E) pris comme au

théorème 1.4 appliqué â T (o)

() T n (u) -- T (o) II II Tn ( u) - T n (o) II +’ II Tn (o) - T (o) ~,

II Tn(u)-Tn(o) II  2 STto)(E) Si II ~u II  ~1(~),

uniformément en n, par équicontinuité des Tn.

Puisque T,~ -~. T, 3 Ni (~), tel que d n > Ni (~),

II Tn (~) -T (~) II C ST~°) (E).
Donc
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~ 
D’après le théorème 1.4,

6(Tn(u))CS~~a(T(~))~£) = U B(~~i~ ~).
i-1, ...,~

Les boules B (7~i, s) sont disjointes, chacune contient un ensemble

spectral de Tn (u), ai, et .

r .

1-1 i

Donc, si

r~ (£) ~ ~ls (~), > 

le I est démontré.

20 Soit fi = 1 sur B s’), o sur B (À j, s’), j ~ i, où ~  s’  2 si.
Soit B* (î~;, s) la frontière de B (~~, 2).

Si 11 u Il  ’il (s) et n > N1 (E),

et l’on a

fi (T) = E (),i)a > 

en vertu des théorèmes précédents.
En fait,

fi(T) = I 2i03A0B* (03BBi,~)
(03BB,T(o))d03BB,

fi(Tn(u))=I 2i03A0f (03BBi, ~)(03BB,Tn(u))d03BB
en prenant comme courbe de Jordan entourant 03C3(Tn(u))

B*(03BBk, ~),
circonférences disjointes, et en remarquant que fi (À) = o sur B* (03BB, s),
j  i, =1 si j = i.

Nous avons donc

su p ~(03BB, Tn(u))-(03BB, T(o))~I 203A0l(B*(03BBi, ~))03BB~B*(03BBi, ~)

~2, en vertu des résultats du théorème 1.4.

D’autre part, puisque
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on a s  2  I, puisque E (Ài) ~ o, donc .

I E n, u~ - E ~î‘i~ Il  E.

Alors
’

par hypothèse, donc

E ~ai~ n~ I~~ ~ 0 et 

D’autre part, la relation

~  I 2~E(03BBi)~
entraîne, pour Il u Il  ~, (s) et n > Ni (s), 

~E(03C3i,n,u)-E(03BBt)~  ~  I 2I ~E(03BBi)~  I~E(03BBi)~+ E

 inf[I ~E(03BBi)~ ; I ~E(03C3i,n,u)~] ,

donc, d’après le théorème 1. 3, E (~i, n, i~) et E (a,i) ont la même dimension,
ce qui démontre la deuxième partie du corollaire.

30 Examinons maintenant l’analyticité de E (~i, n, r,).

Soient 1)2 et N2, analogues à ni et Ni, mais relatifs à E ~ 4
Alors

03C3i, n, u~B(03BBi,~ 4), d u, n, vérifiant ~ u Il ~2, n> N2,

S (a (Tn), ~) est telle que, pour n >  732,

en posant
ai, n _-__ 6i, n, o.

Pour tout i, fi ~ a un domaine contenant S ~ (Tn), 2 , pour N~~.

La condition (a) ~ f (u)) pour ))  ~~. Soit U1 un ouvert

tel que
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où U = B (a,;, ~’) est le domaine de définition des f Montrons que
j

inf ~ (03BB, Tn (o)) (-1 est borné inférieurement lorsque Ui et n varient,

pour n  N2 ;

,

en vertu de (b), donc 
‘

inf ~ R(?,, T,z(o)) -’.
1 

Or le théorème 1.4 entraîne

.

si 03BB  S (’o- (T (o)), 4 , pour n  N2.
Donc

I I ~’ ()~, Tn (o) ) II G II ~’’ ( ~o T ~~) ) I ’+- E 4 ’

et

~ (~~’ Tn (o)) ~~-1 ~, ~,EUn6sC~~TI~ inf y ,~) ~ ~. (~, I T(o)) ~~ 1 + ~ - ~ S- ~ > , o
est borné uniformément en a. 

étant une fonction de À continue et s’annulant à l’infini sur cet ensemble.
Or il existe r~~ (e) tel que

Il u Il  ~ Il Il  03B4~,

en vertu de l’équicontinuité des T,,(u).
Si l’on prend

1) ( E) = ~12 (E)~ ~1.3 (~))7 >
N2(E».

Si )( u ~~ ~ r~ (~), n ~ N {~), les conditions du théorème 1.5 sont remplies
pour tout projecteur E (a~i,,t,,~), ce qui montre le 30.

4o Si dimension de E (~i) (Cr) = r, alors se réduit à un seul
élément 1,;, n, ". E (a,i, n, u) vérifie alors

. 

Soient alors xi et yi pris comme l’énoncé l’indique.
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On a, au sens du produit scalaire habituel sur Cr,

03BBi, n, u = 
1 ( E()‘i, Éo ) 

,

est donc le quotient de deux fonctions analytiques. Le dénominateur
est tel que si

I ~’’(~‘i)xi~i 1
1

par hypothèse. Comme ( y;, E (Ài) = i par hypothèse, on a bien 
’

B,Î’i~ E(),i~,t~u)xi>~a si 

Donc a,i, ,i, u est analytique dans le domaine )) r~ (~), ~ si n j N (~).
C. Q. F. D.

CHAPITRE II.

Soit S un système à nombre fini d’états r, de matrice de transition P ;
yi (n) le nombre de passage de S par i en n épreuves.

L’utilisation de la méthode des temps de retour, due à Doeblin et
Feller, permet de démontrer aisément les théorèmes suivants, donnant
les lois marginales limites possibles de ri (n), io étant l’état initial.

10 io ergodique :
a. i transitoire ou

1£ classe ergodique de io ~ ~i (n) = o; .

b. i ergodique, i et io appartiennent à la même classe

_ 
~n 

-+- 0, l l ,

où N (o, a) désigne la loi normale de moyenne nulle et d’écart type a;
IIi = iième coordonnée de la probabilité invariante relative à P;
1 la convergence en loi;
Di, variance du temps du temps de retour à l’état i.

2~ io transitoire : 1 
-

- a. i transitoire,

i) (,f*(L~ L)~~-1(I _", f*(i~ i))~

f * (i, j) désigne la probabilité, partant de i, d’atteindre j en dn temps
fini ;
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b. i ergodique,

o avecprobabititë i -, f * ( io, 0,03BEi(n) n X , X 
= 0 a vec prob abili té I-f* (i0, i);

avec probabilité f * (io, i);

, 

c. Si, de plus, P n’a qu’une seule classe ergodique, alors

f*(i0, L) -1 1
et

03BEi(n)-n*i n  N (o, D3i03A0*i2).

Nous étudierons ici les lois limites de l’ensemble des variables aléa-

toires 03B6i (n), avec les mêmes normalisations que ci-dessus. Nous utili-
serons les résultats du chapitre I, notamment la définition intégrale
de f (T) et ses conséquences.

Soit P une matrice sous-markovienne (r, r), S est un système lié à P;
K = )1, 2, ..., r(, X~ l’état de S à l’instant k;
An l’événement : S reste dans K au moins jusqu’à n;
~; (n) le nombre de passages de S par j en n épreuves.
Avec les notations de l’introduction, on a le

THÉORÈME 2.1 : 1 -

où io, j e K. 
’

(~)

Démonstration. - Désignons par 03A6 (io, j) le membre de gauche de
l’égalité ~ démontrer.
On a

en vertu de la propriété de Markov et de l’homogénéité.
Donc
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Si  désigne la matrice d’éléments (i, j), i, j ~ K, alors
(ra + 1 ! ~ 1 (n; 

~ (n) ~ _ ~~~ 9 ra _ 
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 2.1. - Si P est strictement markovienne, alors

E xo= io ? _ Vo. 
.

Démonstration. - Résulte immédiatement du théorème 2.1.

COROLLAIRE 2:2. - Soit S ayant une matrice de transition strictement
markovienne.

Soit SI, ..., , Sk une partition de l’espace des états de S.
Soit a, kl, ..., kl+1, fi, une suite de nombres entiers o, k, chacun

d’eux étant différent du suivant et du précédent.
Soit 03BB1, ..., , 03BBl+1 une suite d’entiers I, tels que

Soit Ax, ~.~, 3,a,i l’événement : S passe un temps ~, dans Sa, puis va dans S~1
où il reste un temps a,?, ..., va dans Ski où il reste 03BBi+1, ... , aboutit dans S03B2
où il reste un temps 03BBl+1. io l’état initial, j l’état final : iô e Sa, j e S3. Alors

Pki, désignant la restriction de P à Ski X Skj’ Duki la restriction de Du
à ~ X Sà,.

Démonstration. - Cette identité se démontre aisément par récurrence :

il suffit de vérifier qu’on a

formùle qui résulte de la propriété de Markov et de l’homogénéité du
processus.
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Comme

E (03A3iuj 03BEj(03BB1-I))IA03B1, 03BB1I{ X03BB1-1=k }/{X0 = io i = (Poc, k)

en vertu du théorème 2. 1, la récurrence conduit bien à la formule

indiquée.
C. Q. F. D.

CAS I : 1 P n’a qu’une seule classe ergodique et pas d’états transitoires.

On sait qu’alors l’équation 0394 (s I - P) = o a d racines de module I,

qui sont des racines simples de cette équation et qui sont racines de
l’équation - I = o. Il y a alors d classes cycliques. Les autres racines
de l’équation aux valeurs propres ont un module ~ r  I.

THÉORÈME 2.2. - Dans les conditions de (I), il existe r, > o tel que

~u~  ~, u = (u1, ... , ur) ~ Cr ~
0-1

1 0 =03A3(03BBi(u))n E(),i(u)) + A(n, u);
i=0

(?.i (u))~=â-1 sont les valeurs propres de qui tendent vers les racines
de module I de l’équation aux valeurs propres de P.

(E (u))i=d-1i=o sont les projecteurs correspondants.
2° Il où 

> 
, 

.

uni formément en u, sur ) u u~  ~ (.
3° Les applications u ~ 03BBi (u) et u ~ E (l’l (u)) sont analytiques en u,

),i (o) _ ~~i~ ),a (o) =I. .

4° Si un --~ o, alors

(P.Dun)nV0-(03BB0(un))nV0~o si n ~ ~.

Démonstration. - T (u) = P. D" est un opérateur ’ analytique sur Cl’.
En prenant T,t (u) T (u), le corollaire 1.1 s’applique aux valeurs

propres I, ..., a.,,_1 de T (o) = P, ce .qui nous donne le 3°, avec le ~
du corollaire 1.1.

Le théorème 1.2 conduit à la formule du I°, en prenant

A(n, u) = ~’ (),I + Ni,)n E ( ), )

),~),1(rc~, ...,),d_i(ul,),a(crl i

et en utilisant le fait que

pour u’  ~, E (a,i (u)) et E (î,l) ont même dimension, ce qui entraîne
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Soient i, ).i, ..., , a,,~_i, ri, ..., r; les valeurs propres de P. Soit ~ assez

petit pour que les boules centrées sur ces valeurs propres et de rayon ~
soient disjointes, et que celles de centres ri soient contenues dans le

cercle unité. On sait que pour Il u Il  r~, chaque boule contient un

ensemble spectral de les projecteurs correspondants étant de

même dimension. 
’

Soient C’i (resp. C’1 ) la réunion des circonférences de centre 03BBi (resp. ri)
et de rayon s.

est une courbe de Jordan entourant 03C3 (P.Du), pour
Il u ~ ~  ~, donc

un calcul simple, fondé sur l’expression de ~. ~a,, fournie par le

théorème 1.1, entraîne

(03BBi(u))n E (03BBi(u)) = I 2i03A0.

et, par conséquent,

A (n, u) = 2iII ~11 1 ~’(),, 
Le théorème 1.4 entraîne 

,

~~ ~(in P.Du) -~R(i,, P) I  ~ E pour 1~~E~;.

Donc 
~ 

, 

.

P) E = K.
03BB~C"1

Donc

~A(n,u)~ I2 K l (C"1)03C1n, où 03C1 = sup |03BB|
, =M03C1n.

Le 2° est donc démontré. Abordons la dernière partie du théorème.
Pour n assez grand, ~un~  ~ et les formules précédentes sont

applicables.
D’autre part,
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Comme .

pour i ~ o,

= Vo pour i = 0,

et que A (n, un) -~ o si n --~ oo, on a bien le résultat indiqué au 40.
Le théorème est complètement démontré.

Dans les conditions de (I), on sait que 
~i converge vers IIi .

Donc

où ( ) = produit scalaire sur C’.

THÉORÈME 2.3 : 1

03A0*i = 
I i ~03BB0(u) ~ui

.

.Démonstration. - Le vecteur caractéristique des variables aléa :

toires 03BEi(n) n n’est autre que Le théorème 2 . 2 implique que

(P. D u n) nV0 - (03BB0 (u n)) nV0~o.

L’analyticité de ~,o (u) au voisinage de u = o et un développement
limité au premier ordre donnent le résultat.

THÉORÈME 2.4 (Kolmogoroff-Mihoc). - Soit P vérifiant les condi-

lions (I).
..., ..., ,

la probabitité invariante relative à P.

Alors l’ensemble des variables aléatoires 03BEi ( n) - n*i n 

converge en toi 
,

vers une loi de Laplace multidimensionnelle, d’ordre r - d, où d est

le nombre de classes cycliques de P, de fonction caractéristique 03A6 (ui, ..., u,),

où, si Qi et Qi,j désignent respectivement le mineur de dans le

déterminant de P - I et le mineur extrait du déterminant de I - P en
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supprimant lignes et colonnes n°ç i et j

Démonstration. - On sait que

L’application du théorème 2.2 entraîne, puisque

On peut écrire, pour Il u  ~,

Donc, pour n assez grand,

~u n~  ~
et

r
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Donc

Pour calculer les dérivées secondes, il suffit de dériver deux fois par

rapport à ui et uj l’équation caractéristique de

Par cette méthode, Mihoc trouve le vecteur caractéristique limite

indiqué dans l’énoncé du théorème. On trouve bien une loi normale

multidimensionnelle, car on démontre que log 03A6 (u1, ..., est  o

D’autre part, chaque classe cyclique introduit une relation entre les

variables (n).
Soient, en effet, Co, Ci, ..., Crl-1 les classes cycliques successives.

Si io e Co et si n = r (mod d), alors, si k ~ r,

Xi ~~(n) = d +I; 
i~Ck

si k>r,

2 = n d ( ~ ] _~ partie entière ).
i~Ck

Il en résulte que la loi limite est au plus de dimension r - d.

CAS II : P a des états transitoires.

A. P a plusieurs classes ergodiques : Soient 03C4 les états transitoires, Eh ..., Es
les classes ergodiques; T (resp R, i B~~ la restriction de P à T X z

(resp. Ei X El, T x Ei)

Le problème est déjà résolu si io  03C4, car alors (i (n) = o si i  C (io),
classe ergodique de io et la loi limite est alors celle de (I) pour la restric-
tion de P à E/xE/, si io E El. Supposons donc i0 ~ 03C4. Il nous faut

calculer _
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LEMME 2.1. - Soit M une matrice carrée du type

où A et Bi sont des sous-matrices carrées de M.
Alors

où

Démonslralion. - Elle se fait aisément par récurrence :

a. M a bien la forme indiquée;
b. Si Mk a la forme ( ~ ), = MMk sera égal à .

qui est bien de la forme indiquée, avec

. G. Q. F. D.

COROLLAIRE 2.3. - Si P vérifie les conditions (II), la restriction à z

du vecteur

où
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LEMME 2.2. - Soit An une matrice (r, s) telle que Il An Il = I. Si B,i
est une matrice (r, s) et si nBn - o, pour tout vecteur z tel que

Démonstration. - Il suffit de démontrer que

si n - aJ .

Or cette quantité est

( ( I + Il Bn ~)n - I Î = ( I + ° ( z ) ) i )n- I ~ ° Si 11 ~ * .

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 2 . 4. - Soit R une matrice strictement markovienne à une

classe ergodique el sans états transitoires

( R . exp [ iuj03A0*j] Vo ,x Î ~ _ ~ Î
pour tout p entier fixé, lorsque n - co.

Démonstration. - Il suffit d’appliquer le lemme 2 . 2, avec A,i = R . D ,, ,

z = V0, 
m

Bn= R(Du n-Da n-03C1) nBn=R.n(Du n- Du n-03C1)

et

n expiui n - expiui n-p) -» o si n - cn.
ii n-p

COROLLAIRE 2 . 5 1

( T . Dut )j( Bi. (R.Dui n)n- V[ - (T . Dut )/ Bi ex p ( iue *e) V[ .

Nous pouvons maintenant énoncer le

THÉORÈME 2 . 5. - La fonction caractéristique de l’ensemble des variables

aléatoires §; (n), 
03BEe (n) n, où 1 e r, e e E converge, si l’état initial io e r, vers

(It-T.Dut)-1(Bjexp(iue03A0*e)Vj0) (i0).

Démonstration. - Il suffit de montrer que dans la série
n - 1

È ( T . D « t ) % (B i . De) (.f . j = ~ n >i

on peut passer à la limite terme à terme..
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Or

~ (T.Du=)~ ~~ ~ ~~ (T)~ ~  ri pour j assez grand,

Comme

/ ~ I,
tB n n

on a bien le droit de passer à la limite terme à terme.

B. P n’a qu’une seule classe ergodique : P est alors de la forme

P = (
T o 

).
On sait alors que

(P.Du)nV0(i0) = (T.Dut)nVt0(i0)+(T.Dut)jB1.Du1(.Du1)n-j-1Vi0(i0).

La première partie nous a montré que

(.Du1 n)nexp(-i(u1, *>)n)V10 ~ 03A61(u1)V10.

LEMME 2 . 3 : .

exp (- u,~, II* ~) ~) ( u1 ) Yô. .
B ~/

où p est entier > o fixé.
Démonslralion. - L’expression ci-dessus est identique à

[ exp (- i-( u1, *> ) n n-03C1) D u1 n ](n-03C1)V10.

Posons ni = n - p

ce qui est vérifié. Le lemme 2.2 s’applique avec x = V10.
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D’autre part,

Mais ~/n - ~În - ? -+ o, donc

et

( °’ ’> 1)n1 i’ l + 03A61l (u1)v § >

le lemme 2. 2 donne le résultat.

THÉORÈME 2 . 6. - Si 1,, esl un état transitoire, le vecteur caractéristique
de l’ensemble des variables aléatoires (; (n), @ - Jn ]$, où i e z, ee Ej ,

converge vers le vecteur (Il - T 4J 1 (u ’ ) V § . 

Démonstration. - Il suffit de montrer que la série

a une limite obtenue en passant à la limite terme à terme. Le même
argument que celui utilisé au théorème 2.5 donne le résultat.

CHAPITRE III.

Posons donc maintenant le problème suivant :

Soit Pn une suite de matrices markoviennes (r, r), P" ~ P; (n)03BEi(n)
le nombre de passages par l’état i aux temps i, ..., n, la loi d’évolution
étant P,,.
Trouver les lois limites de l’ensemble des variables aléatoires (n),

convenablement normées, lorsque n -~ oo.
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CAS I : P est sans états transitoires, et n’a qu’une classe ergodique.

THÉORÈME 3.1 : 1

3 Ei, dE>~, o~~ 2~ ’
3 r, (~) et N (~) tels que

~u Il ~(~), >L% N(~) %

I Les boules ouvertes centrées sur 03C3 (P) et de rayon ~ contiennent un

ensemble spectral de elles sont disjointes ef leur réunion

contient 03C3 (P" . Du).
2~ Soient ~, ~,,, ..., , les valeurs propres de module I de P.

Alors chaque boule de centre a,; et de rayon ~ ne contient qu’un point
du spectre de (P,t . D"), a~~, ", ", , et u -~ ",,l esf analytique.

3° Soient E (03BBg, n, u) les projecteurs correspondants. Ils projettent sur un
espace à une dimension et sont analytiques.

4° On peut alors écrire, si n ~ oo,

d-1

( P,~,D~~)N~a=~(),~,»,~~)~’~ + >

où .

Il u) .

Démonstration. - Les trois premiers points sont une conséquence
immédiate du corollaire 1.1. Il suffit de vérifier que les applications
u -~ P,z. Da sont équicontinues à l’origine, ce qui est immédiat, car

Il PnIl Il Pn~.~Du-I~  Il Du-I Il. .

Le quatrième point se démontre de façon analogue au théorème 2.2.
On a, en effet, avec les mêmes notations,

A ( n, ) = I 2i03A0 C"i( 03BB, Pn.Du) ?, n d03BB,

et puisque

Il C~, (î,, Il C’h (î,, l’) Il + ~ ,
en vertu du corollaire 1.1, lorsque  r~ et n ~ N, on a le résultat
désiré.

Remarque 3.1. - Nous aurions obtenu les mêmes résultats en suppo- .
sant seulement P,L sous-markovienne.
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THÉORÈME 3.2. - Si P,~ est une suite de matrices sous-markoviennes,
tendant vers P véri fiant les conditions (I);

Si n entier > o ~ oo, alors

IO

2~ Soit la valeur propre > o maximale de P,t.

Si n n ~ w et n (I - 03BB0, t,) ~ s, alors -

.

Si, en outre, n - nw = 0 ( 1 ), alors

avec

03A0*n,k = I i(~ 03BB0, n, 03BD ~03BDk)03BD=0.

Démonstration. 2014 I° Montrons que lorsque n ~ oo

Le corollaire 1.1 nous indique que V ~ > o assez petit, 3 N (s) et ~ (s)
tels que

~ î,~,,~~,~- î,~ ~  ~, Il I;(î,b~,t,,~) - E(î,b) ~ Il  ~ d ~~ ~z

En posant
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V n > N;t (2) (resp. n > N"u (s)), on a

|03BB
g, n,u n-03BBg| ~

et

~,

(resp.| 03BBg,n, u n-03BBg|  ~, ~ E(03BBg, n,u n )-E(03BBg)~  ~),

ce qui montre bien la convergence désirée.
Les formules du 10 découlent alors immédiatement de cette conver-

gence et du théorème 3.1.

20 Nous pouvons écrire, en vertu de ce même théorème,

Puisque
1 et t E )~ si 

==Vu 

nous avons

Nous sommes donc amenés à étudier le développement, au voisinage
de v = o, de la fonction analytique v -~ (~o, ~, ~)~~.

L’analyticité de î,~,,t,,, en v, pour Il v Il  ~, et le fait que î,~, ",,, j 
entraînent la convergence uniforme locale des dérivées partielles de î,~,,z,,,
vers les dérivées correspondantes de ao,,,. ni et Ni 1 existent donc tels que
les dérivées partielles d’ordre 1, 2, 3 de )~.o,,t,,, soient bornées uniformément
sur )]] r~l, n ~ Ni( et > o pour n > N. 

’

Introduisons la notation suivante : soit :r,, une suite de fonctions

numériques d’un paramètre v, parcourant un domaine D de Rk. Nous
dirons que

= 4’( j Il) )
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est borné uniformément en n et v, lorsque Si une

suite alors

~ si 

Écrivons alors le développement limité de ~,o,,t,a jusqu’au troisième
ordre

où o  0  I ;

É à ! "~ "/ "~ É/ à)1’)li; ~ ~ " ~ ’ ~ ~’~ ’~ ° ° ° ’ ~ ~" ’ ~ ~ ~ ’ ~ ’ ’ 
, /, Il 

. (Vl vi Vk

..

pour
Il ~03BD~  ~1, n)N;

, 

log),o ’ ,, ’ ,, = log),o ’ n + log[I + 
,

ou

z i > i> = f~i l ’~ ~iii,»» ~’ ) ~,~ + J 1 ’ v/ ( °1/1°»j. ’ ) ,,~ + O~ , i > 1 1 .» ) . .
On voit que

Z,=O’(~~)=I 03BB0, n

i (
~03BB 0, n,  ~t)=0 + O’ ( ~~2).

D’où

log[I + ?>, i = ?,, >- ( 
z 

n,
° )° + O’ (Zn, ,,>3 = z,, i, - ( , Zn,  2 )2 + O’(~ v ii.»> .

Nous avons donc, pour Il v Il  nj et n > Ni,

( 03BB0, n, ) n = exp[ n log 03BB0, n + n[ Zn, -(
Zn,  2)

2 

+ O’ (~ ~)3)]] .

Si ] ] v,, ] ]  ~1, on a

( ),o, >, = exp[ n log03BB0, > >i + n (Z,, _ , ,, ,1 - (Zn, n 2)2 + O (][ v,, ]]a )] ] .
Sous l’hypothèse du 2°, log ),o - - sw.
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a. Si v,t = u n et si n > sup (N,, Il ), alors Il v", Il  ~1,

Zn,n=O(~n~)=O(I n).

Donc

n(Zn, n)2 ~ o, n O (~n~3) = n O(I n2) ~ o,
nZn, n= n n03BB0,nui(~03BB0, n,  ~i)=0 + O(I n2) n ~ iwu, 03A0*> si n ~ ~,

car

I et 2014)) 03BD=0 ~ (~03BB0, 03BD ~03BDj) 03BD=0 = i03A0*j.

Donc (03BB0, n, * rn converge vers
_ 

’ 

exp[(-s+iu,03A0*>)w]

converge vers

exp [( - ~ + i ~ u, II* ~) cw] ~ro.

b. Si u n et n > sup(N, ~u~2 ~21), nous pouvons écrire, puisque
Il vn Il I  ~1,

Donc

où Si, j (n) converge vers le coefficient (1, j) de la forme quadra-

tique - z log ~~ associée à P.
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La limite de l’expression (i) est donc bien exp [- sw] (~ (u))sr’, puisque
- nw reste borné par hypothèse et I-~ ~." -~ o.

n2

On a donc bien 
’

C. Q. F. D.

~ 

L’interprétation probabiliste de ce théorème donnée dans l’intro-

duction résulte immédiatement du corollaire 2.1.

THÉORÈME 3.3. - Si Pn est strictement markovienne ef converge vers P,
qui a une seule classe ergodique et pas d’états transitoires, l’ensemble des
variables aléatoires’ . -

’ 

Yi, n = (n)03BEi(n)-n03A0*i n

converge en loi vers l’élément aléatoire multidimensionnel de fonction carac-
téristique 03A6, loi limite relative à P.

Démonstration. - Il suffit d’appliquer le théorème 3.2 avec = n;
= i, puisque Pn est strictement markovienne, et les hypothèses

du théorème sont vérifiées.

CAS II : Cas où P a plusieurs classes ergodiques et pas d’états transitoires.
- Soient :

E,, ..., E., les s classes ergodiques relatives à P :
Rn la restriction de P à Ei X E;;

Dui la restriction de Du à Ei X Ei; 
’ 

’

Sn la restriction de Pn à Ei X Ej, 
’

Nous adopterons pour la matrice limite P les notations de l’introduction.
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Nous noterons h~, "," les valeurs propres de R" . D"i qui tendent, si n --~ oo

etu-~o,vers~. 
’

Nous allons écrire, si i ~ E03B1 et j ~ Ep, le développement de (P,,. Du)n (f, j).

Auparavant, montrons deux lemmes :

LEMME 3.1. - Soif M une matrice (r, r) E,, ..., E, une partition
de (i, 2, .. , , r) en s sous-classes, felles que si a  

Soienl k ef d deux entiers > o

Mi, j étant la restriction de M à Ei X Ej.
Alors, si i E Ex, j e E~, on a

où ,

Démonstration. - Si M a m,, / pour élément !, j, nous avons

Mk(i, j) = 03A3 , mj1 i mj2 j1 mjjk-1.
ln ..i.~~~k-i

A une succession d’indices i, j 1, ..., jk-t, j, correspond, en groupant les
indices successifs qui sont dans la même classe, une succession de 1 + 1
sous-classes E~, ..., Ekz-1, E~, le nombre d’indices successifs dans

la classe Ex (resp. Eki, E03B2) étant 1 (resp. i+1, l+1).
Posons

ni+I.

La sommation sur toutes les suites d’indices ji qui donnent lieu aux
mêmes (l, A’;, ... kl, 03BBi, ri) donne bien l’élément

~l?.%~’

En sommant sur l, kt, r~, ai, on obtient le résultat voulu.
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Introduisons maintenant les notations suivantes :

[x] désigne la partie entière de x, P (x) l’entier le plus proche de x
(lorsqu’il y a ambiguïté, on prendra l’entier inférieur).
LEMME 3 . 2. - Conservons les hypothèses du lemme 3 .1; soit d entier > o,

soit Q,,.,,, ,.; l’ensemble des points t = (t,, , . ; ., tl) de R’, tels que

Posons

Nkl, ri = [
k- l- (r1+... + rl ) d ] .

Considérons dans R’ les pavés, ouverts à gauche, fermés à droite centrés

sur Q~., l, ,.; et de côtés ~ ,
Nr> r.;

w E Pavé centré en t ~ ~ i = I, ... , l, P t Nl‘ r, iwi) = Nl riti .

n Les pavés sont disjoints, leur réunion Kk, l, ri recouvre K,
I

, (w E Kl ~ wi o, , wi T ) .
La mesure de Lebesgue de Kk, l, ,.; vaut

où
/

= 1 - 03A3wi.
t

Démonstration. - ~ ~ Les pavés sont disjoints, la définition de P (x)
étant sans ambiguïté. Ils recouvrent Kt, car à chaque we Ki corres-
pond un t de Q;, l, r;, donné par la formule
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D’autre part, il y a correspondance biunivoque entre les points de Q;, l, ri
et les ensembles de nombres (ai)~-~~’, tels que

par les formules .

Il y a donc autant de pavés que d’ensembles de nombres a,; ;, soit ~/.

Comme chaque pavé a une aire égale à 2014~2014) , la formule de la première
Nl, ri

partie est donc démontrée. 
’ 1

~~ Cette correspondance biunivoque entraîne la formule du 2~, la

fonction sous le signe d’intégration étant constante sur chaque pavé
de centre où elle vaut l’élément de la somme ~ correspondant

ai

à = Nkl, ri ti, multiplié par l’inverse de la mesure du 

COROLLAIRE 3.1. - Avec les notations relatives à on a, si io e Ex,

où

avec les notations de l’introduction.
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Démonstration. - Le lemme 3 . 2, avec M = Du, Ei = classes
x

P-ergodiques, k= n; d==p.p.c.m.d/, donne l’expression de j)

indiquée, dont l’interprétation probabiliste résulte du corollaire 2.2.

LEMME 3.3. - Soit /’~ (resp. une fonction numérique, définie sur
un ensemble A,, (resp. A) de R, intégrable au sens de Lebesgue, mesurable
et bornée sur cet ensemble. 

’

Si A et sur -~ o ; si L (A;,) --~ L (A), où L désigne la mesure
de Lebesgue

f ... gn dw1 ... o.

Démonslralion :

le premier terme -~ o, en vertu du théorème de convergence bornée de
Lebesgue, le second est ML (A,t - A), et tend donc vers zéro.

LEMME 3.4. - Si Pn est une suite de matrices sous-markoviennes, qui
tend vers P, matrice markovienne à s classes ergodiques sans états transi-
toires, et si, avec tes notations exposées plus haut:

a. n ~~ -a,~,"~ -~q;~
b. n S" reste borné;

i, j

c. ~ oo, ~ t, - [nt] restant bornée.It

Alors

LG~~"~,~~It~ - b°’~l ~,y~12~ ~(~f’~~ ..., (~~+1~ C~(X~1... 
" ,. 

‘’ h l 
",.

ou .



240

Démonstration :

en vertu du corollaire 3.1

L (K n, l, ri) = I N n l, ri ClN nl, ri+l ~ I l! = L ( Kl) si n ~ ~,

f n ki, ri(n) est mesurable et bornée, car Il et ~ Dui~ i, ,

"~ ~ K,
en vertu de l’hypothèse b et de la forme de N~.

(n) est également mesurable et bornée sur K/, pour les mêmes

raisons. 
’

D’après le lemme 3.3, il suffit de montrer que

/~.(~)-~~(~)-~o surK/;

et (n) sont des produits de matrices uniformément bornées.
Il suffit de montrer que chaque terme du produit diminué du terme

de gn correspondant, tend vers zéro si n ~ oo, c’est-à-dire que

Or le théorème 3.2 entraîne

Il suffit de vérifier que . 

’

/), ~’ ~’ A~"-. ~ -/X ~’ .A~L.J ~ ~~
Or ceci a bien lieu, car
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la différence ci-dessus, en module, est

£ ) 1 I - ( ], ~’ ,, ,, ’ j ) , 
[p ( . [ g ’ ]  , ,) - p ( x§", ’ ’ ,,» ] i j = ) I - ( ], °’ ,, ,, 

>

où K,i reste borné en module, en vertu de l’hypothèse c. Donc

j >, i ,r, ,, , )Kn
i 

- j j,,,) i K,i 
i - o , m a i s (  ,,) ’ = i ,

donc on a bien i°.

De même, Nl’j,, - [nt d] reste borné lorsque n - oJ, ce qui montre
le 2°; puisque S,i - o.

, /

On a donc bien le résultat annoncé.

COROLLAIRE 3 . 2. - Avec les hypolhèses du lemme 3 . 4,

Démonstration. - Il suffit de vérifier que

> (03BBkl) 03BBklg, II,- a{‘ ([ nl d]wl +1)dE(03BBg kl)Vkl 0

converge vers

exp[(- qkl + i  ukl, *>)wl+1 tel.
Mais ceci ’est une conséquence immédiate du théorème 3.2 appliqué à
la suite de matrices Rn, et du fait que

~~‘

E(03BBg kl) Vkl0= o si g ~ o, ’ = Vkl0 si g - U.

LEMME 3.5. - Avec les hypothèses du lemme 3.4, si i e Ex, ; j e E;, ,
en posant kl _ 03B2, on a

(Pn.Du n) n (i, j) - Kl 03A3g n ki, ri(n)(w1, ..., ( i° J) ~ o.
, 

n 

... 

i k,, ..., k‘._, 
’i> 1 i ~ ’ ’ ’ ’ ’ 

7 ~ 
’

La dernière expression étant une série en l absolument convergente.
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Démonstration. - Posons

~ ~.(.)=~,(~
ri, ki

avec kt = P fixé, et de même,

03BD nl(n) = 03A3K g nki, ri(n)(w1, ..., wl+1) dw1 ... dwl.
" ~ 

On sait que u~(~)2014~(n)-~o, d’après le lemme 3.4. Il suffit de

montrer que les matrices u nl (n) et 03BD nl (n) ont des normes majorées,
pour n assez grand, par le terme général d’une série absolument conver-
gente en 1.

Or, si
~,== 

!!

nous avons, par hypothèse, pour n assez grand.
Puisque i, , Il = i, ,

Il = ~(n.Du n)03BB1 ... ( ,
avec

).j + ).2 -~- ... + ~/+i == 

~(~)~~==(.-i)~(~~yc~~,
~,

où s est le nombre de classes ergodiques de P

 Kl(s-I)l-1 Cl nI ( n)l( n n)l  Kl(s-I)l-1(t+~)l Cl nI ( n)l  s s-I K’ l!,
avec K, == K (s - I)(t+~), pour n assez grand. Or le dernier terme de

l’inégalité est le terme général d’une série absolument convergente en 1.

De même,

Il ~ ~j /" t) -"~ i

~~ 
’ ~

> >

où

~j-)-/~-~...-~-/’/+j-t-~=~ (modd).

Il y a au plus dl valeurs de fi, ..., rl+1 et (s - i)’"’ valeurs de k1, ... , kl-1.
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Donc

~ , Kiti
Il Il 1 ~ ~ ~ ~ ’ ~ ~~~ T Il 1 ~ 

terme général d’une série en 1 absolument convergente.

COROLLAIRE 3 . 3. - Si les conditions a el c du lemme 3 . 4 sont vérifiées,
ei si, de plus,

. b ’ . ?1 1I . S ,i . V § - q / ,
; ;, j

alors

Démonstration. - La condition (b’) ~ (b), car a tous ses élé-

ments > o. Il suffit de montrer, d’après le lemme 3.5, que

Or nous avons vu, d’après le corollaire 3.2, avec k ~_ ~3, que

avec

(I) y+ n.~+...+r~+1+ l = (mod d),

rj, ..., , ri peuvent prendre de manière indépendante toutes les valeurs
comprises entre o et d - ~, ces valeurs extrêmes étant comprises,

est déterminée pour un choix de rh ..., ri, par la relation (1).



244

Donc

puisque ne figure plus dans l’expression approchée de g;: ~,~ (n)
donnée précédemment. 

~~ °

Or, si g ~ o,

(03BB lg)r = 

I-(03BB lg)d I -03BB ig =o,

puisque d = p. p. c. m. di,
rl-l i

si b = o, 03A3 (03BB g )r=d, car 03BB i0 =1.

r==o

Donc, en fait, .

Or, d’après le théorème 3.2, pour tout i,

car n . S,i reste borné en norme, et
, i

Ê j ],o) i 11 . S , j ,, . E ( ),o) i - q/ > Jl_ , /
où H est la matrice définie sur Ei Ej, dont toutes les lignes sont

i, i

égales à H* .
/
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On a donc

mais 
’

. 

ii 
1 L = L 

p 
K.i Il... i’( = 1°g . .

D’autre part, 03A3g nki, ,, (n) V( est un vecteur uniformément borné sur Ki,
;; 

" "

en norme, d’après la démonstration du lemme 3 . 5.
Le théorème de Lebesgue nous donne alors le résultat, la fonction

limite étant bien mesurable en (w1, ... , wi).
Nous pouvons maintenant énoncer le

THÉORÈME 3 . 4. - Soit P,i une suite de matrices strictement markoviennes
convergeant vers P, qui a plusieurs classes ergodiques el pas d’états tran-

sitoires; si

I° n ( i - 1,o, 1 ,,) - qi ;
2° n E (1,,,) -+q/, le vecteur caractéristique limite de l’ensemble

des variables aléatoires (n)03BE(n) n esl le vecteur qui sur E«, vaul

Démonstration. - Elle résulte de la formule

/ P n Du n) V, ( i0) = (Pn.Du n)n(i0, j)
et de l’application du corollaire 3.3.

Étude de la loi limite.

LEMME 3 . 6. - Sous les hypothèses du corollaire 3 . 3, ~ qi, ; / qi,
i

l’égatité ayant lieu si P" est strictement markovienne.
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Démonstration. - Nous avons

i 
° 

j~i

En multipliant à gauche par E n~, nous avons, puisque E ~ ),o, i n~ > o
pour n assez grand,

R~V~~E~.o, ~ S..Vj;’~ E~~, 
1 .

Or

E ( ),~, = ),~, E / B ~ ).o, ,zl . .
Donc

n T --- 0, n) E(03BB i0, n) Vi0  n E(03BB0 i, nl V ô .

Le membre de gauche converge vers qiVi0, celui de droite vers

lim n E(03BB0 l).Vj0=qi, jVi0,

car n est borné et E(03BB0, n i) ~ E(03BB0 i). Donc

qi, jqi.

Dans le cas strictement markovien, l’inégalité initiale devient une

égalité qui se reproduit partout.
Soit Q la matrice (s, s) d’éléments diagonaux - qi et d’élément (i, j) qi .
Soit S’ le système à nombre fini d’états, ayant la loi d’évolution sous-

markoviénne homogène permanente, caractérisée par l’opérateur infini-
tésimal Q.

Soit Z (u) l’état de S’ à l’instant u; Ti (t) la durée de séjour de S’
dans l’état i pendant l’intervalle de temps (o, t); A (t) l’événement :
S’ reste dans K’ avant t, où K’ = )1, 2, ..., s(.

THÉORÈME 3.5 : 1

E )IA(l)/{ Z (u) = 03B1 }]
est la fonction caractéristique limite trouvée au corollaire 3.3, avec
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Démonstration. - Soit Ax, k1, ,.., kl (t) ~ A (t) l’événement : S’ est succes-
sivement dans les états a, kt, ..., kl pendant (o, t)

Soient alors Ti, ..., T’kl les durées des séjours successifs de S’
dans a, kj, ... , ki

T) + T’k1 + ... + T’kl # t.

A ces variables aléatoires correspond une densité sur Kl, l telle que

 = 1

D’autre part, sur A«, ,~, , ~ , , ,~ (l), on a bien

vi Ti ( t) + 03BD2 T2(t ) + v_ T_ (t ) = Vk1 T’k1 + 03BDklT’kl,
donc

qui est bien l’expression trouvée au corollaire 3.3.

THÉORÈME 3.6 : 1

où V est la matrice diagonale d’éléments vi et V~ le vecteur de RÇ de coor-
données égales- à 1. ..
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Démonslralion. - On la fait en remarquant que l’expression

est l’élément (~, p) d’un semi-groupe de matrices (s, s) dont on montre
aisément que l’opérateur infinitésimal est Q + iV.

COROLLAIRE 3.4. - Sous les hypothèses du théorème 3.4, le vecteur

caractéristique limite de l’ensemble des variables aléatoires (n)03BEi(n) n est égal,
pour i~ e Ex, à (exp (Q + iV)) . V’o (y).

Processus adjoint. - Soit la variable aléatoire valant i

si nXm e Ei.
Considérons le processus stochastique Zn (t) = il est dit pro-

cessus adjoint à EJ.
Ce n’est pas en général un processus de Markov. Il n’a que des dis-

continuités de première espèce, aux temps ? .
Soit Ti (n) la longueur des intervalles où Zn (t) = i, pendant l’inter-

valle de temps (o, 1)

dont la limite est (exp (Q + iV)) V~ (x), si i~ E,Ex, où V est la matrice

diagonale d’éléments

03BDi= Ui1, *>, où Ui1 = uiVi0,
i

donc
~ CJ i ~ = tci ~ ‘’’~, = rci.

Donc, si U est la matrice diagonale d’éléments ui, i = 1, ..., s, on a le

COROLLAIRE 3.5. - Sous les hypothèses du théorème 3.4, l’ensemble

de variables aléatoires Ti (n) converge en loi vers l’ensemble des variables Ti (~)
introduit au théorème 3.5.
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THÉORÈME 3. 7. - Sous les hypolhèses du théorème 3.4 les variables
aléatoires Z,, (1», ... , Z,, (1,.) convergent en loi, .iù étant l’état initial, vers

Z (1» , Z (lz), Z (1,.), a étant l’élal in ilial.

Démonstration :

Pi’ [ ( Zn ( ti ) = jj , ... , Zn (ti) = ji ) / ( (n)X0 = i0 ]

= fi (Pn)[nl1](i0, ill (Pn)[nl2]-[nl1](i1, > 12) ... , il),

Lorsque n - aJ, . 

’

Dans la seconde expression, nous pouvons sommer sur il-J et passer à
la limite; en itérant le procédé, on obtient finalement

Pr[{Zn(ti) =ji, t =I, ... , 

... ~J~-~~j~) .

l = I, ..., l 00FF~; Z(o) = a ~~.
C. Q. F. D.

Soit D (o, I) l’espace des fonctions numériques définies sur [o, I] et

n’ayant que des discontinuités de première espèce. Prohorof a montré
que c’est un espace métrisable complet, ainsi que l’espace des mesures
bornées sur le o-corps topologique de D (o, I), muni de la topologie faible.
Le processus Zn (1) est presque sûrement à valeurs dans D (o, i), il

lui correspond une mesure discrète sur D (o, I), ,u", lo, i~, étant l’état
initial.

Le processus Z (1) est aussi, p. s., à valeurs dans D (o, I)

I-e-( qj)(t2-t1)
s si |t2-t1|  03B4(~),

uniformément en j.
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Alors, selon Prohorof (exemple 2 du paragraphe 2.i),il existe une mesure
de probabilité sur D (o, 1 ), notée ~x si Z (o) = a, telle que :

a. (o, 1), cr continue en to fixé (= 1;
b. Soient tl, ..., , tl des points sur [o, ~] l’application ..., rr

~ w~ (~ (t1)~ ~(te)~ ..., u(tt))

est continue 03B1 presque sûrement en vertu de a et la répartition induite
par 03B1’ et IIr1,",, il sur Rv est celle induite par les variables aléatoires Z (tl),
Z (t~), ..., Z (tl). 

’

THÉORÈME 3.8. - ~o converge faiblement vers ,ux, si i" E Ecx.

Démonstration. - Nous démontrerons d’abord que est un ensemble

faiblement relativement compact, puis que toute mesure *03B1 limite d’une
sous-suite a la propriété a. Cela entraîne que pour toute mesure

limite ~x, 
’

*03B1 0 (03A0l1, ..., rl )-1= lim ° 
..., rr )-1 = 03B1 ° ..., l)-1

en vertu du théorème 3.7 et des propriétés de Donc

Montrons donc que :

10 L’ensemble )~ est faiblement relativement compact; les condi-
tions de compacité nécessaires et suffisantes sont données par le lemme 2. 4
de Prohorof. 

’

Pour tout s > o, il existe Ms, ~~ et une fonction c~ (~, s) t o si 0 t o
tels que V n :

a. n, i0) 03C6 : sup |03C61  M~ (> I-~ 2;i

b. (0)  03C9 (0, s) pour tout 0  03B4 (s) ( > 1 - ~ 2.
03C6 

. (03B4) désigne sup 
1 ^ 

sup inf [ T,, T), (03C4, 03C42]}, où désigne

l’oscillation de 03C6 sur (a, b) et A désigne un intervalle (rh T2)’ de lon-

gueur A ~.
. 

Soit D,, (o, ~) l’ensemble des éléments de D (o, ~) prenant les

valeurs 1 , 2, ..., s.

Les mesures sont concentrées en des points de Ds (o, 1).
La première condition est donc toujours remplie.
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Pour les éléments de Ds (o, I), (o) ne peut prendre que des valeurs
entières. Par conséquent, w (0, s) peut être pris égal à o, pour à  ô (s).
La condition b s’écrit alors .

;~io, ,Z ~ ~ E D ,. ( o, I ), t~y ( 8 ) = 0 J -~ 0 si 1 ô -~ o,

uniformément en n.

Dire que ~~ (0) = o, c’est dire que sur tout intervalle de longueur a

au plus une discontinuité. La condition de compacité s’interprète donc
ainsi :

Probabilité pour le processus Zn (t), les temps de séjour successifs
dans chaque classe ergodique sont > 03B4} ~ i si à ~ o, uniformément en n.

Cette probabilité s’écrit

(Rn 03B1)03BB1d+r1Sn 03B1, k1 (Rn 1)03BB2 d+r2 Sn k1, k2 ... (Rn kl)03BBl+1 d+rl+1Vkl0,
avec 

,

03BBid+ri+I n > 03B4.

Cette somme peut s’écrire, avec les notations des théorèmes précédents,

Rn,03B4fnki, ri (n) (w1, ..., wl+1) Vkl0 dw1 ... dwi, avec u = o.

où est une certaine région de Rl, déterminée par

wi[n03B4 -I
- ri dNnl,ri ] +I 2Nnl,ri, ~i,

~=~  l+1 i

wi=I,
soit

03BDi,n(03B4) = [n03B4-I-ri dNnl,ri]+I 2Nnl,ri,
Vi~n~~)--~~ si 

, 

soit Rô la région limite de Rn,03B4
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est le terme général d’une série en l, il est majoré par le terme d’une
série uniformément convergente en l, ce terme étant indépendant de n.

Pour montrer la propriété, il sumra de montrer que converge

vers uniformément en 03B4 lorsque n - aJ; al, n, 03B4 convergera alors
~ 

/==o

uniformément en ô vers ~ ar, ~. Il suffira ensuite de montrer que
r=o

~ CG~~ ~ -~ i si B 2014~ o.

i=o
a. Montrons que

al, n, 03B4~al,03B4= / 
X exp (- qk1w2) qk2k1 ... exp (- ... dwl.

Nous avons, en effet, avec les notations des théorèmes précédents, où
l’on fait u = o,

On sait que
/ 

~ i B
( l ~ wi  o, 03A3wi=1 );B ~i /

sur K/,
/~~(~)V~-~~.(~)V~o

et est mesurable bornée, donc

en vertu du théorème de Lebesgue, et ce uniformément en v.
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De même, en vertu des résultats précédents,

È  ( . fi ) 1"’- > exp ( - qoe *>, ) . q§> .. , exp ( - qklwl+1) - > sur Ki

et y est bornée uniformément. Le théorème de Lebesgue entraîne à
nouveau que .

, n, g. Î » ,,  (n ) 1>° ,;1 - « / ( à ) - u 
,

uniformément en à.

Reste à démontrer que

’ 

/ fnki,ri ( n)Vkl0 - 1 / ,, ( n ) V(,i - o
. 

_ 

A.;, ,,i ~ , n > 
>,> , 

1;, ,>; . ~," >> 

uniformément en à. Puisque f est majorée sur Rn,03B4 et Rg tous deux
contenus dans Ki, il suffit de montrer que L(Rn,03B4 0394R03B4) ~ o si

n - aJ (A li B = A Il (B + B Il ( A) , uniformément en à. L désigne
la mesure de Lebesgue sur R’.
Nous savons que

uniformément en â pour d C d1 lorsque n ~ ~,

Rn, 03B4 0394 R03B4 ~ 
( w : w ~ Kl, 3 /, 03B4 -~n  wi  03B4 -i- ~n

.

i = I, ..., l + I

On a, par conséquent,
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La dernière intégrale est égale aux précédentes, par le changement de
variables

(~==i, ..., l - 1),
wl = i - ( W1 + W2 + ... -I- 

au signe près, et chaque intégrale, on le voit aisément L 2~n (l-I)!, donc

L(Rn,03B40394R03B4)2~n(l-I) (l-I)! "

uniformément en 03B4  03B41, si n -+00.

b. Examinons maintenant ~ ~, qui s’interprète évidemment comme
l-o .

la probabilité, pour le processus Z (t), d’avoir des durées de séjour succes-
sives dans les classes ergodiques Ej, ..., E,, > 3.

C’est une série uniformément convergente en l, et par conséquent,
si 0 -~ o,

Mais ceci n’est autre que

~Pr(~Z(t)=~l~~~Z(o)=x J~._--_r.
~~c

Les mesures sont donc bien relativement compactes.
20 Soit * une mesure limite d’une sous-suite i0, nk. Montrons que pL*

a la propriété a.
Soit B l’événelnent (r - ô, T + 0) > s ou, puisqu’il s’agit de

fonctions de Ds (o, 1), sur l’intervalle (z - â, T + 0), c~ a au moins un

saut. ) J Nous avons
*(B)  lim 

MaisMais

; sur ~ - ~, ~ ~- d, le processus (l) reste dans la même classe

ergodique {
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mais, si k ~~,

()[nk(03C4+03B4)]-[nk(03C4-03B4)]Vi0~exp(-203B4qi)Vi0,
(Pnk)[nk(03C4-03B4)]Vi0~expQ(03C4-03B4)(03B1, i).

Il vient alors

*(B)  I-expQ(03C4-03B4)(03B1, i)exp(-2qi03B4),
m i

expression qui tend vers zéro si 03B4 ~ o. Donc * (B) ~ o si ô ~ o, ce qui
équivaut à la propriété a.

CHAPITRE IV.

Dans ce chapitre, nous envisagerons l’existence d’états transitoires

pour la matrice limite P.

Avec les notations de l’introduction, P s’écrit 
,

T B1 ... Bs
P = (o R ... o

, soit E = Ei.
o o ... R s

Soient R,t la restriction de Pn à Ei X Ei;

Sn » P" à EiXE;;
i, j

Q » Pn à 
l Il ’

Bi, ri » Pn à T X Ei 
Tn » Pu à 03C4 X T; §

Q,~ » P,~ à E x E ;
R,~ . » P,z à E x E ;

» D" à E x E ;
Bn » Pn à E x E.

Le vecteur caractéristique de l’ensemble des variables aléatoires

(n)03BEt(n), (n)03BEe(n) 
, t~03C4, eeE 

_

. , 
~2 

’ ,

est le vecteur

Tn.Dut Bn.Due (n)

Qn.Dut Bn.Due n V0.
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Le vecteur caractéristique de l’ensemble des variables aléatoires

° ’ B "’: ° ~ ’ ’’O~ 7L 

est, dans le cas où P n’a qu’une seule classe ergodique Ei,

03BB0, n 1 est la valeur propre de R,, maximale qui ~ I si n -+00, *n le vecteur
propre correspondant.

Introduisons les quantités suivantes :

et, de même, .

avec

et, de même,
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avec

et, de même,

avec

et, de même,

avec 
_

7l -+-./2 + ...-+-//-! + ~i -h ~~ + ... + ~/-i + 2 / - 3 = ~’.

LEMME 4 , 1 1

IO(Pn.Due n)n Vo est le vecteur qui vaul :

sur 03C4,

22~~L~(~V~S~~)~...~(~)Y~
~ ~ 

" ’ ° ° ’ 

~ /’. 
" ’ 

sur E,
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est le vecteur qui vaut : :

sur ~,

1u’(n)j1,..., jl (n)Ve0+103BD’(n)j1 ,...,jl (n)Vl0 ;

sur E, ,

D’autre part, les relations suivantes ont lieu :

Démonstration. - Elle résulte de l’application du lemme 3.1 aux
matrices resp. Pn.D), avec k 

= n et la partition en 03C4 et E
x 4~n

de l’espace des états.
Les autres relations sont une conséquence immédiate de la définition

des u et des v.

LEMME 4 . 2. - Si P n’ a qu’ une seule classe ergodique E 1 et des états

transitoires T, si SI, , alors :

étant la valeur propre maximale de Rn, restriction de Pn à E, X E,,
Io n(I-03BB0,n)~q1, avec q1=II*, S1Vl0>;
2o 2u’(n-k)j1,...,jl-1 (n)V10 ~ 2u’j1,...,jt-1 V10,

où

2u’j1,...,jt-1 = I (l-I)!03A61(u1)
x ,

où 03A61 J est la fonction caractértstique mullidimensionnelle du chapitre II
relative à le projecteur correspondant à la valeur propre ~.~ _ ~ de R.



259

Démonstration. - ~ ~ Nous avons la relation

Q Vt0 + Rn V10 = V10

~ nE(03BB10, n)Q Vl0 = n(I - 03BB10,n)E(03BB10,n)Vt0.

Le membre de gauche tend vers E(03BB10) S1Vl0. Puisque
’

cela entraîne n y - a,",,~~ reste borné, donc

n~I- ),o~,t~ E~ ~,p,,~~V~- y-~ -~o,
donc

~ 

2~ Soit di le nombre de classes cycliques de la matrice limite R.
Nous avons

où .

j1 + j2 +...+ jl-1 + r1 +...+ rl + (03BB1 + 03BB2 +...+ 03BBl) d1 + 2 (l - I) = n - k.

L’interprétation probabiliste de cette expression donnée dans l’intro-
duction résulte du corollaire 2.2.

On a donc, en posant p = j J -~ ... 0 + j -~- I - I, ~ 
’

(î,,+î,.>+...+î,~)c~,+r,+n.~+...+n,+L-I=n-~.
Posons

Nn-03C1l-1,ri = [
n - 03C1 - (l - I) - (r1 +...+ rl-1) dl],

avec les notations du lemme 3.2.

Nous avons également, d’après un raisonnement analogue à celui
fait dans ce dernier lemme,
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où

avec

«, j + ... + «,z + ... + vi = I .

L’hypothèse faite entraîne, puisque II > o, nQl,n borné, donc fnji,ri
également.

D’autre part, sur Kl-1, le théorème 3 . 2 entraîne
’ 

ii -- i

() P(Nn-?l-1,riwi)d1 + ri -(03BBg)ri(03BB1g, n, u1 n) P(Nn-?l-1,riwi)d1E(03BB1g)~o.
En vertu d’un raisonnement précédent (voir lemme 3 . 4),

(03BB1 g, n, u1 n) P(Nn-?l-1,riwi) d1
-(03BB1 g, n, n1n)

P ( [n d1] wi) d1
~ o,

Car P(Nn-03C1l-1,ri03C9i) - P([n d1] wi) reste borné quand n - °J,

donc

Donc, sur nous avons
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Avec 
’

avec
1-1 i

wl = I - wi;

gn est également bornée sur Kl-1. On peut appliquer le lemme 3.3,
/i> ri

qui entraîne

2u’(n-k)j1,...,jl-1 (n)V10 -  03A3gn (w1, ..., wl-1) dw1 ... dwl-1.’ 

/1, ..., /l-1 .i

Or en sommant sur ri, les /~, pour g ~ o, disparaissent. Il nous reste

Lorsque n~~, le théorème 3.2 entraîne que 
ï, l’i 

converge vers

~~

03A61(u1)exp(-q1)S1.Dut(T.Dut)j1B1S1.Dut(T.Dut)j2B1...(T.Dut)jl-1B1V10.

Puisque la mesure de Lebesgue de Kl-1 = I (l - I)!, et que gn

est uniformément borné sur K/-i, on a 
£
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COROLLAIRE 4.1. - Dans les conditions du lemme 4.1,

~u’.~:n1 Is~ ...,%l (n)V~ -~ 2i~’. ls, ...,jl Vû~ ,

~v’.~n~ Jn ...>>l ~v’.(’~~ l~, .,.~ll 

Démonstration. - La première partie est évidente et résulte de la

formule (1. ~’) et du lemme 4.1.
La seconde partie résulte des formules (1. 2’) et (1.3’) et du fait que la

convergence de (n) V~, pour tout u E Re, entraîne i~ ~~"~ (n) II
bornée.

En effet,

qui converge vers donc reste borné.

Q,, n tendant vers zéro, les termes envisagés tendent bien vers zéro.

LEMME 4.3. - Si P a plusieurs classes ergodiques et des états fran-

sitoires et si :

a. n03A0 Q ~ Si;
b. n II*, Sn> ~ qil ;

i i, / 
’

c. n(I - 03BB0,n) ~ qi.

Alors

~~i~’~z-~v . (n) ~ô ~ ~u .. V ff ,- Îi, ... ~lI-~ - 

où

2uj1,...,jl-1 = Ki-1 H(t1)S.Dut(T.Dut)j1BH(t2)

 S.Dut(T.Dut)j2B... H(tl) dt1 dt2 ... dtl,

où H (t} est Ia matrice qui, sur Ex X E~, vaut

exp([Q + iV]t) (a, 3) n ,

avec les notations du chapitre III. 
,

S est Ia matrice valant Si sur Et X z.
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Démonstration. 2014 De même qu’au lemme 4.2, nous avons, si

où

fn,03C1i,ji(t1,..., tl-1) = (Rn.Due n)P(Nn-03C1i-1,03C1it1)d+03C11Nn-03C1l-1,03C1iQn.Dut(Tn.Dut)j1

 (Bn.Due n) ... (Rn.Due n)P(Nn-03C1i-1,03C1i tl)d+03C1lVe0,B ~/ B ~/

OÙ
tl = I -ti

avec

03C1 = j1 + ...+ jl-1 + l - I,

Nn-03C1l-1,03C1i = [n - 03C1 - (l - I) - (03C11 + 03C12 + ... + 03C1l-1) d].
L’hypothèse a entraîne : : ..., bornée en norme,

K/2014i

et

°

L’interprétation probabiliste de donnée dans l’introduction résulte
immédiatement du corollaire 2.2.
Pour avoir une expression asymptotique de produit de matrices

bornées en normes en vertu de a, il suffit de trouver une expression
asymptotique pour chacun des termes du produit, qui sont des types
suivants :
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Le vecteur 3 converge, en vertu du corollaire 3.3, vers le vecteur valant

sur E03B1, et noté (exp((Q-t- 

Les matrices du type 1 ont, en vertu des lemmes 3.4 et 3.5, l’expression
asymptotique suivante :

Ksg n,iki,ri(n) (w1 ... ws+1) dw1 ... dws sur E03B1  E03B2 = H03B203B1(03C1i, ti, n),

où A’o == ~ ~s et

avec

S

ws+1 = I -03A3 wi,

i_-_9 1

n,i = 03C1l mod (d) ~ r1 +...+ ri+...+ rs+1 = 03C1i (mod d).

Soit H (03C1i, ti, n) la matrice qui coïncide sur E03B1 x E03B2 avec Hx (Pi; fi, n).
Les matrices du type 2 restant bornées, en vertu de l’hypothèse a,

une expression asymptotique de fn, ~;,;i est

et même, puisque = d n -~- 0 { I ),



265

Donc, Pl ayant disparu de l’expression ci-dessus, ~ f,L, ~,~,,i a pour expres-
sion asymptotique 

‘ l

(n) ne dépend plus de y.", l que par ri, n, f~ et la condition

r1+... + rs+1 = 03C1l (mod d).

De même, H03B203B1 (03C1i, ti, n) ne dépend de n,i que par ti et cette condition,
sommer sur ri vérifiant cette condition, puis sommer sur Pi équivaut
donc à sommer sur ri sans conditions.

Donc

Mais
d-1 i

i~l B i," l r ~ si ~’’
!’=0 .

= d si ~’’=0.

Il reste
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En passant à la limite, on voit que

quantité qui n’est autre que
d exp ( ( Q + iV ) ti) ( 03B1, 

03B2)II 03B1,03B2.

Une expression asymptotique de i 
est alors, si H (t) désigne la

Pi

matrice valant exp ((Q + iV) ti) (x, ,3) 03A0 sur Ex X Ep, ’
H(t1)nQn.Dut(T.Dut)j1BH(t2)nQn.Dut(T.Dut)j2B ... H(tl)Ve0.

Examinons la structure du produit H (t) nQn :

H (t) coïncide, sur E03B1 X E03B2, avec a03B1,03B2 , où a03B1,03B2 désigne

ex p ( (Q + iV’)t) (x, 3).

n Q,z coïncide, sur E03B2 X 03C4, avec n Q.

Donc H (t) n Qn coïncide, sur Ex X z, avec
,s

a03B1, 03B2 n Q03B2, n.
~m i 

1

Mais II II = II , et II n Q03B2,n ~ S03B2, d’après l’hypothèse. Donc H (t) n Qn

converge vers la matrice valant, sur Ex X z,

a03B1,03B2S03B2,

qui peut être considéré comme produit de H (t) et d’une matrice S

valant S03B2 sur E03B2  03C4.

Les expressions approchées successives de fn, étant uniformément
. bornées sur Kl-1, le théorème de Lebesgue permet de conclure que

C. Q. F. D.
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COROLLAIRE 4.2. 2014 Dans les conditions du lemme 4.3,

. ~~...,//")~~~-~~~~,...,/~’~ >
~~...,//")~ ~ ~~.~O~Y~~o. °

Démonstration. 2014 Elle est identique à celle du corollaire 4.1.
Les inégalités suivantes ont lieu : si ~ nQn~  A, ~ Qn~  s pour n

assez grand.

~ 2u(n-k)j1,j2,...,jl-1(n)~ ~ Al-1 Cl-1n-k-(l-1) nt-1~(Tn)j1 ~.~ (Tn)j2 ~.~ (Tn)jl-1~

(~=yi-~-.--~-y/-i)~

mais 3 p, o  p  i, tel que r (Tn)~B (o, ?), pour n assez grand, en
vertu des résultats du chapitre 1 et du fait que T, limite de TB, a son

spectre cB (o, r), o  r  i.

Donc

Tjn = I 2i Il 03BBj(03BBI - Tn)-1 d03BB.
En vertu des résultats du chapitre I, ~ (03BBI - Tn)-1 ~  K pour n assez
grand , et

~(T.)/~p/~K.

Donc, en posant At = 2014~2014?

~~!!~~~~~~ 1 1  T n >1 1 1 ) ~ ’ à ~$ °# ) ) i ’ .A - B/=o /

De même,

~1unj1!,...,jt(n)~ ~ ~Tf1n~Al-1 (l-I)!~Tjsn~...~Tjtn ~.
Donc 

’

b. ~1u(n)j1,...jl(n)~ ~ A1(AA1)l-1 (l-I)!.

De même,
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Les mêmes inégalités sont valables avec les u’ et les v’.
Nous pouvons maintenant énoncer les théorèmes.

THÉORÈME 4.1. - Si P a une seule classe ergodique El et des états tran- ,

sitoires ?; ; Si converge vers S1, le vecteur caractéristique de l’ensemble
des variables aléatoires

(n)03BEl(n), (n)03BEe(n) - nII*e(n) 03BB10, n, t ~ 03C4, e ~ E1

converge vers le vecteur valant

. exh(),(ul) 03A61(u1) sur 03C4,

sur E.,,
où

~1= ~ ~*, Si vô >~
03BB(ut) = II*, S1.Dut(|t - T.Dut)-1 B1 V10 >;

~1 est la loi limite relative à R. 
~ 

,

Démonstration. - Puisque 
~~_

j-o o

on a 

03A3 2u’j1,...,jl-1 = I (l - I)!03A61(u1)
~i

X exp(-qi) 
mais

puisque ,

2 =  et II V10 = V10.

Si M est une matrice I1),

( M II) (i, j) = 03A3 II*h Mkh *j = *, MV10>*j,
h, h

donc

lI l1v II = C Il

et l’on en tire, puisque V~ = Vô,
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La série

2~!!~..~~!! Î
1 j

étant majorée par une série convergente en l, d’après les inégalités pré-
cédant le théorème, on peut passer à la limite terme à terme dans la série

2u’(n)j1,...,jl-1(n),
ce qui conduit bien à la loi limite indiquée; les inégalités a, b, c, d et

l’application du corollaire 4.1 permettent de conclure.

LEMME 4.4. - Si L et M sont deux matrices (r, r), nous avons la formule
suivante : .

où

tl = t-ti.
. i-~1

Démonstration. - Considérons le développement du membre de droite :
chaque intégrale est une fonction continue de t, et la série en t a son

terme général majoré par exp ’11 ~- ~ l, tl-t , terme général d’une
série en t convergente. La somme est donc une fonction continue de t.

D’autre part, posons
Pl(t) =  exp(t1 L) M exp (t2L) M ... exp(tl-1 L)M exp(tlL)dt1 ... dtl-1.

1 ll~l
Pour montrer que la somme de la série des P~ vérifie une équation de
semi-groupe en t, il suffit âe vérifier que

l

( i ) I’~ (t + t’) _~ P~_; (t) l’; (t’).
. j -o

La relation se démontre aisément par récurrence :

a. Si l = o,
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i

b. P;~.1(t)= f «
Supposons la formule (~) vraie pour j = l,

Or la première intégrale vaut
L -

~I’~+~-i(t) ~’i(t~)~
j=0

quant à la seconde nous avons, en posant u - t = v, .

exp(vL) exp(tL) M P~(t’- v) dl’
o

= exp(tL)t0 exp(vL)M Pl(t’ - v) dv = P0(t) Pl+1(t’).

On a donc bien la f ormule (i) au rang l + 1.

La somme de la série est donc un semi-groupe continu en t, qui
s’écrit Ao exp (Qt).

a. t = o ~ A0 = I, en vertu de l’expression de la série;

t

=lim (exp(tL) - I)I t + I t exp(t1 L) M exp((t - t1)L) dt + A(l, t)],

L t t ~ J

où
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Le premier terme du produit --~ M, le second tend vers I.

Donc on a bien Q = L + M.
c. Q. F. D.

THÉORÈME 4.2. 2014 Si P a plusieurs classes ergodiques E,, ..., E,
et des états transitoires T; ; Si :

T° n II Qi,n ~ Si;
i

2° n C I - ),p~ ~ qi i

3° ~-~ql .
i i, j

Le vecteur caractéristique limite de l’ensemble des variables aléatoires

(n), est le vecteur valant

Ba est la restriction de P à. ~ X Ex; ;

V~ est la restriction de V~ 0 à Ex;
V est la matrice diagonale d’éléments vi = ui, I* >;
V~ est le vecteur à s lignes égales à 1; ;

Q est la matrice (s, s) d’élémenls qji, i ~ j, - qi sur la diagonale;
A (ut) est la matrice (s, s) d’éléments

Î~) =C~I*~ .

Démonstration. - Nous avons

Cette matrice peut s’écrire, en posant Q, = Q + iV, sur Ex X E~"
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mais

II Bw Il = ( (ul)) (v, cw) lI ,

Donc l’intégrale vaut

Nous avons donc

Le lemme 4.4 entraîne le résultat, puisqu’on peut passer à la limite
terme à terme dans la série

, ~~’~u(n-~~ ~~z~.
l j~

CHAPITRE V.

Nous étudierons dans ce chapitre d’autres lois limites, obtenues en

supprimant l’une des conditions de convergence des théorèmes précé-
dents et en ajoutant des conditions supplémentaires.

CAS 1 : 1 P a une seule classe ergodique ef des états transitoires. -

Alors P . Du a une valeur propre et une seule )’0 (u) qui ~ i si u ~ o.

Posons 3 (u, À (u)) : : déterminant [P.DII (u) I], où u -~ a, (u) est une
fonction analytique de u. A est alors une fonction analytique de u.

Nous avons 3 (u, /o (u)) o o.
Soit (u) le mineur extrait de A {u, ), (u)) en enlevant les lignes

et les colonnes nos j,, j?, ..., j~. Nous enlèverons l’argument u quand
il n’y a pas d’ambiguïté.
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LEMME 5 .1 :

~ ~uj Q j1,j2,...jk = i[Q j1,...,jk + 03BBQj1,...,jk,j] (I 
- 03B4jj1,...,jk)

- ~03BB ~uj[ Qj1,j2,...,jk,h],

où

03B4jj1,...,jk = I si j~)j1, ..., jk(, = o autrement.

Démonstration. - a. Supposons d’abord j )j1, ..., jk(. La dérivée
d’un déterminant s’obtient, on le sait, en additionnant les déterminants
obtenus en dérivant une colonne du déterminant initial, laissant les

autres inchangées.

Si i ~ j, la colonne no i de Q a pour dérivée - ~03BB ~uj à la iième ligne

et o ailleurs. Le déterminant obtenu est donc - ~03BB ~uj Qj1,...,jk,i.
La colonne a pour dérivée ipl, i exp (iui) à la ligne n~ l, et

.. dî,
ipj,j exp ( iuj) - ~uj

à la ligne n° j, qui s’écrit encore

i(pij exp (iuj) - 
03BB) 

+ 
i03BB - ~03BB ~uj.

En développant le déterminant correspondant par rapport aux éléments
de la colonne n~ j, on voit qu’il vaut

iQj1,...,jk + (i03BB - ~03BB ~uj) Qj1,jk,...,j.

En additionnant les déterminants ainsi obtenus, on aboutit bien à la
f ormule désirée.

b. Si j ~ {j1, ..., jl}, la colonne ne figure pas dans Q;1, ..., jk et
l’ on a bien encore la f ormule voulue.

COROLLAIRE 5.1 :
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si j  k  l;

si j=k~Ï;
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et

si j =k=l. 

En faisant î, (u) = a,~ (u), on obtient par ces formules la forme des
dérivées partielles jusqu’au troisième ordre de ~o (u).

Démonstration. - Elle consiste en l’application successive du lemme 5.1
à chaque formule.

Le calcul de ‘». n’est autre que le lemme 5.1, appliqué à } J ’i ( = ~;
en dérivant par rapport à k, on obtient

qui est bien la formule désirée.
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:

En réordonnant les termes, on tombe sur la formule voulue.

Si j = A ~ Z : :
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En arrangeant les termes, on a bien la formule voulue;

qui est la formule cherchée, à l’ordre des termes près.
LEMME 5.2. - Si j1, j2, ..., ji sont transitoires pour la matrice P,

alors
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Démonslralion :

Qj1, ...,ji( u) = déterminant d e (T1.Dut - 03BB0(u)I
B1.Due R.Due- 03BB0 ( u)I)

si P = (), T1 est obtenu en supprimant dans T les lignes et

colonnes nOS jh ..., , j1, Bi 1 en ôtant dans B les lignes nO jj, j~.
Il est équivalent de dire Q;,, ..,,;~ (u) = o et de dire qu’il existe une

solution non identiquement nulle à l’équation

( T1.Dut - 03BB0(u)I o B1.Due R.Due - 03BB0(u)I)(V1 V2) = 

o

qui est équivalent à

o,

La valeur propre ).o (u) qui -~ I si u -~ o est la même pour P et pour R,
on le voit en faisant = 0 dans l’équation ci-dessus. Il existe donc

V2 (u) ~ o, tel que (u) I) V2 (u) = o. D’autre part,
où or~ I

et

P~(~)!>t2014s E 

donc T, . Ào (u) 1 est inversible et l’on a

Donc, pour ~ u~  r,, Qit, ...,i; (u) = o.

LEMME 5.3. - Si nx (P,l- P) --~ S, où P vérifie les conditions (I), alors
- ~ 

Démonslralion - La différence (u) - (u) peut s’écrire
comme somme finie de différences des termes correspondants de ces
déterminants développés, soit .

La proposition sera donc démontrée si ~ -~ r~ , où nq~ est

l’élément (i,j) de I) et q~ l’élément (i, j) de 1).
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Or .

n03B1(Pn.Du-03BB0,n,uI - (P.Du - 03BB0,uI))
= n03B1(Pn - P).Du - n03B1(03BB0,n,u - 03BB0, u)I.

Le premier terme tend vers S. Du, uniformément en u.
Nous montrerons dans le lemme suivant que, uniformément sur

Il u Il  ~l, na (~U, n, rt- a,o, a) tend vers une limite l (u), et ~ ~o, u.
Dans ces conditions, on voit que

- ~i,,...,ic~l~)) ~Bi~>...,i~~u)~ >

uniformément sur Il u (  r. 
_

LEMME 5 . 4. - na ~~lo, n, u - ~o, u~ -+ l (u) uni formément sur Il u Il  fi.

Démonstration. - Posons

a;,n (u) et a~ (u) sont la somme des mineurs centraux d’ordre r - i des
déterminants de - P,t . D" et - P. Du. La différence na n (u) - ai (u))
s’exprime donc de manière analogue à celle du lemme précédent, les

termes nq( (resp. qÎ ) étant les éléments de - (P,L. (resp. - P. Dt,)

n03B1[nqji - qji] ~ - sji eiuj

uniformément en u, où si est l’élément (i, j) de la matrice S;

nqji ( u ) ~ qji (u)

uniformément en u; il vient donc

uniformément en u et

n03B1[0394n(u, z) - 0394(u, z)] ~ G(z, u) = zr-k bk(u )

uniformément en u, et z, pour Il I, et bi (u) est une fonction ana-
lytique de u. Donc, pour n > Ni (2), uniformément en u, -
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D’autre part, converge vers uniformément pour ]) u ~  ~,

car ce sont des fonctions analytiques de u, uniformément bornées pour
Il ( u ~  ~, par 1, et Ào, n, u converge simplement vers Ào, r~.

Donc 
’

|G(03BB0,n,u, u) - G(03BB0,u, u)|  ~ pour n > N2(~), ~u~  ~

et

1 ~,o~,~, t~) + G(~o,l~, u) ~
== ~ I nx(~~o,lL,rl- ~,~~1~) 11(~,~~n~u) +G(l,p~,~~ u) (  ~~.

Or

d (u, z) est un polynome, il est uniformément borné en u et z, pour z

borné, ainsi que ses dérivées secondes.

On a donc

|(II 03BB0, n, u) - II(03BB0,u)|  ~ 
. pour n > N3(~), ~ u,

et

restant borné uniformément pour on a donc,

pour n > N4 (E) et ~u~  ~,

I2x(l~o,n,n- , ),o~l~~ + G II(~,° ( u, ~o, u) c~) ~.
Donc

n03B1(03BB0,n,u - 03BB0,u) ~ l(u) = G(u, 03BB0(u)) 03A0(03BB0,u)
uniformément en u, pour u assez petit.

c. Q. F. D.
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COROLLAIRE 5.2. - a. Si j est P-transitoire, nx ~03BB0,n,u ~uj ~ lj (u) uni-

formément en u, 

sur) u : ~ i u Il  ~ ( et l~ (ic.) _ -~~L ( tc ).dcci

b. Si j et k sont P-transitoires,

n03B1~203BB0,n,u ~uj~uk ~ lj,k(u) = 

~2l ~uj ~uk (u),

uniformément en u, ~u ~  ~.

c. Si j, ~, k sont P-transitoires,

n03B1 ~3 03BB0,n,u ~uj ~uk ~u03C1 ~ lj, 03C1, k(u) = ~3l(u) ~uj~uk~u03C1
,

uniformément en u, Il u ()  r~.

De plus, nous avons
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Démonstration. - Si j est transitoire-P, j et k transitoires-P, j, p et k
transitoires-P, les dérivées partielles correspondantes de l~ sont nulles,
en vertu des formules du corollaire 5.1 et du lemme 5.2. nx (a0,n,u-- 03BB0,u)
est une fonction analytique, qui converge uniformément vers 1 (u),
analytique également, sur (~ u ~ ~  Par conséquent, en vertu d’un
théorème de Weierstrass, les dérivées partielles convergent unifor-

mément, vers les dérivées correspondantes, ce qui est bien la propriété
voulue.

Les formules suivantes sont des conséquences immédiates du corol-
laire 5.1 et des lemmes 5.3 et 5.4.

Soit si, i (n) le iième coefficient de la forme quadratique - I 2 log 03A6n,
étant la loi limite relative à P,,. Nous supposerons (n) ~ o, V n,

cela veut dire que P,, n’a pas d’états transitoires ni d’états singuliers
(c’est-à-dire d’états qui soient eux mêmes leur propre classe cyclique)
Nous supposerons de même que P n’a pas d’états singuliers. Alors

s,, i (n) -~ si, i ~ o, sauf si i est P-transitoire.

Considérons les variables aléatoires

~i, n = 
- n II * i, n 

) 
,

n si,i(n)

elles sont bien définies et si P n’a pas d’états transitoires, elles

convergent en loi vers une loi laplacienne multidimensionnelle.
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Si P a des états transitoires, si n03B1 (Pn - P) ~ S, où o  a  I, et

si Bi (u) ~ o pour i-P-transitoire, la loi limite est encore une loi lapla-
cienne multidimensionnelle.

On sait que

si,i( n) = ( ( ~03BB0,n,u ~ui) u=0)2 - ( ~2 03BB0,n,u ~u2i ) u=0

~ n03B1 sj,i(n) ~ - Lj,i(o),

pour i transitoire-P, en vertu des lemmes précédents.
Puisque a  l, on a bien n i (n) --~ oc dans tous les cas.
Nous savons que

en vertu du corollaire 1. 1, où d est le nombre de classes cycliques de P.
Or

II
n, g,

ui n si,i(n) V0~IIgV0 = o si g = I, ..., d - I,

= V0 si g = o.

Nous avons donc -

~(Pn.D ui n si,
i(n) )(n)V0 -(03BB0,n,ui n si,i (n)) (n) V0~~o.

Nous sommes ramenés à l’étude de la quantité
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où

nous sommes donc amenés à étudier la limite, lorsque n --~ oo, de

l’expression .

LEMME 5.5 1 

’ , °

Démonslralion. - ~ ~ On sait que

. 

si i est ergodique-P,
si i est transitoire-P

et

() ~ i03A0*j ~ o si y est ergodique-P,
~~-o ~=0 

~ j ~ 0 J J est g q ,

= o si j est transitoire-P,

mais

n03B1~03BB0,n,v ~vj ~ lj(v ) ~ o.
La contribution des termes ergodiques à 03B1n = O(I n), celle des termes

transitoires est
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Donc

x n _-__ 0 I . .
2~ Si i et j sont ergodiques-P, si, i (n) et s;,; (n) ont des limites non nulles.
Les dérivées partielles tendant vers les dérivées correspondantes

de ~,o, u on a bien la contribution des termes P-ergodiques à ~3,1= 0 ~
Si i est transitoire-P et j ergodique-P, alors 

n03B1~ ~vi 03BB0,n,v n03B1 si,i(n) est une fonction analytique qui converge vers 
li(v) -li,i(o)

uniformément sur) v: ~v~  ~. (Il y a donc convergence uniforme
locale des dérivées partielles et l’on a bien

(03B42 03BB0,n,v ~vi~vj)v=0 = O(I n 1+03B1 2) = o(I n).

Si i et j sont P-transitoires, on sait que

n03B1(~2 03BB0,n,v ~vi ~vj)v=0 ~ lt,j(o),
n03B1 si,i(n) ~ -li,i(o), n03B1sj,j(n) ~ -lj,j(o).

Alors

I n03B1si,i(n)n03B1 sj,j(n) n03B1 (~2 03BB0,n,v ~vi ~vj)v=0 I n = O(I n ).
Donc

03B2n = P(I n).

3° Si i, j et k sont tous ergodiques-P, la contribution des termes

correspondants dans
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Si i est transitoire-P, j et k ergodiques-P, alors

pour n assez grand, 
’

La quantité précédente peut s’écrire, en vertu du lemme précédent,

n03B1 ~03BB0,n,v ~vi converge vers li (v), uniformément sur ) v : ~ v ~  ~ (, donc

~2 ~vj ~vk( n03B1 ~03BB0,n,v ~vi) converge vers ~2 ~vj~vk(li(v)), uniformément sur)v: ~v~~(.
Donc, si vn = (03B8 u03C1 n s03C1,03C1(n) ) ~ o si n ~ oo,

~2 ~vj~vk
(

n 03B1~03BB0,n,v ~vi) v=vn ~ ~2 ~vj~vk (li(v))v=0.

Le terme correspondant est donc

O(I n3 2 + 03B12) = o(1 n).
Si i et j sont P-transitoires, k ergodique, on a

et

’z°‘si,i(rt) ~-Li~i~°)~ 
d~

n03B1
~vi~vj 03BB0,n,v~+lt,j(v)

uniformément en v, Il v Il  r,,
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donc

~ (~~~~~)~,~~~~’~)~-
Si i, j, A- sont P-transitoires, alors

~ë~-~-~’
en vertu du corollaire 5.2. 

’

On a donc

On a donc bien finalement 

03B1n = O(I n), 03B2n = O(I n), 03B3n = o(I n).

Nous pouvons maintenant énoncer le 

THÉORÈME 5.1. - Si P a une seule classe ergodique et n’a pas d’états
singuliers, mais par contre a des états transitoires;

Si P,z-~ P, P,t n’ayant, pour n assez grand, pas d’élals transitoires ni
d’élats singuliers;

Si nx (P,t- P) ~ S, o  a  I, et si Bi = lim n03B1 Qi (n) > o pour i tran-
sitoire-P, alors la loi de l’ensemble des variables aléatoires

Yi,n = (n)03BEi,n - n 03A0*i,n
l, n 
- 

)

tend vers une loi laplacienne multidimensionnelle L [Y1, ..., Yr].
Les lois marginales sont N (o, ~)

E[Yi.Yj] = si,j si,jsj,j si i et. j sont ergodiques-P ;

= o si i ergodique-P, j transitoire-P ;
= -lt,j(o) li,i(o)lj,j(o) si i et j transitoires-P.
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Démonstration. - Nous avons

Si i et j sont P-ergodiques,

((~03BB0,n,v ~vi)v=0(~03BB0,n,v ~vj )v=0 - (~2 03BB0,n,v ~vi~vj)v=0) I si,i(n)sj,j(n) ~ 
si,-j si,tsj,j,

avec les notations du chapitre II relatives à P.
Si i est P-ergodique et j P-transitoire, cette expression ~ o, car

n03B1(~03BB0,n,v ~vj )v=0 ~ lj(o ) et n03B1(~2 03BB0,n,v ~vi ~vj ) v=0 ~ (~ ~vl (lj(v))) v=0,

alors que
rax -~ une limite ~ o

par hypothèse (car Bj ~ o ~ -lj,j (o) ~ o) et i n’est pas P-singulier).
Si i et j sont P-transitoires, alors cette expression tend vers

- li,j(o) li,l(o) lj,j(o).

Donc, en vertu de l’expression du vecteur caractéristique des Yi,n,
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Remarquons que les variables aléatoires limites sur les états ergodiques-P
et celles sur les états transitoires-P sont indépendantes.

CAS II : P a plusieurs classes ergodiques. - Supposons que P ait deux
classes ergodiques, acycliques, et pas d’états transitoires (~).

Soient E1 et E2 ces deux classes. P s’écrit

P = ( ) et Pn = ( ).
Soient a,,t et les valeurs propres maximales de Rn et Rn, 03A0n et 03A0n les
projecteurs correspondants. 

~ 

Nous supposerons :

(2} ~Z(1- ~~’~

( 3 ) ïtBI- ~,nl--~~

qui contredit l’une des hypothèses du chapitre III.
Introduisons maintenant les variables aléatoires suivantes : 

,

a. ~,,,t,io, temps de séjour de dans El jusqu’au premier passage
dans E~, i~, e E, étant l’état initial;

b. nombre d’entrées dans E 1 jusqu’au (n + I)ième passage
dans E~ de ~’z’S, i~ e El étant l’état initial;

c. (n)~~ (n) - ~~ (n)~ ;
j~E1

d. nombre de passages dans E1 jusqu’au (n + I)ième passage
dans E~ de i" e El étant l’état initial.

LEMME 5 . 6. - Dans les conditions ( 1 ),

(I-’~n)69,u,io~x~ ,
loi exponentielle de fonction caractéristique I I - iu.
Démonstration :
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où

~ R(j)n~ M03C1j.

Or

03A0n Sn V20 + 03A0n RnV10 = 03A0nV10
p 

d’où

E[exp ( iu03C31, n,i0 (I - 03BB1n))]

j-t 1

~nM I-03C1~Sn~~o.

Or 03A0nV10 ~ V10

et, en posant f(x) = x exp (iu (I - x)),

exp(iju(I - n))(n)j-1 (I - n)

’ 

j=1 1

- ±./-/) ~ I - q’ n 
. 1-1 I

~ 1 ~t" B j~n}f ~I~ -f( B9 ~nl l ~ f,‘.I~ 
~ 

I - iu’

fonction caractéristique d’une loi exponentielle de densité ewr.

C.Q.F.D.
Posons

où 1 et n sont deux variables aléatoires à valeurs entières.

LEMME 5 . 7. - Si (I) et (3) ont lieu:

( £l ) ~~ [ ( ’° 1 , » , io # Î § 1 # 1 ( 1 ~ - ( $, ) ~~+’ ~ V i (io),
%; 

’ 

avec 
’

ji + j2 + ... + jl+1 = n + I ;

( b ) d 1 ~° 1 , n , io , n 1 ~ ° >

où vi,,,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes, pouvant
prendre les valeurs I et o avec les probabilités respectives (I - ],,) et ]n.
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Cette loi est la loi des entrées dans Ei jusqu’au (n + I)ième passage dans E2
pour la chaîne de M arkov à deux états, E1 et E2 de matrice de transition

~’~i-~ ~ / °
Nous désignons par système associé à p;,.

Démonstration. 2014 a. La formule indiquée dans (a) s’obtient immé-
diatement en décomposant l’événement [~j,~,/. = ~] selon les temps de
séjour successifs dans les classes ergodiques Ei et Ea, puis en addi-
tionnant les probabilités correspondantes.
La sommation sur les temps de séjour dans Ei donne le résultat.

~. Pr[j T/j ~ = / j] ] peut s’écrire

(03BB2n)j1 - 1(I - n)(n)j2-1(I - n) ... (n)jl-1(I - n)(n)jl+1-1,
où 

Les réductions successives apparaissant dans cette formule sont dues à
. la relation

~ I’ - R" ~-1 S,t V~ = Yô .

La différence Pr [ t v,,,t,;o =1 ~ ] - Pr [~ v’, ," = t ~] ] est donc formée de
1 + 1 sommes, chacune étant du type
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On a
~2,jk+1=(n)jk+1-1(I-n) (n-) V20+ O(03C1jk+1-1)TnV10,

puisque

nTnV10 = (I-n)nV20 et (n)j = (n)jn + O(03C1j).

D’où

(4) ~~2,jk+1~ (03BBn 2)jk+1-1 (I - n) ~ n- ~ + K203C1jk+1-1~ TnV10 ~ .

Donc

. 

a. Il / ~Pji~...~lk(~1- 

03A3~ Pj1,...,jk(I1 - n)-1Sn ~ (n) jk+1-1(I-n) 03A0jk+2,...,j1+l~n - ~
J1

~ Tn~k(I - n)l-k Cln ~n-~,
car

~(I1 - n)-1Sn~ = ~ (I1-n)-1SnV20 ~=I et ~n~ ~I.

L’hypothèse n ~ I - a,,~ ~ -+ q entraîne
~ nTn~ et |n(I - n)  K,

en vertu des relations

~ ~ °

D’où

03A3 ~Pj1,...,jk (I’ - n)-1 Sn ~ ( n)jk+1-1 (I - n )IIjk+2, ...,jl+1~ n-~
~i

K l .. 

K~ 1

nl Cln~ n -~ l!~n- ~.

b. ~II ~jr~...,~k~~1- ~n~-1 srt I K~~u+~-’ ~~ ~~~jk+z,...~ü+~
ü

n-l 1

Kl nlK2 Cl-1n-j-1 03C1j Kl nlCl-1n K2 I - 03C1 Kl (l - I)! K2 n(I - 03C1).

c. 03A3Pj1,...,jl(I1-n)-1Sn[(n)jl+1V20-(n)jt+1V20]
l / Ji

. =~Pi, > .. . , i~(~1- Rr~~-’ Sr~~(~~,t~lr+~((I,t-II~~’~+ 0(p~l+1)v~~
Ji

est en norme

Kl l!~ n-~ + Kl (l - I)! K2 n(I-03C1)
,

en vertu de raisonnements analogues aux précédents.
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On a donc finalement

| Pr[{ 03BD1,n, i0 = l}] - Pr[{ v’1,n = l}]| (l + I)Kl-1 (l - I)![ ~II 2n - II 2~ l + B n ].( l - i ) ! 
2" 

i 
2 + n 

.

Donc

Kl-1 l!(l + I)~n - ~ + (l + I)Kl+1 (l - I)! B n, avec B = K2 I - 03C1;
Kl-1(l + I) l! et (l + I)Kl+1 (l - I)! sont les termes généraux de séries
i = i 

’ 

i = i 
°

convergentes en 1. Puisque n -  ~ o si n ~ ~ et B n également, on a
bien d (03BD1, n,i0, 03BD’1,n) ~ o.

LEMME 5 . 8. - Si (I) est vérifié:
Soient z; , ,, i0, 03C42, ,, , ... ; z;, n, i0 les temps de séjour successifs dans Et; ;

03C4’1,n, 03C4’2,n, ..., 03C4’k,n les temps de séjour successifs dans l’état Ei pour la chaîne
à deux états de loi d’évolution pn, E1 étant l’état initial, alors

1 ... , 1 ~, ,, , ;~ = J ~ ) ] - PI~ [ ( à’, , ,, = ’j° i , ... , ô ). , ~ = OE ~ j ] ) 
-

oe,, ... , m;

 j’ (j j y,, - ~ + I K1 I - 03C1 ~Sn ~)
(où Ki est une certaine constante), donc -+ o si n -+ aJ.

Démonstration:
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Posons

si~=(R~)~S.V~-~~)~(i-~)V~ .

de même que pour ~2,7, on a

avec 

Puisque ~Sn~ et on a immédiatement

"-~/,~~.=~’n 1 ,

7

- Pr[{03C4’i,n = 03C31, ..., 03C4’j,n = 03C3j}] | ~ ~ ~1,03C3k~,

~~1,03C3k~ ~ j(((n)03C3-1(I - n)~n - ~ + K103C103C3-1~Sn~))
 j(~n - ~ + K1 I - p~Sn~)

. 2014~ o si ~ -~ ac . .. ’ ’ .

On a bien montré le lemme.

LEMME 5.9. 2014 Si (3) 07~ lieu:

Soit Zn le nombre de passages de dans Ei jusqu’au (n + passage

dans Es, Ei étant l’état initial, d[~n,i0, Zn] ~ o.

Démonstration:

~~Pr[j~~=~~-Pr[:Z.=~;]~ ] 
.

k .

~~~~Pr[:-~,~=~~~,~=~]-Pr[{Z.==~~,,==~]~ ..
k /

Or .

où
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D’où par différences successives, on a

v~, u,;o= l~ - h~, = 1],

lorsque io varie, est le vecteur

On voit qu’apparaissent des termes de deux types :, le premier type
comprendra en facteur ,;, le second ~.,, ;, avec les notations des lemmes

précédents.
Nous avons, on le sait,

Il ~1,03C3 1 Sn Il,

Il ~2,j/ ~  (n)j-1(I - n)~n - ~ + K203C1j-1~Tn ~.

On sait que
lt ,

~ I P1’~i~lr~,i~=~’?’~~,n,i~=l;~-Pr~~I~r=~~’~~t,n=~1~~.
l=0 k=l+1

Évaluons
x

| Pr[{~n,i0 = k, v1,n,i0 = l }] - Pr[ {Zn = k, v’1,n = l }]|;
~m+~ 1

cette dernière quantité est en plus égale à

mais



296

Sommer sur k et r, revenant à sommer sur 03C3 sans condition, il. vient

Puisque

Il vient

Les termes du type (2) ont un module a2,n,03C3i,ji, où

Il Î

X ~ l,nlai‘~ (I - ~,n ~ ... ~).,~)Îi-tt‘1 (I - hn) ... ( Ân)%~-~-t-t

dont la somme sur ~i et k donne

(()’ - ... (T- 
x Il ~‘~~~~i II ~ ~‘!t I%i-~-1 t I - ~~~ ’ ’ ’ (~)~’’~ 7

termes dont nous avons majoré la ~ au lemme 5.7 par

Kl (l - I)![ I l~ n- ~+K2 n(I-03C1) ].

Puisqu’il y a l + I termes de chaque type, il vient donc
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somme de termes généraux de séries absolument convergentes en 1,
multipliées par un facteur qui tend vers zéro.
Donc

d[~n,jo, Zn] ~ o.

LEMME 5.10. - Si (1), (2), (3) ont lieu;
Si (n)03BE1,n,i0 désigne le nombre de passages dans E, au bout de n épreuves,

io étant l’état initial,

Démonstration. - On sait que

c~(~, r,)~2Pr(~~~~l~j~

si $ et n sont des variables aléatoires à valeurs entières.
Il nous suffit donc de montrer que

si 

L’événement signifie que sur l’intervalle de temps n + ~,
n + 2, ..., n + le système est allé au moins une fois dans Et.
Soit le nombre d’entrées dans El sur l’intervalle de temps précédent.
Nous avons évidemment l’implication

Soit n + 03C4i,n l’instant où est atteint pour la iième fois sur l’inter-
valle de temps n + i, ..., n + Sur cet intervalle, E, est atteint

~’~,~~fois.
Considérons la variable aléatoire 

. 

car T~,, + n est un temps défini sur les événements qui lui sont antérieurs,
=7 j] E[(n)03BE1,n,i0] ~ TnV10~,

Y, et sont indépendantes, étant donné.
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Puisque (n)03BE1,n, i0 nn, i0, nous avons

Pr~ ia ~ o~~ ~n~~;~z+1 = J ~ ~ C ~ ~ hn, = J ~ ~ ~ ~ Crin, io~ 1 Tn ‘T ô Î’

D’ autre part,

or

(I1-n)-1V10=E(n) 1-n V10 +B*,(0,03C1) I I-03BB R(03BB, Rn )d03BB V10

en vertu des résultats du chapitre I, où

o ~ ~ ~ I ~ (R. ( Î, a _ ~‘ 
1 ._ ~tc B)-y

T E(n) V10  
= 

nTnE(n)V10 
~ o,

" 

I-1‘n 
- 

i2,I-9nl . 

’

car nTn reste borné,

( . et ~t(I- 

D’autre part,

B* (0, 03C1) 
I I - 03BB R ( 03BB,n) d03BB V10 ~ I I - 03BBR(03BB, ) d03BB V10 = o.

Donc 

T Iz I _ ; , ÛZ.(î, B Rn d), et T,2~~~- 
.

,

’

car

°

Donc , 

’
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Evaluons maintenant E [~n,i0],

Donc on a

Puisque ~ (I1 - n)-1 Sn ~ = I et ~nTn| K, il vient

E[~n,lo] Kl l!~I1-n)
-1~.

Or

!!C’-~)’~!=!!(~-~)"~~!- .

Il suffit de montrer que

~(I1-n)-1 V10 n 
~ o si n~~,

puisque nTn reste borné.
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Puisque 

(I1 - n)-1 V10 = IIn V10 1 I-n + B*(0,03C1) R(03BB,n)03B103BB I - 03BB

et que n ( I - n) ~ ~, on a bien le résultat.

COROLLAIRE : 1
d ~,t151, ~t,;~, -~ ().

Démonstration :

~ ~i; 5 t t, u, io, j ~ ~a ~ ~.. ~ lL~ ~ j ~z) ~1, rt, io, ~’I,t, io ~ + d 1, f ~,i, io, Zn ) s

les lemmes 5.9 et 5.10 donnent alors le résultat. ,

Nous pouvons maintenant énoncer le :

THÉORÈME 5 . 2. - Si P n -+ P, P ayant deux classes ergodiques, acycliques
et pas d’états transitoires;

’Si 
’

/t(I-1",--~ap, 

la variable aléatoire ~~ - converge en loi vers la variable

aléatoire Z, de fonction caractéristique exp [i(uq I-iu)] .

Cette loi limite est celle trouvée par Dobrouchine pour le nombre de

passages par El en n épreuves du système ~’~~ s.

Démonstration. - Puisque d[~n~’- ~9, n, iy Z n - o toute loi limite pour ~,t
est loi limite pour Zn avec les mêmes normalisations. 

’

Or Dobrouchine a montré que sous les conditions du théorème

(1 - converge en loi vers Z. Reprenons la démonstration

L~a= ~o,~a+~l,n+...+’>;~r ,,, ,, ,

avec les notations précédentes. Les variables aléatoires 03C4’i sont indé-

pendantes, 1"; et également, pour tout i..

u’, ,,t est la somme de n variables aléatoires indépendantes, prenant
les valeurs i et o avec les probabilités respectives 1 - n et n.

Soit G,, (2:) la fonction génératrice de En vertu de l’hypothèse

n~I-~,t~-~~I, ~~z(N)--~G(~)=expC~’(~-I)~~

fonction génératrice de la loi de Poisson de paramètre q.
D’autre part, y - ~n~ Ti,,t converge en loi vers la loi exponentielle de

fonction caractéristique 03C6 (u) = I I-iu, en vertu des lemmes 5.6 et 5.8.
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Donc

03C6n (u) désignant la fonction caractéristique de (I - n) 03C4’i, n.
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