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Fonctions propres des opérateurs quantiques
de rotation associés aux angles d’Euler
dans ’espace-temps

par

Pierre HILLION et Jean-Pierre VIGIER,

Institut Henri Poincaré ( Paris).

INTRODUCTION.

Dans une étude antérieure ('), nous avons montré comment il élait
possible de généraliser a Pespace-temps de la relativité restreinte la
notion classique des angles d’Euler de I'espace cuclidien a trois
dimensions. Cette généralisation implique Iintroduction de trois
« angles » complexes et de leurs conjugués, les rotations correspon-
dantes s’effectuant autour de bivecteurs self-duaux.

Or, comme on le sait, la théorie des fonctions propres des opérateurs
quantiques de rotation correspondant aux angles d’Euler dans I'espace
iridimensionnel habituel & métrique euclidienne permet de construire
un espace vectoriel de Hilbert dans lequel il est possible de définir une
norme, en attribuant a cette norme le sens d’une probabilit¢, comme il
est habituel de le faire en mécanique quantique.

Il est donc tentant d’essayer de pousser plus loin I'analogie établie
dans l'étude précédente et d’étendre la théorie mentionnée ci-dessus
au groupe de Lorentz en utilisant les opérateurs de rotation corres-
pondant aux rotations complexes effectuées autour de bivecteurs
self-duaux. C’est un probléme rendu délicat a cause, d’une part, de la
non-compacité du groupe de Lorentz et, d’autre part, du fait qu’il faut
s’altendre a lrouver une métrique indéfinie dans I’espace vectoriel des

(') F. HaBwacns, P, HiLuion, J.-P. VIGIER, voir ce numéro des Annales de UInstitut
tenri Poincaré.



162 P. HILLION ET J].-P. VIGIER.

fonctions propres des opérateurs quantiques de rotation. Nous avons
déja essayé de résoudre ce probleme (?) dans un cas ou la nature du
mouvement impose une borne naturelle aux variations de la partie
imaginaire des angles complexes, puis dans le cas général (*), mais s’il
avait 616 possible de définir une valeur moyenne covariante des opéra-
teurs, il avait été impossible de trouver une norme covariante. Clest
pourquoi nous voudrions reprendre celte question sous un angle un
peu différent. ‘

Rappelons d’abord bri¢vement la théorie des opérateurs de rotation
a trois dimensions.

Partons de deux systémes d’axes orthogonaux et unitaires, 'un fixe,
défini par les trois vecteurs aj(k=1,2, 3;r=r1,2,3) et Pautre,
mobile, caractérisé par les trois vecteurs b} (j=1,2,3;s=1,2,3)":

r, s repérent les numéros des vecleurs;

J» k leurs composantes.

On a les relations :

ajay= 08", by by =as,
a’lfaz:- 8k, b'/:b'Aj=6,-k.

Si lon désigne par o;(w;=1, 2, 3) les trois angles d’Euler 0, ¢, {,
qui permettent de passer des @ aux b5 et si Uon désigne par Ji et Iy
les projections des opérateurs de rotation (exprimés en fonction des
angles d’Euler) respectivement sur le systeme des a’; et sur celui des b;

on trouve pour expressions explicites de ces opérateurs (") (j*=—1):
h=—jk ing 2 208 9 cot 0();4— cosg 9
=7 ‘(— sing g — o8 COLBY 50 Siny 99 )’
o e _r_)__\‘.@‘ Y sing J
sur al§ J.= '//L< cos g ,m.wtg)d? Rl ) s
)
fy=— gk 505

Yy =— | sind ) +cosd comU—Z sy o
y = s G T EOSTEURST 00 T sind do ’

Cpr Y — ) eoed cotet 2 sing J
sur by Jy = /ﬁ((:osgdo Lpsgcotb)dq)—o— sin0 7))’
, . d '
Vo=—jl J'f

(*) P. HiLuiox et J.-P. Viaies, Cahiers de Physique, v~ 107-108, p. 285.
(3) P. HiLuox et J.-P. ViGiEg, non publié.
(*) C. VAN WintER, Theése, Groningen, 19h7.
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On peut alors chercher les fonctions propres simultanées des
opérateurs Jy, J,, J*=(J')? dont il est facile de voir qu’ils commutent.
Considérons Despace vectoriel de ces fonctions propres f(w;), on
montre aisément que ces fonctions sont quadratiquement intégables,
c’est-a-dire telles que :

™ 27 AT
f f f F*(w0) f(w7) sin0 db dy db,
0 0 0

soit bien définie, f*(»;) désignant le complexe conjugué de f(w;).
Ce sont des vecteurs d’un espace de Hilbert dans lequel le produit
scalaire est défini -par

(f; é’)‘"ifmd'b f?ﬂd:’) [sz*(w')g(or) sin ) df
’ 2 0 "’0 "~0 ‘ ‘

La valeur moyenne d’un opérateur A tel que J,, par exemple, sera

(i AS)
i)

réelle. J,, J,, J? sont hermitiens.

alors donnée par - Si A est hermitien, cette valeur moyenne est

Explicitement, les fonctions propres de ces trois opérateurs & un
coefficient de normalisation pres sont

: L\ —mm’ O\ —m—m’
Y™ (w) = (sm 5 cos -

dl—m 0\ 2l—2m’ 0\ 2l+-2m’
_ {(sin- CcOS — ejlmo+m"y)
.\, 2 2 ’
d ( sin—
2
ou
I 3
l =0 —9 1 — D)
7o T
m,m=—1 —Il+1, ..., l—1, {

et I’on a la relation :
(Y;n,m'(e, o, L!/), Yz,u'((), o, Lzb)) o Blk, Smn Omin

C. Van Winter (%) a, en outre, montré que si 'on considére le
sous-espace vectoriel de ces fonctions pour lequel non seulement  est
maintenu fixe, mais m' également, les valeurs Y™ (w;) de ce sous-
espace se transforment suivant la représentation irréductible @(7) du
groupe des rotations 4 trois dimensions.

Ce sont les résultats précédents qu’il faut généraliser pour les
fonctions propres des opérateurs quantiques relativistes; avec les diffi-
cultés inhérentes au groupe de Lorentz et a la métrique de 'espace-

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, III. 11
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temps qu’on a signalées plus haut. Il y aura donc lieu de prendre
certaines précautions pour définir un produit scalaire dans l'espace
vectoriel des fonctions propres des opérateurs de rotation.

Nous allons montrer qu’il est possible de définir deux types de
produit scalaire, conduisant & des métriques différentes, que nous
appellerons métrique forte et métrique faible. La justification de cette
terminologie apparaitra au cours de I'étude. Nous traiterons dans une
premiere partie de la métrique faible et dans une seconde partie de la
métrique forte. Auparavant, nous rappellerons les définitions et les
propriétés des opérateurs quantiques de rotation dans I'espace-temps.

Les opérateurs de rotation relativistes quantifiés. — Dans 'étude
antérieurc déja mentionnée (1), nous avons montré qu’étant donné trois
angles réels §1, 0y, ¢4, et trois pseudo-angles imaginaires purs £y, £0,,
{93, permettant de décrire le mouvement d’un tétrapode af, (ensemble
de quatré quadrivecteurs orthonormés, un du genre temps et trois du
genre espace) sous une transformation du groupe orthochrome propre

. 1 1 1 \
de Lorentz, les rotations d’angles, -, ~ 0%, ~¢*, ou

YE=drt g,
(1) 0= =0, & 70,

9= 1k U9a
s'effectuent autour de bivecteurs self-duaux dont la direction est laissée
invariante sous cette transformation de Lorentz.

On peut alors définir deux espaces euclidiens tridimensionnels
complexes conjugués E* et E; associés au tétrapode aj et de la méme
fagon deux espaces tridimensionnels euclidiens complexes conjugués Ej
et E; associés au tétrapode b5.

D’une facon explicite, les valeurs AJ*(k, r =1, 2, 3) qui définissent
les deux trieédres E; sont données par les relations :

i

"= ol b gl ok - r
(2) A =ajal—ala xeala;

Ils sont complexes parce que @) est imaginaire pur. Les vecleurs
sont orthonormsés. .
D’une fagon identique les deux triedres Ej sont définis par les

vecteurs complexes orthonormés :

(3) re = b7 bl — b} b o cykb] b
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On a montré que les angles o= {0+, o+, ¢+ | repéraient le
trigdre E} par rapport au triedre E; etles angles o= = 107, 07, U,
le trizgdre E; par rapport au triedre E;. Ces relations matérialisent
I'isomorphisme indiqué par Cartan (*) entre le groupe de Lorentz
et le'groupe des rotations tridimensionnelles complexes conjuguées.

On est donc ramené pour étudier le mouvement du tétrapode b5 par
rapport au tétrapode aj a l'étude du mouvement simultané du
tricdre Ej par rapport au triédre ct de E; par rapport a E;. On en
déduit immédiatement les projections des opérateurs différentiels de
rolation sur les axes A}* et B}* soit :

J . J J coscE )
= =—s8inyT — — cosoxcotglr —_ 4 ¥ 7
dxy L TES ' g do= " sint= gi=’
: J J . o sing® ()
4 sur AJ=¢ —— = cosgT - — singF cotglht —— 4 2NV 7
i) ) oy TohE ¥ g doE T sinbE gi=’
J J
drs T do=
el
J .. J J cosbE ()
o= = Sy o 4 cosdF cotglt —— 20V 7
Jr o= TURTOTE T Snes g
J Jd . J sind® ¢
) sur Bi=( == =cosdF —— —sindEcotghr L 4 MY I
() k) gzl L TES v g = * o= Jo=’
J J

orE = ILE

On sail que la mécanique quantique déduit les opérateurs précédents
des opérateurs de rolation quantifiés en les multipliant par {/—1 7,
ou 7% est la constante de Planck. Nous justifierons cette quantification
dans une autre étude (°) et ici nous nous contenterons de multiplier
les formules précédentes brutalement par /—1 7% en considérant que
ceci fournit les moments cinétiques relativistes quantifiés. Nous
admettrons, en outre, que ceux de ces opérateurs que nous
utiliserons dans la suite sont des constantes du mouvement.

Le nombre imaginaire {/—1 introduit ici une difficulté parce qu’il
n’a pas la méme signification physique que le nombre ¢ introduit

dans la définition (1) des angles complexes. Ce dernier provient de la
nature indéfinie de la métrique de Pespace-temps. Dans la suite, en

(%) E. CARTAN, Legons sur la théorie des spineurs, Hermann, Paris.
(°) D. Boum, P. HiLLION et J.-P. VIGIER (sous presse).
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suivanl une suggestion de Synge (?) et de Méller (*) nous écrirons {/—1
différemment en le désignant par ¢ quand il est une conséquence de la
métrique et par j quand il provient de la quantification du mouvement.
Nous allons revenir sur celte question un peu plus loin.
On aura, en outre, les relations :

(6) == =—1.

On définira alors les opérateurs de rotation quantifiés en termes
d’angles d’Euler par les relations :

e 0 .z -
(7) J/‘__]”de’ V= ]ﬁ()T,k: (k=1, 2, 3).
Ces opérateurs ont été étudiés en détails par C. Van Winter (%)

dans sa these. 1ls satisfont, en partlcuher aux relations de commutation :

Dpt=o Ubdfl=o  [pir)=o
(8) (U5, d")H =0, [J5IPl=0, [0 =0, [U5,J")2=o

avee (J*p=("=),  (J=p=07)
et aux relations habituelles des opérateurs de rotation tridimensionnels :
9 (05 =% 99 ] =— /3
i, j, k, permutation circulaire de 1, 2, 3.

Nous appellerons par analogie a ce qui a été fait a trois dimensions,
Y™ (wt) les fonctions propres simultanées des trois opérateurs

(10)  Ji=—jh-— ()= (I =340,

d:o+ J?:—jﬁd'%,
qui existent a cause des relations de commutation précédentes. De la
meéme fagon Y™ (=) seront les fonctions propres simultanées des
opérateurs J7, I, (J7)2= ()% ‘

Pour I'instant nous ne pouvons rien dire de I+, I=, m*, m=, m'*, m'=
sinon qu’il s’agit de scalaires réels ou complexes. Nous donnons ci-
dessous I'expression explicite (°) de (J=)? :

02 cosh* ¢ 1
j==d 2 -
() (=p=—r [df)*” T SinbE OIE Sin? 0=

02 92 o 92
< (s g — 200 ) |

() J. L. SyneE, Relativity, the special theory, North Holland Publ.
(®) C. MOLLER, Ann. Inst. H. Poincaré, t. 11-12, 1949, p. 251.
(*) P. Hiwuion et J.-P. ViciEr, Cahiers de Physique, n°s 107-108, p. 283.




OPERATEURS QUANTIQUES DE ROTATION DANS L’ESPACE-TEMPS. 167

Dans toute la suite de ce travail, pour simplifier les formules on
posera /i =1, et 'on désignera par o+ I'ensemble des angles 0+, ¢+, &+,
et w~ 'ensemble 0—, o=, ¢~ soit :

Y} om={0n e 4] (er=0n).

(12) wt= { b+, ot 4+,

La métrique forte et la métrique faible. — Considérons les fonctions
propres Y2""" (w+) et Y™ (w~), on peut se placer a deux points
différents :

a. Appelons &+ l'espace vectoriel des fonctions Y™™ (w*) et &
Iespace vectoriel des fonctions Y™~ (w~). Considérons ces deux
espaces comme différents, ce qui revient a faire la différence entre les
nombres imaginaires ¢ et ;. Soit alors & DPespace vectoriel produit
cartésien de &+ et & :

(13) & =&+ 6.

& se compose des couples de fonctions :
{YED™T (o), YE2 ™ (0m) |
Nous appellerons U777 "™~ (w*, w~) les éléments de &; on a alors
(16) URTE 5 (s, 0m) = [ YA e, Yo (0m) .

Supposons qu’on ait réussi a définir un produit scalaire dans &+ et
dans & de facon que ces espaces soient hilbertiens, alors & sera aussi
un espace de Hilbert et si f~e &+ et f~€ & on aura les relations

suivantes :

(15) c{fmsi=tefmH e h

ou ¢ est un scalaire, avec :

(16) Uh i+ S =+ 5 fr+ /30,
(17) DAL SR =U0D+ U -

On déduira donc la norme d’un vecteur f € & de composantes f+e &+
el f~ e & par la relation

(18> ”f”=V<f+aff)+(f—rf—)

ou le module de la quantité sous le radical si la métrique est indéfinie.
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Si T est unc transformation opérant sur les vecteurs de & sa valeur
moyenne sera définie par la relation

AT ST ) S T (o TS
) = SO T ) - U

Si P'on adopte ce point de vue on dira qu’on est dans le cas de la

métrique forte, on en verra la raison plus loin. Il apparait que le seul
probléme a résoudre est celui de la définition d’un produit scalaire
dans &+ et 6.

Le fait qu'on considére comme différents les deux espaces &+ el &
est la justification de la distinction que nous avons imposée entre les
grandeurs complexes provenant de la métrique et celles provenant de la
quantification. Ceci nous conduira éventuellement a envisager deunx
types de transformations complexes conjugudes

(20) [J(Js o o))"= f(—], oF, o)
ne portant que sur les grandeurs définies avec j, et
(ar1) S, o, o—)=[(j, o=, ot)

ne portant que sur les grandeuars définies avec .

b. Placons-nous maintenant a un second point de vue dans lequel on
considére comme idenliques les deux espaces &+ et &. Dans ces condi-
tions on sera amengé a définir les fonctions propres UjL" ;"™ "™ (w+, 07)

simultanées des opcérateurs J3, Ji7°, (J*)2, (J=)* par la relation :

(22) U’,’,"f}{""m’—i—’m'ﬁ( (v)"'? (')_) — Y’[ll:—’"“-‘—(\(')_‘_) Y;li#"ll'm(u)—),
>

Dans cette relation il s’agit d’un produit ordinaire.
Dans Uespace vectoriel des fonctions Uy 377" " (o, =) il fandra
définir un produit scalaire :

B TR, BT I o —\ nt,n—, 0t 0 —
(23) (U= 7 7 (o o7), Upnm et (ot o ))

d’ott Von déduira la norme d’un vecteur Uy, (o+, ) par la
relation :
(6 U (on 00|

= J(U'[ﬁ;}ﬁﬁ’m'+’W—(w+, o), Y?T}i'f_’mw’m'ﬂ(o)“‘, w—))
, -,

ou le module de la quantité sous le radical si la métrique est indéfinie.
Soit T une transformation opérant sur . I'espace des vecteurs
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T T (g5 07), sa valeur moyenne sera :

l+,1—
m+,m—,m'+,m— _ mE ety m —
(UH’[_ ST (w0, TUL D™ (ot o ))

- Tmt, e, m — m+, m—, m'+,m'— —
(UH«,Z— ’ ’ (w+7 (’) )7 UZ+,}— ’ ’ (w+: w ))

(23) (T

Si Pon adopte ce point de vue on dira qu’on est dans le cas de la
métrique faible. Pour bien marquer qu’on considére les fonctions
Yrom T () et YA ™ (w”) comme appartenant au méme espace
vectoriel, on les écrira

YR (wy, fwy), YR ™ T (0, Lwg).

Ce sont des fonctions opérant sur le méme espace vectoriel et corres-
pondant a des valeurs différentes des parameétres I, m,, my. Il n’y a
pas lieu alors de distinguer entre les deux types de grandeurs complexes
et 'on considérera qu’elles sont toutes formées avec 'imaginaire 7.

Il n’y aura donc qu’une opération de conjugaison complexe :

(26) J(G 01, @) = f(— i, 05, wy).

Nous commencerons par traiter le cas de la métrique faible.

PREMIERE PARTIE.
LA METRIQUE FAIBLE.

1. Espace des fonctions propres simultanées des opérateurs J; et J,.
— 1. 1. DEFINITION DU PRODUIT SCALAIRE. — Suivant les remarques que
nous avons exposées a la fin du paragraphe précédent, dans toute cette
partie :

@. nous n’aurons affaire qu’a un seul type de grandeurs complexes
utilisant 'imaginaire ;

b. nous ne considérerons que des fonctions de w; et w, et non pas
de w* et w™.

Le premier travail est donc de calculer J%, J; et leurs fonctions
propres en fonction de g, et g,.

On a
e .9
J:sw"lm

comme 9= ¢s + {¢a,

9 _ 9 9 d Ilp) 9 J
do+ T doy dor (i) der  du | d(ize)’
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d’ou
. . Jd 0
(27) I5(4, 91, ?2)=—L()—91—(}_9—2,
(28) J‘(l 3] @o):——i————|— J .
s (& P11y, 92 ()?1 ‘)?'1

Les fonctions propres simultanées de J* et J; sont les fonctions

F’"+'»”l_(cp+, »‘?—) p— ei(m+q)++m—<p—)’

o, pour l'instant, les valeurs propres m+ et m~ sont simplement des
scalaires réels ou complexes quelconques.

Comme
pi=s(yrhe),  ipm= T,
on aura
Fm+,m—(l', $1, ?2) = eé (m+§5++m—¢~»),
soit
(29) Frem=(i o)) 0,) = 65 bt )P e"—‘:”—+ 2

Il faut donc définir dans espace des fonctions F*.m= (4, ¢4, g5) un
produit scalaire de telle sorte que cet espace vectoriel soit hilbertien.
Or, on a affaire 4 des fonctions de deux variables ¢, et ¢, qui ne sont
pas des fonctions bornées en ¢,. Donc dans les intégrations qu’on aura
a effectuer, il faudra toujours préciser dans qucl ordre elles sont faites.
Nous postulons que l'intégration est toujours effectuée en premier
par rapport aux angles réels o,.

Dans ces conditions, dans l’espace vectoriel des fonctions
Fnm= (4, @4, 92) on définit la fonctionnelle bilinéaire

(30) (Fmom=(i, 91, 92), F*Hm=(d, o1, 92)) \
I + P AT
= lim —_—f@ I:f (Fm+,m—(l', @1, ?2))* Fn+,n—<l‘7 O, ?2) d?l] d?iy
— 0

[() N 2@

N

ou :
a. ® est un nombre réel positif arbitraire;
b. le crochet indique que I'intégrale sur ¢, est effectuée en premier;
c. (Fm%m=(4, @1, 92))" est la fonclion hermitienne conjuguce
de F'“+:’”’(t‘, D1, O2).
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Par définition,

(31) (Fm—'ﬁ'mv(i, 1y "?2)>.= F”H""L‘(l‘: P1y, — ?2) = Fm_-F,m—7<_ i: 1, — 02)7

T

ou 7™ et m~ sont les quantités complexes conjugudes de m+ et m~.
Nous montrerons que cette forme bilinéaire est symétrique hermi-
lienne, c’est-a-dire quon a :

(Fm+,m-—(l', P1y P2), F'l_'—"r<i> o1, 92)) = (F"""”"*(i, e15 P2), F"+’n_—(i’ Ty CP?).)':

soit d’apres (3o) :

>w 2

. +®r =
(32) q!im —fﬁf D [ f LI g1, 9)) FRHmT (4 04, 00)
. — ¢ Y
=BT mT (il 01, 00) (FY5 0 (491, 92))") dos ] dor=o.
Auparavant, il faut prouver que J7 et J7 sont des opérateurs hermi-
tiens, c’est-a-dire qu’on a :

(33) (Fmﬂ—’m*(l‘: D1y '\9‘-’)7 J-':’_(l.a P15 0?2>Fm+,m—(l', $1, @?))

¥

= (JT(L C1,y ?'2) Fm+’m_(l‘7 D1y ‘P‘Z)J Fm+’m_(l‘1 1 ?‘2));
or au premier membre de cette expression

']-:t(’; T "?Z)Fm—*.”"v(iz Ty ?2)

4 J é(m++mv):p‘ L_Tﬂ:%
= l— — — e” e -
0?1 0?2
I . =y Fm+, (¢ . 1 — +)Fm+,m—(, )
= 5 (mm e ) Foto (7, 6, 00) — X (mm e ey Fovtin= (4, 54, 90

= m+ [m+t, m—(l" o1, 1),

1

ce qui prouve bien que m+ est fonction propre de Ji(Z, o1, 92) et
montre la cohérence de nos définitions antérieures.

Donc au premier membre de (33), il vient :
(3/1) (Flll+”lL_(i7 Q1 ?'—’)7 JT(Z7 21y QP?) Fm+,m~—(l', P1, ?2))

= m (Fmhm= (4, o), o), Frtam=(i; oy, 0,)).

De la méme fagon qu’on a défini la fonction hermitienne conjuguée
par la relation (31) on aura pour Popérateur hermitien conjugué
(35) (507, 21, 92))" = I5(4 o1, —92) = (=1, o1, — 92)
et au second membre de (33) on aura a calculer

(J?:r(l"v T, ?‘2> Fm'k’mﬁ(i: D1y c2))"= Jt(_ ’.7 ?ﬁ - rpg) FF’F(_ l'a F1, — 99)7

T Y2
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soit, d’apres (27) et (29) :
(‘]?:—(4 P1y ?‘2)F17l+’m_(i> P, ‘?2))‘

0 0N il — 5O =)
=(l-—+—)€ ° e -
< 94 0??)

= %(m*“*‘ m=) FmF,m=(—i, g1, — 92) — %(’n——m*) Fms,m=(—1, g1, ;“Pz)
= m Pt m=(— i, g1, — %2),
de sorte que le second membre de 'équation (33) s’écrit :
(36) (J5(1, 91, 2) F"““”"'_(ia o1, 92), FmHmT (4 91, 32))
= (Fmsm= (i 9y, 2), FAtm= (4, 91, 92)).
Si l'on porte (34) et (36) dans (33), il vient :
(e — e ) (Pt (i, g4, 90), Ftsm (i, 91, 92)) = 0,

c’est-a-dire

mt=mm,

les valeurs propres de J; sont réelles, cet opérateur est hermitien; il en
est de méme pour J7.

On voit, dans ces conditions, que I'expression (31) devient
(37) (Fmtsm=(i, gy, 93))* = FmTm=(— 1, 91, — 92)-
Revenons alors a hermiticité de la forme bilinéaire (30).
D’apres (29) et (37),
— ‘1 (m+—+m—)p — ;I) (m——m+)Pq

(38) (Fmm=(i, 91, 92))" = e e :

ot m* el m— sont des scalaires réels.

Ona: »
(Fln+”'L_(i7 1, ?2))‘ Fn+’n_(l‘) 1, ?2)
_ P{f[n++n~—m+—-—m—-l 0y e{n*——u+_(m—_m+)] ?;_2

Posons :

pP= nt+n-——mt—m,

¢ =n——nt—(m——m*),

ipg! q?_’

(39) (Fln+,lll—~(l>7 o, ?2))t F"+’"_(L', o1, ?2) —e 2,73 ,

ot p et ¢ sont de scalaires réels.
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On aura de la méme facon
(40) (Fm=m= (i, 91, g2)) (Frn=(7, 01, 92))'=e e

Donc la relation (32) d’hermiticité a vérifier s’écrit :

¢ ip 21 P2 S %)
L Ay —y —15
(41) llm——[ [ {e e 2 —e te *idg |dea=o.
q’-)”z(b 1)) o

0

Or, nous allons montrer ci-dessous que m*, m—, n*, n~ ne peuvent
prendre que des valeurs entieres ou demi-entieres. Nous admettrons,
de plus, la raison en deviendra évidente dans les paragraphes suivants,
que m* et n*+ prennent des valeurs entiéres ou demi-entiéres simulla-
nément et, de méme, m~ et n—. Dans ces conditions, p et ¢ sont des
entiers.

Si p est différent de zéro, les intégrales sur ¢; sonl nulles et la
relation (41) est aulomatiquement satisfaite.

Si p = o, expression au premier membre de (41) devient

&

. 1 :
lim — f 8% shq o, de.,
[1 RENS 2d J_P ' ‘

la fonction shgg, étant impaire, lintégrale prise entre deux valeurs
symétriques est nulle.

Donc la forme bilinéaire (30) est bien symétrique hermitienne.

1.2. VALEURS PROPRES ET VALEURS MOYENNES DES OPERATEURS J) BT J,. —
On peut tout de suite définir la valeur moyenne des opérateurs J] et J;.
On aura, en effet :

91y ) BT (4 gy 90))
2)7 Fo=,m '("7 1, 9-’))

(/l—)‘) /i J:t>= (Fm,"',m'i =

(‘ [~ i,
Or, d’apres la relation (34) :

(Fmrp’mi("» T ?") Jf(% P :?Z)F"H”m"(" 91, o.,))

= mE(Fm*t,m—(/, 1. 0o )., Fetme- , D1, @2))
d’ou
(13) 5> =m*;

La valeur moyenne est donc bien réelle.
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Appliquons l'opérateur ——z'a% aux fonctions F""m™(4, ¢y, w»),

il vient :

. d . I .
g Fmtsm= (4, 91, 92) = 5 (mF+ m=) Fntam= (4, 01, ).

. * a . .
Cette relation entraine que la valeur propre de 'opérateur — ¢ ;)i;— est
1

mr+m— m

2 T

Or, dans le cas de lapproximation non relativiste, on retrouve le
résultat habituel

. Jd Q1 _ m (?1

" Jo1 <;>— 2f\2

Comme dans I'expression précédente il faut prendre des demi-angles ¢y,

de sorte que c’est 'opérateur qu’il faut en réalité considérer.

a2
A 2
Sil'on pose :
I
c?i= 5?17
ona:
J

- i(){—"”q Fm¥,m=(7, o), 92) = (m+~+m=) Fnrm=(i, ¢}, 05),
;

D
_Z(T(?_l;f(q)l)—mf(.l)~

Les valeurs permises pour m ont é1é discutées par de nombreux
auteurs. Comme le montre Schiff (1°), m peut prendre, soit des valeurs
enlidres, soit des valeurs demi-entiéres.

n N .
Donec m++ m—= 5’ ou n est un entier.

Donc m* et m— sont, soit des entiers, soit des demi-entiers et ccci
indépendamment 'un de I'autre.
Donc, finalement, les fonctions propres simultanées des opéra-

teurs J7 et J; sont les fonctions

-8

- . im+-+m—) I (m——m+) %’
(41) Fmbm=(q, 01, 92) =€ e D

o

ou m* et m~ sont entiers ou demi-entiers indépendamment I'un de

?‘v«. .

(1) L. Scuirr, Quantum Mechanic, see 24, Mac Graw Hill.

lautre.
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1.3. LA METRIQUE DANS L’ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS F5>m7 (7, ¢, 0s).
— Considérons I'espace vectoriel des fonctions F»™ "7 (4, ¢4, 92) donné
par la relation (44) et la forme bilinéaire (30). Si 'on fait le produit
scalaire d’un vecteur "7 (7, ¢;, ¢,) par lui-méme, on obtiendra le
carré de sa longueur, ce qui définira la métrique de I'espace veclo-
riel F75m= (4, oy, 0a).

Ona:

(45) (Fm+,m*([, G, ?2)’ F/n"r’nL'([, o1, ?.’))
. 1Y AT
= q!]gl ﬁ‘f p[f (Fmtym=(G o, o,)* Frtram=(i, o, ?z)d?l] d3s.
> % ay o

Nous allons montrer que la métrique est définie positive.

En effet, d’apres (37),

. —i(m+—4+m—) ﬂ —(m——m+) ¥
mt, m— o 50 ) ) — 2 2
’ L 2 $2)) € e

d’ou :
(Emtam=(d, 0y, g2)) Frvom=(4, 0, 5) =1.

L’expression (45) se réduit donc a

I +® VT -
(Fm*m=(4, 1, 02), Fmtm=(4, ¢y, 92)) = (]l)l_;nr. ;(B.f_‘(b [ f d?lJ e

1 N 2@ _ ¢

Cette forme permet de comprendre pourquoi nous avons adoplé cetle
définition de la forme bilinéaire (30). En effet, on peut considérer la
quantité 1 a intégrer sur dg,, comme une fonction presque périodique,
ce qui conduit comme le font Riesz el Nagy (1) a définir le produit
scalaire comme une moyenne intégrale.

Si I'on revient alors a 'expression précédente, comme

1 +®
E[(}) Id%:I,

(Fm*,m—(l’, $15 P2); Fm+,m~(l" P15 92)) =47,

ce qui justifie bien notre assertion que la métrique est définie positive,
on définira alors la norme des fonctions F7"m7 (7, ¢1, 9,) par la
relation :

(46) “ an+,m~(i7 P15 (P'Z) H = V(Fm*—’m—(l.) 1 ?‘1)7 F””"”Lw(ia P15 92))-

(') F. Riesz et B. Sz. Naay, Lecons d’analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris.
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Il est possible d’attribuer a cette norme la méme interprétation
physique qu’en mécanique ondulatoire, c’est-a-dire celle d’une proba-
bilité. Nous n’insisterons pas ici sur cet aspect de la question.

On pourrait remplacer la forme bilinéaire (30) pai la suivante ou les
deux bornes de 'intégrale sur ¢, ne sont pas supposées identiques :

(47) (Fwmm=(d, g4y 92), 507 (4; 91, 92))

. 1
lim  ——
O, P 5 P+ D

by im -
= [:] [ /’1 (Fmsm= (s g1y g2) )t Frbsnm (4, ¢y, ?2)d?1Jd’~?‘27
J_p L
ou ® el ®' sont des nombres positifs réels arbitraires.

Sil'on ne prend aucune précaution sur la fagon dont on fait tendre @
ct @ vers I'infini on retrouvera lous les résultats précédents, sauf en ce
¢ui concerne I’hermiticité de la forme bilinéaire. En effet, dans le cas
ol p = 4 n~— mit— m—= o, on aboutirait a I'intégrale

/| - iy N i)

] ) . Lk [’
_— 19 — e—17 P2 = o d
c[r,ldl)':l;m b+ @’ [(1>r( o ) d ‘I’,l‘ll’l’]?) o 0407,

shq g, do,.
—

L'intégrale n’est nulle que si I'on fait d’abord tendre le plus petit
des ®, @ vers les plus grands.

Si donc dans la définition (47) on convient de¢ prendre comme défi-
nition de la limite

(48) lim = lim lim

s
D, Pry . max{ P, P’} >» min{ P, ¢t >max{ D, P}

ot lon fait tendre d’abord la plus petite des bornes vers l'autre (en se
rappelant que ® ct @' sont deux nombres positifs) on retrouve tous les
résultats antérieurs.

Gardant en vue la possibilité d’utiliser les définitions (47) et (48)
nous nous limiterons dans la suite au cas ou les bornes des intégrales
sont les mémes. '

On remarquera, en outre, qu'il n’est pas ¢tonnant de trouver comme
bornes d’intégration sur I'angle ¢4 (0,4n), soit dans (30), soit dans (47).
‘Ceci est classique méme dans I'espace euclidien habituel dés qu’on
admet la possibilité d’existence des nombres demi-entiers (12).

(12) G. LocHAk, Thése, Paris, 1959; Cahiers de Physique, n° 102, 1959.
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[l reste un point a examiner, c’est le produit scalaire de deux
fonctions Fn*:m=(4, 61, 05) et Fr%n7 (4, ¢4, 9,). Ceci conduit a une
difficulté qui ne pourra étre évitée que par 'emploi de la métrique
forte.

En effet, comme
(Fm+,m—(l" P1, ?2)* Frnt, ’l'—(i, o4 ?2)) — ei(n++n——m+—m*)¢‘ e—[n+—-u——(m'*'/—m‘)]<pz,
on a immédiatement les résultats suivants

(49) (Fm%m= (4 01, 02), FeHn(4, 94, 92))
0 si mt+ m— nt+ n—,

47 si mt=n+t, mm=n—,
B i sh{nt—n——(m+—m—)|d . ( mT+m—=nt+n-,
m - 1 ¢
P>. [RH—n—— (m+— m—)|D | m+— m— n+— n—

. . . . [ . .
Or, cette limile n’existe pas. Mathémati uement, cecl signifie que le
) p q 8 {
pseudo-angle complexe entre les deux vecteurs tend vers Uinfini. En
effet, on pourra définir 'angle entre deux vecteurs par la relation
) P g p

cosat = (Fm™m= (4, 91, 92), F20n= (4, 94, 92)) )
“ Fm-hm‘(l-’ o1, CP‘-’) “,” Fu—f-’n—(l’ o1, 92) ”
ou

at = ay -+ Lay.

Le troisiéme cas de la relation (49) correspond donc a

Fm+,m—(,j ) Frat.n—(/ o
C|10£2= ( (4, 91, .2)7 ( » Ty ?2)) > o

H Fm+,m“(i’ P, ?'—’) “” Fu+’”7<ia P15 92) || o

Pour les grandeurs physiques ot intervient le produit scalaire
(transitions) on considérera comme impossibles des transitions entre
les vecteurs états pour lesquels chay— oo.

En reéalité, comme nous le montrerons dans le paragraphe suivant,
m*, m~, n*, n” ne peuvent pas prendre n’'importe quelle valeur; nous
avons commencé par un cas particulier simple de fonctions pour
montrer comment arriver a la solution générale. m+ et n+ prennent
des valeurs allant de — I+ & + I+ et m~ des valeurs allant de — /-
a + [, ou I+ et I~ sont des entiers ou demi-entiers indépendants. Il
est alors des cas ou il est impossible de satisfaire simultanément a
I'équation :

mt—+ m—=nt-+ n—;
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et a I'équation :

mr—m—Znt—n—.

Clest, par exemple, le cas ott 'un des deux [+ ou I~ est nul. Suppo-
sons que [~=o, ceci entraine m~=—n-=o, l'intégration sur g,
conduit alors a la condition m+= n+.

Dans ces conditions, tous les vecteurs sont orthogonaux. Dans ces
espaces, la métrique faible convient parfaitement. Nous verrons plus
tard tout U'intérét qu’on peut tirer de cette remarque.

2. Espace des fonctions propres simultanées des six opérateurs J:,
Ji, (J%)2, (J7)2. — 2.1. FONCTIONS PROPRES ET VALEURS PROPRES DES
QUATRE OPERATEURS J3, J*. — Considérons d’abord le cas des quatre
opérateurs J; et J7". De la comparaison de la forme des opérateurs J; ct
J57, il ressort que tout ce qui a été dit des uns reste vrai pour les autres,
en particulier en ce qui concerne les fonctions propres et les valeurs
propres.

Dans I'espace des fonctions propres simultanées des opérateurs J7,

v

i{m'+—+m—, e m'——m’+) bty

Fm'+,m'— (¢ bo) = 2 2
? (") "1‘17 92) =e e )

on définit la forme bilinéaire

(Fm”hm’—(i’ "1’1; q’ﬁ): Fn'+,n'—(i, (!Jla ‘!J‘-’))

+ W
= lim

I
‘If'->m2ly‘f_11r [fo

ou W est un nombre réel positif arbitraire. On montrerait que cette

2T

(Fm5m=(d, 1, $2))* F7 0 (1, 4, %)d%J ds,

forme est hermitienne, que les opérateurs J;” sont hermitiens, que leurs
valeurs propres m'+, m'~ peuvent prendre des valeurs entiéres ou
demi-entieres, indépendamment 'une de l'autre, que la métrique est
définie positive avec la méme restriction sur le produit scalaire et la
possibilité de prendre des bornes W' et W' différents.

Il est inutile d’insister; considérons tout de suite I'espace vectoriel
des fonctions propres simultanées des quatre opérateurs J;, J;°
(50) B, m=m 5 m (4 91y 92, Y1y 2)

@1 s b s
im++m—)— (n——m¥) -~ i (mr+—+m—) o (m'—— mr+) 5=
=e€ “e - Ce -
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Dans cet espace vectoriel on définira d’une fagon évidente la forme

bilinéaire :

(51) (Fmbmmam™ ™= (4, gy, 0y, pry o), Feron ™™ n™ (4, 91, 00, 41, $2))
+o +

by J
X[/n (Fsmman =™ (7, 315 92,y 42))"
]

> 14~/:+.u~.,/,'ry-A,,r_([/., s, oo q)” (!Jg)tl’-?; Cl‘ZJl]d?‘.‘d"P'h

ou :

— ® eL W sont des nombres réels positifs arbitraires;

— P'intégration est effectuée en premier sur g, et Wy, el ot :
(Emtommsom™ () gy by, g0y Ya))* = Fmroms mitom™ (— oy, 4y, — 32, —P2).

Comme précédemment, on obtiendrait les résultats suivants :
1° la forme (51) est symétrique hermitienne ;
2" les quatre opérateurs sont hermitiens ;

3° leurs valcurs propres sont unc suite de nombres entiers ou
demi-entiers;;

4° les valeurs moyennes des opéraleurs sonl respectivement m*, m—,
m+, m'=;

5° la métrique est définie positive;

6° les produits scalaires donnent

(52)  (Fmnm ' om0, gy, o,y ba), B0 0 6 (G o s,y 42)

[0 Sl m+— m— = nt—+ n—;
\ 0 si '+ m'— A n'r 4 n'—;
) 8= simt=n+, mm=n—, mt=n"+ m—=n"—;
§ Si Mt m—=n+-+n— et mt—m— F nt—n—;
>0 ou
\ l sim~—+m—=n++n= et mt—m=ztn+—n-.
2. 2. FONCTIONS PROPRES SIMULTANEES DES SIX OPERATEURS. — LO

probléme est un peu plus délicat quand on considére les opérateurs (J+)?

et (J7)2.

Soit Uyl "= (i, wy, wy) les fonctions propres simultanées des
six opérateurs J3, J°, (J5)2.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, III, 12
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La forme des opérateurs permet de voir immédiatement que

(33)  UEmm™m (i g, o)

_ o e, m m— (] ! mot, e, ety
— Fm m—,m'+t,m (l, o, %, q“, :{2)91_‘_,’17 s (I, 91, 02>.

Les relations de commutation conduisent d’une fagon évidente aux

résultats suivants :

L

(54) U"”_ U m,_(i, Wy, Wy) = Yﬁ+"’ll+(iy W, wz)Y’l]i_’” (7, o, wa),

ou :
me, e . ' . m,mrt .
Yo+ (la wy, Wy) =(I)”L+’"L+<la 15 P2 "‘.’h "!’2)9/*‘ ’ (’7 01? 0‘-’))

(55) e e
YIZIL o (iy Wy, w?) = (I)m—,m’—*(iy P1y 92, "PH q”?)eyi o (1'7 017 02)'

Yo" (4, wy, wa) est fonction propre simultanée des trois opé-
rateurs J©, Ji, (J*)2 et Y (4, w4, w2) fonction propre simultané-
ment des trois opérateurs J3, Ji7, (J=)*.

A la lumiere des paragraphes précédents, il est clair qu’on pourra
définir une fonctionnelle bilinéaire telle que J3, J)" soient hermitiens;
m+, m—, m'+, m'~ prennent des valeurs entiéres ou deml-entléres Nous
démontrerons dans un prochain paragraphe que * et I~ prennent indé-
pendamment l'un de l'autre des valeurs entiéres ou demi-entiéres et
qu’on a les relations :

1 3
l+, l—:o, ;, 1, Q’ ..‘;

56

(56) mE =, —Fa4r, .., 1
mE=—1{* —IlE+1, ..., F—1, &
d’ott 'on déduit :
S, . e
N I+ Y/ T @y, o)) = (D) YR o1, o),

(07) meym ey
(I YP ™ (4 oy, wa) =2+ 1) Yo

(i, v, 0y).
Il est clair qu'il ne reste plus qu’a définir dans I'espace des fonctions
QLTI (g ) = O (G, 0, 00) 81T (4 By 02)
une forme bilinéaire hermitienne telle que (J+)* et (J7)* soient

hermitiens.

3 ESPAGE YECTORIEL DES FONCTIONS @74 /%" 2, Ogy Ug) — Nous
consxdérons Pespace vectoriel des fonctions QM (g Oy, B,)
pour lesquelles I+ et [~ ont des valeurs fixées (nous reviendrons sur

cette condition plus loin).
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Il est facile d’observer les résultats suivants :

a. Les fonctions @77/ = (4 04, 0,) sont hermitiennes, c’est-
a-dire :
+, e, tm . Vet /i 1 e 1N |
(eQﬁ,lﬂ e (4, B, 02))* = 9]1"",12 ) (¢, 8, B),

car :

m, m—, . ety eyt .
(OF ™M (4 By, 0,) )% = @7 (— 4y by, — )

mt, m—,m e .
=07 (%, By, B2).

b. Les opérateurs (J+)* et (J7)* sont hermitiens, car
(=, 01, 02))2]" = [(J=(— 4, b1, — 02))2] = (J=(4, By, 05))*

En outre, i+, =, m*, m~, m'*, m'~ prennent les valeurs (56) et
0" (0+) est un polynome en cos 0+ et @2 "~ (0~) en cos 0~ avec

cosbF = cosf; chf, o= ¢shby sin ;.

Contrairement a la convention que nous avons faite dans cetle partie,
nous n'expliciterons pas, pour l'instant, les polynomes précédents en
fonction de 0, et 0, pour ne pas compliquer I'écriture.

Pour 0 réel, ona (*) :

, 19\« s
(58) €™ (0) =(siu-§—> (cos%) F(—p, d+s—+p—+1,d+r1, sin2§>,
\ Z

Y

ou

(59) d=lm—ml —s={mem| p=i1-2_2

et F(——p, d+s+p-+1,d-+1, sin? »?) est un polynome de Jacobi de
degré p en cos 0.

Donc 07>"'(0) est un polynome de degré / en cost. On en conclut
que 0" (0+) et @"""(67) sont des polynomes en cos0+ et cosf—de
degré I+ et I-.

Dans ces conditions, si Pon veut définir une fonctionnelle linéaire
analogue a celles que nous avons utilisées dans les paragraphes précé-

dents, on peut observer comme remarque préliminaire que P'expression”
(8//‘1::,[/71_!“, meE me ((H', 9_) )* 97»;:[{{:7’ ner o — ( 9*‘, (f“)
— 9’1“4—?’[11 ,m'*",nz'-~<e+’ ﬂ_‘) elll':lli L0 ;:'*--(04_’ 6")

est un polynome en cos0+ de degré 2/+ el en cos(~ de degré 2/-.
Comme seconde remarque préliminaire, il importe de signaler que
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dans l'espace des fonctions U747/ ™" ({, w1, wy) on aura a intégrer
sur I'élément de volume dV construit sur d0,, doy, dy, dos, dis, dis.
En Appendice, il est montré que

(60) dV = 8|1 — cos20, ch28, | doy db; d¥, doy dby diys.
On aura donc a intégrer sur 0, et 0, I'expression

(61)  OU AT (g =) O 0T T (0%, 0=) | 1 — cos? B ch2 b, |.
On définit la forme bilinéaire

(62)  (BETZT™ T, 0y, ), O (G b, 02)

. I
= (}‘f‘, Ty ——TY )

© LA
J_ol Y

=< egq_t,[n:,mﬁ u'_(ﬂ—q—’ (;-—)] 1 —cos20; ch2f, } db, j]dei’

ou @ est un nombre réel positif arbitraire et ot P'intégration est effectuée
en premier sur 0.

Cette définition differe sensiblement de ce qu’il est habituel de
trouver par la présence du facteur e=2("+7+1)0 majs ce facteur est
indispensable, si I'on veut trouver une norme bornée. De toutes fagons,
la fonctionnelle linéaire (62) satisfait a toutes les conditions imposées
a un produit scalaire. Gomme nous Pavons déja dit, nous laissons de
c6té, pour l'instant, la question de l'interprétation physique de la
norme.

D’apres ce qu'on a dit précédemment, cette fonction bilinéaire (62)
est symétrique hermitienne et (J=)? sont hermitiens. Il suffit de montrer
que le produit scalaire (62) a une borne et qu’il est réel.

En effet, si I'on remplace dans les expressions de @777 "= (0+, (=)
et de @/~ ((+,07), cosl* et cosO~ par :

“ cos 0+ = cos 0; ch0,~+ ¢ sin0; sho,,
c0s0— = cos0; ch0,— 7sin0; sho,,

il vient :
(63) O (e 0=y O (1, 07) = f (B, 0) 0 g (B, B2),

ou f(0y, 0s) et g(04,0y) sont des polynomes en cos0; chl, el siny shb,.
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Or si l'on prend le complexe conjugué de cette expression, il vient :

(64) elll_l‘_‘t,lﬁ", nu+,nu-(e+0_) e?::lll:,/w—i—,u,,,_( 0+7 0_) — f( 01’ 02) g g’(01, 02)’

or

e, m— oA —
eﬂ-,[ﬁl S (0+7 O—)e’[l—l-’[ﬁ nton 0_+_, 0 )

= @ T (0, O) O T T (g
- s K ’ ’
donc 'expression (64) devient :
(65)  BF2T T (0, ) OIS0, ) = f (0, 0)— £ (B, 02).

Mais si 'on change 0, en — 5, 6+ se change en 0—, donc la relation (63)
b M
s’éerit :

=

(66) 7T (0=, 01) 07 T T (1, 04) = f(0y, — 0y) + £ &0y, — 0).

La comparaison de (65) et (66) entraine :

S(0102) = f(0,, —6,),
g (0 0:) =— g (b, —06,).
Donc f (84, 0,) est une fonction paire de 0, et g(0;, 05) une fonction
impaire de 0,.
D’une facon plus précise on peut écrire
S (b1, 05) = p(cosb chby),
& (04, 05) = Y(sinb; sho,),
ol ¢(x) est un polynome de degré 2(/+—+ {7) et ¢(x) un polynome
de degré au plus égal & 2 (l++ [7) si I+~ [~ est demi-entier et au plus
égal o (I +1-)—1 si ({*+ [7) est entier. Ce polynome ne contient que
des termes d’exposants impairs, soit p ’exposant le plus élevé.
Si l'on transforme cos”0y, ch?,, sin”6;, sh70, en fonction de cosnb,
chn0,, sinn0,, shnl, les deux polynomes précédents peuvent s’écrire

2l l) 2l o)

(67) 9 (cosfychty) = Z 2 anbjcosnb; chks,
k=0 n=0 -
por
(68) b (sin b, 5110.3)-_-2 Zanpksinno, sh/:0,,
k=0 n=o0

ol @p, by, ap, Bi sont des coefficients métriques, de sorte que

BT T (e =) QI T (g, )
2+ 1) 2+ +1-) P 4
X . . L
= Z‘ Z a, by cosnb;chk,+ zz Eanﬁksmnﬁl sh k0,

k=0 n=0 k=0 n=o
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d’out ,
(69)  OFT T (e ) @ T (6, 0=) | 1— cos? 0 ch2 0y |
(It 4l 1) (4 l—+1)

= 2 2 &, b, cosn by chky—+ i

k=0 n=0
p+2 p+2

-+ 12‘ 21 oy, B sinn 6y sh & 0,.

k=0 n=0

Ici les limites des sommes sont 2({t—{~+1) et p+ 2 a cause du
facteur | 1 — cos?0, chq0, .
Silon pose

2l Al 1) 21— 0)

F(cosbychby) = 2 Z a, by cosnby chkb,,
(_ k=0 n=o
70) p+2 p2
G(sinfy shby) = 2 2 oy, B sinn 0y sh &0y,
k=0 n=0

I'expression (61) devient :

(em+ ,m—,m'+, m’—(0+ 6— ), enj s, 1 +’,l,~(0+, e_))

™
‘émef_@[fo (F(cost, chy) -+ G(sinb, shﬂg))dﬂi]dﬁg,

soit, aprés avoir effectué I'intégration sur 0y,

<9m+ ym—,m'+, m-(0+ 6— ), enﬂ-}l_~ n—, n'+,n'— (0+ e_))

= Jim mf [F(cchfy) i G(c shis)]db,

ou ¢ et ¢’ sont deux ensembles de constantes.
La fonction G(c'sh0,) étant impaire, son intégrale est nulle et 1l
reste :
(@ (g, ), e’;:: o (g 0m))
=(§'§me F (c chby) dby,
soit encore :

(em+ sm—, '+, m'—( 04_ 6— ), en_-: n—,n ! n,'—( 0+ 0__>)

2(l++1—+1)
~ lim — L f Z 1k ch Kby b
2+ +1—+1)
. 1 2Yk 2Y I+l
- @%‘;“w e (It +—+1)0 2 T shkb = 4+l +1

k=0
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Donc la forme bilinéaire (62) est réelle et indépendante de ®. On en
déduit, dans I'espace des fonctions @777~ (f+ §=) (pour I+ et
{~ fixés) une métrique par la relation :

( 7[) (61" -+, T, m'+, m'— (0_'_, 0_), 9)1/;:—,111.—-, m'+, m’-—( 0+’ §— ) )

Mais cette expression n’est pas nécessairement positive, la métrique
est indéfinie.
On définira alors la norme des vecteurs par la relation :
o "
(7)‘) ” em e, '+, m (0+7 0__) “
= V(O (e, ), O (0, 6m)) |

et 'on conviendra d’appeler vecteurs du genre espace ceux pour lesquels
Pexpression (71) est positive et du genre temps ceux pour lesquels elle
a le signe opposé.

Comme précédemment on définira la valeur moyenne d’un opérateur
O(0+, 6=) par la relation

(97}:— Ln*, m'+, m— (0"‘ 0 ), O(ﬂ"" e__) em—f— s m—, m”—,m*(e_._’ e___))

(OFT LT (g =), @ R (o =)

(73) <O+ 07> =

et 'on ne considérera comme ayant une signification physique que les
opérateurs pour lesquels I’expression précédente a un sens.

2.4. Esracr vecrorie pes roncrions U2 =m*m= (g =), — Reve-
nons maintenant a espace vectoriel des fonctions U7s27m*m= (g, o)
pour des valeurs fixées de I+ et /.

Dans cet espace vectoriel, on définit la forme bilinéaire :

(74) (Um+ sm—,m'+, mf(l oy, wQ), Un+ 114—,71+ u——(i wi, w2))
. e—2++1—+1) O +6
- ‘phm /Cbl} fq) f [
L N
(€]

X

AT 27 7T . ,
[f f [ (UL ws))*
0 0 0

+ o= w—, .
< UZ =" 0" oy, w.z)dV],

\

ou

— @, W, @, sont des nombres réels abitraires positifs ;
—dV =|1—cos20, ch?0, | db, dos d; di; dgs d, (voir Appendice),
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— D'intégration est effectuée en premier sur les angles 0,, ¢4, $u;

I (U;’i‘t’;}l_]l",ln’*",""“ (t., Wy, OJ;))\)* — U;’:}Tﬁ’mﬁmg (_ i, Wy, — 0)-3).

D’aprés les études effectuées dans les deux paragraphes précédents,
on sait que cette forme posséde les propriéiés suivantes :

a. elle est symétrique hermitienne ;
b. elle est réelle;

c. elle est indépendante de @, W, 0;
d

pour des valeurs fixes de I+ et ™.

elle est définie quels que soient m*, m=, m'=, m'~; n+, n=n'*, n'";

Cette forme bilinéaire définit la métrique :
(75) (U?_L‘_T}T‘,nu—i-,nf'—(i, ), By )3 U;I—{’_’:'}_’—)I*',Ill'+,llll_(I.’ o, w?))’
On sait que cette métrique est :

. a. indéfinie;
b. indépendante de ®, ¥, 0.
On définira alors la norme des vecteurs U7~ ({, w; wy) par

la relation :

(76) . “ Uﬁf’[ﬁl_"wﬂ;’”””(i, o, U)-z) ”

= m+,m—,m'+,m—/ m-t,m—,m .
\/l (Ul+,’l- ’ ’ (17 0, 02), UI+,[# ’ (la W, (’)2))1

On conviendra d’appeler vecteurs du genre espace ceux pour lesquels
Pexpression (75) est positive, du genre lemps ceux pour lesquels elle a
le signe opposé.

Si O (7, ws. wa) est un opérateur quelconque dépendant des angles w,
et w, sa valeur moyenne sera donnée par la relation
(77) CO (w1, w2) >
(UES M (1 oy 0g), O (i, 01, w2) UM () 0y, 09)

mt,m—,m—m m+,m—,m+,m—¢ >
(Ul+,2—- ’ ’ (¢, wy, 02, ), Ul+,2— e (la,wh ©3)

Les six opérateurs J;, J,*, (J*)* sont hermitiens et ont pour valeur
moyenne respectivement : m=, m'™=, I (I*+1).

On sait déja que m™ et m'* sont des entiers ou demi-entiers, on avait
admis qu'il en était de méme pour I+ et [=. On peut maintenant le
démontrer. Considérons, en effet, les opérateurs :

(5 -=4J3) et (J7==il7).
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Les deux relations ci-dessous sont obtenues immédiatement (') :
(3 2 035) YRSt (k) = [ ) (Froe e 1) JE Y00 (),
(J7 = IDY" (o= ) = [(I—F m—) (I—= m—+1 )]T}\’}ﬁ_i'_"""‘(o)~).
Ce qui prouve que I+ et [~ sont positifs et entiers ou demi-entiers en

méme temps que m* el m~; et que m™ el m~ peuvent prendre toutes les

valeurs
mt=—1[0+ —[lt+1, ..., It—1, [

m—=—1[0- —l=41, ..., ——1, [~
On déduirait un résultat identique pour les valeurs de m'+ et m/'~.
Cecti justifie les relations (36).
On rappelle en outre quon a :

[ (N —mt -+ m+ O+-\—m+—m+
i Y/u*,n/"ﬁ m+) = ( sin — cO0S —
Lo (™) < )

dl+ —m+ +N\ =t
in? —

= . )\ (T —mt (Slll 2

d <sm? —)-)

G+\ It
< ( cos? — ejim+ g+ +I)l'+"!J+).
> s

) 2

(78) \ o i L0\ —\—m——m—

1Y (w )=<sm —)> <cos?>

d[—— — . 0H— l——m'—
< sin? e )

< —_—
ry ——yv—
d(sin2 0—) "
92

' 0—\/\—+m—
i < (cog'z -~ e/ im=o—+m—1%—),

- G. Van Winter (*) a cherché quel sous-espace vectoriel des fonc-
tions Upt,m=m"™7 (4, o4, w,) avait la propriété que ses éléments se
transforment sous le groupe propre de Lorentz suivant la représenta-
tion A (I, -). Si on convient d’appeler spineur tout vecteur d’un
espace vecloriel qui se transforme sous le groupe propre de Lorentz sui-
vant la représentation @ (I+, I-) I'espace des spineurs a
(o l++1)(20-+1) dimension; si [+ -,
(24 +1)? dimensions si l+=/—=/.

On sait, en outre (1*), que les seules représentations finies de ce

(1) E. H. Corson, Introduction to tensors, spinors and relativistic wawe equations,
Blacke and Son.
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groupe sont celles pour lesquelles I+ et /= sont des multiples de nombres
demi-entiers.

La condition que [+ et I~ soient des multiples de nombres demi-
entiers est bien satisfaite pour D'espace vectoriel des fonctions
Uptymomsm= (4, oy, we) mais, par contre, cel espace vectoriel (I+ et [~
fixés) a

[(2l~+1)(2{~+1)]> dimensions.

Pour voir ceci, on peut se placer dans le cas simple des rotations tri-
dimensionnelles ou les fonctions propres des opérateurs de rotation sont

Y7Rm (0, 9, 4).

Dans le cas des harmoniques sphériques qui satisfont a une représen-
tation @ (/) du groupe des rotations tridimensionnelles on a (27— 1)
composantes (! entier) et ici les harmoniques sphériques sont données
par les fonctions Y7 (0, ¢, ).

Comme m' prend (27 -+ 1) valeurs; il y a donc (2 / + 1)? composantes
pour les fonctions Y2 (0, ¢, ).

Donc [(2 4 1) (2 {4 1)]* composantes pour le produit

+omi+ s — m— s
YRDMT (L @y, we) YT (4 g, wa)

1
Dans le cas I+= ~, I~= o, par exemple, on trouve les quatre compo-
santes :
6+ /
cos —exp  —(pT+ )
L s [ :
, sin —exp - (ot—d+)
an-;,m'to,o (l, o, m?) — Y{]n*',in+ (i, wy, 0)-2) — 2 " .
EX El O+ i
08 — exp — — -+ )+
cos — exp — - (97 =+ ¢+)
. b {
sin —exp — ~ (¢+ — L)

C. Van Winter montre alors que si I'on considere 'espace vectoriel
des fonctions UR""™""™ ({6, wy) pour lesquelles non seulement /+
et [~ sont fixés, mais aussi m'+ et m'—, les fonctions de cet espace se
comportent comme des spineurs, c’est-a-dire se transforment sous le
groupe de Lorentz, suivant la représentation @ (I+, {~).

Pour terminer ce paragraphe, nous voudrions faire deux remarques,
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I'une concernant une extension de la définition de la forme bilinéaire (74),
I'autre le produit scalaire de deux fonctions quelconques

— ' — < [
UZG2T M (o 02) et UL (1 oy o).

Une premiére extension découle des relations (47) et (48) et condui-
rait & remplacer (74) par

mt e nt,n— 't n'— o -
(Ul+,’14 ’ ’ (’a Wy, w2)7 Ul+,’/~’ ’ (l) Wy, “)'2))

. e—2++1—+10 /1‘1’ [um [‘@
= m 0 a7
o0y (P+D YW +U)) ¢/ v/

yp (> )

(SIS
" [ 27 =
% [ [ f [I (U;:::}i{t—,m'—hm d (I', oy, 0):_,))*
0 0

<0

(79)

< U;L_:",;//i‘, /'H-"U’(i, o1, (')g) dv J ,

ot @, @' ¥, W, sont des nombres réels arbitraires positifs et ou il est
entendu que la limite s’effectue en deux temps, d’abord en faisant tendre
la borne inférieure vers la borne supérieure, puis la borne supérieure
vers P’infini. ;

On peut obtenir une seconde extension en faisant ’analogue dans
I'intégration sur 6, en remplacant les bornes [ —®, @] par [ — @', 0];
le facteur €2/ /=10 pap o+ +m+10+ 09 oy onfin la lim par :

0 >
lim = lim
max { 0,07 ) >» min { 0,0 } > max { 0,0 ).
Examinons maintenant le produit scalaire de deux fonctions :
URTZT M (G oy, wy) et UEDEM M7 (4 0 0))

pour I+ et I~ fixés. On aura des relations analogues aux expressions (52) :

(80) (U;)_zl_-:-jﬁz",mrﬂ—,mf— (I', o, w-z), U[n:,,lﬁizu—f—,n,__(l.’ i, (02>>

0 si mt +m— F nt 4+ n—,
0 si m't—+ m'~Z n't 4+ ',
=1{ ¢ si. o mt=nv, m—=n—, mr=n+ m'-—=n"—,
siomt +m—=nT+n- et mt—m— #Fn+t—n—,
e si m'+t+m'—=n't+n'— et m+—m'—%n+—n'—,

ou G est une constante réelle positive ou négative.
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Comme a la fin du paragraphe 1 il faut faire certaines réserves sur
le fait que le produit scalaire tend vers I'infini pour certaines fonctions.

On sait que ce cas ne se produira pas sil’'un des deux nombres I+ ou I~
est nul. Cette remarque nous sera utile dans le paragraphe suivant.

3. Espace vectoriel des fonctions se transformant sous le groupe
complet de Lorentz. — Il est intéressant de trouver des fonctions
des angles complexes w* et w™ qui se transforment sous le groupe complet
de Lorentz suivant la représentation :

@I+, )Y@ D(1-, I+).
Or, il est facile de voir () que si P est 'opération parité on a :
q p P
PUZT MM (0, 0=) = U555 (o w);

c’est-a-dire que l'opération parité transforme w* et w—; soit encore [+
en =, m* en m—, m'+ en m'~. Donc les éléments du sous-espace vecto-
riel caractérisé par des valeurs fixées de +, I, m/+, m'~ n’est pas inva-
riant sous cette opération P.

Pour arriver au résultat désiré, il suffit de définir, comme 1'a montré
C. Van Winter () les opérateurs

Sh= Iyt 4+ Y-

(81) (S'p=8.8, (k=12 3)

et de chercher les fonctions propres simultanées des opérateurs
(82) ECNR EO A N O S R

On trouve facilement que les fonctions propres de ces opérateurs sont
(83) ZETmI™ ok, 0Ty = N (I, by — m — |1, b, 8, — )

mr -+, m—

m+,m—, m'+,m'— —
= Ul+,’l—— ’ ’ <w+a w )a

ou §' prend les valeurs

(I 1=y, (L l-—1), ..., |l+—1i-|
et
m=—s, —s+1, ..., §—1, ¥,
r, =, —m+, —m/~|l+, -, &, —m') étant les coefficients de
7 ? b

Clebsch-Gordan.
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Pour I+ et I~ fixés, les fonctions 7;47,2:™ (i, w1, ws) sont des vecteurs
d’un espace a

2n(2n+1)(2{t+1)(2{—+1) dimensions si [+ [~
n(2n-+1)(2/+1)? dimensionssi [+=/[—=1,

ou 7 est le nombre des valeurs prises par s' et (22 ~+ 1) le nombre des
valeurs possibles de n2'. ‘

Si l'on considere le sous-espace vectoriel du précédent dans lequel on
maintient fixes non seulement [+ et /[~, mais aussi s’ et m/, les dimen-
sions de ce sous-espace seront :

2(2dr+1)(2l~+1) si (+F (-,
' (2l+1) s lr=[(-=/

et, comme 'a montre C. Van Winter, les ¢léments de ce sous-espace vec-
toriel se transforment sous le groupe complet de Lorentz suivant la

représentalion :

R PR (L—, ) (6P, somme directe).

On sait, par exemple (13), que pour (@ (—, 0) ®< o, ) ce sous-espace
vectoriel est isomorphe a 'espace des spineurs a quatre composantes de
. I I\ .5 . ’
Dirac pour 3 <5, 5) al’espacedesquadrivecteurs, pour D (1,0)Q) A (0,1)
a l'espace des tenseurs antisymétriques self-duaux de rang 2, etc.

Reprenons maintenant I'espace vectoriel des fonctions Z727" 5™ (¢,
wy, wa) pour des valeurs données de [+ et I~. D’une facon formelle
on définira comme dans le paragraphe précédent le produit scalaire, la
somme el la valeur moyenne d’un opérateur O (7, m;, ) par les

relations,

st e e gy \ nE e,
LE2 3™ (4 oy wa), LEE zf (4 w,, ©2)
sy

i 21+ 4+ 1—41; 0 /1 f"‘“
= m
1) e ¢ f\[ _
(-I))5->x>
«
(34) e or s
<[ [T e ooy
] ey

><[,"'" S vy, @) dV J
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ou les ¢léments qui rentrent dans cette définition ont la méme significa-
tion que dans la forme bilinéaire (74).

5) |2 G o, 00)
(86) <O (i, 01, 02))
(BRI (G o1, 02), O3, 01, 99) ZE (6 o1, 03)

mt,m—,m' > mt, =, mt oo
(Zl+,;—-,s” i, Wi, ‘”'2)7 l+,2—,s' - (1'7 Wy, (,02))

>

‘ = \/‘ (Z?-L:iﬁl,-;” " (ia Wy, w‘l)y y—L:’[ﬁL;" " (la Wy, w‘Z)) |7

Ces définitions sont formelles parce que la relation (85) n’est pas tou-
jours définie : en effet, dans le produit scalaire sous le radical de (85)
intervient la somme des produits de deux fonctions :

i e e — /s e, — I, — .
Ul+,’liL S (l7 Wy, 0.)&_)) et U/l)—lf,;]f: L m (l) "’la")‘l)

pour lesquelles m* et m~ sont bien les mémes, mais m'* et m'~ sont dif-
férents de m'+ et m'~. Or, a cause de la propriété des parametres de
Clebsch-Gordan d’étre nuls (1), sauf si m'++ m'== m' il s’ensuit que
dans (85) on aura toujours les relations suivantes satisfaites : ‘
mt = nt, m-= n",
M+ m'— = m'++ m'—,

m'+— m'=Z m'+— m'.

Or, si l'on se reporte aux expressions (80) on observe qu'on est dans
I'un des cas ou le produit scalaire de deux fonctions

mE,m—,mv,m— it rnt, = o
UZ' I ’ ’ (la Wy, w‘-’) et I-Jl-*—,’l~ ’ ’ (l: Wy, wi)

-, —

tend vers l'infini.
Donc, en géndral, les expressions (84), (85), (86) n’ont pas de sens.
Comme on I'a déja remarqué elles en ont un cependant si

[+{—=o.

Nous nous placons donc dans le cas ot cetle relation est satisfaite ; dans
ces conditions, les relations (84) et (85) définissent une métrique indé-
finie et les fonctions Z}\7}™ ;™ (i, wy, @) constiluent un ensemble de
vecteurs orthogonaux.
On remarquera que le produit scalaire est nul, sauf si
( mt=+m—=nt+n-,

(87) ‘(

m =n’

(%) J. H. Bratt et V. F. Weisskopry, Theoretical nuclear physics, Appendice A.
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Or, nous montrerons dans une prochaine étude (°) que les rela-
tions (87) sont les regles de sélection dans les interactions faibles entre
particules.

Ceci justifie le nom donné a la métrique de cet espace.

4. Remarques finales. — La quantit¢ de travail nécessaire pour arri-
ver au si maigre résultat d’avoir pu définir une métrique dans certains
espaces ou [+ et [~ fixés sont tels que (85) ait un sens ne se justifierait
pas si elle n’ouvrait la voie a la seconde partie de cette étude, bien que
le fait de trouverles regles de sélection des interactions faibles soit intéres-
sant en lui-méme.

Il faut noter deux points importants, I'un apparaissant comme naturel
et 'autre comme nécessitant une étude plus poussée des définitions don-
nées dans celte prémiere partie.

a. 11 semble tout a fait naturel, quand I'expression (85)a un sens, de
trouver une métrique indéfinie. Pour le comprendre, placons-nous dans

le cas de la représentation @ (1, 1) et adoptons dans I'espace des fonc-
1Y 35 P p

tions U™ ™ (4, wy, wy) la métrique donnée par la relation (76),

métrique qui est indéfinie comme on I'a montré. Or, sil'on fixe les

I .
valeurs de m'+ et m/~ par exemple m'*=m'~-= ~» on sait que les fonc-

tions U "% % (i, 0y wy) se transforment sous le groupe de Lorentz

. . 11 . .

suivant la représentatlon ) (—, —) et que les &tres géomélriques qut se
’ 27 2

transforment suivant cette représentation sonl les quadrivecleurs de

I'espace temps. Il y a donc un isomorphisme entre ces quadrivecteurs et

1
2

. . .
les vecteurs fonctionnels U} % 2 (¢, oy wp); il devra donc exister
2 2

dans cet espace fonctionnel comme dans I'espace temps des vecteurs du
genre espace et des vecteurs du genre temps. Donc la métrique de les-

A . . .
pace U2 ¥ (4, oy, wy) doit étre indéfinie.

6. Un second point sur lequel il faut insister, c’est que dans tous ce.
qui préceéde, on a supposé les valeurs de [+ et [~ fixées. De I'isomor-
phisme déja indiqué entre certains espaces U™ ™™™ ({ 6y, o,)
et les spineurs d’ordre i+, /= en appelant spineur d’ordre &+, [~ Lout étre
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géométrique qui se transforme sous le groupe propre de Lorentz suivant
la représentation @ (I, [~) conduita penser qu’on devrait avoir les rela-
tions :

(88) (Upr,i= (7, w1, w2), U, p— (1, 01, ©3)) = 814 gt 81—,

car si®,., et @, , sont des spincurs respectivement d’ordre [+, [~ et
I+, I~ on sait qu'on a :

(Pre,imy Pprv, ) = 844 0+ 11—

Or, la condititon nécessaire et suffisante pour que Vexpression (88)
soit vérifiée est que :

=

3 s e, sy =
(89) f O 12T Iy 0y) O TR (4 0y 0)
0

P | 1—ch? 0:!‘05201 l d”l = 8“. ek 6/__/,_,

Or, il est facile de voir par des exemples simples, que cette rela-
tions (89) n’est pas vraie en général.

En résumé, la métrique faible ne peut étre valable que pour certains
sous-espaces vectoriels correspondant a des valeurs données de [+, =, s/,
m!, ou de I+, [, m", m'~, mais physiquement ceci signifie que dans les
sous-espaces ou elle est valable, il pourra y avoir des transitions entre
les différents états de ce sous-espace si chaque état de ce sous-espace est

_caractérisé par une fonction

gm, e, me o T, e ! e e
LMo (1, vy, wy) ou UM (i, vy, wa).

Néanmoins, il est nécessaire de définir une métrique qui puisse étre
utilisée dans des cas les plus généraux et ceci fera I'objet de la seconde
partie de cetle ¢lude.

DEUXIEME PARTIE.
LA METRIQUE FORTE.

1. Généralités. — Comme on I'a indiqué dans I'introduction, dans
cetle partie on considére les deux espaces &+ des fonclions Y717 (w+)
fonctions propres simultanées des opérateurs J;, J37, (J+)? et &~ des fonc-
tions propres simultanées des opérateurs J7, I, (J7)2, soit Y207 (»7).
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Nous ne recommencerons pas tout ce qui a é1é fait dans la partie pré-
cédente et nous considérons des le départ que /=, m*, m'= prennent les
valcurs données par les relations (56):

Si I'on fait le produit cartésien de &+ et & on obtiendra les fonc-
tions Uprmmm= (o w~) de espace & = &+ < &

Tt me—, e me— e+ — I N
U mom = (e o) = LY (), YT (0) |

On a donné dans lintroduction les régles de calcul du produit
scalaire dans l'espace &, en faisant remarquer qu’il y avait lieu de bien
distinguer entre les deux types de grandeurs imaginaires qui renlrent
dans la théorie celles qui dépendent de la métrique de I'espace-temps
caractérisées par I'imaginaire ¢ et celles qui dépendent de la quantifi-
cation (caractérisée par 'imaginaire j).

Si f(j, o+, »~) est une fonction des angles complexes w* et o~ la
fonction hermitienne conjuguée est définie par la relation :

Sy 0, 0m) = (= jy 0y o).

Dans tout ce qui suit et contrairement a l'usage établi dans la partie
précédente ou les fonctions élaient considérées comme des variables
de w; et w,, les fonctions utilisées dépendront de w+ et w™.

Il apparait alors que le seul probléme a résoudre est de trouver une
forme bilinéaire dans I'espace &*, car tout ce qui est vrai de cet espace
Pest de &, mutatis mutandis.

Comme dans ce qui préceéde, pour simplifier le probleme, on com-
mencera par traiter le sous-espace & de &+ des fonctions propres
simultanées des opérateurs J; et Ji".

2. Etude de l'espace vectoriel &;. — Considérons les opérateurs

. d , . d
e T

Ji=

et leurs fonctions propres

Fmtom s (f, oF, ) = ellmtet+mayt),
D’aprés la définition des grandeurs hermitiennes conjuguées, on a

)=y -—d%)_—'_; Js)y=yJ d—z"" ) (Fmtom'™ (f ot dr))* = e—jimTFam'+lr)

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, III. 13
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Dans 'espace &, on définit la forme bilinéaire :

(9o) (FmHm'™(j ot &+), F"*”"*(/ 9+, 4+))

o, R 4<1>t1rf fq

><[ f f (Bt (7, g, gy Faton' (f, o x‘ﬁ)d@?ld%]d%d%,
o 0

ou ® et W sont des nombres arbitraires réels positifs et ot l'intégration
est effectuée d’abord sur ¢, et ,.
Nous allons établir la relation :

(91) (Fm+,mr+ (‘].7 o, \‘{+ ), Fnt,n'+ (,].; &+, ‘P*) = 8x2 8m+m’+ 6n+n’+,

Ity m!+

c’est-a-dire les fonctions k7 (f, 9*, Y+) forment une base ortho-

normée de I'espace &7.

En effet :
(92) (Fm‘f, m'+ (,]7 ?+, :j‘,'*" ) )* Fnrt,n'+ (‘17 :P+) v]iﬂ-)
— ejlnt —m+)o+ gjn'+—m'+)b+
= ef(nT—m+)o, gj(n'+—m' )by g—(nt—m+)@s g—(n'+—m'+)Y,
a cause de la relation ij =—1.

SiI'on porte la relation (92) dans (9o), les intégrales sur ¢4 et ¢4 sont
nulles, sauf si m+=n* et m+=n'+.
Dans ce dernier cas, il vient :

(Fmoms Gy ey 00, Fren (3, 40)
== 2 2
= 8= @llix!];m4¢)\p’f f dps dy, = 872,

ce qui démontre la relation (91).

Lexpression (Fnm™(j, o=, &*), Fmmm™ (5, ot ¢*)) fournit donc
une métrique définie positive dans &} et la norme d’un vecteur de cet
espace sera donnée par :

(93) (| Fmosm™=(f, o, §b) || = Y(Fmtm™(j, g%, ), Fn5Hm™ (), ¢%, 4F)).

Si O+(g¢+, Y*) est un opérateur tel que I'expression
(Fmam™ (f, ¢+, 4+), O(eF, §+) Frbm (7, o+, +)
ait un sens, la valeur moyenne de cet opérateur sera :

. _ (Fm—",m—i-(j 9+, qﬁ-)’ 0+(<P+ ‘P+) Fm+, m'+(] o, q,—;—))
O™ 470 = =), 4%, §9), Fvmm (7, 7, 47
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en particulier
(9%9) ‘ div=mr, vy >=m=~,

On pourrait remplacer les bornes (—@,@)et (— W, W) par (—d', @)
et (—W, W) en prenant la limite comme il a été indiqué dans la
premiére partie. Naturellement, on obtient des résultats analogues
dans 'espace &;. Considérons alors Pespace & = &7 < &;; soient
Frmtmm=m= (7 o+, 4+, o=, ¢~) les éléments de cet espace. On a

(95) Fom®, m, m=, m'*(j’ LA '!J+a 7, '1"_>

i ,‘ Fm+, m'+ (./a @4—, ¢+)7 Fm— m'— (j'7 o, ,111—-') ',
Dans &, on aura la forme bilinéaire

(96) (Fmmmimm=m™=(j, gr ) o=y dm), Batsw'mon=y w'= (g v e 7))
_ +m, +nt, -
= (Fmt.m (7, 97, Yt), Fraton (/s e, )

-+ (F"i—’ ms (./.7 T, d’_)7 | (J') e, "!‘——) ):

v

ou le premier terme du second membre est donné par la relation (go)
et le second terme par une forme analogue. On en déduit

(97)  (FmmmSms mi= ([ ot gt g=, =) Futs s,y = ( YT, 9T, v))

= 8= ( 8m+, m’'+ an"', n'-+ -+ 8m.—, m'— an", n’*)-

Ceci définit encore une métrique positive

([«‘m+, mm u’m'_(ja o, "!‘4—7 ¢, "!'——), Frmr,m=sm=, m'—"('/') ¢ '!‘+: S "I’——) = lﬁo’:z’
d’ou

(98) [ Fmrmmm=(foor o= L) |

o L m, me = ¢ = I, e -
= \/(Fm™m™ m=m (]79_’_7‘1"—'—7(? y §7), Fmsmi = (/’Y+7(!J+’? RAN)

On en déduit la valeur moyenne d’un opérateur O (9+, §+, o=, &™)

) 4 " ont ‘ — =
(99) AN (')(Y+> "!’Ta ) !J >
(B o g e o
+ Y —_ - + '+ —, —r . . — — .
_ 0("1:_'—7 v 9T, y) Emtomitme,m (./7 SR "!’—'—a? 7':4 )5
== (S — Y T 0 P — T T T — PP
{ (Fotsm=mr, m ’(J7?+a'A’J+7? 9"# ), Fmssm, m=,m (.]’?_r:'l’ﬂ-v*r J"P )3

f o (e ), O, g g e e (g gy )
_ L (From—(; o= Y70, 0097 9 9, b ) Fmmom—(j, o= ) ) §
[ I o N L A D DY ’

Lo (B = g, 4, B’ (o=, 4= |

en particulier,

s ) m'=
—_— < Ji s =

(100) 5,=" po=2
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Il n’est pas étonnant de trouver dans (100) la moitié du résultat (94),

puisque dans &, 'unité de longueur est /> fois celle des espaces &7 et &7
Nous.reviendrons plus loin sur cette question.

3. Etude des espaces vectoriels &+ et &—. — 3.1. Espack vEcrorIEL &F.
— Comme dans la premiere partie de cette étude, il est nécessaire de
commencer par I'étude de P'espace vectoriel &, des fonctions

(IOI) 9m+, m'+, m—, m'—< 9"‘, 6“) — { O?r—, m’+ (9"‘), eyi“, m'-—-( 9_) }’

I+ -
avec :
&, = 6% < &3.
Il faut donc définir une forme bilinéaire dans 'espace vectoriel & des
fonctions @7%"™ " (0+). Remarquons d’abord que comme 87%"™ " (6+) est

indépendant de j

(102) (O () ) = O™ T (0).

Il faut ensuite déterminer I'élément de volume d’intégration dans
Pespace &*. Tl est montré en Appendice qu'on a : -

(103)  dV =162 ! 1 —%(605201—& ch20,) id@., dyy dby dys, dbs, db,.

On définira alors dans I'espace des fonctions 075"" 7 (6+) la forme

bilingaire :
(104) (e;)-l:",ln”*‘(e—}—), @)’ll_’:,u'+ (9+))

+6 I
= (_}i;nme~2(l++1)® . [ f 07 T (0+) @) (0+)
— 0 N
>

1— ;(coszﬂl)—*— chaf, d‘),] dis,

ou ® est un nombre arbitraire réel positif et ou I'intégration sur 9, est
effectuée en premier.

Comme on I'a remarqué dans la premiére partie @717 (6+) est un
polynome en cost+ de degré I+; @™ (6+) /7" (6+) un polynome
de degré 2l*. Comme l——%<008204+0h202) est un polynome de
degré 2 aussi en cosf*, on a finalement un polynome de degré 2(I++ 1)

en cosO+.
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De la méme facon que précédemment on montrerait que

O gy O (0+) | 1 — ;(00520;+ ch20),

= f(chfycos0;) + i g(shb,sin0,),

g ¢tant un polynome impair qui s’annule dans Pintégration sur 0, et f
un polynome de degré 2 (I+— 1) pair. Comme précédemment, ce poly-
nome f peut étre ordonné en chk,, puis intégré par rapport a 0.
Ceci prouve que I'expression (104) est réelle et bornée. On en déduit la
métrique qui n’est pas définie positive

(O™ (6), O (00)).

Si cette quanlité est positive, nous conviendrons de dire que
871" (0+) est du genre temps; si elle est négative, qu'il est du genre
espace. Avec celte convention, on peut définir la norme d’une fonc-

tion 675" (6+) par la relation :

(105) [ 855" () | = [ (01" (80), 6T (1)) .
Si O(6+) est un opérateur tel que 'expression
(8™ (B+), O (0+) 87" ™ (4+))
ait un sens, alors la valeur moyenne de cet opérateur sera

(106) Oy y = (BB, O(6m) O™ (6v))
(O (1), o™ (1))

Nous ferons les remarques suivantes :

1° Nous nous sommes limité au cas ou I+ est fixé, nous reviendrons
sur cette condition un peu plus loin.

2° Comme précédemment, il est possible de remplacer les bornes
(—®, 0) par (— @', @) a condition de remplacer exponentielle e—2(1+1)0
par e~("+11(0+0" ¢y de faire tendre @ et ' vers l'infini de la facon déja
indiquée.

3° Enfin, en remplacant partout dans les expressions précédentes 6+
par 0= et I+, m+, m"+, n*, '+ par 1=, m—, m'=, n—, n'~, on obtiendrait
des relations analogues valables dans I'espace &;.
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3.2. — Espace vectoriel &+. — Considérons I'espace vecloriel &+ des

fonctions Y2~ (w+) pour des valeurs fixées de [+,

(107) VI () = Fm (g, ) €127 (67,

Toutes les formules ci-dessous découlent des paragraphes précédents :
° Forme bilinéaire :
( 108) (Y;,i-i—,m'—r (0)’*‘), Yn+,ru+(w+>)
0 +6

i —2 (1 +1)0 f f f

= glim =

$ l (I)IL )
(

e

S AT a2 AT
- lf f f <Y;,i+,nu+ ( u)*))* Y;L:,n'-f( w+) (ZV] y
0 ] 0

ou dV est donnée, par Pexpression (103) et ou l'intégration est eftectuée
en premier sur 9y, ¢4, by, avec :

(109) <Ym+ ml+ w+)’ Y;L-;_.*-’Iz,+( (')+>> =872A a,,m—,ﬁ— am"" nt
ol A est un scalaire réel, positif ou négatif.

2* La métrique estindéfinie :

Si (Y22 (w*), Y (%)) >0, 75" (o) est dit du genre
espace;

Si (Y™ (00, YE ™" (07)) <o, Y5 () est dit du genre
temps.

39 Dot la norme d’un vecteur Y™ " (w+) :

(I IO) H Y/n-r- m’+<w,?_> ” — \/ I (Ynz-v- m+ ( U)’*"), Ym+ m'+((,)+.)> l X

4° Si Pexpression : (\Y}’f""’f(rn*), O(w*) Y/L"™ " (@*)) a un sens,

la valeur moyenne de I'opérateur O () est :

(Yru—r mr ( w*) O( (0”") Ym‘*‘, m’+( -+ ))

I11) O(w+)> = -
< I) < (U > (‘ mt, m’+((')_*) ‘m-*" m+(u+))

En particulier, ,

(112) Iy =m™, LIy =m+, ()= I+(I++1).

5° Enfin, en changeant simultanément o+ en w™; I+, m™, m'+, n+, n'+
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en =, m~, m'=, n=, W= 15, T, (3%)2 en J5. 5, (J7)2, on obtient des
résultats analogues valables dans Pespace vectorlel 6.

3.3. Espace vectoriel &~.—Considérons maintenant I'espace vectoriel &

des fonctions U, ™™ ™ (w+, »=) pour des valeurs fixées de I+ et I~

U;n:— Zz'+ m,~,m'—( (.0“‘, Lv)—) — { Y;r::“,m"?-( (.0"'), Y;li—., m’—( 0.)_) }.

Tout ce qui suit est une simple juxtaposition des résultats précédents.
1° Forme bilinéaire :

(“3) (UI}{+[.I)L’+,Nl*‘,III" (w+, n— ), L;::l/i"i» n=yn'— (w+ w___)>
_ <Ym+ m’ +( )_5_)7 \ rnt, n'+(w+)) (Ym-—,m'——(w__) Yn— n'—'( (1)_))

= BR[ A+ St ot St i+ + A Sm—, n—Opm—, n—1s

oit A* et A~ sont des scalaires réels positifs ou négatifs.

2° La métrique est indéfinie. Nous adoptons encore la convention :
sl

m+, m+, m—, m—
( U; G (ot

.»[_

N\ pimetmrtme me—- —
, W), U[+,}+ e (v, w )) > o,

le vecteur est du genre espace.
Si P'expression précédente est négative, il est du genre temps.

3° D’ou la norme d’un vecteur U}y ™™™ T (wF, @T)
(f) U (e o |

+,m+, m-- -+, =, m—
= VUL (o, o), URT T (or o) )|
,

et si I'expression

+ - m—, m'— \ vy, m—, m—
(U;]i iru s m (0)*7 =), 0 ( (t)+, 0)_) U?—]i— 2m,' ym—,m (0)'*‘7 on— »
s . /

a un sens, la valeur moyenne de 'opérateur O(wr, w7)

(115)  {O(w+, v—)>
(UZT 0 (o, o), O (0%, =) U 5 msm= (e w=))
(l JIITITIg), U}'jfl’ﬁll+""'-""'7(w+, w=))
g (YA (), O(0', 0) Y25 (w+))
| = (Y (o), 0o, o) Y 2 (w7))
— (YT (0, YT (o)) - (Y (), Y (am )




202 P. HILLION ET J.-P. VIGIER.

Ceci n’est vrai que si Popérateur O (o, »7) effectue un mélange des
composantes -+ et — de Despace &, autrement dit s'il y a interférence
entre &+ et 6.

Considérées comme éléments de ¢ les fonctions Y2 (w*) ont pour
composantes

m+,m+,0,0 _ m+t,m'+
Ul+,0 T (wh, @ )':{Y1+’ <w+)70}

ct, de la méme facon,
Ug:?ﬁn*’m'm(wﬁ 0=) = { o, Y'l"_m’m’_(w—) }

Si donc un opdrateur n’opere que sur I'un des deux sous-espaces. on
retrouve sa valeur moyenne donnde par Dexpression (111), en parti-

culier :
I =mE, (5 y=mE (JER= ().

Si l'on considérait, par exemple, 'opérateur —J; i, I'application de

le formule (115) donne
']%\ —(m++ m—),

mais on peut aussi écrire

i ()]
—J 5 J 5ov J o=

et en utilisant ici deux fois la relation (111), il vient

— mt -+ m—
‘,f)~“> 2 2

ce qui est bien le résultat d¢ja trouvé. On remarquerait que c’est aussi
ce quon trouve dans le cas de la métrique faible.
Il reste maintenant a étendre ces résultats au cas de I'espace vectoriel E

m+, m—,m’

des fonctions Z;3 ;7™ (0F, w7).

4. Fitude de 'espace vectoriel E. — Comme on I'a vu dans la premitre
partie des nécessités d’invariance de la théorie sous le groupe complet
de Lorentz au lieu que ce soit sous le groupe propre seulement conduit
a envisager au lieu des opérateurs J3, J3°, (J5)%, Pensemble des opé-
rateurs

(116) ¥, (JEe, Sy=Ti+J5,  SE=SiSk (h=1, 2 3)
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Le probleme est donc de passer de

(117)  {Y/"7(wv), 0} fonctions propres simultanées de J3, J57, (J*)2,

et

118) o, YL (w— fonctions propres simultanées de J3, Ji, (J7)2,
( » Tl prop ’ EEAN

a I'espace des fonctions propres des six opérateurs définies dans (116)
or, & étant le produit cartésien de &+ < &,

E =6+ x 6~

et Popération parité transformant &+ et & et vice versa, on a

P& =6—x &+,

Donc, pour avoir un espace invariant sous I'opération parité, il suffira
de faire la somme directe de ces deux espaces.
D’ou
E=6@Pé.

m+,m—,m’

On en déduit immédiatement les fonctions Zj5 ;270" (w+, w~) de cet
espace a partir des expressions (117) et (118)

(119) 2™ (W, wo)

Z (Iry b=y =+, —m/'= | I+, I s/, —m)
—m'+, —m—
> VDT () Y (07,
2 (Z*a 1_7 - ml+7 - ml—l l+a 1—7 Sl: - m,)
— e, —m— )

< YIS (1) Y o)

ou (I+, &=, —m/+~,—m'— |, I, s', —m') sont les parametres de Clebsch-
Gordan.

On observera que les deux composantes sont identiques, ce a quoi il
fallait s’attendre étant donné I'invariance de 'espace E sous l'opération
parité. X

On peut donc se contenter d’utiliser une seule composante, ce qui
manifestement ne changera rien au résultat que nous obtiendrons; géo-

métriquement ceci reviendrait a diviser par /2 I'unité de longueur dans
le métrique de E.
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Dans la suite, on écrira donc :

. mE,me,m —
(120) A C R ]

N - L [ S / I
= Z (b= —m/~, —m/— | I+, [~ ¢, —m)
— T, —

=< Y?—l:’ m'+ ((1)’") Y;n_—‘ m— ( 0)’).

Il peut sembler a premiére vue qu’'on retombe sur les résultats de la
premiére partie. Il n’en est rien, car ici »* et w~ sont considérés comme
des variables indépendantes, chacune fonction de =, et w,, il est vrai,
mais dont les variations doivent étre prises indépendamment 'une de
lautre.

On définira donc dans I'espace E une fonctionnelle linéaire par une
intégrale double de Stieltjes '

B mtyme=,m! o nt,n—,n' -
(1) (2R 5™ (ot w), 2 (0, 0o)

= 2 2 (I b= — '+, — /= | I+ = 8", —m)

—m't,—m'— —n't,—n
. ’ . e gt ’
X (I, = —n+, —n'— |~ -, U, —n")

. /[ (VA" T @) Y (0m))
= Y;‘:’ T (w+) YO0 () dot do—,
ott (Y™™ (w+) Yo" (w™))" est la fonction hermitienne conjuguée

de Yo (o) Y7o (w7).
Or, l'intégrale (121) est séparable et 1l vient :

p mt,m—,m’ s n+,n—,n’ __
(122) (L3520 (0, 07), LR (0, o))
= E ? (I = —m/+, —m/— | I+ =, 8", — m)
—m',—m— =, ——n

X (I = —n'+ a0, — )

(O ) Y o

Or, les deux intégrales de Stieltjes qui figurent au second membre
de (122) :

S (o) X orydore e [ (Y (00 Y (07 do
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ne sont autres que la forme bilinéaire (108) :
f( Y/[,_L:—,m’*F ((U+ ))* Y/l_:,lu*l*<t0+ ) (/(')"'

e—2(1++1)®
= llm T f [ /
l[’ } 4 T hevr I XA | A=

o> %

[f . [ (YD (o) ViR (o) tlw*“:l
At}

= (VI (o), V(T (),

P mt, me—, m - nyn—, n’ -
(123) (Z1+,}—,s7 (wF, w—), Zl+,’1-,’u (w+, w ))
- — 1y P . | ’ ’
= “; E (L =, —m/~, —m'= |+ =, s, —m)
—m = =t -
S A e R e N e

YT (o) ) (V) T (0m) Y (o)),

=
> (Y;’i M (w

Or, si les fonctions Y7 ™ (w*+) et Y™ (»~) sont convenablement
] l 7
normées on a, d’aprés 'expression (109) :

(Y'"— e (w™), Y}':"”" m”‘)) =

S O, et Opet, aur (f==:1)
et, de la méme facon :
(Y ;,—l—_’m,_(.(')_)’ Y;L—’ ”,m((‘)—)> = &+ a/n—, m— 8/1—, n—.
Si 'on porte ces relations dans Pexpression (123), il vient

() (BT 0, 0o, 2 o, )

= S‘ 2 (== —m'~, —m/— |, = §. —m')

— T = — T —
X (e, b, —n'r, — =0, —

FEETRN ~ ~ ~
P E E Ot pot Opyr + vt Oy = O pr— pr—

~ Q ) ’
= G+ n+Gm—n- 2 E (l*‘- ["'3—777, -, —I)L/—‘[ 1*,[", S’, —-—I)l')

— T —m s —nt T, —

X (U= A= —n —n = [ U — )

ez omi ot sm -t —
X e 6 ) .

Les &+ et & proviennent du caractere indéfini de la métrique dans les
espaces &+ et &
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A cause de la propriété des parametres de Clebsch-Gordan d’étre

nuls, sauf si .
mt—+m—=m et nt+n-=n'|

la relation précédente s’écrit :

= mt, m—,m’ - n+,n—,n’ —
(125) (Z1+,Z—-,s7 (0F, =), L), 7 (0F, w )) = ABp+n+ Om—n—C8mrnr,
ou

(126) A = 2 2 I+, 1= — m+, —m— | I, =, 8, — m)

—m't,—m'— —n't,—n'—
X (Iry b=, —n'+, —n'— |+ I~ ', —n)
X &l+m+n+ El—m—n—,
OU €14 v, nt €L €1 n; sonl égaux a 1 ou @ — 1. A est donc un nombre
positif ou négatif.
La relation (125) indique que le produit scalaire est nul, sauf si

’ ’

m*=nt, m-—=n", m=n.

Or, comme nous le montrerons (%), ceci correspond aux régles de
sélection des intéractions fortes dans la théorie des particules élémen-
taires, C’est ce qui justifie le nom de métrique forte que nous avons
donné a I'étude effectuée dans cette partie.

La métrique est indéfinie, mais on a montré qu'il fallait s’y attendre.

Ona:
+, m=,n’ — m+,m—, m’ . — — .
(2™ (wy wm), ZESI™ (0, wm) ) = Aj
— siA> o, Z" M (wr, w=) sera dit du genre espace;
— siA <o, ZIT ™ (oF, o) seradit du genre temps.
Si Pexpression :
Y, +9 T ! — — +! —Q ! —
(27500 ™ (o, 07), O (o, ™) Z5 0™ (w, o )
a un sens, la valeur moyenne de Popérateur O (o, »~) sera

(L7 (vt o), O (0, o) LETI™ (0t w-)

I+, l—, s
12 O(w+, w=)>= ” — —
(127 O 0700 = T e (o, 0, B ™ (0%, 07))
En particulier,
<J§>=m*—“, . <S’,»,>=m’,

C(IEN S = F({E+1), (82> =4¢(s+1)
et .

9N = e e L
__J()?l_ =m m—, j()"‘Jl = .
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On a donc réussi a définir un produil scalaire ayant toujours un sens
dans 'espace vectoriel E des fonctions Z7 ;"™ (w*, @=) correspon-
dant a des valeurs fixées de I+ et I=. On peut maintenant faire un cer-
tain nombre de remarques. :

La condition 9,,+,+~=1 n’est possible que si I+ et I+ sont simulta-
nément, soit entiers, soit demi-entiers; méme remarque pourd,, ,_=1I,

I~ et I'= de sorte qu’on doit toujours avoir

{lr+l+=n,

(128) ) It l—=p

ou n el p sont des enliers posilifs.

Dans ces conditions, on peut étendre la relation (125) et écrire
e m + o nt N S
(129) (Zﬁ—,}il,s;m (0, 07), Z?_F”Znﬁ”;,l (w+, w")>=A81++l'+,7101~+Z'._,p01n+n+Sm— n=8mrnre

Les conditions (129) sont suffisantes pour qu’on puisse avoir m'=n'.
Ceci montre que tous les produits scalaires entre les fonctions pour
lesquelles [+ —+- I~ est un entier et celles pour lesquelles I+ /-~ est demi-
entier, sont nuls. l

I1 est vain d’espérer d’aller plus loin dans cette voie; toutefois, comme
on I’a signalé, il serait intéressant d’obtenir une définition du produit
scalaire qui redonne les résultats connus par les spineurs. Or, ceci est
facile, il suffit de définir le produit scalaire de deux fonctions 07" (6+)
et ©,°°™ " (@+) par la relation qui remplacera I’expression (105) :

0O
e, me+ ot — TIim e—2L ©
(130) (91+ (0+), O (e+))_é1£1we (L+-+1) / o

ko
< [f 97}:-,/:1'4—(0_,_) GZ:) IL’+(6+)

0

x| 1= g (cos20;+ ch20,) de,J 9,
ou
L+ = max { l+’ '+ }’
avec une définition analogue pour O}~ (0-) et O}~ (0-).

Donc, si dans la définition de

mt,m—,m 4 - =, nt Y
(Zi 2 2™ (o, 0=), ZE5) ) (o, 0=)
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on remplace la relation (113) par la relation (130), il vient :

et meTymeT, e — N — N ~ ~ ~ ~
(31) (LT 0™ (o w7 Ty (@, 07)) = 280w, 8 1 Bt S B

ol e — 1.

Cette formule est la généralisation de I'expression a trois dimensions :
<Y’1",”' (e’ P '!J)7 YZ’W("a 95 ‘!‘)) = aklamm'gnn"

On remarquera qu'il n’intervient aucune regle de sélection sur s'.

3. Conclusion. — 1l est donc possible dans l'espace vectoricl des
fonctions 7732 3" (o, ) dans lequel aucune restriction n’est faite
sur les valeurs de /- et /= de définir une fonctionnelle linéaire telle que
les vecteurs Z/1;2 0" (w+, o) constituent une base orthonormée de
cet espace [formule (131)], en convenant de distinguer deux types de
vecteurs, les uns du genre espace, les autres du genre temps. Gest-a-dire
qu'on a pu définir un espace de Hilbert dans lequel la métrique est
riemannienne au lieu d’étre euclidienne. C’est une généralisation des.

espaces de Hilbert habituels.

On a obtenu ce résultat en utilisant des fonctionnelles linéaires diffé-
rentes de celles employées par la définition du produit scalaire dans les
espaces de Hilberl de la mécanique quantique usuelle. I n’y a pas lieu
de s’en étonner, les fonctions Z)% " (o+, w—) n’étant pas bornées.
D’un point de vue mathématique, il n’y a aucune difficulté a utiliser
une fonctionnelle linéaire différente. D’un point de vue physique il peut
sembler étrange d’introduire le facteur e=2¢*+1® dans la définition du
produit scalaire des fonctions ®}’f’""“‘(m+) mais outre que ce facteur est
imposé, par des nécessités mathématiques, on pourrait dire que physi-
quement il est justifié par les conséquences que I'on en tire, car la rela-
tion (131) est la généralisation naturelle du cas non relativiste, tellement
naturelle que dans sa thése, C. Van Winter n’a pas hésité & la postuler
mais en supposant a tort la métrique euclidienne. _

Il restc une question d'interprétation; comme on l'a indiqué,
Pisomorphisme existant entre certains sous-espaces vecloriels de E et
certains espaces d’étres géométriques entraine que la métrique doit étre
indéfinie. Et il semble bien qu’on doive admettre que dans tous les cas
ot les fenctions d’état sont invariantes sous le groupe complet de Lorentz,
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on ait alfaire & une métrique indéfinie. C’est seculement quand elles sont
invariantes sous le groupe des rotations tridimentionnelles (cas, par
exemple, ou l'on quantifie la partie spatiale des opérateurs moments
cinétiques) que la métrique est euclidienne et qu’on puisse l'inter-
préter comme un probabilité. D’ailleurs, la métrique indéfinie a aussi 616
utilisée dans les théories quantiques usuelles (*?). On pourrait comme
le fait Heisenberg, décomposer notre espace de Hilbert en deux sous-
espaces, 'un & métrique définie positive et 'autre qui serait le complé-
mentaire du premier; et admettre que tous les états physiques appar-
tiennent au premier sous-espace. Or, comme nous le montrerons (*),
on peut attribuer a chaque particule élémentaire une fonction
2775 0™ (o, =) telle qu'on retrouve une classification analogue &
celle de Nishijima-Gell-Mann. Donc il est possible de calculer la norme
de ces vecteurs pour voir si elle ne contredit pas ce postulat. Si elle ne
le contredit pas, ce ne sera pas une preuve que le postulat est justifié,
mais on pourrait affirmer que dans I'état actuel aucune des fonctions
L7 2™ (w+, w—) représentant un état physique n’y contredit. Nous
n’avons pas eu le temps d’entreprendre ce fastidieux travail. On pourra
donc pour l'instant considérer comme ouverte la question de I'interpré-
tation de la norme.

Pour conclure, nous précisons que dans les études ultérieures on
seront employées les fonctions L5 ™ (w*, ™), la norme utilisée
sera celle qui conduit a 'expression (131), mais dans laquelle les limites
d’intégration sur les variables w, seront différentes puisqu’on a montré
que ceci était possible. Nous voulons enfin remercier MM. les Pro-
fesseurs L. de Broglie et L. Schwartz ainsi que MM. B. Stepanov,
G. Rideau et A. Rot pour des conseils et suggestions qui ont facilité
la mise au point de ce travail.

APPENDICE.
ELEMENT DE VOLUME ET ANGLES D’EULER.

Dans la définition de la norme des fonctions Y;"" (0, ¢, ) I'élément
de volume d’intégration a été pris égal a

dV = sinhd0dy d?y

('*) W. HEISENBERG, Nucl. Phys. t. &, 1957, p. 532.
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m-+,m—, m’

et, dans le cas de la norme des fonctions 775 ;20" (0", w~), 4

dV = F(by, 05)d0, doy dby dOy doydby,

ou F(0y, 0,) est le délerminant dont les termes sont les composantes du
tenseur métrique fondamental.

Nous allons maintenant justifier la premiére formule et expliciter la
seconde.

1. Rotations dans I'espace euclidien a trois dimensions. — Considé-
rons un systéme cartésicn de coordonnées o, z, ¥, z. On a les relations

(1) ds? = da?+ dy? + dz2,
(2) dV =dx dy dsz,

ou ds* est I’élément de longueur et d 'V I'élément de volume. Supposons
qu’on passe de ce systeéme de coordonnées x, y, z & un systéme de coor-
données curvilignes ¢;(¢ =1, 2, 3), on a dans ces condilions les relations

bien connues :

(3) dst= gi;dqidqi,

@) dV = /g dq, dg: dg,

ou

< dx da dy dy dz Jdz
(9) Sij= zoxr __,}’___7_ “

T dqidq; " 0qidq; T 9q:idg;

et ou g est le déterminant des g;;.

Soit alors un systéme de trois vecteurs orthonormés b3 (k, r =1, 2, 3)
repérés par rapport a 0, z, ¥, = par les angles d’Euler habituels 0, o, {,
on aura
(6) ds? = db dbl) + dbP db®) + dbP dblP)

soit, en fonction des angles d’Euler,

) ;= (w;=190, wa=19, wy=1),
ds? = v;;dw;dw,
ou
(8) v Ay 0By 9Bl 9B 9bY 0P .
L d(l)i du)/ dwi ()0)1‘ dw,» ()u)/

Cette formule montre que les v;; sont les g;; de la transformation par-
ticuliere

(9) ;c:"“\{sq/t7
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avec

(1) (3)

dl'=0,00)=2 &= (o,1,0)=1, dP=(0,0,1)=3

et A} est la matrice constituée par les cosinus directeurs des axes b;
et a; exprimés en fonction des angles d’Euler ;.

Explicitement, cette transformation s’éerit :

/ b= singcosd — sing sind cosl,
o' ={ b= — sing sind — cosz sinY cosl, .
bt = sindsin0:
s biP = cosysind + sinp cosd cosl,
(10) 6=/ b= — sing sindy + cosz cosL cosl,
l b= — cosd sin0:
§ P = sinosinl,
b=/ b= cospsinl,
| l b= cosf,

Compte tenu des expressions (g) et (10), la relation (8) peut s’écrire

() v OAISOAIS A QA g Jus
Sy=y= dw; Jw; du; dw; dw; duw;

On en déduit si g est le déterminant des g;
(12) dV = \/g dw, dw, dw;= /g dli do d}.

Nous allons maintenant calculer g explicitement : les formules ci-
dessus s’obtiennent par simple différentiation :

db'\V'= b\ do — b dY + b sind di,
db) = ; dbi) = — bV do — b dl + b sin 'L d0).
| b= ... — 62V dl + b sind db,
‘ dbP = — b2 dp + b\ db — b cosd dl,
(13) db'={ db} = b»do+ b\ dl — b cosd di,
I bl = ......... + b dL — b cos b dly;
§ dbP= b do+ ....... 4+ b siny dl,
AP = dbP = —b\Pdo+ ....... + b coss di,
| A= ..o — sin0 ¥,

avec les relations d’orthonormalité :

(14) - brbj = dre, b;;b;: B/

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, 11, 14
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Pour l'application de la formule (8) et compte tenu de (14) les rela-
tions (13) fournissent immédiatement

Bgp = (D)2 (DY) (B)2 = ()2 (b)) + (b)) =2,
gyu= (D) ()24 (D) (D)4 (B0)2 (B2 = 2,

o = SO0 0P) 4 (D)%) + cost Y [(B) - (0§)) + (8]
—+ [cos2 (sin2¢ + cos29) + sin2(] = 2,
gop = — sing (69642 + bYIb2) 4 b b))
' : — cos (BB 4 BE BB 4 BLUBE) = o,
Bgo = sy (DLVH— BIBE) —cos (BP0 — BN BP))

—+ cos0 (6% )sing —b(Mcosp)
= sindsinb (84)sino — b cose) — sin b cosd (b sino — b2)cos9)
= —sinY cosy sin b + sin¥ cos sinb = o,
Syp = — BLD) + BB 4 BB — DR BLD = o (B b — b BR)).

Un calcul simple mais un peu long donne :

&= 2cos0,

d’ou
2 o 2cosf
g= o 2 o = 8(1—cos?0) = 8 sin20,
2¢c080 o p)
soit

\/E =2 \/5 sin (.
En portant (12), il vient

AV =2 /2 sin 0 db do d,

ce qui est bien la formule annoncée.

On remarquera que dans cet Appendice, on a utilisé pour les angles
d’Euler tridimensionnels une convention légérement différente de celle
des deux articles précédents, mais ceci ne change manifestement rien
au résultat.

2. Cas des angles d’Euler dans’espace-temps. — On peut généraliser
immédiatement la relation (11). En effet, considérons le systéme suivant
de quatre quadrivecteurs orthonormés :

ai*“: (1,0, 0, 0), a%-'?): (0, 1, 0, 0), ai’?): (0,0, 1, 0), laf) = (0,0, 0,12),

ia!}’ est du genre temps, les trois vecteurs sont du genre espace. Soit le

M . z P B
systtme des quatre quadrivecteurs orthonormés b5 (u, £=1, 2, 3, 4)
satisfaisant aux relations

(15) bib)=10%, b
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Introduisons les angles d’Euler o, :

v, =0, Wy = 7, wy=1, 0, =0, W3 = (0, wg = (Y.

et soit A% la matrice des cosinus directeurs, exprimée en fonction des
six angles d’Euler w,. On a alors la transformation

(16) 5= Asal
qui est analogue a la transformation tridimensionnelle (g). La générali-
sation de la relation (11) est alors immédiate :

_OAM JAIT JAG PN JABT gyPT JART JAN
- Ju, dug Ju, Jdwg o, Jug do, dug

.
?

(17) Soo
ol p et ¢ prennent les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Si g est le délerminant 6 >< 6 dont les coefficients sont g5, on a alors

(18) dV = ‘/gr dw, dw, dw; dw, dw; dwg = ‘/gf diy dyg, db, d02 doy ds.

Nous allons conduire le calcul comme dans le cas a trois dimensions
a partir de la matrice A% donnée au paragraphe 3 de la premieére étude
effectuée en collaboration avec F. Halbwachs.

On a immédiatement les résultats ci-dessous :

db)) = — b\ dos + b4 db — cos gy cosy sin 0y 0y — sin 94 sin gy shzdis,

oAb — ‘ Ab) = — b do, — b dY; +cos ¢y sin, sin 0y d0; — sin @, cos Y, sh 0, ds,
dbi = — b doy — b{V dds +cospy chscoshydf; — sing; shychb,dls,

L db) = — b doy— b4 Ay —cos gy chidscoshyidiy +sino, chdachb,dis;

At = b Vdo + 6P dY, — singycosdysin 0, d0; + cosq sind;sh0.d0,,

B — dbP = b\Vdg; — 0 dy, + ~ingy siny, sin0; d0; + cos o cosy, sh,d0,,
db'P'= bDdo, — 0P dbs+~ing; chlscosl,dl, +cose; shb,chl,dh,,
(db‘l?): O doy — b P dls —~ing; shil,cos0dl; —coso; chbschlydiy;

‘ AP =— 0" dos + 0 dY) — cheoycosyicosly db, + shossind; chd,d0,,

b — dby = — bW do, — 6 dl, + choysiny, cosh; d8;, + sheycosd,chi,db,,
( dbi = — b0\ doy — b7 dls — chgy chid,sinh d0y + shoy sh, shi,db,,

AV =— 0P do, — 0 db, + chey shilysind; dd, — shos chids sh0,d,;

db\ = — b0\ doy + b db + shgycosdcosldd, — cheysindych0,d0,,

b — db) = —bP de, — b dyy — sho,sindycosb di;, — cho,cosdychb,dis,,

dbi) = — b doy — b dbs + shg, chiysinddi; — chos shd,sh0,db,,
db) = — b doy— 04 dYy — sho, shoysinl, diy+ choy choashydl,.
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On en déduit immédiatement les résultats suivants :

a. Ona

o
S0

‘.’1= g'!JA b = go; 0.~ g%%: g'*‘x’z".J‘:: g0202= 25

b. ¢, el ¢, d’une part, ; ct Ls d’autre part, ne figurant-jamais simul-
tanément dans le méme terme :

c. A cause de la symétrie des termes :
g(?tﬂl = g'@zee = g‘?tox = g‘?zel = g'!/lol = g".J? 0‘3 = g'l’l 02 = g“‘he( = goiel =0 ’

d. Ona
Fouy, = OB+ BB — BB — BB = o,
Gy, =— BUBE + BB — BB + BB = o,
e. Il reste a calculer gy, 4, €l go,4,:
=2(— OB + b B,

=2( OMIB3 + BB,

EX
Sol
Le calcul est simple, et 'on trouve :
g:.ol b= 2 ch6, cos,.
Or, on remarquera qu'on passe de gy, & go,4, en changeant ¢, en

{9y et Yy en [y, et en laissant 9, et 0, inchangés.

Il en résulte que :
Sosy = 8,4, = 2 ch 8, cosf.

Le déterminant g s'écrit des lors a partir des résultats précédents :

M % 0. [ b 8.

; 91 2 2chf,cosb; o o o o

¢, | 2 ch Bycos0, 2 o o o o

0, 0 o 2 o [ o

(199 &= o2 o ° o 9 “achfycosh; o
Gy o o 2chflycost, 2 o

0, o 0 o o o o

Son calcul est immédiat; il vient :

(20) & = 64(1— ch20, cos?0, )2,
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soit :

dV =38 V(I —ch? 62 cos? 01 )2 d<P1 d‘s!.ﬂ d01 d?g dqlg dﬂg,

soit encore :
(21) dV =8 |1— ch20, cos?6, | doy ddy by dos d, db,.

On a ainsi justifié 'élément de volume utilisé. ‘

A l'approximation non relativiste (0, = gy = Y2 = 0) le déterminant se
réduit & ses trois premidres lignes et colonnes et 'on retrouve bien pour
'élément de volume I'expression du paragraphe précédent.

3. Elément de volume dans l'espace vectoriel &+. — Soit
i Bt = bi b — by b + e by 6P

les vecteurs du triédre complexe dont les angles 0+, o+, {* décrivent le
mouvement. On sait (¢) qu'on a entre les vecteurs B;* et les angles 6+,
¢+, ¢ les mémes relations qu’entre les vecteurs &7 et les angles 0, ¢, ¢;
explicitement :

Bi"*= " cosp+* cos{t— sin g+ sin g+ cos 0+,
B+ = { B{*+ = — sin ¢+ sin ¢+ — cos ¢+ sin ¢+ cos 6+,
B{t* = sin ¢+ sin 6+;
‘ B{** = cos¢+ sin Y+ + sin ¢ cos $+ cos 0+,
(22) . B =1 BRI = — sin g+ sin ¢+ + cosg+ cos U+ cos O+,
B = — cos ¢+ sin 6+;
B{3H = sin¢+ sinf+,
" BGM={ B{®* = cos¢+ sin 0+,
B = cosf+.

Les B;™ ¢tant des vecteurs complexes, le ds? est définitif par la relation::
(23) ds? = dB+ dBDT + dBR dBE + dBY BT,
ol B;* est le complexe conjugué de B}

De la méme facon, dans I'espace des angles w*:

(24) ds*= gm?’ﬁd"’?m
d’onr
__ OB+ /gBOIF JB2)+ [/ gBF JB3+ GBI
(25 ) got u)';’ — 5 k+ /c+ -+ k+ Ic+ -+ lc+ k )
o] dw/. dw] dwj Jw; dw‘;

(%) F. HaLBwacss, P. HILLION et J.-P. VIGIER, Ann. Inst. H. Poincaré, voir ce fascicule.
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Si l'on prend le complexe conjugué de cette expression, on trouve

(26) 8 ror = 8ot ot
. . z J ] L4
I1 est facile de voir que
<27) go)TLo}?:gEZF;”:O'

Ces remarques conduisent directement au résultat, car les calculs sont
formellement identiques a ceux du premier paragraphe de cette étude,
car il suffit de remplacer partout w; par ; pour les grandeurs complexes
et par w; pour les grandeurs complexes conjuguées.

On en déduit immédiatement le déterminant g':

\ ot. w7y, [Or of. w3, oy,

+ R
1 0 0 0 2 2cos0+ o
w? —_—

2 o o o 2cosf+ 2 0

w¥

( 28 ) g = — o o () o] (8] (8]
0y 2 2c080+ o 0 0 2
wy | 2 cos 0+ 2 0 0 o
OF 0 0 2 0 0

dont le calcul est immédiat

£ 64 (I — cosfi+ cos()+)‘—’,
soit :

(29) dV = 8| 1— cos O+ cos b+ | d+ di+ do+ dy+ dy+ d;

or :

1 — cos0+cos i+ =1 —é [cos‘( )+ 0=) 4+ cos(I*+—6—)] = 1—3 (cos?0; -+ ch20,),
done :

(30) av=8|1— ; (c0s2.0; + ch20,) | i+ do+ do+ dy+ dy+ di+.

Il ne reste plus qu'a effectuer le changement de variables.
(31) ot = w;+ (v,

pour arriver au résultat désiré.

Or il est facile de voir que le jacobien de cette transformation est
égal 2 8, d'ou :

(32) dV=16y> I——é (cos20y+ ch2by) | doy dyy diy ds dis dbs.

C’est I’élément de volume qu’on a utilisé dans cette étude.



