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RESUME. — On montre, essentiellement sans utiliser d’inégalité de décorrélation, que certain:
éléments des chaos sur I'espace de Wiener possédent une limite approximative par rapport a tc
représentant de toute norme mesurable au sens de Gross (1962, 1967). On utilise d’autre p
une intégrale construite pour la premiére fois par Nualart et Zakai (1986) et Ogawa (1979, 1984
et qui a été exploitée dans le sens qui nous intéresse ici par Rosinski (1989) et Sugita (198¢
L'existence d’'une limite approximative telle qu’elle est définie dans 'article est liée a I'existence
de cette intégralel 2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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ABSTRACT. — Without using correlation inequalities, we show that a family of variables of
the Wiener chaos possess an approximate limit with respect to mesurable norms defined t
Gross (1962, 1967). We also use a stochastic integral which was first constructed by Nualal
and Zakai (1986) and Ogawa (1979, 1984) and then used by Rosinski (1989) and Sugita (1989
The existence of an approximate limit like the one we use here is related to the existence of thi
integral.0 2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et notations

L'objet de cet article est la recherche de valeurs limites pour un élémény du
niéme chaos de Wiener lorsquese rapproche d’'un élément de I'espace de Cameron—
Martin. Un grand nombre de résultats concernant ce type de questions utilisent de
inégalités de décorrélation pour la mesure gaussiennB"suil s'agit soit d'inégalités
du type F.K.G., soit d'une inégalité permettant de décorréler deux convexes symétrique
dansR”. Cette derniére inégalité, sous sa forme la plus générale, en est encore au sta
de la conjecture (voir [6] pour un historique de la question). Nous allons voir dans cet
article que l'inégalité de décorrélation la plus générale n’est pas nécessaire pour obten
des résultats sur le comportement des éléments des chaos par rapport a ces probléme:
limites.
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On noteW I'espace de Wiener :
W={feC([0,1],R?), £(0) =0}

muni de la mesure de Wiener not€e
On considéraw, la réalisation canonique du mouvement brownien.
Soit H I'espace de Cameron—Martin :

H ={h e W, h estabsolument continue et L?([0, 1], R)}

etF, =o(ws, s <t).

Rappelons tout d'abord des résultats connus (voir par exemple [12]).

On noteH = L?([0, 1], RY) muni de son produit scalaire habitue).

SoitT =[0,1] x {1,...,d} muni de la mesure: obtenue comme produit tensoriel
de la mesure de Lebesgue et de la mesure de comptage. On obtientfafdrs-:{ f €
L%(T™), f symétriqué ot H®" désigne le produit tensoriel symétrique Hen fois
avec lui-méme.

On considérgw( f), f € H) la mesure gaussienne d'intensité Pour f € H®", on
note:

8n(f):/f(sla---»sn)dwsl"'dws,,
TVL

8" (f) représente un élément quelconque Bl¥thaos dd.?(W). On peut écrire :

d ~
8"(fy=n! > / i (11, - 1) AL - - !

i1, nsin=1 O<ty<---<ty<l

=n! / flt, ... ) .(dw, ® - - @ dw,,)

O<rp<-<ty<l

avecfi, i (t1,....t,) = f((t1. i), ..., (ty. i) (dans la suitef et f seront notées de
la méme facon).

Enfin, on désignera sous le terme de base d’'un espace de Hilbert séparable tou
famille orthonormée maximale de cet espace de Hilbert.

Nous étudions dans cet article I'existence d’'une limite en un sens faiblespofiy
en tant que fonctionnelle de la variable lorsque w se rapproche d'un élément
de H. Cette notion de limite dite approximative fait intervenir les normes mesurables
sur H, notéesN et leurs représentant¥ sur I'espace de Wiener. Précisons que la
notion de norme mesurable intervenant dans cet article sera toujours celle définie p:
Gross [4,5].

Nous allons montrer sous des conditions assez fortesf syue §"(f) admet une
limite relativement &V indépendante du choix d¥. La valeur de la limite d&”(f)
sera donnée par les formules de Hu—Meyer qui relient dans les bob%(gasavec des
intégrales de Stratonovich ou, dans le cadre de cet article, avec des intégrales que nc
appelerons intégrales itérées d’Ogawa. Le résultat le plus fort obtenu ici est I'existenc
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d’'une limite approximative pour exé”(f)lz/” (sous certaines conditions), 5‘€(f) est
l'intégrale itérée d’'Ogawa d¢g.

1.1. Lintégrale d’Ogawa itérée

Nous allons donc utiliser les formules de Hu—Meyer [8] dont le domaine de validité
est lié a l'existence de traces (elles permettent par exemple de donner un sens
“folf(s, s) ds” quand f € L3([0, 1]%)). Nous utilisons ici la notion de trace itérée dont
nous allons rappeler la définition (pour plus de détails, voir [17] et [19]). Il existe d’autres
notions de traces qu’on pourra trouver dans des articles de Solé et Utzet [22], Carmona
Nualart [3], Johnson et Kallianpur [10] et Budhiraja et Kallianpur [2]. Des comparaisons
entre ces différentes définitions se trouvent aussi dans ces articles ainsi que dans
article de Nualart et Zakai [14].

Parmis tous les articles cités ci-dessus, seuls ceux de Carmona et Nualart [3] ¢
de Sugita [19] s'intéressent a I'existence de limites approximatives (ou a des notion:
proches) pour les éléments des chaos et leurs liens avec des traces; nous en reparler
plus loin.

DEFINITION 1 ([17]). — Soit’H un espace de Hilbert réel séparable. On considére
k:T? — H mesurable symétrique tel qye: || k(s, ) || dm(s) dm(t) < +oo.
SoitK : L%(T) — L*(T, H) défini par

Ko(t) = /(p(s)k(s,t) dm(s) pourg e L¥(T)
T

On dit que K (ou k) admet une trace si pour toute basg,) de L3(T), la série
>on J7200($)k(s, 1), (t) dm(s) dm(t) converge dangt{. On montre que la limite ne
dépend pas du choix de,) (voir [17] et[19]). On la note TiK ou Trk.

DEFINITION 2.-Soit f € H®", on dit que f admet une trace si T existe pour
k(s,t)= f(.,s,1).Onposel'f =Trk.
Pour 0 < g < [1/2], on définit par récurrenc@? () (T°(f) = f).

On peut maintenant définir les intégrales itérées d’Ogawa.

DEFINITION 3. —On note Dons” = {(feH®, Vkel0,...,[n/2]}, T*(f) existq.
Pour f € Domg”, on pose

2 G n! 2k (k

5" = =) ———— §"(T .

() kzz:o (2) k'(n — 2k)! ( f)
On montre ensuite la formule suivante
[n/2] k

1 }’l' o
8” — - 8n—2k Tk .
() kg%( 2) k!(n — 2k)! ( f)

Ces deux formules sont les formules de Hu—Mg&jer
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Remark1. —

1. Dans la définition 1, le fait qu& admette une trace ne signifie pas dkieest
nucléaire au sens habituel [1]. Il faudrait en effet avoir:
Pour toutes les baség;) de L2(T) et () de LA(T, H), > (K gk, ¥i)| < +00.

2. Par contre, s =R, K est un opérateur de Hilbert—-Schmidt symétrique. Dans ce
cas, dire quek est nucléaire signifie alors [1, théoreme 3.4.3]:

o
Pour toute bas8 = (¢;) de H, > |(k.e; ® ¢;)] < +oo.
i=1

Ce qui, grace a la théorie sur les séries commutativement convergentes, e
équivalenta

=(e;), Y ioq(k,e; @ ¢;) converge. On retrouve ici exactement la définition 1.
Plus preusement on obtient pofire H®?:

f e Doms? < K est nucléaire

aveck : H — H défini parKh(s) = [; h(s) f (s, 1) dm(t).

3. Ondémontre en appendice quelques résultats complémentaires conDematht
En particulier, on donne une caractérisation dans certains cas de I'appartenance
f aDomé" en terme de nucléarité d'opérateurs.

5”(f) va se révéler étre un bon intermediaire de calcul pour étudier les “limites”
de 8"(f). En effet, nous verrons que la limite approxmatwe&ief) lorsquew se
rapproche d’'un élémeritde H s'écrit :

/ flr .. t).(At) ® - ®h(t,)) dry ... o,
(0.1

ce qui revient a remplacer formellemenbmarfz(t) dr dansa”(f).
Enongcons maintenant un résultat qui nous sera utile. A partir de la proposition 2
de [19], on peut écrire:

PROPOSITION 1. —Soit B = (¢,) une base dé{. Si f H®", on note

R
fr= > (fen® - ®e)en @ Qe
i1,..00p=1

Alors fr € Dom§" et

R

1
5" (fr) = Y (fien®--Qe,)Xi - X, Ol]Xiz/ei(s).dw(s)
: 0

De plus, sif € Dom$”, on a

8(f)=1L%~ lim §"(f).
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Enfin, précisons la notation suivante qui sera utilisée tout au long de cet article.
Pour f € H®" etx € H® aveck < n, on pose:

(f, x) :/f(tl, vt )x(t, .. ) dm(zy) .. dm(r)

Tk
1.2. La notion de limite approximative

On reprend les définitions introduites dans [7]. Nous allons travailler avec la notion
de semi-normes mesurables introduite par Gross [4,5], voir aussi Kuo [11].
On munitH de la normg| || associée au produit scalaire :

(h,g)=(h,&)u pourh,g dansH.

Soit Q: H — H une projection orthogonale telle qdanQ H < co. Q s’écrit :
Qh = (hi, h)h;
i=1

ou (hy, ..., h,) estune base orthonormée @ée1.
On peut ainsi définir :

|
Ow = Z </le~(s).dws)hi pourw € W
i=1\3

(Qw estindépendant du choix d&q, ..., h,)).
Une suite croissante de projections orthogonglesest appelée une suite approxi-
mante de projections si :

dmQ,H <oo et Q,htend vers:i dansH pour touth dansH.

DEFINITION 4.-Une semi-normeN sur H est dite mesurable si il existe une
variable aléatoire N(w) < +oo p.s. telle que pour toute suite approximante de
projections Q,,, la suite N(Q, (w)) converge en probabilité ver& (w). Si de plusN
est une norme sufl, on dit queN est une norme mesurable.

La norme sup suw notée

1/2

| wlw= SUP (i(wi)z)

SE[O, l] i=1

est une norme mesurable, ainsi que les normes hdldériennes d’'indice strictement plt
petit que ¥2 ([4, paragraphe 5]).

Soit N une semi-norme mesurable str. D'apres le théoreme 1 de [4], pout tout
n >0, P(N < n) > 0; on peut donc introduire la définition suivante :
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DEFINITION 5.—-Soit N une semi-norme mesurable. Polire LY(W), A € Fi,
h € H etn > 0on pose

P(A,N(w—h) <n)

1~
EN.(F)=E(F Nw=h)<n et PV (A)= "
N (F)=E( ) ) = e

P(N(w—h) <n)

Sih =0, on omettra I'indiceh.

DEFINITION 6.—SoientF € LY(W), N une semi-norme mesurable,c H et p €
[1, +o0l.

On dit queF admet und.?,, respectivement?,, limite approximative en si il existe
un réell tel que

Ve >0, J]iLnOP,th(|F —Il|>¢)=0
respectivement
J]iEqOEj,Yh(|F —1")=0
[ est notéF (h).

On voit facilement que s admet unel.} -limite approximative alors” admet une
L’,-limite approximative pour < p.

Cette question a déja été abordée par de nombreux auteurs (voir [7] pour une liste c
références). Dans cet article, nous allons montrer que dans certaidé(¢gasadmet une
limite approximative par rapport a toute norme mesurablet ques” (f)(h) ne dépend
pas du choix d&v. Rappelons les résultats suivants ([18,20], voir aussi [7]) :

THEOREM 1. — Soit N une norme mesurable sdéf, alors

VheH, lim E) (exp(d(h))) = 1.
n—

On en déduit
¥p >0, VheH, limEJ(3(h)")=0.
n—

THEOREM 2. — Soit N une semi-norme mesurable sif et 4 un élément ded,
alors:

Ve>0,¥n>0, P(N<e, |8(h)]<n)=P(N<e)P(|8(h)|<n).

2. Construction deDomé” sans la notion de trace

Nous allons établir une caractérisation de I'appartenance d'un élément“tiea
Domé™. Pour cela nous avons besoin de deux lemmes. Dans la suite, hous désignerol
parS(f) le symétrisé def si f € H®".

LEMMA 1.-Soientf e H®" etg e H®? avecn > 1etp > 1. SiTf et Tg existent,
alors S(f ® g) posséde une trace:et
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1

T(S(f®g)= PR TEE— [n(n —DS(Tf®g +p(p—DS(fRTY)]
+ 2np

(n+pn+p-1

S(/ fG,H®gl,t) dm(t))
T

(sin =1o0n poseT f = 0).

Proof. —Soit(e,;) une base dé/. On note(E;) une base dél©" =2, On doit étudier
la limite lorsquer tend vers l'infini de:

NE

(S(f®g),e,Qe,).

Il
iR

q

Or(S(f®g)’eq®eq®E1>:(f®g’s(eq®eq®E1)> et:

2
- e, (ti)ey ()
(n+p)n+p—-1 1<i<]2n+p B

S(eq ® e({ ® EI)(tl ===== tn-i-p)

X E[ (t19 ---7ti—l=ti+l ~~~~~ Z’j—ly t]-‘,—l ==== tl‘l-i-p)'
D'ou :

(S(f®8),e,Qe,RE)

2
B E
n+pmn+p-1 <1<§<n<<f’eq ®e,) 8, Er)

+ 3 S Ufie) ® (g eq) Er)

1<i<n n+1j<n+p

+ Z <f®<gaeq ®eq>vEl>)

n+l1<i<j<n+p
B 2 nin—1)
B (n+p)(n+p—l)< 2
+np((f,e;) ® (g.¢e4), Er)

-1
mz Vf@@%®%x&»

1
C (m+pn+p-1
+p(p—DS(f ®(g.¢,Q¢,))]

+ 2np S((freq) ® (8. €4)
n+pntp—1)° a8l

= (5(f®8).e,®e, @ E;)

((fieg®eq) ® g, Er)

+

= (S(f®g),e,Qe,)

n(n—=1S((f.e,®e,) ®E)

On remarque ensuite :

R

R
2
qX::l(f,eq@eq)IE;Tf et qz::l(g,eqébeq)[;;Tg dansL?.

Pour étudiey ") (f, ¢,) ® (g.¢,), On constate :
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. Z 164 ® (8, eq)R—> g dansL?.

—00
e Pour presque tout, v) e T" 1 x TP, f(.,u)g(.,v) e LY(T) et :
2

R
Stfe)®lge) = [ F.0@ gD
q=1 T

2

R
= /f(.,t)® <Zeq(t)(g,eq)) dm(z)—/f(.,z)®g(z, ) dm(r)
q=1

2

/ l/f(u t)(Zeq(t) g eq)(v) — g(t, v)> dm(t)} dm® ()

Tn+p=2 =T

® dm®17—1(v)

Zeq (g, eq — 8

Ce qui termine la demonstratlon du lemmez

2

<IIfI?

LEMMA 2.-Soit f € H®", on suppose quef admet une trace. Notongy =
Ele(f, e,) ® e, OU (e,) est une base d&, alors S(fx) admet une trace & (S(fz))

tend versI'f dansH®" 2,
Proof. —On applique le lemme précédent, il est en effet facile de montrex fjug)
admet une trace et qu’elle va(ftf, e,). D'ou :

R

2
Z[” S(<Tfeq>®eq>+—5(<<f»eq>»eq>>}

T(S(fp)

g=1 +1
(S e ge, )+ —2=5( St ey @ e
BNV ) TR P

lim 7(s ="t 2 STfH=T
= (f») _n—(f)+n—+l(f)_ /- g
THEOREM 3. —Soit f € H®" (n > 2),0n a

Vhe H, (f,h) e Dom§" 1,

Domé" R o
f € Domd™ < Pour toute basee,) de H, > 6" 1((f. ¢,))3(e,) converge dang.?.

g=1

On a alorsy” () = liMg_oe X 5" 1(( £, €,))8 (e,

Proof. -Commencons par le sens.

e Soit 4 un élément deH. On montre facilement qué ({f, h)) existe et vaut
(Tf,h). On montre de méme que ((f, h)) existe et vautT* f, k). Donc(f, h) €
Domé"L.
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e Considérons maintenar,) une base déf, on a:

["—51]1k

o - 1!
P rese) =Y (3) ooy T ()

k=0

OrT*((f,e,)) = (T* f, e,). D'autre part, d’aprés une formule due a It6 ([9, théoreme 2.2])

g (<ka’ eq))8(ey)

= 5n_2k(<ka’ eq) ®eg) +(n—1— Zk)‘sn_z_Zk«ka’ eq ®eg))
sin—1—-2k>1.
D’ou deux formules ; sk =2p :

R . PN -1 SN
25 ((faeq»a(eq):Z(E) m z:: T feq Rey

q=1 k=0

1\* (n=D! sn—2—2% z Tk 1
+Z Kl — 2= 2! qZ:l< freq®eq) |.(1)

Etsin=2p+1:

X n—1 = 1 ‘ 1)‘ n—2k X k
i =8 () m (G )
q = q=1

k

p—1 1 (n—1)! e R
+2=:(§> m(S 22/((2:: ka€q®€q>
2p)! R
+ <§> (pP) 8<Z<Tpf, eq>eq>~ (2)

q=1
On en déduit le résultat a I'aide de la formule de Hu—Meyer en constatant que :

R R

2 k _ Tk 2 k _ Tk+1
L Rlinooqz_lu fie)®e,=T'f et L Rlinooqz_lu fre,®e,) =T,
On obtient donc :

R
§"(f)=L%= lim S "8"((f.e))3(e,).

g=1

Démontrons la réciprogue. On peut écrire les formules suivantes (similaires a (1
et (2)).

Sin=2p:

R p

k — 1) R
28’1 1( feq 8(6(1) Z( ) m (Z feq ®€q>

g=1 k=0
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1\ (n—D! §n—2-2% 2 k
+Z()—k,(n_2 0! z::T (fre))) es) |

Etsin=2p+1.:
YA A ) R
Z(Sn 1 ((f,eq))8(eq) ;)(E) m(gn—Zk(z:lTk((f,eq))@eq)
= -
p-1 1 k (n—1)! - R
+k=o<§> m - 2k<z=: (T*((/.e0)). q>>

(3 (S e

La difficulté provient du fait qu'on ne sait pas &F f existe et on ne peut donc pas
remplacerT*((f, e,)) par(T* f, e,). Prenons par exemple le cas= 2p et projetons la
guantité obtenue sur [ — 2)iéme chaos, on en déduit :

R
—(2p 1(2p — 2)8%7~ 2<ZT (freq )®eq> +(2p — 1)§%~ 2(2 (freq), e )

q=1

converge dang? lorsqueR tend vers l'infini. Et donc :

R R
Pr=2p-D(p—DD S(T(fie)®eg) +R2p—1 (fie,®¢,)
q=1 g=1

a une limite dang®"~2, notons 4.
Pour montrer queTf existe, nous devons montrer que le deuxieme terme gle
possede une limite quarRitend vers l'infini.
Travaillons surS(T' ({f, e;)) ® e,) (Sin = 2, c’est-a-dire sp = 1, ce terme n'apparait
pas) :
S(T((f, eq) ®ey) (s, ..., Sn_2)

1 n—2
—ZT ((freq)) (510 s Sjo1, Sjg1s - -0 Su—2)eq(5})

< ( feq )®eq) >
/ (Uf. ) ® €g) (s $n_2) €1 (50_2) dm (5,_2)

T

3 1
= T ZS(T((fe).e) @) +——5T(fe)s,

(f.e,) € Domé"~Ldonc((f. e,). e;) € Domé"2 et :

(T((foeg).ei)=T(((f.eq).€)) =T ([ eq®e)).
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En utilisant le lemme 1, on obtient :

n—3

T(S((freq®e)®ey)) = n—1

2
S(T((f, €y ®ei>)®eq) + m(f, €y ®€q Re;).

D'ou:

SUT(f.eg)). e) @ ey)

:Z_BT(S((f,eq@)ei)@eq))—m(f,eq@)eq@ei)

R

=Y ST f.eg)) e) ®ey)

q=1

= (s(s (e 2 S
=—3 q:1<(f,el>,eq>®eq —n_3q:1<(f,e,),eq®eq>,

D’apres le lemme 2T(S(Z§:1((f, ei),eq) ®ey)) tend versT ((f, e;)) lorsqueR tend
vers l'infini. On en déduit :

n

IimRST N ® _n-1i : 2 1 N=T ,
R_)ooqz::l (( ((f’eq»’el) eq)—m (<f,el>)_m ((f’el>)_ ((f=€l>)~
Puis on obtient :

R

Nim > (S(T((f.eq) ®eq).er) =T ([ 1)
q=1

Le calcul de{(®y, ¢;) donne :

R
(Proe)=@p—=D(p =1 (S(T(f &) ®ey).e;)

q=1

R
+@2p— 1)Z<(f, ei),eq®ey).

g=1
D'ou:
(@r,e))=2p—D(p—DT{f &) + 2p—DT ([, e))
=p@p—-DT({f e)).

Or (®g,e;) tend aussi vers(l,e;) et Il = > 2., e;) ® ¢;. On en déduit que
Y21 T((f.e)) ® e; converge. En reprenant I'expression de, on obtient que
Z(’;:l(f, e, ® e,) converge pour toute base,) et doncf admet une trace.

Avec les projections sur les différents chaos, on montrefgaémet des traces de tout
ordre, ainsif € Domé”". Ce qui termine la démonstration

lim
R— o0

Ce théoreme permet de donner une nouvelle définitio%"d@ équivalente a la
définition 3 :
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DEFINITION 7.—1 Pour f € H, on poseg(f) =4§(f) et ngS =H.
2. Pourn > 2, on dit qu’un élémeny de H®" est dans Don¥* si et seulement si

Vhe H, (f,h) e Dom§"1,

R
Pour toute basge,) de H, 3 8" 1((f, e,))d(e,) converge dangd.?.
qg=1
Dans ce cas, la limite ne dépend pas du choix«j¢ et on la noteS”(f).

3. Existence et valeur de la limite pour certains éléments des chaos

Dans toute la suite, on fixe une fois pour toute une norme mesukable H .
Le résultat suivant est démontré dans [7] :

THEOREM 4. —Soit f € H © H telle que f € Domé2, alors, pour toutp, 82(f)
admet und.} -limite approximative en tout poirit de H et on a

S2(f)(h)y=~Tf + (f,h®h).

Commencons par rappeler des notations connues (voir par exemple [1]) .
Soit’H un espace de Hilbert réel séparablekSiH — H est un opérateur de Hilbert—
Schmidt symétrique, on not& |, sa norme nucléaire, c’'est-a-dire:

e¢]

|Kl. =) |n| oulesréels, sont les valeurs propres dé
k=1

On poseTr K =3 22, Ak Si | K|, < oo (C'est-a-dire siK est nucléaire).

A un élémentf de H®?, on associeK (f):H — H défini par (K(f)h1, hy) =
(f, h1 ® hy). Lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguiték (/) sera notéK. On pose| f|, =
|K]:.

Ona:

| fl: = su (f, ur Qug)| |.
f (uk)basEdéH<kz_::L| f ¢ ¢ |>

On utilisera par exemple cette définition pour des élémgnte H©%*. On peut écrire
dans ce casf € H®? avecH = H®" (ouH = H®").

3.1. Les hypotheses

Sife Domé", d’apreés la proposition 2.1 de [17], on peut affirmer d0O€ f, 1)) est
nucléaire pour touk dansH®"~2 et donc|(f, h)|, < co.
Les hypothéses que nous allons faire sur un élénfiede H°" pourn > 2 seront les
suivantes :
3B = (¢;) base def, Y [{fien® - ®e, )|, < oo, (3)

i1,.sip—2=1
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IB=(¢;) basedel, D [(fie,® - ®e;,)
i1,.000p=1
Remark2. — L’hypothése (4) est la plus facile a vérifier; cependant, I'hypothése (3)
va se révéler étre la plus générale.

< 0. 4)

Nous allons établir les liens entre ces hypothéses et I’existenﬁ:’éfde

PROPOSITION 2. —=Sin=2alors () & () & f € Domé?2.
Etdans ce casf|, = inf{Z?j.:l [(f,ui ®u;)|, (u;) base deH}.

Proof. —Pourn = 2, 'hypothese (3) s’écrit par conventiof’|, < oo, ce qui est
équivalent af € Doms?.
Pour I'hypothese (4), I'équivalence a démontrer est :

o0
K (f) estnucléaires> 3B = (¢;) base deH, D [(f.ei ®e;)| < 0.
ij=1

Cette équivalence est certainement connue mais I'auteur n'a pas trouvé de référence
Si K(f) est nucléaire, alorgs’écrit : f =372, hie; @ e; avecy io; |A;| < 0o, (&)

étant une base de diagonalisaniX ; le sens= en découle.
Pour la réciproque, considérods = (u;) une base quelconque @& En écrivant
f=2021(f,ei ®ej)e; ® e, on obtient :

SN @ud)| < D [(fei®ej)l.
k=1 i,j=1

Donc K (f) est nucléaire.
Maintenant, siK ( /) est nucléaire, considéroris,) une base dé/ diagonalisanik .
Avec un calcul similaire a celui donnant I'inégalité précédente, on montre :

S Hfvi@u)| <> |(fius ®uy)|  pour toute basew;) de H.
i=1 i j=1

etdonc:

1fle=>_[{fivi@u)| =D |(fivi ®vj)]
i=1

i j=1

:inf{Z|(f,ui®uj), (ui)baseda’_{}. O
i,j=1

Pourn > 3, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3. —Pourn > 3, (3) = f € Domé™.

Proof. —D’aprés la proposition 2.1 de [17], pour montrer qlig existe, il suffit
de montrer quevh € H®" 2 [{f, h)|. < co. On obtient, en utilisant la continuité de
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I'applicationh +— (f, h):

oo

(fhy= Y (hey® - ®e,,) (fen® Qe ,).

i1,00sdp—2=1

Soit B’ = (u;) une base déf :

R o] R
Z<(f=h>9uk®uk>: Z (haei1®"'®ein,2>z<fveil®"'®ein,2®uk®Mk>
k=1 i1,00yip—2=1 k=1
Or

R
Iginookzjl(f, e, ® e, ,Ru@u)=T((fe,® Qe ,)).
De plus :

o o

Y. hen®--0e,,)|) [(fien® - ®e, ,@u@u)
i1eeyin_o=1 k=1

o0
<Ipl Y [(fren® - ®ei, )],
i1,0e0yip_2=1

(on rappelle que

(ug) base deH

lgl.= sup (Z (g, u ® Mk>|>

k=1
sige HO H).
On obtient donc, pour toute bagé = (u;) de H:
R 00
Dim > ((fh)m@u)y= Y (hen® - ®e, )T((fren® - ®e;, ).
k=1 i1y.005ip_2=1

K ({f, h)) est donc nucléaire et :

o]

T((fim)= Y, (he® Qe )T ((fe,® e _,))

i1,.005ip_2=1
=(Tf,h) ([17, corollaire 2.2])
Tf estun élément d& "2, montrons qud'f vérifie 'hypothése (3).
Soit B’ = (u;) une base dé{ :

R

D ITfie,® - ®e;, ), ux @uy)l
k=1

R
=Y [(Tfien® - ®ei_, @up @ uy)
k=1
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R o]
gz Z |<Mk,Ein_3>||<uk,Ein_2>||T(<f,eil®"'®3in_2>)|
k=1 i,_3,i,_2=1
o0 R

< Y D e [ e, )l fen®--- @6, )],

in-3,in—2=1 k=1

o
< Z |<f9ei1®“'®ein—2>|r
in-3,in—2=1
o0
= [(Tfien® - ®e, ). < Y [(fe,®®e,),
in—3:ip—2=1
o0

= > |[Tfie,® - ®e,,)|, <o

i1,..,ip_a=1

T f verifie donc I'hypothese (3). Par itération, on montre ainsi fitig existe pour tout
k etdoncf € Doms”. O

Enfin, la relation entre I'hypothése (3) et I'hypothése (4) est donnée par :
PROPOSITION 4. —(4) = (3).

Proof. —D’apreés la proposition 2,
o0
‘(fa eil ® ®ein72>‘r :B,in(f ) Z |<f9ei1 ® ®ein,2 ®ui ®u]>‘
T
o0

< D) [{fien® - ®e,)

in—1,in=1

etdoncd) = (3). O

Nous allons voir que I'hypothése (3) permet de montrer I'existence de limites
approximatives. L'auteur n'a pas réussi a l'affaiblir et la question d'une éventuelle
généralisation reste ouverte.

3.2. Reésultat principal
THEOREM 5. —Soit f € H®" vérifiant(3) (n > 2) alors:
vp=1, limEY(5 f|") =0.
n—0

Proof. —Pourn = 2, il s’agit du théoreme 4. Supposoms- 2.
D’aprés le théoréme 3f, e;) e Domé" 1 et :

R

8"(f) =L = lim 375" ((f.ei))3(ewy).

i1=1

D’ou, en utilisant le lemme de Fatou :
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EN (8|18 2 ((fre) )"

&

=
1
iR

an 1/
EY([s"(HI")7" <

EN (|8Gei) )2 EN (182 ((fre))| )

N
.MS

=
1
iR

Puis, on écrit :

EN (82, e) )V

o0
<Y EY (e ")V EY (87 ((f e ® e))[ M)
ir=1

Et par itération, on obtient :

E,]]V(|c§”(f)|p)l/p

o0
< S apain i MEN(B((fren ® - ®e, ) "yt
i1,eenin_2=1
avec
n—2
a(p,it,.rinam = EN(|8(ei) ") ",
k=1

Or, d'aprés le théoréme Eé"(|5(e,-k)|2k1’) —,-00. De plus :
EY (|80 ") < E(|8(ei)*")  (théoreme 2)
%*p
<E(senf”).

Donca(p,i1,...,in—2,n) —> 00 €ta(p, i1, ..., i,—2,n) <c(p,n).
De plus, sig € H © H et si 'opérateurk associé & est nucléaire, on peut écrire :

§2(g) = > Mdu)? ol |a] <oo  et(uy) diagonalisek

k=1
o 1 e l 00 l
= E) (182@)|") " <3 1l EY (8™ <3 1l B (8ui)®)
k=1 k=1

o0
= EN(182)[) Y < E(@®)Y" S Il
k=1

= Eé"(\gz(g)f)l/q <¢(@)lgl. ouc(g) ne dépend pas deni der.
On en déduit :

on—2 1/21172
NE)

EN(5((fen® - ®e, , PP fren ® - ®e; ).

On conclut en utilisant 'hypothése (3).0
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Remark 3. — Au cours de la démonstration, on a montré l'inégalité :

0]

EY(I5"(HI) <kpon) S [(feen ® @6,

i1,...,ip_2=1
3.3. Conséquences

COROLLARY 1.-Soit f vérifiant I'nypothése(3), alors, pour toutp > 1, §"(f)
admet une -limite approximative e et

0 si n est impair,
8"(f)(0) = ( )”/2 n!
(n/2)!

T"/?(f) sin est pair.

Proof. — f € Domé" = Vk < [n/2], T* f € Dom§"%* etona:
[n/2]

n _ 1 ¢ n! n—2k k
0=2(-3) T

k=0

Pour 1< k < [1n/2] — 1, on montre qud ™ f vérifie 'hypothése (3)T* f € HO"%
etsik <[n/2] — 1 alorsn — 2k > 2). Pour cela, on doit montrer :

oo

Yo KT*fen®--®e, 5 ,)| <00

i1,0sip_2k_2=1
Remarquons tout d’abord :

<ka ei1®"'®ein 2k>

= lim Z<Tk 1f el1® ®e’n 2k®e}®lz>

R—>oo
Ry
= lim --- lim €, ® Qe , ¥R - @)
R1—00 Rk—>oo§:l 2:1 f . In—2k jk>
J1= Jk

Soit B’ = (u,) une base dé/, on a:

R

Z|<<ka’ € @ ®ein72k—2>’ Uq ®u(1>|
g=1

e¢]

< D [((TMfien®--®e, )l

in—2k—1,in—2k=1

o0 o0
< D). (Z |<f,el~l®---®ein2k®e?f®---®e§22>|>
J1

in—2k—1,in—2k=1
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o0 o0
<) Y. [fieu® -®e, ,®e7® - ®e?)|,
in—2k—1sin—-2%=1 j1,.., jk—1=1
= |<ka’ €iy K- ® ein—2k—2>|r
o0 o0
< Y Y [fien® - ®e, , ®e® - ®eF? )|,
in—2k—1sin-2%=1 ji,.., jk—1=1
oo
= Z ‘<ka’ ei1®"'®ein—2k—2>‘r

152k —2=1

o0 o
< D Y. [fen® - ®e, 00 -©52 )
i15eesin—2%=1 j1,., jk—1=1
o0
< Z |<faei1®'“®ein_2>|1"

i1,eip—2=1

En conclusion, pour X k < [n/2] — 1, T* f vérifie 'nypothése (3) et on peut donc
lui appliquer le théoreme 5.
Pourk = [n/2]:
e SinestpairT*f estunréel.
e Sin estimpair,7* f € H et doncs"~%(T* f) admet O poud.}, -limite approxima-
tive en O (théoréme 1).
On obtient donc le résultat annoncén

Remark4. — Ce résultat est & comparer a celui de Carmona et Nualart [3]. Carmone
et Nualart obtiennent sous des conditions plus faibles I'existence d’une limite approx-
imative par rapport a la norme uniforme. Ici, les conditions sont plus fortes, mais on
obtient I'existence d’une limite par rapport a toute norme mesurable (voir [7] pour une
comparaison plus précise dans le gas 2). Il faut noter de plus que Carmona et Nualart
travaillent a partir d’'un mouvement brownien réel alors qu’ici, le résultat porte sur un
mouvement brownien a valeurs daR$. Leur méthode semble difficilement prolonge-
able au cag-dimensionnel.

COROLLARY 2.—Pourn > 2, soit f € H®" et soitB = (¢;) une base dé{ telle que
f vérifie I'hypothese

e¢]

>, [(fen®--®e,) 2

<X

alors;

Jag > 0, Ya € [—ap, aol, IimOEf;’ (ea‘gn(mzm) =1
n—

Proof. —On remarque tout d’abord quevérifie nécessairement I’hypothese (4) puis
on écrit:

|E,1)V (ea|§n(f)‘2/n) _ 1| < aoE:)\/(lgn(f)F)l/nEr[)\/ (eﬁao\gn(f)|2/")(n—1)/n'
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D’apres la proposition 1:
R

n 2 R

S(fH=L7=lim > (fren®: @€ X X,
D'ou:

N _n_ gn 2/n
Er] (en,1a0| (NI )

R 2/n
n
ldo( > |<faei1®“‘®ei,,>||Xi1|"'|Xi,,|> )
i1

o N
< liminf £ exp(
R=oo n— in=1

R
P N n o 2y 2/n .y 12/n
<liminf £, exp(n_lozoilzi:_ll(f,eu@ ® e, ) |77 Xiy | 1 X, | )
OnnoteJg = {(i1, ..., i) €{l,...,R}", (f,e;, ®---®e;,) #0}. Pour(iy, ..., i,) € Jg,
on pose:

Ag u 2/n

Vig,in = avec Ap = e, ® - ®e;
v [(fien ® - ®e,)l?" R Z |(f. e, )

o 1
n n 2/n .. _n_ 2/ x. 2N
:> EN (en,lao‘s (f)l ) < Ilm |nf H EN (en,laoAR‘thl ‘thl ) i15mmin |
1 R—+o00 | ; n
(i1,--,in)€JR

PosonsA =37 . _[(fe, ®---® e;,)|?". En utilisant le théoréme 2, on obtient:

11,05
N (oA r| X |2/ X |2/ N (oAl X 127 X (2
En (e,,_l 0AR| 11‘ | ln‘ )g En (e,,_l 0Al lll ‘ ml )

“+00

</P,;V(|Xil|2/”...|Xin|2/">w>dx

nogA

n+oo
<Z/3Kmm>ﬁiwﬁgm

=1 napA

n
<

%ww>ﬁiwﬁgm
k=1

napA

80\;3-0

n 2
<n P(en—,laoA\Xll > X) dx

+
0
n 2
< nE(e,,—_lﬁtoA\Xll )
_n_ Sn 2/n n_ 2 . )
= E) (er 1Dy < nE(em10041%) < 00 siag est assez petit
On conclut en utilisant le théoreme 50

Remark5. — Ce résultat est du méme type que celui énoncé dans le théoreme 8 de [
qui traite du cas: = 2 (I'hypothése est la méme grace a la proposition 2). Par contre,



542 G. HARGE / Ann. I. H. Poincaré — PR 37 (2001) 523-554

dans le cas ou est quelconque, I'nypothese utilisée n’est pas satisfaisante mais l'auteut
n'a pas réussi a I'affaiblir. Il semble que I'existence d’'une inégalité de décorrélation soit
essentielle pour améliorer ce résultat.

On peut cependant modifier le résultat du corollaire en formulant une hypothése plu
forte.

D’apres le lemme 1 de [7], on peut trouver une bAse (¢;) (dépendante d¥) telle
que, si on not& (h) = Zf:l <h, &>& OU& @) = fé e;(s) ds, on ait:

Vk>1,3¢ >0, N(Qi(w)) <cN(w) p.s.

COROLLARY 3.-Soit (¢;) une base adaptée & au sens précédent. Supposons
gu’'un élémentf de H®" (n > 2) vérifie

e¢]

Y [fien®-®e,) 7" <00 ()

alors;

im BN (@8O
rI)anO E) (€ )=1.

Remark6. — Si f vérifie 'hypothése (5) pour une certaine baBe f ne vérifie
pas nécéssairement la méme hypothése pour toutes les bageslidsuffit en effet
de considérer I'exemple suivant. S@it;) une base dgZ, notonsh = >-72,1/i v; et
f =h ® h. Choisissonge;) une base déf telle queh = ||ile;. On a:

dl{fiei®ej)| <00 et Y |(fivi ®v;)| =oc.
ij I

Démonstration du corollaire. —

o]

Yo [fen® - ®e;,)

2/n 2/n

=Ar+ A} ou Ap= Z |(f,€i1®---®€in>

limg_.o A = 0, on peut donc choisir tel queE(exp(%AHXllz)) <ooouX; =

fol e; (s).dws.
Notons :

R
fr= ), (fien® - ®e,)en, @ - Qe;, €t gp=f— fr.
i1,..00p=1
On écrit :
n 2/n
‘Ef,v (& Dy 1‘

N /i3 NN N 25 fr) |2 (=1 /20 Ny 2150 (g ) |2/ (n—1)/2n
<E, (18" (H)1?) E! (En—l‘ (fR)] ) E! (eH\ (gr)| ) '
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De la méme facon que dans le corollaire 2, on montre grace au chdbqde:
2n_\sn 2/n\ (n—1)/2 N . .
EN (e1P" @0y @D/ o oiic est une constante indépendante;de

Il suffit donc de montrer que :

. e 2 )2
lim supE;"(eHw (R )<n 2 o

n—0

Sur I'événement{N < n}, on a N(Qz(w)) < cx 1 p.S. Les normes étant toutes
équivalentes dariR*, on en déduit :

Vi <R, |X;|<cRN(Qr(w))<Crn p.s.
D'ou:

\2/"\Xi1|2/"“‘\xin|2/" r 2

) <€ET.
Ce qui termine la démonstration.c

COROLLARY 4. —Soit f € H®" vérifiant I'nypothés€3) (n > 2), alors pour toutp
ettouth € H, §"(f) admet une -limite approximative e et

n B 1y n! k¢ j@n—2k
=3 (~3) gy T 2)

k=0

Proof. —D’apres la proposition 1 de [7], il suffit de montrer qéef (- + k) admet
pour toutp une Lk -limite approximative en 0. On a:

n

S"(HC+h) =) (’Z)a"«f, he" k).

k=0

Il suffit donc de montrer quéf, h®n_k> vérifie (3), ce qui découle de l'inégalité:

e¢]

Yo AR R @ e ),
(1,000 _2=1
o0
<”h”n_k Z |<f9ei1®"'®ein,2>|r~ (N
i1y.00ip_2=1

3.4. Un théoréme du support

De facon classique, on peut déduire de ce qui précede le théoreme suivant.
THEOREM 6. —Soit f € H®" vérifiant I'nypothesd3) (n > 2) alors:

SUPH Pyn(f)) = {8"(f)(h),h € H}
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(Supg Py (r)) désigne le plus petit fermg verifiant P (8" (f) € F) =1).
Proof. —Soit (v;) une base dé/. Notons

R

fr= D (fvy ® - ®U)v;, ® - @ ;.

i1,..00p=1
Ona:
8"(f)=L%— lim 8"(fr).
De plus,
. [”f(_z)"ni! B2k £y,
2) k'(n— 2k)!

k=0
et d’'apres la proposition 1 :
R
(T )= Y (T fovn @ @iy ) Xiy - Xiy

i1,sin—2k=1

1
ou X, = [ vi(s).dw(s)
/

R .
:>Sn—2k(kaR):<ka, w%n—2k> ou wR:ZXi/Ui(S)dS'
i=1

D’oU : 8"(fr) = 8"(f)(wg). On obtient donc 8" ( £) = L2 — lim g 8" (f)(wr).
Or P(8"(f)(wg) € (6" (f)(h), h e H}) =1 et donc :

P@"(f) e{8"(f)(h),he H}) =1.

De plus, on montre facilement grace au corollaire 4 (utilisé potr0) que pour tout
ferme F vérifiant P (6" (f) € F) =1: {6"(f)(h), h € H} C F (on utilise aussi le fait que
P(N(w—h)<n)>0). O

Remark7. —On retrouve ainsi une partie du corollaire 2 de [19] (ce résultat
apparait dans cet article comme la conséquence du théoreme principal de [19] dont
démonstration comporte une erreur, voir la note en bas de la page 261 de [21]).

3.5. Quelques liens possibles avec des résultats de [7]

Indiquons tout d’abord que ce paragraphe pose plus de questions qu'il n’en résout.
Soit A = (A,),>1 une famille de réels tels que, > 0 et} 7, A, < oo. Soit(e;) une
base deH. On définit pour: dansH::

Nath)y= | > xilh, e)2.
i=1
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N, est une norme mesurable sHr [4] et N, = \/SZ(fA) ou fa =>2 1 e Qe.
Dans [7], 'auteur montre que toute semi-norme mesurabledsadmet pour toup et
pour toutz une L” -limite apprOX|mat|ve erk. Considérons maintenarfite Domé”. Si

on peutrelier en un sens a premsﬁérf avec un nombre fini de semi-normes mesurables,

on peut alors espérer montrer q&ﬂef admet une I, -limite approximative erh. La

guestion qui se pose est donc de construire des semi-normes mesurables a partir de
Le lemme suivant est du a Gross [4, lemme 3.3]:

LEMMA 3.-Soit f € H®" avecn > 2 alors.
(V(h1, ho) € (H)?, (f, hE* @ h5" %) > 0)
& (h— (f,h®") est la puissance niéme d’'une semi-noyme
Nous allons donner une série d’exemples basée sur ce lemme.

Exemplel. — Soitf € H®" avecn > 2 telle que:

Vpe {1 [%H V(h1,....h,) € H?, Yh,,1 € H,
(fo(h1® - @h)P2 @K%Y >0,

Sife DomS”, alors pour touk dans{o0, ..., [% — 1]}
V(hi,hp) e Hx H, (T*f.h$?@hg"#72)>0

et donch > (T f, h®~%)1/(-2) est une semi-norme.
Pour le démontrer, il suffit d'écrire:

R1 Ry
T'f=Lp— fim .o lim 57 (f e’ @ - @eg?)
1=l @=1

ou (e,) est une base dH..

Exemple2. — Sif € H, alorsh — |(f, k)| est une semi-norme. |l suffit de considérer

fef.
Exemple3. — Soitf € H®". On notef Q% f le symétrisé def ® f. Si f vérifie:

Vhihy) e Hx H, (f® f.h2@h$?2) >0

alorsh — (f ® f, h®2Y2n — |( £ p®n) |1/ est une semi-norme.

La généralisation de I'exemple 1 a I'aide de cette idée est compliquéE(cfa% )
ne s’exprime pas simplement en fonctiong.

Exemple4. — Soitf € H®" telle queK (f ® f) >0, alorsh — |(f, h®")|Y" est une
semi-norme. C’est un cas particulier de I'exemple précédent.
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Exemple5. — Soitf e Doms” telle que:

Vke{O,..., EH K(T*f@T f) >0

alorsVk € {0, ..., [41}, h > [(T* f, h®"=2%)|Y =20 est une semi-norme.

Exemple6. — Soit f € H®" et considéronk = K (f ® f). Soit K': H®" — H©®"
défini par K’ = (K*K)Y?. K’ est un opérateur positif et il est associé a un élément
g de H®" © H®" (# H®% sin > 2). Si on suppose qug est dansH®?", alors
N(h) = (g, h®2")1/2" est une semi-norme et:

(LR = |(F ® £, < N,

Exemple7. — Soit f € Domé?". Si K(f) > 0 alorsVk € {0, ...,n}, h — (T*f,
h®21=2\1/2n=2) ast une semi-norme.

En effet, on montre facilement que pour tautk (T* f) est positif ou bien on suit la
méme démarche que dans I'exemple 1.

Exemple8. — Soitf € Dom §2'+1 telle que pour touk dansH, K ({f, h)) > 0, alors:
Vke{0,...,n}, h (T*f, h®2”+1‘2">1/(2"+1_2k) est une semi-norme

On procéde comme dans I'exemple 1.

Nous allons maintenant énoncer deux hypothéses qui permettent d’obtenir de
résultats concernant I'existence de limites.

DEFINITION 8.—-Soitf € Domé”. On dira quef vérifie 'hypothéset; si:

Vk € {0, s [%} } Nyt |(TF £, 22 [Y"29 st une semi-norme

Les exemples 1, 5, 7 et 8 rentrent dans ce cadre.
De plus, si un élémeny de Domé" vérifie I'hypotheseH;, on voit grace a la
proposition 2 de [19] quéV, est une semi-norme mesurable et on a:

Ny = |§7=2(T% ).

DEFINITION 9. -Soit f € H®". On dira quef vérifie 'hypothésél, si il existe une
semi-norme mesurabl¥ telle que

Vhe H, |(f,h®)"" < N®).

Soit f € Domé”. Si f vérifie H, alors|§”f|1/" N. L'exemple 6 entre dans ce cadre

si on sUppos&X ( f ® f) nucléaire. En effetK (g) est alors nucléaire, ce qui implique
g€ Domé§2! (voir plus loin la proposition 7) et don¥ est mesurable.
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En ce qui concerne I'exemple 6, remarquons de plus que I’hypotﬁé&sé)omS”
permet d’obtenirf <§A§> fe Domé$?2 (voir en appendice) mais ceci ne signifie pas gue
est dandoms?" (d'ou la nécessité de suppogerg) nucléaire oK (f ® f) nucléaire,

ce qui est équivalent). En effet, giec Domé?, étant donné quek (g) est positif, on
obtient quek (g) est nucléaire (voir plus loin la proposition 8). Ceci implique dlgr)

est nucléaire aveg = f Q% f. Oron peut construire des élémeiitsle Domé?" tels que
K (F) ne soit pas nucléaire (voir plus loin 'exemple 9). En conclusion:

f® f e Doms? % ¢ € Doms?".

Remark8. — D'une maniere générale, on ne peut pas espérer écrire un el¢ndent
Domé?* sous la forme:
p o
f=)_g avecg € Doms* etg; vérifie K (g;) >00uKk(g;) <0
i=1

En effet, cela signifierait qu& (g;) est nucléaire (proposition 8) et dorc(f) serait
nucléaire. Or, toujours d’apres I'exemple 9, il existe des eIemﬁmtsDomSZ" tels que
K (f) ne soit pas nucléaire.

En utilisant les hypothesé$, etH, on obtient :

PROPOSITION 5. —Soit f € Doms” vérifiantHy, alors pour toutp > 1, §"(f) admet
uneL}, -limite approximative e et
0 si n est impair,
8"(f)(0) = 1\"? n!
(-2) W

Proof. —II suffit d’utiliser la formule de Hu—Meyer ainsi que le théoréme 12 de [7]
pour conclure. O

T"/2(f) sinest pair.

PROPOSITION 6. —Soit f € Domé” vérifiant H,, alors pour toutp > 1, 5”(f)
admet0 pour Ly, -limite approximative ei.

Proof. —On utilise a nouveau le théoréme 12 de [712

Remarquons gue ces deux propositions donnent uniqguement des limites en 0 et qu
faudrait faire des hypothéses supplémentaires pour obtenir des limikes en

En conclusion, devant le grand nombre d’hypotheses possibles pour obtenir de
théoremes de limites, il semble donc essentiel de répondre a la question suivante:

Quels sont les liens existant enBems” et les semi-normes mesurables &7

4. Appendice

4.1. Lien entreDomé” et opérateurs nucléaires

Si f e H®?, rappelons queK (f):H®" — H®" est défini par(K(f)h1, hs) =
(fsh1® hy).
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Dans [19], Sugita affirme que I'équivalence suivante est vraie.
Si f e H®® (n > 1) alors :

K(f) est nucléaires f € Doms?".

Cette eéquivalence est fausse. On peut en effet constater a I'aide d’un exemple qu'il exist
des éléments de Domé?" tels queK (f) ne soit pas nucléaire. Une telle fonction
doit étre recherchée au minimum dans le quatriéme chaos car ces deux notions so
équivalentes dans le deuxiéme chaos.

Exemple9. — Je remercie Denis Feyel pour m’avoir indiquée cet exemple.
Pouri, j > 2, on considére; ; = “22 . Ona:

1. Zi’jﬂai%j < 0.

2. 292(292 |ai,j|)2 < 0.

3. Zj>2|a,~,j| < 00.

On définit pouri > 2:a;1 =ay; = — >0, €L ON POS&u 1 = —3 ;5,01 (a11

est bien défini grace a40n obtient) ;. ]>1a2 < 0.
Soit (¢;) une base déf. On note pout # j:

1
Ei’j:§(€[®€[®€j®€j+€i®€j®€[®€j +€[®€j®€j ®€,’

te®ei®ejQete;®ei®ei®ejte;®e;jRe Ve;)
etE;; =e; Qe Qe Qe;.

LesE, ; sont orthogonaux entre eux.
On définit f dansH®* par:

f= Z ai’jE,"j.

i,j=1
On montre facilement poys # g
K(f)(ep ® €q + €q ® ep) = 2ap,q(ep ® €q + €q ® ep)-

On en déduit:
|K(f)|.[ = 22 |ap,q| =400
P#q

K (f) n'est donc pas nucléaire.

Montrons maintenant qu¢ € Dom §4. Soit (vr) une base d&d, notons Oy la
projection orthogonale sur I'espace vectoriel engendrévpar.., vg. Aprés quelques
lignes de calcul, on obtient:

R 00
> (fiu® ) Z(Z%;HQR(Q)H >61®el
k=1

i=1\j=1

+2> a;;(Qrle). Qrle)))(e; ®e; +e; ®e;)

i<j
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2 2

:Z<Zai’j”QR(ej)”2> +82al2’] (<QR(ei)’ QR(ej)>)2'

i=1 \ j=1 i<j

R

vak®vk

k=1

Gréace aux propriétés de ;, on en déduit qud ' f existe et vaut 0. On obtient donc
f € Domé*,

Les deux propositions qui suivent précisent les liens existants entre les opérateul
nucléaires eDoms?’.

PROPOSITION 7.-Soit f € H®?" (n > 1). SiK (f) est nucléaire alorsf € Dom§2!
etTrK(f)=T"f.

Proof. —Nous allons commencer par montrer qli¢ existe. D’aprés la proposi-
tion 2.1 de [17], il suffit de montrer:

Vhe H®' 72, |(f,h)|, < oo

Or, sih € H®?=2, f étant symétrique, on &, h) = (f, h) ol h désigne le symétrisé
denh. Il suffit donc de montrer :

Vhe HO* 72, [(f,h)|, < o0
Soith € H®%2, h e H®"1 ® H®" ! donch s'écrit :

h=> i ®6; ol estunebase dd® et u?<oo.

Soit (1;) une base dé/ :

Z| (foh),u; ®u; |—Z

i

< Al Z| (f, 0 ®u)®?)|
i,j

Zu,<f 0 ® u)®?)

<|hll|K(f)|, car(¥; ®u;) estune base d&®"

= (sl < AINK )
DoncTf existe. Montrons maintenant QU&7 /) est nucléaire.
Soit (6;) est une base dB®" ! et soit(u;) une base déf.

Slrs.o00) = | Sifu @u6e0)
i J

i

<N (uy ®6)%2)]
i

<|K ()],
Donc K (T f) est nucléaire €K (T )| < |K(f)l--
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Par itération, on obtient quEX f existe pour touk et :
[K(T )] < [K(T*F)|, < [K (.-
Considérons maintenaf;) une base déf, (u;, ® --- ® u;,) est une base dg®”,
dou :
o0

— ®2 ®2 Ari
TTK(f)= > (fuf?® - ®ul?) (cette série estabsolument convergente)

i1,.0,ip=1

De plus

T"f= lim --- lim Z Z [uPP @ - @ui?),

R1—00 R,,—)oo — ]
doncT"f=TrK(f). O

PROPOSITION 8. —Soit f € H®? (n>1). On a
fe Domé? et K (f) est positi= K (f) est nucléaire
LEMMA 4. —-Soit f € H®? (n > 1) tel queK (f) soit positif, alors
T f existe etk (T f) est nucléaire= K (f) est nucléaire

Démonstration du lemme.&(Tf) étant nucléaire, on peut trouver une bése de
H®1telle queT f s’écrive:

Tf:Z//Liei®ei aveCZ|//Li|<OO.
i i

D’autre part, on peut trouver une bage) de H*" telle que:

f=Y ME;®E;, > A<oo et i;>0.
j j

Soit (v;) une base dé/, on a:

Ej=Zozi];ke,~®vk

i,k
= (f,ei Qe Quy) = Z)»j(Ej,ei Q) (Ej, e @ up) = Z)‘jai{k aij’,k"

’ :
OrTf =3 ,(f v, ®v,) (cette série converge daf®>'~?). On en déduit, en utilisant
la symétrie def:

(Tf.ei®er)=> (f.ei®@v,Qer @vy).
q
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D'ou:
i \2
(S hsedaal ) == T (Sa)) = i
iq N i

Tous les termes étant positifs, on obtient :

i \2

Domi= 03D (o) =D ANEIP=3 4
i j i q J J

On en déduif"; A; < oo et K(f) est donc nucléaire. O

La démonstration de la proposition en découle. Il suffit de remarquer questidans
Dom§?' alorsK (T"~1 f) est nucléaire.

4.2. Un résultat complémentaire concernanDom §”

Nous allons terminer par un résultat qui montre qué i Domé” et Sig e Domé?
alorsS(f ® g) € Domé"+7. Ce résultat est déja énoncé par Sugita dans [19]. Il semble
cependant utile d’en donner ici une démonstration a cause de la confusion faite dans [1
entre la notion d’ appartenancd:)a)ma” et celle de nucléarité d’'opérateur. Nous allons
commencer par établir un lemme qui généralise le lemme 1.

LEMMA 5.—Soitk € N. Soientf € H®" etge H®? avecn >k +1letp >k +1.Si
Tf etTg existent, alorsS( [« f(.,1) ® g(.,t) dm®*(¢)) posséde une trace:et

T (s (/f(., N g, 1) dm®"(t)>>
Tk

1
=(n+p—2k)(n+p—2k—l)

X S(/Tf(.,t) ®g(.,t)dm®k(t)) +(p—-kp—-k-1)
Tk

{(n — k) —k—1)

X S(/f(., NRTg(.,1) dm®"(t))}
Tk

2 — 0P~k ®k+1 )
(n+p—2k)(n+p—2k—1)s(/f("t)®g("t)dm ®

Tk+1
(sin =1 on pose toujourd”f = 0).
Remark9. — Si f admet une trace, on ne peut pas affirmer que pour presque tout
dansT, f(.,t) admet une trace. Il faudrait écrire :

R
2
Pour presque tout ¢, qzﬂ(f, e, Qey)(., t)[:;Tf(., t) dansL”.
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Par contre, nous allons utiliser dans la démonstration du lemme le résultat suivant :
R
/Z (freq ®ey)(., 1) dm® (1) — /Tf( 1) dm® (r) dansL?.

Ce lemme ne peut donc pas étre vu comme une conséquence du lemme 1.

Démonstration du lemme.Be la méme facon que dans le lemme 1, on obtient, si
(ey) estune base dd :

(s([ren@ecnan™ane, oc)
Tk

1
T+ p-2k)n+p—2k—1)

X S(/(f, e, Qey)(., 1) ®g(.,t)dm®k(t)> +(p—k)(p—k—-1)
Tk

[(n —k(n—k-1)

X s(/ FD®(g,e,®e,)(., 1) dm®k(t)>}
Tk

2(n —k)(p —k)
m+p—-2k)(n+p—2k—1)

S(/(f, e) () ® (g,eq)(-,t)dm@’k(t)).
Tk

Puis on écrit :
R

[ trea®eltnegtnm®n - [ 170 gt
Tk

Tk g=1

2

2

R
= / [/(Z(f, e, ®e,)(u,t) — Tf(u,t))g(v,t) dm®k(t)]
Tn+p—2-2k “Tk

g=1

x dm®" 2% () dm®P* (v)
2

lgll?.

R

<SID (freg®e)—Tf

g=1

D'ou:

lim /Z freg®ep)(, 1) ®g(, t)dm®k(t)—/Tf( g, 1) dm®k (7).

R—o0
Tk 9=
On traite de méme le terme ou on a échangé les rbles eleg. Pour le dernier terme,
on écrit :
2
/Z freg) (1) ® (g, eg) (1) dm® (1) — / FO,D®g(, 1) dm®** ()

Tk 4=1 Th+1
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2

R
= / [/f(u,s, t) (Zeq(s)(g,eq)(v, 1) —g,s, t)) dm(s) dm®k(t)]
g=1

x dm® 7 () dm®P 1 (v)

2
Zeq (g, eq — &

Ce qui permet de conclure.o

<IIfI?

PROPOSITION 9. =Si f € Domé" et si g€ DoomSP (avecn > 1l et p > 1) alors
S(f ® g) € Doms"*? et§"*P(S(f ® g)) =8"(f)8"(g).

Proof. —Le lemme précédent permet de montrer il ® g) € Domé"*+”. On
reprend ensuite la démonstration de Sugita [19]. &gitune base déf, notons :

R
fr= > (feu® - ®e)en, ® Qe

i1,.0,ip=1

On définit de mémegg, S(f ® g)r €t on note Ax = SF  8(e;)e;. D'aprés la
proposition 1,8"(f) tend dansL? vers§"(f) (de méme pougy et S(f ® g)r). De
plus :

8" (fR)87(gr) = (f. AZ") (g, AZ") (proposition 1)
=(S(f®g), AR""")

o

=8P (S(f®8k). O
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