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RESUME. — Nous étudions les flots browniens isotropes sur des espaces
homogenes et particulieérement sur la sphére S%~!. Un flot brownien isotrope
est dirigé par £ un champ de vecteurs gaussiens isotrope et est donc
caractérisé par une matrice de covariance.

En utilisant les représentations irréductibles de SO(d), nous calculons
cette matrice de covariance. Connaissant cette matrice de covariance,
nous calculons les exposants de Lyapounov du flot, qui décrivent son
comportement asymptotique. En particulier, nous voyons que pour d < 5,
un flot de gradient est toujours stable. © Elsevier, Paris

Mots clés : Flot stochastique, isotropie, représentation de groupe.

ABSTRACT. — We study isotropic Brownian flows on homogeneous spaces
and particularly on the sphere S¢~1. An isotropic Brownian flow is directed
by £ an isotropic Gaussian vector field and therefore is characterized by
a covariance matrix.

Using the irreducible representations of SO(d), we calculate this
covariance matrix. Given this covariance matrix, we compute the Lyapounov
exponents of the flow, which describe its asymptotic behavior. In particular,
we see that for d < 5 a gradient flow is always stable. © Elsevier, Paris
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314 0. RAIMOND
INTRODUCTION

Dans cette article, nous étudions les flots browniens isotropes sur des
espaces homogenes M et plus particulierement sur la sphere de dimension
d—1, 841, Les flots browniens isotropes sur R™ ont déja été étudiés par
Y. Le Jan [13] et par P. Baxendale et T. Harris [5], une étude des flots
browniens isotropes sur le plan hyperbolique a aussi été faite dans [15]. Les
flots browniens isotropes sur S¢~1 ont aussi été étudiés par P. Baxendale
[4], mais ce travail n’a pas été publié. Les résultats sans preuve de ce
travail ont servis de base a cet article.

Dans une premiere partie, nous définissons ces flots. En particulier, nous
montrons qu’ils sont dirigés par &, un champ de vecteurs gaussiens isotrope,
ce qui veut dire que si G est le groupe des transformations sur M, alors
pour tout g € G, {(dg.)"*€(g); = € M} 2 {¢(@); = € M}.

A T’aide des représentations irréductibles unitaires de G, nous pouvons
calculer la matrice de covariance du flot, ou du champ de vecteurs qui
dirige le flot. C’est ce que nous faisons dans un cadre général dans la
partie 2.1 et pour la sphere dans la partie 2.2. Pour calculer la matrice
de covariance des flots browniens isotropes sur S?~1, il faut calculer des
¢éléments matriciels de représentations irréductibles de SO(d), c’est ce qui
est fait dans 1’appendice, ou sont rappelés certains résultats de la théorie
de la représentation des groupes.

La matrice de covariance déterminant le flot, il est alors possible d’étudier
les propriétés asymptotiques d’un flot brownien isotrope sur S?~1. C’est
ce qui est fait dans les parties 3 et 4. Dans la partie 3, nous calculons
le spectre de Lyapounov et dans la partie 4, nous étudions le processus
distance entre deux points transportés par le flot.

Le premier exposant de Lyapounov permet de discuter de la stabilité
du flot. Nous montrons que si d < 5 et si le flot est un flot de gradient
(c’est-a-dire un flot dirigé par un champ de vecteurs qui est le gradient
d’un champ de scalaires), le flot est stable (A; < 0). Si d > 5 et le flot
est de gradient, le flot est soit stable soit instable (A; > 0). Les flots de
divergence nulle (c’est-a-dire les flots dirigés par des champs de vecteurs
de divergence nulle et donc qui conserve le volume) sont toujours instables.

1. FLOTS BROWNIENS ISOTROPES

Soit M un espace homogene, c’est-a-dire un espace sur lequel un groupe
de Lie G agit transitivement. On a alors M = G/H, G est un groupe
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FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHERE 315

de transformation sur M et H un sous-groupe de G laissant invariant un
point de M. La sphere et le plan hyperbolique sont des exemples d’espaces
homogenes.

Sur la sphere S¢~! = {z € R%,||z|| = 1}, ot ||.|| est la norme euclidienne
usuelle, le groupe orthogonal est un groupe de transformation et

S4-1 = §0(d)/SO(d - 1) = 0(d)/O(d — 1),

ot O(d) et SO(d) sont respectivement le groupe orthogonal et le groupe
spécial orthogonal. Soit (ey,...,e4) la base canonique de R?, O(d — 1) et
SO(d — 1) sont respectivement les sous-groupes de O(d) et de SO(d)
laissant invariant eg.

Sur le plan hyperbolique H = {z € R} (z,z) = —1}, ou R}
est I’espace de Minkovsky muni de la métrique pseudo-euclidienne
(z,y) = z1y1 + T2y2 — x3ys, les groupes des rotations hyperboliques
0(2,1) et SO(2,1) sont des groupes de transformation et

H =50(2,1)/50(2) = 0(2,1)/0(2),

SO(2) et O(2) sont respectivement les sous-groupes des rotations de
S0O(2,1) et O(2,1) laissant invariant e3.

Nous allons maintenant définir les flots browniens isotropes sur M. On
notera (, ), la métrique sur M (induite par celle de G). Dans [10] et [14],
on définit un flot stochastique comme étant un flot de difféomorphisme ¢
de M dans M tel que ¢.(x) est solution d’une équation différentielle
stochastique :

dwt(x) = W((pt(x),odt), (11)

N

avec @o(z) = z. W(xz,t) est une semimartingale a valeurs dans les
champs de vecteurs et W(z,odt) est le noyau de Stratonovitch associé
a W, on notera W(z,dt) le noyau d’Itd associé. Par exemple, si
W(z,t) =), Valz)Bi+V(x)t, ot V, et V sont des champs de vecteurs,
W(z,odt) = Y, Val(z) 0 dBy + V(z)dt.

On sait (voir [10] et [14]) qu’un flot stochastique est caractérisé par ses
caractéristiques locales {a,b}. Un flot brownien est un flot stochastique
dont les caractéristiques locales sont indépendantes de ¢, c’est le cas si
W(z,t) =, Va(z)By+V(x)t. En particulier, si ¢, est un flot brownien,
alors () est un mouvement brownien sur M partant de z.

Les caractéristiques locales a et b représentent respectivement la matrice
de covariance et le coefficient de dérive du flot brownien, on a a(z,y) €
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316 0. RAIMOND

T.M x T,M et b(z) € T,M. Une expression de ces caractéristiques
locales est donnée par

(ale, ). df. ® dg,) = alz,9)(f,9)
= lim 2 B[(f(p<(2)) ~ (@) (g(e:)) — 9(u))],

(1.2)

(b2, ) = b(@)(f) = iy B[f () - F(@)], (13)

ol f et g sont des fonctions de C*°(M) et ¢, est un flot brownien. On
remarque que si W(z,t) = Vo(2)By + V(z)t, alorsa =) Vo ®V,
etb=V + % > o Vv.Va, ol V est la connexion riemannienne sur M.

DEFINITION 1.1. — Un flot brownien @, sur un espace homogéne M = G /H
est isotrope si et seulement si, pour tout g € G :

{97 ilgw); w € M, £ 20} 2 {py(a); € M, 20} (14)

Un flot brownien étant caractérisé par ses caractéristiques locales, on peut
exprimer I’isotropie du flot sur ses caractéristiques locales.

PROPOSITION 1.1. — Un flot brownien de caractéristiques locales {a,b}
est isotrope si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées pour
tout g € G :

i) (a(gz,9y), dgs(u) ® dgy(v)) = (a(z,y),u @ v),

ii) (b(gz), dge(u)) = (b(x),u),
pour (u,v) € T,M x TyM et o g est vu comme une application
différentiable de M — M.

Preuve. — Soit p; un flot brownien isotrope sur M, il est immédiat de
vérifier que ses caractéristiques locales données par (1.2) et (1.3) vérifient
i) et ii). Réciproquement, soit ¢; un flot brownien dont les caractéristique
locales vérifient i) et ii). Soit ¢;(x) = g~ p:(gx), i) et ii) entrainent que
1), est un flot brownien ayant les mémes caractéristiques locales que .
Les flots ¢, et 1, ont donc la méme loi, ; est donc isotrope. [

Comme ¢; est un flot brownien, ses caractéristiques locales sont
indépendantes de t et il existe £ un champ de vecteurs gaussiens qui
dirige ; : a peut alors étre définie comme étant la matrice de covariance
de £ et b comme étant I’espérance de £. Une conséquence de la proposition
1.1 est la proposition suivante.
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ProrosITION 1.2. — Un flot brownien @, est isotrope si et seulement si
son champ de vecteurs gaussiens associé & est isotrope, c’est-a-dire si pour
tout g € G,

{(dg.)*€(ga); « € M} D {e(w); = € M}, (1.5)

2. CALCUL DES CARACTERISTIQUES
LOCALES D’UN FLOT BROWNIEN ISOTROPE

2.1 Cas général

Soit ; un flot brownien isotrope sur un espace homogene M = G/H.
Les caractéristiques locales de ¢, {a,b}, sont déterminées par £ un
champ de vecteurs gaussiens isotrope sur M. On a (voir prop. 1.2)
{(dg.)"*€(gz); = € M} (Led {&(x); x € M}, pour tout g € G.

Soit U la représentation de H qui 2 h € H associe U(h) = dh,, ou
p est un point de M laissé invariant sous I’action de H (pour S¢71,
p = (0,...,0,1)). Nous allons nous placer dans le cas ou il n’existe pas
de vecteur u € T,M tel que U(h)(u) = u pour tout h € H. Cette
derniére hypothése entraine le lemme 2.1. Cette hypothése est satisfaite
dans le cas de la sphere et de I’espace hyperbolique : Dans ces cas
{dh,, h € SO(d—1)} = SO(d - 1), T,M = R et SO(d — 1) ne
laisse aucun vecteur non nul de R¢~! invariant. Elle n’est par exemple pas
satisfaite pour M = SO(4)/S0(2).

LEMME 2.1. — b(z) = E[{(x)] = 0 pour tout x € M.

Preuve. — Comme M = G/H, pour tout z € M il existe g € G
tel que z = gp. La relation d’isotropie entraine que b(gp) = dg,b(p),
donc si b(p) = 0, alors b(z) = O pour tout z € M. Pour tout h € H,
b(p) = b(hp) = dh,b(p) = U(h)b(p), ceci n’est vérifié que si b(p) = 0.0

Pour simplifier, nous développerons la méthode de calcul des
caractéristiques locales uniquement dans le cas out G est un groupe compact
et dans le cas ol U est une représentation irréductible de H (cette condition
est vérifiée si M = S9! et d > 4). Si U n’est pas irréductible, il faudra
décomposer U en représentations irréductibles de H. La méthode pour
calculer ces caractéristiques locales suit 1’article de Yaglom [20].

Nous allons maintenant calculer la matrice de covariance du flot, ce qui
revient a calculer a(z, y), la matrice de covariance d’un champ de vecteurs
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318 0. RAIMOND

gaussiens isotrope &, vérifiant la relation

(a(nggy)7 dgx(u) ® dgy(v)) = (a(x, y))” ® 'U)v (2'1)

pour tout g € G et pour (u,v) € T,M x T,M, avec (a(z,y),u ® v) =

E[(¢(2), u)(€(y), v)]-

I est possible de définir £ sur G tel que £(gh) = £(g) = &(gp) € T, M,
pour tout g € G et tout h € H. Soit a(g1,92), la nouvelle matrice de
covariance, I’isotropie de £ entraine que pour (u,v) € Ty, ,M X T,,, M,

(a(991,992), dgg,p(u) ® dgg,p(v)) = (a(91,92),u ® v). (2.2)

Le théoreme de Peter-Weyl (voir I’appendice) de la théorie de la
représentation des groupes permet de décomposer en série de Fourier les
fonctions scalaires de L2(G). C’est pourquoi il est pratique d’introduire le
champ gaussien 7, avec 7(g) = dg,,;' (£(9)) € T, M. Comme £(gh) = £(g),

n(gh) = dh; ' o dg_} (E(9)) = dh, ' (n(g)) = U(h ") (n(g)).  (2.3)

La relation d’isotropie (1.5) entraine que {7n(g19); g € G} = (eh {n(9);

loi)
g € G}, pour tout g; € G. En effet n(g1g) = dg;,} o dgglgpf(glg) R
dg;Plf (9) = n(g). n est un champ gaussien homogene a gauche.

Soit C(g1,92) = E[n(g1)'n(g2)], la matrice de covariance de 1. Comme
7 est homogene & gauche, pour tout g, g; et g dans G, on a

C(991,992) = C(g1,92)- (2.4)

Nous voyons que nous pouvons nous limiter au calcul de C(g,e), pour
g € G. En effet, C(g1,92) = C(g5'91,¢), ot e est 'élément neutre de G.

Le groupe G étant compact, I’ensemble des classes d’équivalence des
représentations irréductibles unitaires 7> de G est dénombrable. Par le
théoreme de Peter-Weyl, on a la décomposition

n(9) =33 2 Tan(9), (25)

A mn

ot T (g) sont les éléments matriciels de T*(g), et

A = dy /G n(9) T (9)dg, (26)
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ol dy est la dimension de E*, I’espace de base de T* et dg la mesure de
Haar de G. De plus, on a la condition de convergence

Y Y Bl < (27)

A myn

Nous allons maintenant étudier les conditions sur les z;),, qu’imposent les
relations (2.3) et (2.4).

Comme T restreint 3 H est une représentation unitaire de H, il existe
une famille de sous espaces vectoriels de E*, E** tels que E* = @, E*,
E>* est stable par T*(h) pour tout b € H et si Q*(h) : EM — EM,
avec Q(h)(z) = T*(h)(z) pour € EM, QM est une représentation
irréductible unitaire de H.

Soit B** une base orthonormée de E**, alors B* = U, B** est une base
orthonormée de E*. De plus, choisissons ces bases de telle sorte que si Q*
et U sont équivalentes, alors T3}(h) = U;;(h), ou T}(h) (resp. Uy;(h))
sont les éléments matriciels de T*(h) (resp. de U(h)) dans B** (resp.
dans une base orthonormée de 7, M). On notera A 1’ensemble des classes
d’équivalence des représentations T qui contiennent une copie de U (i.e.
des X pour lesquels il existe y tel que Q** et U sont équivalentes).

LEMME 2.2. — Les vecteurs 2z, de T,M vérifient la relation

lA()\)émz (28)

nmz

A

avec z;,, = ,m » qui ne dépend pas de 1.

Preuve. — Comme U est unitaire, U(h™!) = U(h)~! = tU(h). Dans une
base de T,M, (2.3) s’écrit

ni(gh) = kai(h)nk(9)~

La décomposition (2.5) entraine que

Y20 mmiTng =3 3% 2 Tk T (9)- (29)

A mmn q A mn k

En multipliant (2.9) par Uj;(h)dh et en intégrant sur H, en utilisant les
relations d’orthogonalité (A.4) des éléments matriciels des représentations
irréductibles de H, on obtient

Zzzzml mi Zzznm] i ( (2.10)

AEA m A myn
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320 0. RAIMOND

Comme {T,,(g9)} forme une base orthogonale de L*(G), 2, ; =
]'A(/\)(Snjzzmz D

Remarque. — Le lemme 2.2 permet de caractériser les champs de
vecteurs £ sur M. Si z = gp, &{(z) = dgy(n(g)) et mi(g9) =
Z)\GA Dom 1>\nTr/7\u (g). Ainsi, 5 = z,\eA Yom 23;167,}1’ ol fﬁz(x) =
dg,T,n(g), avee Tp(g) = 32T,

LemMME 2.3. — Soit ), = dy fG g,e)T;\n(g)dg, les vecteurs z),. de
T,M vérifient la relation

E[2),, 23] = 6axbmr £, (2.11)

nm

avec 7, ;i = 1a(N)bnibs; f2, on f> = E[z),2 2], qui ne dépend pas de m.
De plus, on a la condition de convergence ), < .

Preuve. — On a

E[z).t2N] = E dxd,\/// 1(91)1(92) T, (91) T2 (92)dgrdgs)]
= dydy / / C(g1,92)Tha(91)T2% (92)dgrdgo.
GJG

En faisant le changement de variable g = g5 ‘g1, on obtient

P = ddy [ [ Claee (qu Y3 ),%;(gz>dgdgz
Zd,\/ C(g, €)0mrbrx T2, (9)dg = Smrban fos-
G

Comme [\ i = E[anz Zom J] le lemme 2.2 permet de conclure. La
condition de convergence (2.7) devient ), A < o0 O

Ainsi, on calcule la matrice de covariance d’un champ gaussien homogene
a gauche sur M :

Cii(g,e) = Elni(g)n;(e)] = E[(Zzzm mi ) (Z szl@n'j)]

AEA m MNeA m!

=> 1 Th(9). (2.12)

AEA

Connaissant C(g, e), il est alors facile de calculer la matrice de covariance
de &.
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Réciproquement, la donnée de réels f* > 0 tels que Y, f A < oo permet
de construire un champ de vecteurs gaussiens isotrope. Il suffit de se
donner des variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes 2, de
variance f*. On peut alors définir 7)(g) par la relation

m(9) =YD amTmilg

AEA m

Connaissant 7, il est alors facile de calculer &.

2.2 Cas o M = S4-1

Le but de cette section est de montrer le théor¢me suivant, qui donne
une décomposition de la matrice de covariance d’un flot brownien isotrope
sur S¢-1, Par le lemme 2.1 nous savons déja que le coefficient de dérive
du flot est nul.

THEOREME 2.1. — La matrice de covariance d’un flot brownien isotrope (ou
d’un champ de vecteurs gaussiens isotrope) sur S4=1, pour d > 3, s’écrit

(a(z,y), v ® v) = a(t){u,v) + B(t){u, y){(v,z), (2.13)

avec t = (z,y) et
a(t) = Zam(t + Zb, (ml(t 5 fyl(t)) (2.14)
)= > a0+ >0 (- - Togl)), (219)

d d

on y(t) = C2,(t)/C2,(1). C? sont les polyndmes de Gegenbauer définis
dans ’appendice. De plus, a; et b; doivent étre positifs et satisfaire aux
conditions de convergence Y, a; < oo et ), by < oo.

Remarque. — Comme S4~! = SO(d)/SO(d — 1), on immergera S¢!
dans R? et on identifiera alors dg, avec g, pour g € SO(d).

2.2.1 Preuve du théoréme 2.1 dans le cas d > 4

Dans le cas d > 4, la représentation U, telle que U (h) = h pour
h € SO(d — 1), est une représentation irréductible de SO(d — 1). On peut
donc appliquer les résultats de la partie 2.1. Nous avons donc, en utilisant

Vol. 35, n° 3-1999.
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les résultats de I’appendice donnant le calcul des éléments matriciels des
représentations de SO(d),

Cii(g9)= (Z atai(t)'FZ blalz(t)) gjit+ (Z B (t)+z blﬂé@)) 9aigjd
=1 =1 =1 =1
= o(t)gji + B(t)gaigja,

en notant t = gaq, &}, (%, ab, B, a et B sont respectivement donnés par
(A.33), (A.37), (A.38), (2.14) et (2.15).

Soit z et y deux points de S¢71, il existe g; et go tels que = = g;p et
y = gop, avec p = (0,...,0,1) dans la base canonique de R?. En posant
9 =9y ‘g1,

(a(z,y),u ® v) = E[(£(g1p), u)(£(g2p),v)]
= E[(n(g1), 91 'u)(n(g2), g5 "v)]

= E[(n(9), 917 w)(n(e), g5 'v)]
= a(t)g;i(97 'w)i(g 'v); + B(t)gaigialgr u)i(gs v);
= a(t)(uvv) + B(t){u, y)('l}vm)'

Ce qui acheve la démonstration dans le cas d > 4.

2.2.2 Preuve du théoréme 2.1 dans le cas d = 3

Comme (a(z,y),u ® v) = E[(&(z),u)(é(y),v)] et £ est un champ de
vecteurs gaussiens isotrope, pour tout g € O(3), (a(gz,gy),gu ® gv) =
(a(z,y),u ® v).

Définissons ¢ sur O(3) tel que &(gh) = £(g) = &(gp) € T,pS? pour tout
g € O(3),tout h € O(2) et p = (0,0,1). Soit a(g1, g2), la nouvelle matrice
de covariance. La relation d’isotropie (1.5) entraine que (2.2) est satisfaite
pour tout g, g; et g dans O(3).

De la mé€me facon que dans la partie 2.1, on introduit le champ gaussien
homogene a gauche n(g) = g~ 1&(g) € T,5% = R% = Vect(ey, e2). On a
n(gh) = h~'n(g) pour tout h € O(2) et C(g1,92) = C(gg1,992) pour
tout g,g; et go dans O(3).

Nous allons d’abord étudier la restriction de n & SO(3). En utilisant les
représentations irréductibles {73!} de SO(3), définies dans 1’appendice,
pour tout g € SO(3),

=3 2T (g) (2.16)

I mmn

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHERE 323

ou T2 (g) sont les éléments matriciels de 7!(g) dans la base canonique
de Hjy et

= dy / n(9)T2 (g)dg, (2.17)
50(3)

avec d; = dimH3;. De plus, on a la condition de convergence
1
YN S Ellzhal? < oo, (2.18)
I mm dl

Nous allons maintenant étudier les conditions sur les z! . qu’imposent
Iisotropie et la relation n(gh) = h~1n(g) pour tout A € SO(2). Pour cela, il
est utile d’immerger R? dans C? muni de sa structure de C-espace vectoriel
et de faire un changement de base dans C? de telle sorte que tout h de SO(2)
est diagonalisé. Ainsi, nous décomposons en représentations irréductibles
la représentation U de SO(2) telle que U(h) = h pour tout h € SO(2).

Soient ey = 91%2, alors (e4,e_) est une base orthonormée de C2.
Dans la base (e, e2), une rotation h de SO(2) s’écrit sous la forme

_ _[cosp —singp
h_h((p)_(singo Cos )

—ip
Dans la base (e, e-), h(p) = (60 0) et 2y = (2hn s 2o ),

) )
l —_ an,l:Fzznm,Z
avec 2 = ———_\/5

nm,t

LEMME 2.4. — Les vecteurs z\,,, vérifient la relation Z'flm,( = 1i>10n¢2

avec zb, o =zt o et ¢ € {+,-}.

l
m,(’

Preuve. — La preuve est identique a celle du lemme 2.2. [
LEMME 2.5. — Soit f., = d; f50(3) C(g,e)T3(g)dg, les vecteurs 2.,
vérifient la relation

t

E[Zflm 2_;,;] = 6”’6"1,7' ylls, (219)

avec [, o = liz16ncbsc fler, 0it flo = El2h, 2L, /], qui ne dépend pas
de m. De plus, on a la condition de convergence ;- [f\, + fL_] < oc.

Preuve. — La preuve est identique a celle du lemme 2.3. [
Connaissant 7 sur SO(3), il est possible de connaitre n sur O(3), en

utilisant la rotation 7 de O(2), o0 7 = (1 0

0 -1 dans la base (e, e3): Pour
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tout g € O(3), g7 € SO(3), comme 7n(gr) = t0(g), on a n(g) = mn(gr7).
On vérifie facilement qu’avec une telle définition de n, n(gh) = h~1n(g)
pour tout g € O(3) et tout h € O(2) (en effet, pour g € SO(3) et
h € 80(2), n(grhr) = Th='rn(g) = (h1)™'n(g7)).

1l faut maintenant que la famille de vecteurs {z,} soit telle que 7 ainsi
défini est un champ gaussien homogene a gauche sur O(3), c’est-a-dire

que la relation {n(g19); g € O(3)} e {n(g9); g € O(3)} pour tout g,
dans O(3). On voit que cette relation est satisfaite si et seulement si

(n(rg7); g € SO(3)} @ {71(9); g € SO(3)}. (En effet, si g, et g sont

dans SO(3), on a n(g17gsT) (b n(TgaT) (b (g2) = n(ga7)). Cette
condition implique le lemme suivant.

LEMME 2.6. — La famille de vecteurs {z!} vérifie la relation
T RN 2 A S
(zm+7zm—) - (zm——?zm+)'

(lot)
) =

01 la relation n(7g7
1 0) mrg

Preuve. — Dans la base (ey,e_), 7 = (

7n(g) implique que
(e 2ho) = di ( [ TG [ (o) (g)dg)
SO(3) 50(3)
loi
(1D dz( / n-(rg7)T (g9)dg, / 4 (Tg7)T3_ (g)dg>-
SO(3) SO(3)

En faisant le changement de variable g; = 797, g1 € SO(3),

(loi) e
(et ) g, ( / o O TG

/ m(gl)Tsz_(Tgn)dgl).
50(3)

loi
On remarque que T3 (1g17) = Tal(g1), dou (2}, 24, ) (ed (2L, _,
Zn,4)- O
LEMME 2.7. = S0it Z,c = J5 (21 + iC24s), les complexes fter vérifient
les relations

1

fp = Fo = 5Bl + I2hal)
1

foo = Ly = 5Bl — [2haP)
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Preuve. — Par définition de fclc/,
— 1 ) — —
fClCl:E[zjnczfnC']=§E[lz£n1|2+<C/|z£nZ|2]+§CE[z£nZz£n1]_§C/E[Z£nlzwl'n2]'

Par le lemme 2.6, fi, = fl_ et fi_ = f.,, ce qui entraine
que E[zm22m1] = E[Zmlzm2] et E[zm2zm1] _E[zmlzm2]' AlnSI’
E[zL 528 1] = E[2l,,28,,] = 0, dou le lemme. 0

Remarque. — On a donc fi, > 0et fL > fL_ > —fl et on peut
les choisir arbitrairement & condition qu’ils vérifient ces conditions et la
condition de convergence Y, fL. < oc.

On peut maintenant calculer la matrice de covariance de 7. Comme
C(g1,92) = C(g,e) = C(g) ot g = g5'g1, on peut se restreindre au
calcul de C(g). Il suffit en fait de calculer C(g) dans le cas ou, dans la
base (61, €2, 63),

1 0 0
g=9g@)=|0 cosf sinb
0 —sinf cosf

LEMME 2.8. — La matrice de covariance d’un champ gaussien homogeéne a
gauche sur O(3) tel que pour tout h € O(2), n(gh) = h~1n(g), est telle que

Cii(9) =C__(9) = Z f-l++Til+(g)v (2.20)
>1

Ci—(9) = O-s(g) = D £1-TY (9), (2.21)
>1

avec fL, > fL_ > —fl, tels que 3, fl. < cc.

Preuve. — Par définition de C,¢(g),

(2 St 78 ) (z IERID )}
= E Z E[zmczrcl] )br¢r = Z f«,TgC(g

LI m,r

Ceer(9) =

Comme T3, (g) = T¥ (g) et T3 (g9) = T, (g), on peut conclure 2 I’aide
du lemme 2.7. 0

A partir de la matrice de covariance de 7, on peut calculer la matrice de
covariance de . (2.2) permet de se restreindre au calcul de a(g,e) pour
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g € SO(3). En fait, nous pouvons nous limiter au calcul de a(g(6),e),
donc au calcul de (a(z,y),u ® v) pour z =g(f)yety=(0,0,1). On a
alors (a(z,y),u ® v) = E[(n(g), 9 u)(n(e),v)]. Comme g~ u € T,S? et
veT,S? g7 u = (uy,u_,0) et v = (vy,v_,0) dans la base (e+,e_,e3)
Ainsi

(a(z,y),u ®v) = Cyy(9)(u4V% + u_2) + Co—(9)(u4 0= + u_7%)
= (C+(9) + C1—(9))(u,v) = ((1 = cos 0)Cy4(g)

(1 - cost)Cy_(g)) o)
sin“ @
Du lemme 2.8 et de (A.34), on déduit que

1 d . 1
Cit(9)= z f++T-|?i+(9 Z 5fi+@('7l(cos 0) sin 0)+§f_l,_+’yl(cos 0),
I>1

>1

Ci-(9)= Z f_TY (9)= Z %fi_d%(w(cos 0) sin ) — %fi_’y,(cos 9).

1>1 1>1

Soit ay = Let=fie — 1E[pL 12 et by = Letles — 1E[5L 12 o

2 2 m2 l 2 2 mil b W
et b; sont des réels positifs pouvant étre choisis arbitrairement tels que
dua < oo et », b < oo. En développant les calculs et en posant
t = cos 6, on retrouve la matrice de covariance du théoréeme 2.1.

Réciproquement, pour construire un champ de vecteurs gaussiens isotrope
a partir de réels positifs a; et by, il suffit de se donner des variables aléatoires
gaussiennes indépendantes centrées z.,; et 2}, telles que a; = $E[|z},,|?]
et by = 1EJ[|z},1|?], on peut alors construire n(g) par la relation (on a

g = \/Lg(zfm + iC21n2))
n¢c(9) = ZZZ Ty

On obtient ¢(g) par la relation £(g) = gn(g) et £(x) = &(gp) = £(g), pour
g € SO(3) tel que z = gp. Ceci acheve la preuve du théoreme 2.1. [

2.2.3 Les flots de divergence nulle et les flots de gradient

Soient (zi,1 < i < d—1) et (z),1 < j <d-1) deux systémes
de coordonnées locales. On notera X; = —T et Y; = o ,, X;®Y; €
T,, 54! ® T,,S%1. On note V, la connexion riemannienne et Iif et T3f
les coefficients de Christoffel liés a ces deux systtmes de coordonnées
locales, on a alors Vx, X; = I‘}ka. Si V est un champ de vecteurs, on
notera Vi = (Xx6: + I';,)V", on a alors Vi X; = Vx, V.
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Dans ces systémes de coordonnées locales, a = a¥ X;®Y;. Soit C}j(z) =
(X6; + T (Ve8] + T7))a™(@1,22) 0,22, =0» alors Vi, Vya(e,z) =
Cya(2)Xi(2) ® Y(z).

LEMME 2.9. — Si les systémes de coordonnées locales définis ci-dessus
sont identiques et normaux en z (on a alors T}}(x) = T}f(z) = 0),

Cia(@) = o ()86 + a(1)648] + B(L)(5]6] + 616]).
Preuve. — Si les systeémes de coordonnées locales sont normaux en z,

XipYi{a(z1,%2), Xi @ Yj)j21=20=0
= Xle(am(.’E1,Il?2)<Xr,Xi)<Ys’Yj))|z1
= XY1a" (z,2) = C}} ().

=To=x

Faisons les calculs pour = = p (on peut toujours s’y ramener par une rotation)
et les systtmes de coordonnées locales définis par zi(y) = z%(y) = vi.
Alors, en identifiant X;(y) et e; — ¥eg,

G (9) = X[ (a2 (59 + 2222
T1dT2d

Z1;T2d Z25T1d
+6({z1, x2)) (ib’zz' - ) (931]' - )]
T1d T2d |z1=22=p

18] ; j
i B(z1a) (61715 + 6] 214)

=X, [a’(zld)éij:c” + a(z14) y
1

|z1=p

= o/ (1)816Y + a(1)6587 + B(1) (667 + 6i67). D

LEMME 2.10. — Soit &, un champ de vecteurs gaussiens isotrope sur S,
de matrice de covariance donnée par le théoréme 2.1, & est un champ de
gradient si et seulement si o/ (t) = (3(t). £ est un champ de divergence nulle
si et seulement si o/(1) + (d — 1)a(1) + dB(1) = 0.

Preuve. — a) Soit £ un champ de vecteurs isotrope. Une condition
nécéssaire et suffisante pour que div{(z) = 0 presque slirement est que
E[|div£(x)|?] = 0. Dans un systtme de coordonnées locales normal en ,
div é(z) = X;(€9)(z). Comme o¥ = E[¢i€7],

E[|diV§(:L')|2] = Xinaij(xl’x2)|w1=wz=m = C:]](x)
= (d= D[ (1) + (d - 1)(1) + dB(1)].

Donc div {(z) = 0 presque sirement si et seulement si o'(1)+
(d — 1)e(1) + dB(1) = 0.
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b) Soit £ un champ de vecteurs isotrope qui est un champ de gradient,
c’est-a-dire tel qu’il existe un champ de scalaires W vérifiant { = VIV,
L’isotropie de ¢ oblige que

Vg € 50(d), {Wl(gz), z € 84} L (W(z), z € S©1}  (2.22)
et donc E[W(z)W(y)] = f({z,y)) pour une certaine fonction de
covariance f.

Dans les systtmes de coordonnées (%) et (z3), qu’on choisit
respectivement normaux en z et en y, £(z) = X;W(z) et & (y) = Y;W (y)
et si (u,v) € T,S4 ! x T,8%71,

a(z,y) = E[X,W (2)Y;W (y)] = X:Y; ({2, 9))
= f'({z, y))(X:, Y5) + £ (&, ) (X, y)(Y;, 7)
= a(<$7y))(X“Y7> + ﬁ((x,y))(Xi,y)(Y}w),

dota = fetff=0a =f"

Réciproquement, soit £ un champ de vecteurs gaussiens isotrope tel que
sa matrice de covariance donnée par le théoreme 2.1 vérifie 5 = o'. On
sait qu’il existe W et n, un champ de scalaires et un champ de vecteurs
de divergence nulle tels que £ = VW + 5. W et n sont isotropes. Il est
alors facile de voir que la matrice de covariance de n s’écrit de la fagon
suivante (a,(z,y),u ® v) = a(t)(u,v) + a5(t){u,y)(v, z). Comme 7 est
de divergence nulle, (d — 1)aa(1) + (d+ 1)a;(1) = 0, ce qui n’est possible
que si ap = 0. On a donc n = 0 p.s. et £ = VW ps. [

LEMME 2.11. — Soit £, un champ de vecteurs gaussiens isotrope, de matrice
de covariance donnée par le théoréme 2.1, alors

& est un champ de gradient si et seulement si by = 0 pour tout | > 1.

& est un champ de divergence nulle si et seulement si a; = 0 pour tout
I > 1

Preuve. — Des expressions de « et de 3, données par (2.14) et (2.15), il
est clair que si b; = 0 pour tout [ > 1, alors § = /. Par le lemme 2.10,
& est alors un champ de gradient.

Si a; = 0 pour tout I > 1, on vérifie que /(1) +(d—1)a(1)+dpB(1) = 0.
Par le lemme 2.10, £ est un champ de divergence nulle.

L loi
Enfin, soit £ un champ de vecteurs gaussiens isotrope, alors § (eh &+ &,

ol &; et & sont des champs de vecteurs gaussiens isotropes indépendants
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ayant pour matrices de covariance a; et ag, avec

(al(xv y)a uQ® ’U) = Z al’Yl(t)(u, ’U> + Z al7;(t)<u, y> <’U, {L’)

1>1 1>1

= ca(®)(, ) + Ba (), ) 0, 3,
(o) ws o) = Dbnfen(t) = (525 )ot(0)] oo

1>1

- S + 750 (w9} 0.2)

1>1
= ay(t){u, v) + Ba(t){u, y)(v, z),

o (u,v) € T,S% ! x T,S%1. On a bien @ = a1 + oz et 3 = B1 + Pa.
Ainsi, &; est un champ de gradient et £; un champ de divergence nulle.
Donc, si £ est un champ de gradient, {&; = 0, et si £ est un champ de
divergence nulle, & = 0. U

Le lemme 2.11 donne une décomposition des champs de vecteurs
gaussiens isotropes sur S¢~! en une partie champ de gradient et une
partie champ de divergence nulle. Ces champs de vecteurs ne sont pas
forcément C°.

LEMME 2.12. — Soit £ un champ de vecteurs gaussiens isotrope, de matrice
de covariance donnée par le théoreme 2.1, alors £ est C™ si et seulement
si pour tout entier k, a; et by vérifient Y, a/lF < coet Yo, bilk < oo.

Preuve. — Nous avons vu qu’il était possible de trouver W et n tels
que £ = VW + n, ol i est un champ de vecteurs gaussiens -isotrope de
divergence nulle et W un champ de scalaires isotrope. Comme AW = div¢,
si & est C*, W doit I’étre aussi. On voit donc qu’il faut que > 5, arvi(t)
soit C'°.

Pour que ¢ soit C*°, il faut et il suffit que « et 3 soient C*°. On voit alors
facilement qu’une condition nécéssaire et suffisante pour que & soit C'™° est
que > ;5 wvi(t) et 305, bryi(t) soient C.

Par le lemme de Sobolev (voir [22]), il faut et il suffit que ;5 arvi(t)
et Y ;5 bivi(t) soient dans Q = {f : [-1,1] — R telle que Hdtkk (t)||L2
oo} pour tout entier k, ou |f||k, = f_ll 21 = )+ dt (une
fonction C*° sur [—1,1] sera dans tout les €y).

Comme ~(t) = Cf_l(t)/cf—l(l)’

"T(5+K) L gen
dtkzam t)—Zal dl( ) 1"( ) 01—2—1(75)-

1>1 i>1 O
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Donc, 2121 a;vi(t) € Q si et seulement si
2
Z (ll(l” (Zkl_‘(g + k))
Z 4 d
Lusk+1 O 1 (1)CE_1(1) I(z)

1 d d —1
X /1 CZ*,;’il(t)ij’,f_l(t)(l — 2t < o0.

Par la relation d’orthogonalité (A.14) des polynomes de Gegenbauer,
cette condition de convergence est équivalente a

(=)@ ) (2@ + k)
gk; ’(F(d+l—1)) ( I'(%)
§ rD(d+k+1-1)
2PHa=1(l — k— 1)\(E + - DI2(Z + k)

< 0.

Pour [ grand, le terme général de cette série est équivalent 2 Ca?i?¢~1,
On voit donc que pour que Y-, ary(t) soit C, il faut et il suffit que
pour tout entier k, Y, a?l¥ < oo. Cette condition est équivalente a ce que

pour tout entier & on ait Y, a;l¥ < co. De méme pour &;. 0

3. SPECTRE DE LYAPOUNOV D’UN FLOT BROWNIEN
ISOTROPE SUR S4¢-!

Soit ¢; un flot brownien isotrope sur S4! dirigé par le champ de
vecteurs W (¢), solution de (1.1). Ses caractéristiques locales sont données
par le lemme 2.1 et le théoreme 2.1. Nous allons calculer le spectre de
Lyapounov du flot en fonction de ces caractéristiques locales.

TuEOREME 3.1. — Le spectre de Lyapounov (Mi,...,Aq_1) d’un flot
brownien isotrope v, de matrice de covariance donnée par le théoréme 2.1,
est, pour 1 <n <d-1,

_d—2n-—

1, d—1

Preuve. — Nous allons suivre une démarche analogue a celle de Le Jan
dans [13].

On utilise les notations de la section 2.2.3. Soit (§;,1 < j < n), n
champs de vecteurs. Soit b, = &1(t) A ... A &, (t), ou &;(t) = Twu(&;).
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Pour calculer le spectre de Lyapounov, il suffit de calculer o, = > . A;
pour 1 < n < d— 1. Par le théoreme d’Osedelets (voir [12] et [2]),
n = limeoo 7 log|l4(2)]], od = det(((&,€5)))-

Pour trouver 1’équation différentielle stochastique satlsfaite par v, il est
utile d’introduire le produit intérieur i(Xy) et I’opérateur 7, ou

n

(X =D ()G A LAGA LN E, (3.1)
j=1
Hp = X; Ni(Xp). (3.2)

Remarque. — En pamcuher onaFX) A A Xn = Licn(—1)R1XG A
X1 A AXk A .. A X,. TF remplace X, par X; dans .

LEMME 3.1. — dipy(x) = TFee(x)Wi( (), odt).

Preuve. — Comme

dé;(t) (@) = VW (pe(), 0dt)(&(t)(2)) = &5 () () Wi (r(2), 0dt) Xi (e (),

dipe(z) = E1(E)A-. AodEi(E)A... N (1) (2) = TF e (x) Wi (e(2), 0dt).O

J=1

On peut écrire la version It6 de (1.1) :
doy(z) = M(p4(z), dt),

ol M(t) = W(t) + 1Vt, avec V(z) = Vx,a9(2,y)jo=y €t a(z,y) =
a(z,y)X; € T,S4 1. M(t) est une martingale sur les champs de vecteurs
et I’isotropie entraine que V = 0.

LEMME 3.2. — Soit i, = %, alors

dlog [+(@)]| = (e, ) Mi (@), )
+ 5 [P CH @) + (i) Biou(e))

= dM, + D.dt,
avec, pour v € S et 7 6_.T$Sd‘1, vii(n) = (tFn,min) —
2(n, k0, min) + (n,7hrin), Ci(e) = (X + T4, )(Vi6] +

7.)a" (2,Y) o=y et Bi(z) = X;(Xibi + Th,)a" (2, Y) =y — Vi (2).
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Preuve. — On a
dlog [[¢e(2)]| = (ne, 7ne) Wi (i02(), odlt). (3.3)
Comme dn, = (T;ﬁt - m(nt,T}nt))le(wt(w),Odt),
d(ntm-km) = VZ’(nt)sz(wt(w), odt).
Comme [Wi(i:(z), odt), Wi (ps(x), odt)] = C3(y(x))dt, on a donc
dlog [[¢e(2)| = (ne, 70 ) Wilpe(), dt)

+ 2 [ )G
o T X, Wi (o), dt), W (2, ).

En remarquant que Wi(p:(z),dt) = M;(p:(z),dt) — LVi(pi(z))dt, on
montre le lemme. [J

Afin de calculer D, et %[Mt, M,] pour un ¢ donné, nous allons prendre
les systemes de coordonnées locales identiques et normaux en ¢;(z) et tels
que 7; = X1 A ... A X,,. Quitte 2 changer de base de R, il est possible de
faire les calculs comme si ¢;(z) = p = (0,...,0,1). Nous avons alors :

LemME 3.3. — v (m) = ki< j>n6ij0F + 1i1<nik j>n 8465,
Preuve. — On calcule :
(TN Tine) = Lk i<, j>n 66",
<77t,7'ik77t> = 1k§n5£c,
(Mo, TETj) = Litgngk j>n 6165,
d’ott le lemme. O
LEMME 3.4. — Ei(pi(z)) = =63’ (1) + (d — 1)a(1) + dB(1)].

Preuve. — En notant ¢,(z) = p,

E}(p) =X; X" (2,p)a=p + X;(T%,)(p)a™ (p, p)
- Xe(Ti)(P)a" (p, p) — Xi(X;07 (2, ) jpmy) fe=p-
Dans un premier temps, on a

X; X1a" (2, p)jomp = X; X [a(ﬂﬁd)fsij - 5($d)$ixj]
|z=p

Td

_x, [_af(xd)yzﬂ _ ﬂ(xd)m}
e v |z=p

= —a/(1)88;, — B(1)(6% + ‘%6;)
— (/1) + A5},
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courbure étant constante, Rﬁj,c(p) = 0l — 6L6;,. Comme a%(p,p) =
§ia(1),
X;(Ti)(p)a™ (p, p) — Xi(T5,)(p)a" (p, p) = Rijje(1) = —(d —2)60(1).

Enfin, on a Xy (X;a" (2, y) =y )je=p = 65(1). D’0l le lemme. [J
Les lemmes 2.9, 3.3 et 3.4 permettent de calculer D; :

Soit R};.(p) = X;Th.(p) — Xil's(p), le tenseur de courbure en p, la

LEMME 3.5.
2D, = n(d — 2 - n)a/(1) — n(d - Da(1) - n(n + 1)8(1) = 2D.
Preuve. — On a

V”;l(nt)clg(wt(x)) = 1k5"5i>"6ij6kl(a,(l)éijékl) + 11§n,k>n656;:(ﬁ(1)6;5i)
=n(d-1-mn)(e/(1) + B(1)),

et, puisque (1, 7Fn:) = lk<,0F, on a
(n, TEne) Ep(pe(x)) = —n(a’ (1) + (d = Da(1) + dB(1)).
D’ou le lemme. 0

Preuve du théoreme 3.1. — M, est une martingale et

d y
Zﬁ[Mt’Mt] = (ﬂt,7’;“%)(%T]l'nt>0ka(80t($))
= Lia<n 85 85[0/ (1)6761 + a(1)6,6] + B(1)(8:.6] + 66])]
=na'(1) + n®a(1) + (n? + n)B(1) = 2.
%ﬁ est un mouvement brownien standard, ce qui entraine que lim;_, % =0
presque srement et donc lim,_,. %’/’—tﬂ = D presque sirement. On a
donc 0, = D = E(d_—;_"la’(l) - E%T]—)oz(l) - L";’—Qﬂ(l). Il est alors
facile d’en déduire X\, = o, — 0,,_1. U
En particulier, A\; = 452¢/(1) — 42a(1) — #(1). Dans le cas o le flot
dérive d’un champ de gradient,

n =Y (15200 - S i) = 3 Gl-shi—@-1)

>1

Comme ~{(1) = (I — D ), = 2,21%[(1—1)((1—5)(';;;)1)

—(d—1)]. Pour d < 5, Ay < 0 et le flot est stable. Il est toujours
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possible de construire des flots stables, en prenant par exemple a; > 0 et
a; = 0 pour tout { > 1. Pour d > 5, on peut construire des flots instables
en prenant par exemple a; = ... = ag = 0, on a alors

Alzz%[ﬁ(d—S)—(d—l)]>0.

1>6

Soit B = a’(l) B(1) et A = a( )+ dp(1) + (d — 1)a(1), alors
a'(1) = Aj_’ff - ma (1) et B(1) = d—+1 - %a(l) B = 0 si le flot est
de gradient et A = 0 si le flot est de divergence nulle. A et B sont positifs
et peuvent étre choisis de fagon indépendante, B ne dépendant que des b,

et A ne dépendant que des a;. On peut écrire \; en fonction de A et B,

d—5 , (d-1d+2), (@-1)[d-2)

Al:2(d+1) 2(d+1) d+1

a(l).

On voit que le terme de divergence nulle du flot (c’est-a-dire B) améne
de D’instabilité.

4. ETUDE DE LA DISTANCE ENTRE DEUX POINTS

Sur S?-1, on définit d(z,y) la distance entre deux points = et y par la
relation cosd(z,y) = (z,y) et d(z,y) € [0,7]. Dans cette section, nous
allons étudier la distance entre deux points transportés par un flot brownien
isotrope ¢:, 0 = d(p:(z), :(y)). En particulier, nous allons décrire son
comportement asymptotique en fonction de A, le premier exposant de
Lyapounov du flot.

THEOREME 4.1. — Soient z,y dans S et 0, = d(pi(z), 0:(y)), O; est
une diffusion et

d6, = \/g(8.)dB, + [(B.)dt, (4.1)
o B, est un mouvement brownien standard et

9(0) = 2[a(1) — a(cos ) cos § + B(cos §) sin? 4], (4.2)
£(6) = ‘z ~ a(cosh)). (4.3)
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De plus, si Ay < 0, lim;_,00 0; = 0 et si A\; > 0, Pllimsupf, = 7] =
Plliminfd, = 0] = 1.

Preuve. — On reprend les systtmes de coordonnées locales de la
section 2.2.3. Comme ¢; est un difféomorphisme, si 6y # 0, 6; # 0.
La distance entre deux points étant singuliere quand cette distance vaut
T, on a

8, = X;d(:(), 0u(y))dei(z) + Yid(0e(z), 0:(y))del (y)
+ X Xd(0(2), 00wl (2), £ o)

+ 3YY5d(0u(z), e 0)dlei(y), £ V)

+ XiY;d(pi(2), :(y)dlpi(z), 1 (y)] — dLs
= dNt + ‘/tdt - st,
ol N; est une martingale et L; un processus croissant ne croissant
que quand 6; = w. Pour un ¢ donné, prenons les systémes de
coordonnées locales respectivement normaux en ¢;(z) et en ¢;(y). Nous
aurons alors £ [(2), @1 (4)] = a¥(¢u(), @(y)) = a(cos)(X:, Y;) +
B(cos 0:){Xi, p:(y)){p:(x),Y;), et en notant A, = Y, XZ? et A, =
X7 .
Vi = 5(As + 8y)d(0e(2), pe(y)) (1)

+X:Yjd(pe(2), 02 (v))a" (91(), 0e(v))-

Comme
) _ <Xi,l'2>
de(x1a$2) - sin d(l‘l,.’lig),
1 /cos 0, 5 COs 0,
Bed(e(@), o) = X | g, — (Koo ee®))” T

=1
= (d — 2) cos by = Ayd(p(z), 0e(y)),
<X17Y7) cos et

XiYid(o(z), e(y)) = - b, 5’6 (Xi, oe (Y)Y, pi ().
Comme
> (X, Y5)? = d— 2+ cos® b,
i
D (X5, Vi) (o), Y;)(Xi, @u(y)) = — cos b, sin® 4,

43
et

D (pu(@), Y;)? = sin® 6, = (), X%,

K2
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X Yd(pi(a), ulw) = -2, vy
- 2O X Yi) X ) (), o)
— a(cos Gt)scl(:lszt (Xi, Yi)(oe(2), (X5, e ()
 Bloost) S5 (o), ) Xis ()
—2
~ Tsin 6, )
On a alors
Vi = Zl 0, [a(1) cos b, — a(cosb,)] = f(6,). (4.4)

Par ailleurs,
LN N = ((Xi)? + () (o), @u(w)a(1)

+ 20" (Xid)(Y;d) (e(z), 0u(y))
. 2 i x 2
— a(1)<<Xz7‘Pt(y)) + (Ev‘pt( )> )

sin? 6, sin’ 6,

+2< w‘Pt(y))( Y, pu(x )>(a(cost9t)(Xi,Yj)

sin® 6,

+ B(cos 0:) (e (), Y5) (Xs, e ()
= 2[a(1) — a(cos ;) cos 0; + B(cos 8;) sin? 6,] = g(8;).

. t .
Soit B; = fo ‘“:’; 5> B; est un mouvement brownien. Pour montrer que 6;
gl

est une diffusion solution de (4.1), il nous reste & montrer que p.s., L; = 0
pour tout ¢, ce qui revient a montrer que inf{¢,6, = 7} = oo p.s..

En regardant la fonction d’échelle s de 6, il est possible de discuter
du comportement asymptotique de 6; en fonction du premier exposant de
Lyapounov, \;. Soit ¢ €]0, |,

s(z) = /: exp [— /: 2f((90)) dﬁ} (4.5)

En général, s est finie sur |0, 7[. Eventuellement, s(0+) et s(w—) divergent.
Au voisinage de 0,

16 =6(152) @) = o)+,
59(0) = (@' (1) + (1) +26(1) + o(6°).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHERE 337

On a donc 21220)) = f,?f))i‘zl((ll));;;(ll))) X % + o(1) et pour une constante

strictement positive C1,

Y d—2)(a'(1)-a(1
exp [_/ 2/(9) de} ~ Cly‘( o <1>ia<1)+2ﬁ(<1))),
%]

9(0)
Ainsi, s(0+) = —oo si et seulement si A\; > 0.
Au voisinage de T, Qf((e)) —4=2 4 5(1) et pour une constante strictement
positive Cy,
v2f(0
exp [—/ K )dﬂ] ~ Cy(m —y)~1=2),
e 9(0)

Comme d > 3, s(m—) = +o00. Ainsi, inf{¢,8;, = 7} = oo p.s. (ce qui finit
de montrer que 6, est solution de (4.1).)
Finalement, si A\; < 0, lim;_,, 0; = 0 et si \; > O,
Pllimsup§; = ] = Plliminf6, =0} =1. 0

En particulier, nous avons montré que le processus 6, est récurrent quand
le flot est instable. De plus, dans le cas ol le flot est stable, on a la
propriété suivante.

PROPOSITION 4.1. — Si Ay < 0, limy_,o 7 log#, = Ay ps.

Preuve. — En appliquant la formule d’Ito,

logﬁt logH + - / \/—dB + - / [f(@) 9(6 )] s

05 26?2

On sait que #; tend vers 0 en +oo, qu’au voisinage de 0, Y ‘;(6) ~

o' (1) + (1) +26(1) et [ £9) 92(902)] ~ Ay < 0, donc presque siirement,

t
. L1/l g(6s)], _
tgm log9t _'oo ; /0 [ 6 202 ds = M\ g

A. APPENDICE

A.1 Représentation de groupe

Une représentation unitaire 7' d’un groupe G est une application de G
dans I’espace des endomorphismes unitaires d’un espace de Hilbert E
telle que pour tout g; et go dans G, T(gi1g2) = T(g1)T(g2) et
T(g7") = [T(g1)]~ . T est dite irréductible s’il n’existe pas de sous-espace
fermé non trivial de E stable par T.
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Soient T et T' deux représentations de G, d’espaces de base E et E'. T
et 7" sont équivalentes si et seulement s’il existe une application linéaire
inversible continue ainsi que son inverse de F dans E’, A, telle que
T'A = AT.

Si G est un groupe de Lie compact, les représentations unitaires
irréductibles sont de dimensions finies. Soit {7T*} la famille des
représentations irréductibles non équivalentes de G, cette famille est
dénombrable.

Soit E I’espace de base de T*, notons T}}(g) les éléments matriciels de
T*(g) dans une base orthonormée de F). Par le théoréme de Peter-Weyl,
{T}}} est une base orthogonale de L*(G). Nous pouvons donc décomposer
en série de Fourier les fonctions f de L*(G) :

f(9) = ZZ%m (A1)

A i,j=1

avec

2= [ 10 T3aMs, (A2)

ol dy = dim E et dg est la mesure de Haar de G. Réciproquement, si
on se donne la famille {z :}, par (A.1) on peut construire une fonction
de L?(G) a condition que

Z Z |21 < o0. (A.3)

13,5=1

En particulier, (A.2) donne la relation d’orthogonalité entre les éléments
matriciels :

dA/ T;;(9)T(9)dg = Sxubikbit. (A.4)
G

A.2 Représentations irréductibles de SO(d)

Dans cette section, nous allons déterminer les représentations unitaires
irréductibles de SO(d) telles que leurs restrictions a3 SO(d — 1) contiennent
une copie de la représentation naturelle T, telle que T'(h) = h pour tout
h € SO(d — 1), I’espace de base de T étant R4

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHERE 339

On sait que (voir [1]) les représentations de SO(d) sont caractérisées
par leurs plus hauts poids (my,...,m,), od v = [d/2] et m; > my > ... >
my—1 > |m,|, les m; sont tous simultanément entiers ou demi-entiers et
si d est impair il faut de plus que m, > 0. Ainsi, dans les cas d = 2
ou 3, v =1 et les représentations irréductibles de SO(2) et SO(3) sont
caractérisées par un entier ou un demi-entier /.

Soit 7™ la représentation irréductible de SO(d) de plus haut poids m,
m étant un v-uplet. Si on regarde la restriction de T%™ a SO(d — 1),
on peut décomposer ’espace de base de 7™ en sous-espaces tels
que T9™ restreint & chacun de ces sous-espaces est une représentation
irréductible de SO(d —1). On obtient ainsi des représentations irréductibles
de SO(d — 1) de plus au poids p, ou p est un [(d — 1)/2]-uplet, avec
m;y > pr > Mg 2P > ... >2my, > p, > —m, si d est impair et
my > pp > My > .. > My_q > Py1 > |my,| si d est pair. De plus,
ces représentations de SO(d — 1) n’apparaissent qu’une seule fois dans la
décomposition en représentations irréductibles de T%™ restreint 2 SO(d—1).

Nous nous intéresserons seulement aux représentations irréductibles T9™
de SO(d) telles que leurs restrictions & SO(d — 1) contiennent une copie
de la représentation naturelle, qui est de plus haut poids (1,0, ...,0). On a
donc soit m = (1,0, ...,0), soit m = (I, 1,0,...,0), ol | est un entier positif.
Si d = 3, on remarque que 1’on n’obtient qu’une série de représentations
irréductibles.

On peut réaliser, comme dans [1], ces représentations dans respectivement
I’espace des tenseurs symétriques sans trace de rang [ et I’espace des
tenseurs sans trace de rang [ + 1 de symétrie de Young (/,1,0,...,0). (Un
tenseur T est dit sans trace si et seulement si pour tout p et ¢, on a
> Ty ip_riipsr..ig_riigsr..iiss = 0). Une rotation g de SO(d) agit sur les
tenseurs de la fagon suivante

(9.T)iy.i, = g1t gl Ty - (A.5)

On obtient les tenseurs de symétrie de Young (I, 1,0...,0) a I'aide de
I’opérateur idempotent QP, ou

P= Z o et Q=e—(12),

0€Si41;0(1)=1

ou S;41 est le groupe des permutations de [+ 1 éléments, e 1’élément neutre
de Sy et (12) la permutation qui permute 1 et 2. Soit F' un tenseur de rang
l+1, alors T' = QP(F) est un tenseur de symétrie de Young (I, 1,0, ...,0).
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A.3 Etude des tenseurs symétriques sans trace de rang |

Remarquons que 1’espace des tenseurs symétriques peut étre identifié
a I’espace des polyndmes homogenes a d variables et de d°l, appelons
cet espace Ry Le sous-espace des tenseurs sans trace correspond aux
polyndmes harmoniques de 4. Notons Hg D'espace des polyndmes
harmoniques de Rg. On munit Ry du produit scalaire (f,g) =
Jsa—1 f(x)g(z)dz. On sait (voir [16]) que

Ra = Ha & r*Ra-2, (A.6)

Ha et 7'272,“_2 sont orthogonaux. Ainsi si f € Ry, il existe hy € Ha
et fi € Ray—2 tels que f(z) = hi(z) + r’fi(z). hy est la projection
harmonique de f, on la notera H f (pour une expression de cette projection
harmonique, voir [16]).

SO(d) agit sur R4 de la facon suivante :

g-f(z) = f(g~'x), (A7)

ol g € SO(d) et f € Ry 1l est clair que Ry et Hg; sont invariants sous
I’action de SO(d) et que SO(d) agit de la méme facon sur les polynomes
homogenes et sur les tenseurs symétriques correspondants. Cette action
laisse aussi invariant le produit scalaire défini ci-dessus, de telle sorte que
la représentation ainsi définie est unitaire.

Pour d > 3, a H4_1 s correspond une représentation de plus haut poids
(s,0,...,0), et pour 0 < s < [, ces représentations n’apparaissent qu’une
seule fois dans la décomposition en espaces irréductibles par SO(d — 1) de
Hgqi, on a donc dim Hy = lezo dimH4-1,,. Comme

Ra = @l:oxfi_st—Ls ®r*Rai_2, (A.8)

S

en prenant la projection harmonique dans (A.8), on obtient

Ha = &' _oH(z *Ha 1)
= @' _oHats (A.9)

avec Mg, = H (2 *Ha_1,5). Hais est invariant par SO(d — 1), irréductible
de plus haut poids (s,0,0,...,0). Soit hy € Hy_1 s, alors
d—2
H(@l*hy(@) = e(d L)' G2 (2 (), (A.10)
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ot 7' = (21, ...,74-1) et CE, sont les polyndmes de Gegenbauer, obtenus
en prenant la projection harmonique de !, :

H(zY) = e(d, 1)r'C;, T (%) (A.11)

Dans le cas de la dimension 3, les représentations irréductibles de SO(2)
étant de dimension 1, Hy, n’est pas irréductible. Une base orthogonale
de Ha, est {(z2 + ix1)®,(x2 — 4x1)*}. Nous noterons dans la suite
Ha +s = Vect{( 372 +iz1)%} et Hy s = Vect{r!~ SCQ+S(J)(.'172 +izq)°}.
Ainsi, Hy = @' _ngls.

A.4 Les polynomes de Gegenbauer

Dans cette section, nous allons résumer les différentes propriétés des
polynémes de Gegenbauer, que 1’on peut trouver dans [16]. Les polyndmes
de Gegenbauer sont définis par (A.11). Comme H(z!,) est harmonique, en
prenant le laplacien de H(z!), on trouve 1’équation différentielle satisfaite
par les polynémes de Gegenbauer :

d? d
(1- t2)dt2 Cr(t)— (2p+ l)t—C,”(t) +12p+1)CP(t) =0, (A.12)
ou p est un entier ou un demi-entier, par exemple p = . Nous pouvons

aussi voir que

dp — p+1
00 = 2pCPH (). (A.13)

Pour [ < 3, on peut facilement calculer C?(t) :

1
Co(t) =1, CI(t) = Cut, CS(t)=C2<t2“2p+2>’
3
3 _
i) = C3<t 2+4t)

Nous avons aussi la relation d’orthogonalité

7['(2p +1)

" P (cos )C, (cos 6) sin® 98 = 80— A4
/0 [ (cos 0)CF, (cos ) sin " 2= D1l + p)I(p) .
et I'(2p+1)

P(1) = 2Pt

Ccr(1) = I'T(2p) (A.15)

Remarquons aussi que pour p = % Cl% est le polynome de Legendre
de degré I.
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A.5 Etude des tenseurs de symétrie de Young (I, 1,0, ...,0)

On remarque que (PF); i,. i, st un tenseur symétrique en i, ..., %4 1.
On peut donc voir ce tenseur comme une 1-forme o :

a = P, (z)dz" = (PF);, ., ,3”..2" " dz",

ol P, € Ry. Comme T = QPF, alors T; ;.

(PF)i2i1~

vign = (PF)ijiginy, —

i1y~ ON peut voir ce tenseur comme une 2-forme exacte w :

w = 2da = (9, Pi, (z) — 8;, Piy(2))dz™ A dz*
= Tim..,imx“...xi’+1da:i‘ Adz®2,

il est trivial de vérifier que 8;, P;, (z) = (PF);,..4,,,2%...2"+1.

Ainsi, on voit que les tenseurs de symétrie de Young ([,1,0,...,0)
peuvent s’interpréter comme des 2-formes homogenes exactes. Soit Gg
I’espace de ces 2-formes exactes. On remarque que les 2-formes de Gy
qui correspondent a des tenseurs sans trace sont les 2-formes cofermées,

c’est-a-dire telles que dw = 0, ou ¢ est la codifférentielle. En effet, il faut
que >, Tiiziig.ivey, = 0 €t Y. Tijiiiiy.iyy, = 0, OF

il

bw = —8ilwi1,'2 (ZL’) d.’L‘i2

=-(-1)! ZEizii4...i,+lwi“---xi’“d:ci?, (A.16)

donc éw = 0 si T est sans trace. Soit A = dé + 6d, le laplacien de De
Rahm, on a

Aw = —Aw;, i, (z)dz™ A dz2. (A.17)

On voit donc que T est sans trace si et seulement si w = Aw = 0.
Une forme exacte et cofermée étant harmonique, les tenseurs sans trace
de symétrie de Young ([, 1,0, ...,0) correspondent aux 2-formes cofermées
de Gg;. Soit Fy I’espace des 2-formes cofermées de Gg4. On munit Gy
du produit scalaire :

(wl,w2> = /5,1_1 Zwilj(a:)wfj(x)dx. (A.18)
4,3
SO(d) agit sur G4 de la fagon suivante :
gw = wii (g7 z)d(gx)" A d(gz), (A.19)
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ol w € Fy et g € SO(d). On peut définir de la méme fagon I’action de
SO(d) sur n’importe quelle forme différentiable. Muni de cette action et de
ce produit scalaire, F; est I’espace de base de la représentation irréductible
de plus haut poids (/,1,0, ...,0), ’action sur F,; étant la méme que celle
sur les tenseurs sans trace de symétrie de Young (I, 1,0, ...,0).

Afin de trouver une expression de la projection orthogonale sur Fy
et de caractériser les 2-formes de Fy;, nous allons d’abord chercher son
orthogonal dans G4;. Nous noterons cet orthogonal F3; orth et nous noterons H
la projection orthogonale sur Fy.

LEMME A.l. — Fy** = {w € Gy / il existe une I-forme homogéne
a telle que w = d(r a)}. De plus, si h € Hq, H(dz' A dh) =

dz® A dh — 2(d+l 3)dr A d(0;h).

Preuve. — On sait qu’il est possible de voir G5 comme un sous-espace de
I’espace des tenseurs de rang [ + 1. Dans [1], on trouve la décomposition
de tous tenseurs 7" sous la forme T = T° + @, ot T° est sans trace et

— (rg)
Qll»-«m-l - Zp<q 6%'qu1 dp—1ipt1eig—1%g41-di41? avec

(p9) )
Ry iy tipiroigigiroives = D Biveip_viipgr.iqriigprisgrs  (A.20)
i

R étant un tenseur de rang [+ 1. T et @ sont orthogonaux pour le produit
scalaire (T",7%) =32, . Tt ;. T7 .., Ce produit scalaire coincide
avec celui défini sur Gg4;. On voit ainsi que si a2 T correspond une 2-forme
de Gy, 2 T° correspond une 2-forme de F; et il est facile de voir qu’a
@ correspond une 2-forme de Gy de la forme r%w; + dr? A a. On voit
donc que Fg** = {w € Gy tel qu’il existe w; € Gyy_» et une 1-forme
telle que w = r2w; + dr? A a}.

Soit w € Gy, alors il existe a = a;dz’, avec a; € Ry tel que w = da.
Comme Ry = Hay © Tsz,l_g, il existe h; € Hy et gi € Ry -2 tels
que o; = h; + r%g;. On a donc w = do; A dz? = dh; A dz* + d(r?g;da?).
Comme d(r’g;dz’) € Fg'*h, H(w) = H(dh; A dz*). On remarque ainsi
que Fg = {H(dh~ A d.Z‘i) h; € Hdl}

Soit w* = dz* Adh— 2(d+l 3)dr Ad(8;h), comme dr? Ad(0;h) € O”h,
pour montrer que w' = H(dz' A dh), il suffit de montrer que w® est
cofermée. D’une part,

O(da A dh) = ~ 0% hdo + %Ahda:’ - —%d(@ih).
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D’autre part,

8(dr® A d(;h)) = —y(40;0:h)da? + 9;(wx0;0;h)dz"
= —d d(8;h) — 5,0(8;0;h)dz’ + d(B;h)
= —(d+1-3)d(d;h).

On vérifie bien que w' est cofermée.
Comme pour toute 2-forme w de Gq, il existe h; et g; tels que

w = dz* A dh; + d(r*(gidz"))
= H(diﬂz A dhi) + d[’l’j(gld(Lz - Cd(azhz))],

on a donc w = H(w) + d(r’a), od « est une l-forme homogene, et
donc Fgrth = {w € Gq / il existe une 1-forme homogene « telle que
w = d(r?a)}. O

Avant d’étudier les sous-espaces de Fy; invariants par SO(d — 1), nous
établissons le lemme suivant.

LEMME A.2. — Soit g € SO(d) et w une forme différentiable, alors

i) g.(dw) = d(g.w).

i) g.(bw) = 6(g.w).

iii) Si w € G, g.H(w) = H(g.w).

Preuve. — immédiate. []

Soit Fk, = {H(dzq A dh,),avec hy, € Hgs}. On a Fpo = {0}, car si
h € Ha, il existe une constante C telle que h = CH(z}) = C(z} +r%f),
pour f € Ray_, donc H(dzq A dh) = CH(dzyq A dz}) = 0, car
Hldzy A d(r?f)] = —H[d(r?fdz4)] = 0.

LEMME A.3. — Pour s # 0, FJ,, est stable, irréductible par SO(d — 1)
et de plus haut poids (s,0,...,0).

Preuve. — Soit , 1’application de Hg, dans fl},s, qui a hg associe
H(dz® A dh,). ¢ est une application linéaire surjective. De plus, on a pour
tout g € SO(d — 1), (g.hs) = g.(hs). Ainsi, on voit que Fj, est stable
par SO(d — 1). On voit aussi que Ker ¢ est stable par SO(d — 1). Comme
Hais est irréductible par SO(d — 1), soit Ker ¢ = {0} soit Ker ¢ = Has.
Pour s # 0, Fi, # {0} et Kerp = {0}. ¢ est donc surjective et
©(g.hs) = g.p(hs) entraine que SO(d — 1) agit de la méme fagon sur
Fl, et Has, d’ob le lemme. [

Soit F2,, le sous-espace de Fy engendré par {H(dz* Adh,),1 <1<
d—1, hy € Has}. Has étant stable par SO(d — 1), Fz,, est stable par
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SO(d — 1). Par contre, contrairement a F,,, Fa,, n’est pas irréductible.
En tout cas, puisque Hy = &L _oHass

Fa = 1 Fits ® OomoFa1s- (A21)

Dans la suite, on ne s’intéressera qu’aux sous espaces de Fg qui ne
sont pas orthogonaux a FJ,,. Pour déterminer ces sous espaces, on utilisera
le lemme suivant.

LEMME A.4. — Soit F un sous espace de Fg; irréductible par SO(d — 1).
Soit G un sous-espace de Fy stable par SO(d — 1) tel que F NG = {0},
alors F et G sont orthogonaux.

Preuve. — Soient p; et po, les projections orthogonales sur G et sur
’orthogonal de G. Pour tout z € F, Vy € G, (z,y) = (p1(x),y). Soit
g € SO(d — 1), alors (g.z,g.y) = (9.p1(z),g.y) pour tout y € G, d’olt
p1(g.z) = g.p1(z). De méme, on a pa(g.z) = g.p2(x).

F étant irréductible, si F' n’est pas orthogonal a G, alors les
représentations associées a p;(F) et a F sont équivalentes. Comme
FNG = {0}, les représentations associées a po(F) et a F' sont équivalentes.
On voit ainsi que cette représentation apparait au moins deux fois dans
la décomposition en représentation irréductible par SO(d — 1) de la
représentation associée a Fy, ce qui n’est pas le cas, il faut donc que
F et G soient orthogonaux. [J

Ce lemme nous sera trés utile dans la suite pour montrer qu’un espace
est orthogonal a FJ,, il suffira en effet de montrer que son intersection
avec Fy, est réduite a {0}. Il est facile de voir que pour s # 1, Fj,
et FJ, sont orthogonaux, ces deux sous espaces étant irréductibles par
SO(d — 1), leur intersection est réduite a2 {0} (sinon ils sont équivalents,
ce qui n’est pas le cas).

Nous allons étudier ’intersection entre Fj,; et F3,.. On voit que si
S H(da' A dh;) € F3, est aussi dans Fy;, alors il existe by € HY),
tel que

d
H(dz* A dh;) = 0. (A.22)
>

=1
Nous allons donc chercher des solutions a (A.22).

LEMME A.5. — Soit (h;)1<i<q des polynémes harmoniques de Ha, alors
2?21 H(dz' A dh;) = O si et seulement s’il existe fiy1 € Hayp1 et
fi-1 € Ha41 tels que

h; = Bz-flﬂ + H(.’L‘ihl-l). (A23)
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Preuve. — On sait que E H(dz' A dh;) = 0 si et seulement si
¢ dat A dh; € Foth, donc s’il existe une 1-forme o telle que
d(zz_ hidz') = d(r’a) = d(r2 ¥ la,d:v ), o @; € Ray_o. Cette
condition est satisfaite si et seulement si

d
> hida' =r?a + df, (A.24)

=1

ol f € Rg4,41 (on vérifie facilement que si 8 = E:Ll Bidz vérifie df = 0
et B € Ry, alors 8= df pour f € Rgi41).

Comme Rgi41 = GBk 0]7"2’“7-[,1 I+1-2k, alors f = 2 T2kf1+1~2k’
avec f, € Hqs. Comme h; = r2q; + 0;f et T?Ry;_o est orthogonal a
Hai, en prenant la projection harmonique (notée H) de r2a; + O;f, on
trouve que hi = 0;fi+1 + 2H(z;fi—1). En particulier, si f;_; = 0, alors
¢, dzi Adh; = 0.0

LEMME A.6. — Soit hy € Hq_1,s, alors pour i < d -1, ona
i) O:H (k' *h,) = [1+d+23 3]H(x’+1 *9ihs) — coH (a1~ H
("L‘zhs)) € 7-{(i,l,s—l S5 Hd,l,s+1-
ii) H(z:H(z; "*hy)) = H(zi'"H'(zih,)) — g H(aiH
Oihs) € Hajps—1 ® Has1-
iii) O4H (zF'~"hy) = (1 + 1 — 5 — c,)H(z'*hy) € Hass.
iv) H(zgH(z7 %h,)) = H(z7*h,) € Haus-
Ona note H' la projection harmonique sur Hq_1 541 et ¢, la constante
tel que C o +8( t) = C(th=s — Sfrgl=e=2 4 ).

d 1 2 _ d-1
Trze=30ihs, avec rg_y =350

Preuve. — Comme H'(z;h,) = z;hy — 77515 %7

2 _ 2 2
Ty =1 —1x5

1

H(zy ' ~*zih,) = H(al ' H' (wihs)) — i725-3

H(:cffl’s(?ihs).
(A.25)
On a donc

81H $l+1_shs :az .’L'l+1_shs—fi’l"2 1—-1— sh +'I"4f
d d 2

=H(z " 0h,) — ¢ H(z 1 % z;h,)

— Cs I+1-s49. _ l-1—sgyr(,.
<1+d+2 —3>H(‘”d Oiha)=coH (w '™ H (wihs),
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ce qui montre i). De méme, on a
H(z;H(z57°h,)) = H(z 1 " x;hy)

= H(& = H wihy)) — ——

d+2s—3

ce qui montre ii). iv) est évident et iii) vient de

H(z5H7°0;hy),

OuH (2l ~hy) = B[l *hy — Sral 1~ hy +
=(+1-s)H(z*h,) — c,H(z*h,). O
Maintenant nous pouvons montrer le lemme suivant :

LeMME A.7. — Si s est différent de O et 2, alors Fg, et Fy, sont
orthogonaux.

Preuve. — Nous allons montrer que F2, N Fy,; = {0} pour k # 0,2, ce
qui est suffisant pour montrer que F2; et Fj;, sont orthogonaux.

Soit hy = H(zx;), alors H(dz? A dhg) € Fp,. Un élément de
F2,, sécrit sous la forme Zf llH(dx A dh;), avec h; € Hak. Si
Fau ﬂfdu # {0}, FJ, étant irréductible, alors Fj,, C Fj, et donc
H(dz® A dhg) € F2y, il y a alors une solution a 1’équation (A.22).

Le lemme A.5 entraine qu’il existe h' et h? respectivement dans Hg, 141
et Hq 1 tels que pour 1 < i < d, on a h; = d;h' + H(z;h?).

Comme h! = Y1V H (a4 7°hl) et h? = Z H(z'717°h2), avec
hl et h? des polynomes de Has. Pour 1 < ¢ < d — 1, en utilisant le
lemme A.6, on a

1+1 1+1
hi=Y " a H(zh" " 0hy) = Y e H(ey ' ~*)H' (wihy)
s=0 =0
-1
+ > —b H (a7 0;h3) ZH(ml L=YH'(z;h2), (A.26)
s=0 3=0
avecas—1+3_ﬁ§f3 etb, = 55— De plus, en posant ds = l+1—s—c;,
1+1 1-1
ha=Y d.H(a7"hY) + > H(zl *h3) (A.27)
s=0 s=0

De (A.27), comme hg € HY,;, on déduit que pour s # 1, d,hl +h2 =0
et dihi + h? = z1. (A.26) entraine que pour s # k,

as+1aih1 - Cs_lHI(LL'ihi_ - bs+18ih2 + H, l‘ihz_l) =0. (A28
s+1 1 s+1
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Dans (A.28), on a pris h? = 0 pour s > [ et ht; = h?, = hl = 0
pour s > [ + 2.

Comme k # 0, pour s = 0 et i < d— 1, a10;h} — b,9;h2 = 0, ce
qui entraine que h{ = §Lhi. Comme dih] + h? = z1, hi = Az, od
A= al:bldlxl

Comme k # 2, pour s = 2,

A
agaih§ - /\CIH,(LL‘,'IL‘l) - b381h§ + al H/(CL‘ :L'l) 0. (A29)
De plus, h2 = —d3h3, donc pour i < d — 1, 8;h} = pH'(z11),
avec p = (1 — “l)m Pour i« # 1, H'(z;z1) = z;x1, et donc
2
Ry = L3 1x3:1+c:1::1‘ Pour i = 1, H'(z}) = a? — 2= et
Oihy = H(xl - Zj—ll d_iT) =t _LZz ", 27, D'autre part
oh} = Z ) &? + 3cz?. 11 faut donc que 5 £ = —55, ce qui n’est

pas p0551ble p étant différent de 0. Il n’y a donc pas de solutions a
I’équation (A.22) , ce qui achéve la preuve de ce lemme. [

A.6 Calcul des éléments matriciels
des représentations irréductibles de SO(d)

Nous allons commencer par montrer la formule d’addition des polynémes
de Gegenbauer (voir formule 3 page 486 dans [16]) : pour p un entier ou
un demi entier et [ un entier,

C7(cos 0 cos ¢ + sin  sin @ cos ) =

1
Z C(l,p,m)CF* " (cos f) sin™ 6 CPF™(cos ) sin™ ¢ ChF : (cos ).
m=0
Pour montrer cette formule, nous introduisons la base orthogonale de
Ha, Z4; (voir [16]) ot M = (m,...,tmq_2) avec | = mg > my; >
mo 2 e 2 Myg_g > 0 et

d—3

=l _ 4l mj“mj+l =2 tmjpr [ Td—j . Nkgoo

““M("I") - AM Omj—m]Jr] T (xz + le) )
j=0 -

ouri= Zle x2. 1l est clair que pour M #(0,...,0) = 0, Z4,(p) = O si

=(0,...,0,1) et Z4, (97 'z) = ZK ' 1(9)E% (z) et donc E4, (g7 1p) =
Td (9)Z4(p), od T al = = 7400 On peut donc calculer T (g). Pour
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g = g(0) tel que
(g71(0)x)q = z!; = sinfzq_y + cosfzy
(7" (0)x)a—1 = z/;_, = cosfzy_; —sinfzy =
(¢7HO0)z;) = 2} = z;, pour i<d-—2,
Zb;(g71p) # 0 si et seulement si M = (m, 0, ...,0) et 0 < m < [. Enfin,

a
dg~?

l

Eb(gz) = ) Tio(97")EM(2) = Y T (9)Zh (=),
K

m=0

=l

en notant m = (m,0,..,0). Comme Z! (¢7'p) = Al G,2 2 +m
(cosf)sin™ @, on en déduit la formule d’addition des polyndmes de
Gegenbauer.

Dans la suite, nous aurons uniquement besoin de connaitre 1’action de
SO(d) sur Hayy et sur Fyy, pour d > 3 et sur Hgyy et Hz—y pour d = 3.
Nous allons commencer par chercher une base orthogonale des espaces Hanx

et F4,, pour d > 3. Pour d = 3, on a Hay = Vect{r'~ 102 ((E) (2o £
iz1)}, on notera El(z) = Ayrts 1Cf_1(—ri)(x2 + izy), avec A; tel que
IZxll =

On sait que Hgy = H(z' [ 'Hg_11). Or une base de Hy1:
est {z;}1<i<a—1. On vérifie facilement que les polyndmes El(z) =
Ayr'=1CP (%) a;, pour 1 < i < d — 1 forment une base orthogonale
de Hgq1, on choisit A, tel que cette base soit orthonormée.

De la définition de F3;;, on trouve que les 2-formes w! = AsH (dzq A
dEﬁ), pour 1 < 4 < d — 1, forment une base orthogonale de .7:,},1. On
choisit A3 de telle sorte que cette base est orthonormée.

Nous allons calculer T (g) = (g.E}, Z}). En fait, il suffit de calculer les
éléments matriciels pour g = g(#). On a donc g.Z!(z) = Ar'~ 1C,"’_l(ji):z:i.

Pour 7 < d—1, en notant y,(t) = Cl%_l(t)/C'lg—_l(l), la formule d’addition
donne

ri =y (zg)e; = m(cos O)r' l”n(—) :

7i(cos f) -2
+——,(1) sin Or ’yl( ):vd 1T; + ho, (A.30)

avec hy € ®'_3Has, qui est orthogonale & H 1, et r’”2fy,’_1(-”¢")a;d_1xi €
Hai2. Donc pour ¢ < d — 1,

(9.2%, LY = 6;5emi(cos ). (A.31)
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Comme pour 6 = 0, T#(g(0)) =1, c=1 et pour i < d — 1,
T3} (9(8)) = 6iv(cos ). (A.32)

Si i = d— 1, on montre facilement que T}%(g) = 0 pour i # j, et si
¢ = j (c ne désigne pas toujours la méme constante)

T ((9)) = (9.2, E)
4 4
—c [ Ch@Ch wa)el snads
gd—1

_ .4
=40 Jsa

—Ci/ / C,%(cosﬁcosqﬁ+sin0sin</>cos¢)x
dé Jo Jo
d
x CPZ_(cos ¢) sin®™" ¢ cos 9 sin®~2 ypdpdp.

d=2 d
C, 7 (22)C7 1 (Ta)Ta—1dz

d—3

En multipliant par C; > (cost))sin® %4 = Ccossin®™> ) la formule

d’addition des polyndmes de Gegenbauer et en intégrant entre O et 7, par
la relation d’orthogonalité (A.14) on obtient

/ C,% (cos @ cos ¢ + sin B sin ¢ cos 1) cos 3 sin® > pdyp
0
= cC’ﬁ_1 (cos@)sinb C’l%_1 (cos ¢) sin ¢.
En tenant compte que T3, ;_;(g(0)) = 1, on en déduit que
T —14-1(9(0)) = T (sm 071(cos 8)) = cos fy;(cos §) — sin? 6] (cosh).

En effectuant un changement de base, on trouve la forme générale des
éléments matriciels de T%:

T (g) = 01(9aa)gij + Br(9ad)giagas» (A.33)

avec a1(t) = y(t) et Bi(t) = v/(t).
Pour d = 3, par un calcul analogue, on a pour g = g(6)

1[d .
T8, (g) = T2,(9) = 5 | 25 (5inbu(cos0) £ ulcosd) |, (A.34)

avec T?é'(g) = <g-Eé,E’<,), avec ( et ¢’ dans {+,—}.
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Notons Q% la représentation T%(4:1.0--0) Comme précédemment, nous
allons calculer les éléments matriciels dans le cas ou g = g(6). Pour
1 < d-1,

9.0} = Agg.H [doa N d(r'"m () ) |

/
= AscosH [dmd A d(r"lfyl (%m,L) )]
/
+ Azsin§H [dmd_l A d<7‘l_1fyl (%xz) )} .

D’une part, ’équation (A.30) entraine que

ltra nd(r = 22 ) )| =ntcos) i [dna n (11 (22 )

avec wy € @'_,F1,, qui est orthogonal a F},. D’autre part, (A.30)
entraine aussi que

fieasna(r ()

Gy anan e o () )

avec wpy € Bsx02F 35, qui est orthogonal a F,; par le lemme A.7.
On connait I’équation différentielle satisfaite par -, :
(L=)/'(t) = (d+ )tyj&) + (= 1)(d+1— 1)) =0. (A.35)
(1=1)(d+1-1)

d+1
Soit a le coefficient du terme de degré [ — 1 du polynéme -~;, alors

[da:d 1A d( -2 l’(?d)xl)] =a(l — 1)H[dz4_1 A d(z2zq_12:)].

On a donc
(H[dzg—1 A d(z 22q-12:)], H[dzg A d(z 5)]) =

Pour ¢t = 1, comme v;(1) = 1, on a vj(1) =

- %i(H[d L Ad(e2)], Hldoa A d(z2:)])
0ij
2(d 2)(H[d(r —a? —xd)/\d(wd 2z, H[dmd/\d(a:d L2)))

- d5 ) [<H[d(:cd) Ad(z%x)] + 2H [d("’;) A dmfl_z],

Hldzq A d(z xl)]>]
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Soit w = H[d(% — ") Adal?], w € Fhy, qui est orthogonal 2
- 3 d+1 d |» di3» 4 ogonal a
-7:.1“_, d’ou

3 2 .
() e nfi(F5)
2.
—wo H[d(m) Adxg,—z]

-2
w + d—H'H[d.’L'd A d(.’l?fi_l.’l,'i)].

On a donc

(H[dwg—1 A d(2} *34-12;)], Hdza—y A d(z] > w0 125)]) =
8ij -2 -
—gog |t [(Hdra Ad(z z)|Hldza A d(zY 2,)))

3 0ij d+l—l>< 1
d—2 d+1 a?A%

Finalement,

-1 <d+l—1
(d=2)y(1)\ d+1

1 / 02
7 27,(cos€)s1n 0,

(g.wl, w!) = cos By(cos ) — )fyl'(cos 9) sin® 9

= cos 0;(cos ) —

by = 0.

Nous allons maintenant calculer (g.w}_,,w}_;). Tout d’abord, on

pour s < d — 1. Pour i # j, {g.w!,w

(2] ]

remarque que dzy A d(xf[la:d_l) = 1;4'[4 Adzg_1, ce qui permet de calculer
Hldzq A d(z 2q-1)] -

Hldzq A d(:cfi"la:d_l)] =cH [d(r c ( . )) ANdzg_ 1]

=cH [rl_lwl(T)dwd A dl‘d_l]
=c “’it—b
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c ne désignant pas toujours la méme constante. Comme g.(dz4 Adzq_1) =
drg N\ dxg_1,

!
g.wfi_l =cH [rl”lfyl (iv—d)da:d A da:d_l]

—cZC’ C 2 5 +m (cosf)sin™ ' H

422 1m (T4 pm=1 =l (T4
[c <7~> m-10T (Td_l)dxd/\dxd_l]

!
=c Z CrC, 2, ™ (cos§) sin™ " C!, H

[d L= L+1/\d<rd 1Cm (wd 1))}
Td-1
l

=c z CmC'ﬁnCET:Fm(cos f)sin™ ' 0H

m=1
[dwd/\d( Lm0 ( ))]
Td—1

d—3
Comme H [dwd Nd (xfi_mrT_ICmT (“—“))] € Fiim» Qui est orthogonal

Td—1

a Fl, pour m # 1
(gwa—1,wq—1) = Clcl L(cos @) = y(cosb).

En effectuant un changement de base, on trouve la forme générale des
éléments matriciels de Q%:

49) = 02(94a)9ij + P2(9da)giaga, avec (A.36)
ao(t) = (1) — T—i(0), (A37)
Balt) = —m(®) = T5(0). (A38)

Nous avons ainsi montré le théoréme suivant :

THEOREME A.1. — Une représentation irréductible de SO(d) telle que sa
décomposition en représentation irréductible de SO(d — 1) contienne une
copie de la représentation naturelle U de SO(d — 1) telle que U(h) = h est
équivalente pour d > 4 a une des représentations T ou Q¥, avec | > 1,
et pour d = 3 a une des représentations T3 avec | > 1. Des éléments
matriciels de ces représentations sont donnés par (A.33), (A.36) et (A.34).
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