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Effet d’un bruit blanc sur l’oscillateur

harmonique de dimension d

Nathanaël ENRIQUEZ
Departement de Mathematiques, Bat. 425, Universite Paris Sud, 91405 Orsay.

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 32, n° 5, 1996, p. 601-622 ProbabiUtés et Statistiques

On calcule par une methode perturbative un equivalent de
1’ exposant de Lyapounov presque sur de 1’ oscillateur harmonique aleatoire
isotrope dans le cas des petites perturbations.

ABSTRACT. - We compute by a perturbative method an equivalent of the
almost sure Lyapunov exponent of the random isotropic harmonic oscillator
in the case of small perturbations.

1. INTRODUCTION

Le theoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec assure l’existence

d’exposants de Lyapounov pour des systemes du type

où x E A, Bi E Md(R), et Wi sont des mouvements browniens reels
independants. Ce genre de systemes a ete etudie par un certain nombre
d’auteurs. L’étude est assez complete dans le cas de la dimension 2. Elle
a ete commencee par Auslender et Milhstein [2] en 1982 puis poursuivie
par L. Arnold, G. Papanicolaou, E. Pardoux, M. Pinsky, V. Wihstutz [8],
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602 N. ENRIQUEZ

[1], [9]. Sauf dans certains cas particuliers on ne peut evaluer 1’ exposant
de Lyapounov que pour les variances des Wi tendant vers 0 ou vers +0o.
Le cas de la dimension quelconque est reste assez peu etudie. M. Pinsky

et V. Wihstutz [10] 1’ ont etudie pour des matrices A nilpotentes et les cas
de variances limites mais ne concluent qu’ au signe de 1’ exposant (positif
en l’occurence, ce qui prouve Finstabilite du systeme) et a la forme d’ un
developpement asymptotique sans en donner un equivalent explicite.

Pour avoir des formules explicites dans des cas non triviaux nous

imposerons des hypotheses d’isotropie sur le bruit qui perturbe le systeme
initial dx = Axdt. Ce que 1’ on entend ici par isotropie du bruit, c’est

1’ajout au terme deterministe d’un terme de la forme dwtxt ou Wt est un
mouvement brownien additif matriciel qui a pour propriete essentielle

Du fait de cette propriété, seulement trois paramètres suffisent pour
caractériser la covariance de ce processus gaussien matriciel.
Le cas du système dxt = dwtxt (ici A = 0) a ete complètement étudié

par Y. Le Jan [5], qui donne une formule explicite pour les d exposants
de Lyapounov associés a ce système.

L’objet du present travail est 1’etude de perturbations aléatoires

(représentées par le terme de l’oscillateur harmonique en

dimension d.

une formule explicite concemant la limite 

(qui peut être obtenue comme la plus grande des racines d’un polynôme
de degré 3).

L’étude de la limite presque sure de 1 t In(~xt~2 + est traitée dans

le cas des variances petites. L’hypothèse d’isotropie, permet de réduire
considérablement le nombre de variables du problème. On est pratiquement

ramené a 1’etude du processus (~x~2 ~x~2 + ~v~2 , (x|v) ~x~2 + ~v~2 )
(où x et v

sont les variables de 7
sont les variables de position et de vitesse) qui se trouve etre un processus
de Markov dont on peut calculer le générateur. Après avoir montre l’unicité
de la mesure invariante du processus normalise, on utilise la méthode

perturbative employee en dimension 1 par E. Pardoux et V. Wihstutz

[8]; la difficult£ en dimension supérieure a 1, provient de la non-unicité
de la mesure invariante du système non perturbe. Nous nous apercevrons
d’ailleurs, vu la non-linéarité de 1’expression de l’ exposant en les paramètres
définissant la variance de W, que suivant les cas, la mesure invariante du

système perturb£ ne converge pas toujours vers la même mesure lorsque
la variance tend vers 0.
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603EFFET D’UN BRUIT BLANC SUR L’OSCILLATEUR

Les résultats de ce travail ont ete annoncés dans [3]. Je tiens enfin a
remercier Y. Le Jan qui m’ a fait part de ce problème.

2. PRESENTATION DU PROBLÈME

Avant d’ aborder l’étude du mouvement brownien isotrope sur les

matrices, on commence par introduire la notion de mesure gaussienne
isotrope :

DEFINITION 1. - Une mesure gaussienne sur Md(R) est dite isotrope si et
seulement si elle est invariante par tous les automorphismes TU de Md(R)
de la forme : Tu(A) = U-lAU, U E Od(R).
Le théorème suivant permet de décrire de telles mesures [4].

THÉORÈME 1. - Une mesure gaussienne  est caractérisée par sa

covariance qui est donnée par le tenseur suivant :

~c est isotrope si et seulement si C a la forme suivante :

ou a, b, c vérifient les conditions suivantes : a + c, a - c, et a + c + db
sont des reels positifs.

Étant donnée une telle matrice de covariance, on peut définir un
mouvement brownien additif sur les matrices, de covariance

Nous distinguerons quatre cas qui apparaitront dans la suite, notamment
pour des questions de controlabilite :
- le cas a = 0, qui donne alors c = 0 et b > 0. Wi est alors une matrice

scalaire de mouvements browniens ;
- le cas a > 0 et a = c que l’on appellera "le cas symetrique". En effet,

on a dans ce cas Wi = Wi p. s . ;
- le cas a > 0 et a = - c que 1’ on appellera "le cas antisymetrique". En

effet, on a dans ce cas p. s . ;

Vol. 32, n° 5-1996.



604 N. ENRIQUEZ

- le cas general qui contient toutes les autres situations.
On va desormais etudier le systeme suivant :

On etudiera successivement la limite de 1 t In |2), puis la limite p.s.

+ dans Ie cas des p etit e s perturbations, c’est-a-dire
dans la limite (a, b, c) = E2 (a’, b’, c’) avec 
Le cas a = 0 n’ est que la superposition de systemes de dimension un.

On se referera pour 1’ etude de ce cas a [2], [8] et [9].

3. EXPOSANT DU MOMENT D’ORDRE 2

PROPOSITION 1. - Le moment d’ordre 2 de un exposant de Lyapounov
égal à la plus grande des racines de l’équation

ou

Preuve. - On commence par utiliser la methode de variations des
constantes qui foumit une expression autonome de Xt :

avec les memes notations que dans le paragraphe precedent.
Si 1’ on note f la fonction

alors

f (t) = termes du second degre en et 

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



605EFFET D’UN BRUIT BLANC SUR L’OSCILLATEUR

Puis

ou p, q E R.

On aboutit a 1’ equation suivante

ce qui donne un exposant de Lyapounov egal au maximum des racines
de 1’ equation

ceci pour presque tous les etats de depart. Si on examine la limite v - 0
on obtient x  v / 2 .

4. CALCUL DE L’EXPOSANT PRESQUE SUR

4.1. Reduction du nombre de variables

On commence par faire le changement de variables suivant : X’ = X,
V’ = V/ Vi qui transforme le systeme precedent en

C’ est ici, dans la reduction du nombre de variables du probleme que
va intervenir la propriete d’ isotropie du bruit. L’ interet de la proposition
suivante est de transformer un probleme a 2d variables en un probleme a
seulement 3 variables (voire 2, grace a l’homogénéité).

Vol. 32, n° 5-1996.



606 N. ENRIQUEZ

Posons

PROPOSITION 2. - Le processus x2, x3~ I !X~ I I2, I I ~~ I 12, ~X~ I ~~11
est un processus de di, ffusion dans R3, de generateur (avec la notation

fxj = 03B8/03B8si,fxixj = a2 f/03B8xi.03B8xj)

Preuve. - Le processus Z’ = (X’, V’) est un processus de diffusion de
generateur L avec pour toute fonction reelle / de jR2d, deux fois derivable,

de la forme :

En effet, la formule d’lto donne

(t > d). Mais

et

soit

D’ ou

ce qui donne 1’ expression du generateur annoncee ci-dessus.

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Si f n’est fonction que de (~~X’~~2, (X~~V~)) 

1’ operateur L se simplifie et prend la forme annoncee : on utilise en effet
les formules suivantes : .

et aussi

ce qui termine la preuve.
Lorsque l’on applique la formule d’lto a la fonction 

ln(xl + x2), on obtient

of M est l’intégrale stochastique d’une fonction bomée ce qui entraîne
lim = 0. Par conséquent, 

’

avec

Pour pouvoir conclure a l’ existence d’ une limite presque sure, independante
de cv, on a besoin de l’existence et de 1’ unicite de la mesure invariante

Vol. 32, n° 5-1996.



608 N. ENRIQUEZ

relative au processus U 
( X’ t’ V’ t ) 

. En effet, on remarque que la

fonction ?i ne depend que de Ut (et pas de ( (Xt, V’t)~), ce qui permet
d’ appliquer le theoreme ergodique a 1’ expression du dessus.

4.2. Etude du processus Ut
En vertu de 1’ homogeneite de 1’ equation initiale, Ut est un processus de

diffusion a valeurs sur la sphere Vu que ce processus est a valeurs
dans un compact, on est assure de l’existence d’une mesure invariante.
Nous allons montrer maintenant 1’ unicite de la mesure invariante du

processus Ut . Pour ce faire, nous allons montrer que le support de toute
mesure invariante relative au processus Ut est la sphere toute entiere. En
effet, dans ces conditions si Fon raisonne par Fabsurde, et que Fon suppose
l’existence de deux mesures invariantes extremales, le fait qu’ elles seraient
alors etrangeres permet de conclure a Funicite de la mesure invariante.
Nous allons distinguer le cas general d’un bruit isotrope, des cas

particuliers evoques dans la description du debut.

4.2.1. Le cas general
On pourra se passer des considerations habituelles sur les algebres de

Lie de champ de vecteurs concernant les problemes de controlabilite et
raisonner de maniere elementaire.

Pour avoir le resultat il suffit de montrer qu’ étant donnes deux points
x et y de la sphere unite, la probabilité pour Ut d’ atteindre un voisinage
quelconque de y en partant de x est strictement positive.

Pour plus de commodite on va raisonner dans 1~2d : il suffit de montrer

qu’etant donnes deux points (xl, x2) (# (0, 0)) et de ~2d, la

probabilite pour Xt d’atteindre un voisinage quelconque de ~2 ) en
partant de (x 1, x2 ) est strictement positive.

LEMME 1. - Pour tout t la variable aléatoire matricielle Wt charge le
voisinage de n’importe quelle matrice.

Preuve. - un terme Wj t (i ~ j ) est une variable aleatoire independante
de toutes les autres excepte de Wl t qui ne lui est ni egal ni oppose,
par consequent ces deux variables peuvent egaler n’importe quelle paire
de reels.

Quant aux termes diagonaux de Wt, ils sont de variances (a + b + c)t, et
de covariance avec les autres termes diagonaux egale a bt. La diagonale de
Wt, couvre donc I~d tout entier independamment des termes non diagonaux.
Q.E.D.

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



609EFFET D’UN BRUIT BLANC SUR L’OSCILLATEUR

Supposons que l’ on parte de (x 1, x2 ) et que l’on veuille arriver a (~1, y2 ),
on commence par passer par {xl , en utilisant pour W (lemme 1 ) une
matrice arbitrairement grande qui envoie x2 en yi en un temps arbitrairement
petit (sauf si x2 est nul ce qui est contoumable en laissant evoluer auparavant
le systeme de maniere a aboutir a un etat a vitesse non nulle), puis au
bout d’un temps x/2, on passe par en prenant pour W une
matrice arbitrairement petite qui va laisser evoluer le systeme comme s’il
n’était pas perturbe, puis comme precedemment on va arriver en un temps
arbitrairement court au point ( ~1, ~2 ) . Et le resultat.

4.2.2. Le cas symétrique
Ce cas correspond a la situation a > 0, a = c.

LEMME 2. - Pour tout t la variable aléatoire matricielle Wt charge le
voisinage de n’importe quelle matrice symétrique.

Preuve. - On suit un raisonnement analogue a celui du lemme precedent.
Pour ce qui est de la controlabilite du systeme, on utilise le lemme 2 et

le fait que tout vecteur non nul x2 peut etre envoye sur tout vecteur ~/i,
par une matrice symetrique.

4.2.3. Le cas antisymétrique
Ce cas correspond a la situation a > 0, a = -c, b = 0.
On remarque que le resultat dans ce cas entraine le resultat dans le cas

6 7~ 0, vu que l’ensemble des matrices atteintes par W y est strictement
plus grand (c’ est en fait la somme directe de Fespace des matrices scalaires
et des matrices antisymetriques).
LEMME 3. - Le processus matriciel Wt charge le voisinage de n’importe

quelle matrice antisymétrique.

Preuve. - Meme raisonnement que ci-dessus. Q.E.D.
Pour montrer 1’ unicite de la mesure invariante du processus Ut, on passera

par des considerations d’ algebres de Lie. On commence par remarquer que
le champ de vecteurs defini par le systeme non perturbe est periodique,
(en effet la solution de 1’ equation initiale non perturbee, s’ écrit sous la
forme Xo cos t + Vo sin t), et que par consequent on peut avancer aussi bien
positivement que negativement le long des lignes de champ.
On notera A la matrice qui definit le systeme non perturbe,

Pour verifier la controlabilite du systeme (X, V), nous démontrerons le
lemme suivant :

Vol. 32, n° 5-1996.



610 N. ENRIQUEZ

LEMME 4. - Pour tous vecteurs (x 1, x2 ), ( yl , y2 ) tels que x2 et

~2 il existe un chemin reliant les deux vecteurs tel que pour tous les
vecteurs (zl, z2) du chemin :

Preuve. - si B est une matrice de ( .-. //~l ,

Done ( .-. 0 0)}, contient les matrices 7d, J3, tB et A ce qui
explique respecdvement la presence dans ( /!oB 0 0)}(z1,z2)
de (zi , z2 ) , (0 , z1), (z2, 0) , ( - z2 , z1). uyj

Ces vecteurs engendrent R2d tout entier des que z2.
Or il est aise de voir qu’il existe toujours un chemin qui evite la zone

{~i ± 2~2}.
Le lemme est done démontré.
Pour verifier la controlabilité du systeme il sufiit d’utiliser le lemme

precedent et de remarquer que l’on sort de la zone z1 ± z2 avec une
probabilite strictement positive. Le lemme precedent permet done de
conclure.

Soit done pe 1’unique mesure invariante de Ut, I’exposant de Lyapounov
presque sur vaut :

Nous allons maintenant utiliser une methode perturbative pour evaluer Ae.

4.3. La methode perturbative

Desormais LE operera sur les fonctions definies sur la sphere projective,
et toutes les fonctions considerees seront egalement definies sur la sphere
projective.
Au lieu de calculer A~ = Jp qEdpE en faisant le developpement de p~ en

puissance de E, on preferera considerer ~E comme l’unique reel verifiant
le probleme adjoint

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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En effet 1’equation LE fE = c a une solution, seulement si c = Ae, ce
que 1’ on peut constater grace aux egalites suivantes :

On peut alors faire un développement a priori de f E et de 03BB~ en puissances
de E2 :

et si l’on identifie les puissances de E dans 1’ equation (1), on obtient la
serie d’ équations

Si Lo avait une unique mesure invariante po,

mais ce ne sera pas le cas dans le cadre de ce probleme, par contre on
a necessairement Ao = 0, et vu 1’unicite de la mesure invariante de LE,
on a effectivement

LEMME 5 [ 8 ] : - Si .., ~ N sont des reels et f o, f 1, .., f ~ des
fonctions du domaine de Lo et L 1 qui vérifient les equations du dessus, et
tels qu’en plus on ait

alors on a effectivement

Preuve. - On fera la demonstration pour N = 1 (on ne poussera d’ ailleurs
pas le calcul plus loin dans la mise en ceuvre de la methode).

Vol. 32, n° 5-1996.
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On ecrit F expression de ÀE que l’on transforme en utilisant les

equations (2) :

Remarque. - On utilise le fait que les fonctions sont definies sur une
variete compacte sans bord pour pouvoir ecrire _ ~ f , LE pE ~ sans
imposer de condition particuliere a f .
Le cas d’un ordre quelconque se traite de la meme maniere.
Dans la suite on se contentera de montrer que Li fN est uniformement

bomee en E.

4.4. Mise en ceuvre du calcul

On remarque d’ abord que 1’ effet de la constante T est de diviser 1’exposant
de Lyapounov par T, on fera donc le calcul pour le cas T = 1. Commengons
par donner les relations qui lient (3 et ry. D’ apres le theoreme 1, a + c et
a - c sont positifs, il en va donc de meme pour a, et donc

Mais on a aussi (d - 1)(a + c) + a + c + db positif, par consequent

Commençons par régler le cas 03B2 = 0 qui en fait n’ est autre que le cas
unidimensionnel vu que le mouvement brownien West alors une matrice

diagonale de mouvement browniens, tous égaux. Par consequent, on obtient
al = 1/2 C4~, 

LEMME 6. - Dans le cas 03B2 ~ 0, il existe une unique constante 03BB1 telle

qu’il existe une fonction f o qui vérifie

et une fonction f 1 solution de

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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avec en plus

L1f1 borne.

Preuve. - On va commencer par faire intervenir les variables

En effet le processus (r, s) est un processus de diffusion, et Lo s’exprime
dans ces variables sous la forme,

(ou fr et f s designe les derivees partielles par rapport a r et s).

Remarque. - les fonctions de r et s sont bien des fonctions definies sur
la sphere projective, vu que ces variables sont homogenes et invariantes
par changement de signe de la variable (X’, V’). C’est d’ailleurs dans ces
fonctions la que l’on choisira f o et fi.
On cherchera fo parmi les fonctions de v ~def ~ s2 - r(l - r).
(v E [-1/4,0])
(v = -1/4 pour s = 0 et r = 1/2, et v = 0 pour X et V colineaires.)
L’equation (3) est alors verifiee.
Mais

et si l’on utilise l’expression de Li dans les variables 

1’ equation (4) devient

Le probleme de la resolution de cette equation va etre transforme en

plusieurs etapes, par linearite de 1’ equation, en un probleme equivalent de
resolution d’une nouvelle equation ou seule la variable v apparaitra dans
le second membre.

Vol. 32, n° 5-1996.
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et s et rs sont respectivement les solutions de Lo f = r - 1/2 et de

Lo f = r2 - s2 - r/2.
Vu la linearite de 1’ equation precedente, la fonction

verifie :

On remarque de plus qu’étant donnees 2 fonctions de (x 1, x2 , x3 ), f et
g, et une fonction de v, h, si f verifie Lo f = g, alors f h ( v ) vérifie

Lo( f h(v)) = gh(v). En particulier Lo(sh(v)) = (1 - 2r)h(v).
Ainsi par le meme raisonnement que celui transformant le probleme sur

fi en un probleme sur /i, on constate que l’on peut remplacer les termes
du second membre ou "2r" precede une fonction de v, en des termes of
cette fois , "1" precede la meme fonction de v.
Dans cette meme idee on peut faire un tableau des correspondances entre

fonction de (r, s) et fonctions de v qui donne entre autres :

2r 1

4r2 - 3r 2v

4r2 2v + 3/2
-6rs2 + 3s2 0

4s2 - r 2v

4s2 2v + 1/2
8rs2 2v + 1/2

(En effet

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On est donc ramene a considerer 1’ equation

Lo fi

Il suffit maintenant de trouver un reel ~ 1 tel que 1’ equation (en f )

ait une solution bomee a derivees bornees sur ~-1 /4, 0].
On remarque deja que si ,~ = ~, en prenant f = 0 on resoud le probleme

en choisissant Ai = ,~d -I- 2 (-y - = ,~d.
Désormais on se limitera au cas {3 7~ 7. Posons

et

alors vo g ~- 4 ; 0] (en effet ,(~ > 0 et ,Cj -~ ~y > 0)
et A(v) = 8(1 - /?)(~ - vo).
On est donc ramene a 1’etude de 1’equation,

ou

Vol. 32, n° 5-1996.



616 N. ENRIQUEZ

Remarque. - ici Ai = 1~2((~ - ~y) + 2(/? - 
Mais alors f’ s’ecrit :

(ou la valeur de xo est indifferente et ou f’ decrit l’ensemble des solutions
lorsque ~1 decrit R). On cherche donc A tel que f’ et ses derivees soient
bornees au voisinage de 0 et de -1 /4.
Commengons par l’étude au voisinage de 0 :

Mais si 1’ on peut choisir x 1 de sorte que

alors

et f ’ est developpable en serie entiere au voisinage de 0.
Une etude analogue au voisinage de v = -1 /4 montre que si l’on peut

choisir x 1 tel que l’on ait simultanement

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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et

v i ~ v i

alors f’ sera développable en série entiere sur l’intervalle [-1/4, 0] tout
entier. Ceci est possible si et seulement si

(en effet il suffit alors de prendre x 1 = 0 ou -1 / 4), ce qui determine A :

Mais g(v) = g B ( ~ _ v , et d° B  3, on decompose ~~ en elements
simples, ce qui permet d’ avoir la formule suivante :

ou k, l, mER. Le lemme est donc demontre, et la determination de A
s’ ensuit :

Vol. 32, nO 5-1996.
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Faisons le changement de variables v’ = -4v, on obtient

On obtient une expression de A en utilisant les fonctions hypergeometriques
du type [6] qui donnent 1’expression :

et

L’exposant de Lyapounov presque sur est donc egal a

Remarque. - On retrouve le resultat connu en dimension 1, ou l’exposant
de Lyapounov vaut a-2 /8T, au deuxième ordre en 03C3. En effet, la formule
du dessus donne Ai = (,~ ~- -y) /2 soit (a’ + b’ + c’ ) /4, or c’est a + b + c
qui joue le role de la variance en dimension 1.
- On vérifie egalement que lorsque 03B2 - 0, l’exposant converge vers

celui annonce au debut du paragraphe pour la valeur ,C~ = 0, soit ~y/2, une
etude de A sous sa forme integrale donne en effet 03BB~ 0, pour 03B2 ~ 0.
- On obtient un encadrement simple de l’exposant de Lyapounov; en

0, ce qui donne - ~y ~  ~ 1  ~d -f- ~,~ - -y ~ . Cet
encadrement peut s’ obtenir de maniere elegante par la methode employee
par M. Pinsky [9] dans l’ étude de l’oscillateur de dimension 1.
- On vérifie egalement que Ai > 0, ce que l’on obtient directement par

examen de la matrice A, qui définit le systeme non perturbe : la somme
de tous les exposants de Lyapounov vaut T raceA, c’ est-a-dire 0; on en
conclut que le plus grand de ces exposants est positif.

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



619EFFET D’UN BRUIT BLANC SUR L’OSCILLATEUR

5. UNE AUTRE PERTURBATION

5.1. Presentation du probleme

On va s’ interesser maintenant au cas ou la perturbation depend
lineairement de la vitesse, ceci modelise entre autres, le cas d’ une

perturbation magnetique d’un oscillateur harmonique de dimension 3.

On reprend la methode utilisee dans le cas precedent.

On etudie le systeme :

On commence par faire le changement de variables suivant : X’ = X,

V’ = qui transforme le systeme precedent en

5.2. Etude du processus Ut

On va montrer la aussi 1’ unicite de la mesure invariante du processus
normalise. De meme que dans le cas precedent, on distingue le cas

general du cas symetrique et du cas antisymetrique. On ne traitera que
le cas antisymetrique qui est le plus delicat. On doit verifier dans le cas
antisymetrique, que mis a part dans des cas tres particuliers,

mais 1’ algebre de Lie contient egalement

On obtient grace a ces matrices les vecteurs (zl, z2), (0, z2 ), (zi , 0),
( -z2 , z1 ) . La situation est la meme que dans le cas precedent a une
inversion de zl et z2 pres. On obtient donc le resultat.
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5.3. Presentation du calcul

Le processus Z’ = (X’, V’) est un processus de diffusion de generateur
L avec L f (X’, V’) de la forme :

Si f est fonction de (xl, x2, x3), on a avec les mêmes notations que
precedemment,

On applique comme precedemment la methode perturbative : fo vérifie
toujours Lo fo = 0.

L’equation Loll = -Li fo + ql - Àl s’ecrit, (ou 
Lyln(xi + = 2( fld +’Y)(1 - r) - 4( fl +’Y>(1 - 7f) : v

(on a note Ai = ({3d + ~y) - 2 (~3 -E- 7) - + -y)~.) On rappelle en
les completant les correspondances utilisees au paragraphe precedent entre
fonctions de r et s et fonctions de la seule variable v :
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ou °

On trouve finalement,

et

Remarque. - Ce demier resultat dans Ie cas /3 = -03B3 traite de la situation
d’un oscillateur de dimension 3 perturbe par un champ magnetique dont

Vol. 32, nO 5-1996.



622 N. ENRIQUEZ

les trois composantes suivant les axes d’un repere orthonorme sont des
bruits blancs independants et de meme loi. On obtient alors Ai = 2/3 qui
est strictement positif ce qui implique qu’ une telle perturbation rend le
systeme instable.
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