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Nous etudions la limite hydrodynamique de processus de
sauts, de naissances et de morts qui decrivent revolution de particules
indistinguables sur le tore. Dans ces systemes, les particules sautent

independamment les unes des autres, elles sont creees et detruites selon
des taux non lineaires. En utilisant la methode d’ entropie relative nous
demontrons que sous certaines conditions sur les taux de naissance et de

mort, et par passage a la limite, nos systemes evoluent selon des equations
de reaction-diffusion non linéaires.

Mots clés : Limite hydrodynamique, Entropie relative, Systemes de particules, equations
de reaction-diffusion.

ABSTRACT. - We study the hydrodynamic limit for jump, birth and
death processes which describe the evolution of indistinguishable particles,
evolving on the torus. In these systems the particles jump independently,
and births and deaths occur with nonlinear rates. Using the relative entropy
method, we prove that under certain conditions on the birth and death rates,
our systems evolve according to nonlinear reaction-diffusion equations.
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equations.

Classification A.M.S. : 60 K 35 - 82 C 22.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 32/96/03/$ 4.00/@ Gauthier-Villars



362 M. MOURRAGUI

INTRODUCTION

La notion de limite hydrodynamique a fait 1’ objet de nombreuses

approches, et a suscite un interet considerable dans I’ étude des systemes a
une infinité de particules. Recemment une etude systematique regroupant
les resultats existants pour une classe tres large de systemes de particules,
a ete foumie dans [3] par De Masi et Presutti, et dans [10] par Spohn.
La motivation originale de ces recherches provient- d’une branche de la
mecanique statistique qui a pour but de determiner 1’equation regissant
1’ evolution d’un fluide a partir d’une dynamique microscopique aleatoire.
En vertu du grand nombre de particules qu’ il contient, la description de
1’ evolution d’un fluide doit se faire a travers un ensemble de variables

macroscopiques qui le caracterise. Au niveau microscopique, les particules
evoluent sur un espace discret de sites ; apres renormalisation en espace
et en temps, les mesures empiriques de repartition de particules donnent
par passage a la limite dite hydrodynamique une equation aux derivees
partielles, equation qui decrit 1’ evolution spatiale et temporelle des variables
macroscopiques.
Nous etudions dans cet article le comportement hydrodynamique de

systemes ne possedant pas de loi de conservation. On se place sur

Ie tore discretise TN = {0, ..., N - 1} = Z/NZ avec parametre de

renormalisation E = 1 /N, c’ est-a-dire, qu’ a tout point microscopique i E

TN, nous associons le point macroscopique 2 /N E SN TN ~ .
Au niveau microscopique, les particules evoluent sur TN selon des marches
aleatoires symetriques independantes, et sujettes a naissances et morts : nous
fixons pEN, en chaque site i, I particules (I  p) peuvent être créées avec
un taux de naissance ou une particule peut mourir avec un taux
d(~(i)), of (bl (.) ) 1lP et d(.) sont des fonctions definies sur N vérifiant
bl (0) = d(0) = 0, et désigne le nombre de particules présentes au site
i. Notre but est de demontrer que lorsque la marche aleatoire s’ effectue a
vitesse N2, les mesures empiriques de repartition de particules, definies sur
un intervalle de temps [0, T] fixe, par

convergent vers les densites p(s, .), solutions d’une equation de reaction-
diffusion non lineaire
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363LIMITE HYDRODYNAMIQUE

ou m(.) designe le profil de densite initial, le nombre de particules
presentes au site i a Finstant s, 8i/N la masse de Dirac au point i/ N et
F(.) une fonction de classe C °° .

Ces processus de sauts, de naissances et de morts font 1’ objet d’ une etude
dans [7], ou la limite hydrodynamique est obtenue sous des conditions sur
les taux de naissance et de mort par trois methodes differentes . La premiere
methode, introduite par Kipnis, Olla et Varadhan [5], necessite d’etablir
une inegalite surexponentielle pour un processus auxiliaire avec mesure
reversible dont on controle la densite de probability. La necessite de mesures
reversibles impose de se limiter dans ce cas aux processus ou plusieurs
naissances ne peuvent etre simultanees ; un resume de ce travail a ete

foumi dans [8]. Dans le cas general ou plusieurs naissances sont possibles,
la limite hydrodynamique est obtenue par la methode de Guo, Papanicolaou
et Varadhan [4], grace au controle de la croissance d’entropie du processus
par rapport aux mesures de Poisson de parametre constant. La troisieme
methode a ete introduite par H-T Yau [13] pour le modele de Ginzburg-
Landau, et consiste a ramener (grace a une inegalite entropique) l’étude
de la limite hydrodynamique a celle de l’entropie relative ; cette etude fait
1’ objet de cet article et permet d’ obtenir la limite hydrodynamique sous
des conditions plus faibles.

Signalons qu’un cas particulier de ces processus a ete etudie par la

methode de dualite, dans [3] : le processus considere donne naissance a

une seule particule a la fois et les taux de naissance et de mort sont des
polynomes. L’ équation hydrodynamique est alors donnee par 1’ equation
(E) avec F = F~- 2014 F_ , ou F+ et F- sont deux polynomes vérifiant degré
(F+)  degre (F_ ) ; les taux de naissance et de mort vérifient egalement
cette propriete.

Apres avoir decrit (paragraphe 1) nos resultats, nous etudierons dans
le paragraphe 2, la variation de l’entropie : nous considerons la famille
de mesures produits de Poisson de parametres constants, reversibles pour
les marches aleatoires independantes [I], qui regissent les sauts de notre
systeme. Bien que ces mesures ne soient pas invariantes pour notre

processus, nous controlons, sous des conditions sur les taux des naissance et
de mort, la croissance de l’ entropie du processus par rapport a ces mesures.
Ceci nous permet d’ obtenir un resultat analogue a celui de [4], qui consiste
a remplacer les moyennes des taux de naissance et de mort (tronques)
dans une boite macroscopique, par l’intégrale de ces taux par rapport a la
mesure produit de Poisson de parametre le nombre moyen de particules
dans cette boite. Ce resultat est ensuite utilise dans le paragraphe 3 pour
etudier l’entropie relative : nous prouvons que l’entropie du processus par
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364 M. MOURRAGUI

rapport aux profils qui sont solutions regulieres de 1’ equation (E) [9], est
o(~V). Une inegalite entropique permet alors de revenir a notre processus
pour obtenir la limite hydrodynamique.

1. NOTATIONS ET RESULTATS

Formellement le processus est un processus de Feller, decrit

par le generateur défini sur Cb(EN), 1’ ensemble des fonctions continues
bornees de EN = NTN dans R, par

ou

et pour tous ~ E EN, ( i , j ) E 

et

Nous notons SN le semi-groupe associe, nous designons par PN la loi
du processus lorsque N est la mesure initiale sur EN et 1’ esperance
associee. Pour t E [0, T], ~t(i) désigne le nombre de particules présentes
au site z a 1’ instant t.

L’operateur de translations Tl est défini par = + l) sur TN
et par = sur l’espace des fonctions.

Pour un profil de densite p ( . ), fonction définie sur le tore S, nous
introduisons la mesure produit de Poisson de parametre variable p( . ) de
marginales
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365LIMITE HYDRODYNAMIQUE

pour tout a > 0, v~ designe la mesure produit de Poisson de parametre
constant a ; nous définissons l’entropie d’une mesure sur EN = NTN

par rapport a un profil p ( . ) par

En general si aN et /3N sont deux mesures de probability sur EN, l’ entropie
de ,~~ par rapport a aN est definie sous une forme variationnelle

([12]), dont on deduit une inegalite dite entropique : pour toute fonction
U continue bornee

Si f N est la densite de probability de par rapport a vf, nous
designons par if la densite de = par rapport a vf.

Si h est une fonction definie sur N integrable par rapport a nous

notons

Notre objectif est d’établir le comportement limite des mesures

empiriques de repartition de particules, definies pour s E [0,T] par

of M+ est l’espace des mesures positives sur le tore S muni de la topologie
de la convergence faible, et la masse de Dirac au point i/N.

THÉORÈME l.l. - Nous faisons les hypotheses
A1 - Pour tout 1  l  p,

et

Vol. 32, n° 3-1996.



366 M. MOURRAGUI

A2 - ~l existe une fonction m ( . ) positive telle que

Alors, pour toute fonction G( . ) continue sur S, pour tout b > 0 et pour
tout t E ~0, T~,

ou est l’unique solution de l’équation (E), avec
condition initiale

p 
et pour tout a > 0, F(a) = lbi(a) - d(a).

t=1 

Notre demarche consiste a ramener la demonstration de (1.2) a celle
de l’entropie relative : nous considerons une solution A(.,.) reguliere de
1’equation (E) sous les conditions du theoreme 1.1, et nous etudions a tout
instant t E [0, T] Fentropie de la mesure /~~ = Sf MN par rapport au profil
~ (~, . ) + ~, qui est strictement positif.

PROPOSITION 1.2. - Sous les hypotheses du théorème l.l, pour tout
t E [0, T],

Nous prouvons ensuite (annexe) que pour tout profil de densite p(.) et
pour tout 8 > 0,
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367LIMITE HYDRODYNAMIQUE

L’ inegalite suivante [12], valable pour tout ensemble mesurable

ou

permet alors de revenir a notre processus pour obtenir ( 1.2).

2. ÉTUDE DE L’ENTROPIE

Le but de ce paragraphe est d’établir la proposition suivante, £tape
essentielle pour la demonstration de la proposition 1.2.

PROPOSITION 2.1. - Soit h une fonction definie sur N bornée; sous

l’hypothèse Al,

où

et

Les methodes que nous utilisons sont presque les memes que celles de

[4]. Les deux lemmes qui suivent visent a controler la variation de l’ entropie
ainsi que la forme de Dirichlet de la marche aleatoire, definie pour toute

fonction f positive par

Nous renvoyons le lecteur a [12] pour une etude detaillee de l’entropie.

Vol. 32, n° 3-1996.
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LEMME 2.2. - Sous l’hypothèse Al, il existe une constante C1 positive
telle que pour tous 0  s  t  T,

Demonstration. - D’ apres la formule variationnelle de l’entropie [12],

par 1’ inegalite de Jensen. Par ailleurs, pour toute fonction U E Cb ( EN ),

il resulte alors de Fhypothese Al que si U est positive, il existe une
constante C~ > 0, telle que pour tout t E [0, T~,

Il suffit ensuite d’ appliquer le lerrime de Gronwall pour obtenir le résultat. p
Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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LEMME 2.3. - Sous l’hypothèse Al, pour tout t T],

Demonstration

En utilisant 1’ inegalite

pour le premier terme du membre de droite, puis

sur les deux derniers termes, nous obtenons par (2.1)

Enfin par la convexite de la fonction Do[.],
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Démonstration de la proposition 2.1.
Premiere etape.
Par le theoreme de Fubini

Comme d’ apres 1’ inegalite entropique (1.1), la convexite de l’entropie, le
lemme 2.2 et 1’ hypothese A2, il existe une constante CT positive telle que

le lemme 2.3 et l’hypothèse A2, permettent de majorer 1’ expression (2. 3 ) par

ou

En outre, puisque vf est invariante par translation, nous avons

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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donc par la convexite de Do ~.~, 1’invariance par translation de Do[.] et de
N-1

y~ suffit de montrer que pour tout C > 0,
i=O

ou AN,c = f N invariante par translation}.
Deuxieme etape .
Nous souhaitons nous ramener (lorsque N tend vers +00), au sup sur

des densites de probabilites de formes de Dirichlet egales a zero. Comme
Vk (~(0)) ne depend que des coordonnées dans la boite B0,k = {j, |j (  k},
nous projetons les mesures de probabilites sur == E~,

ou est la projection sur de la mesure vN et ==

~ r~ ( j ) , j E ce qui nous donne

puis nous introduisons une nouvelle forme de Dirichlet, definie pour les
fonctions gk sur Ek,

qui va nous permettre de supprimer N dans 1’ integrale de (2.4) et de ne
travailler qu’ avec des fonctions f ~ sur Ek verifiant = 0. En effet,
si pour tous i E TN et f fonction mesurable positive, nous notons

la forme de Dirichlet associee au generateur

Vol. 32, n° 3-1996.
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N-l

nous avons Do[f] = si de plus f N est invariante par
i=o

translation tous les termes sont égaux pour tout k E TN
et grace a la convexite de [.],

nous obtenons donc par (2.5),

ou est la mesure produit de Poisson de parametre 1 sur Bo,k et

D’autre part, la fonction de la variable g definie sur Ek, par

est continue pour la topologie de la convergence

faible, car h est bornée. Puisque les ensembles sont compacts et

Dk(.~ est s.c.i, nous avons 
’

ou

Il suffit alors de montrer que
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Troisieme etape.
Remarquons que = 0 est equivalent a = -

pour tout i E ceci implique q ue la mesure gk03BDB0,kN est uniforme
sur chaque hyperplan {~ : ~k(0) = u}. Cette mesure s’ ecrit comme

combinaison convexe de mesures produit de Poisson conditionnees sur

l’ensemble de configurations ayant un nombre donne de particules que
nous notons = ~.~r~~ (~) - u~ , car elles ne dependent pas de ~.
De la il s’en suit que le membre de gauche de (2.6) est majore par

Cette derniere limite est egale a zero, d’ apres le theoreme 5.1 de [2]. D

3. ENTROPIE RELATIVE

Demonstration de la proposition 1.2.

Pour alleger cette demonstration, nous decomposons ses calculs en
lemmes successifs que nous demontrons dans 1’ annexe.

une solution reguliere de 1’ equation ( E ) la densite de

probabilite de la mesure v~ t,.)+~ par rapport a vN,

l’opérateur adjoint (03A9Np)* de S2P par rapport a vN est donne pour tout
U E Cb(EN) par

ou pour

Vol. 32, n° 3-1996.
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LEMME 3.1. - Pour tout t ~’~,

Pour toute fonction h definie sur N bornee et pour tout (a, b) E 1R2, soit

LEMME 3.2. - Soient p(.) E C(S) et J(.) une fonction continue sur (~
bornée, pour tout ry > 0 et pour tout t E [0, T],

LEMME 3 . 3 . - Soit h(.) une fonction definie sur N bornée, p(.) E C(S)
et J(.) une fonction continue sur R bornée; il existe 03B30 > 0 tel que, pour
tout ~y  ~yo,

LEMME 3.4. - Soient h ( . ) une fonction définie sur N bornée et p ( . ) E C ( s ) ;
pour tout t E ~©, T], il existe ~yl > 0 tel que, pour tout ~y  ~yl,

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Demonstration de la proposition 1.2. - Elle consiste, a trouver une

fonction qui tend vers zero lorsque N tend vers +00, puis c vers
zero, vérifiant

et d’ utiliser ensuite le lemme de Gronwall pour conclure.

Pour tous t E [0, T], E > 0 et i, k E TN posons

Pour tes expressions ,y ,((~)*~~)~) ~~t’(~)~

1 03A8N,~t(~)d dt03A8N,~t(~) valent respectivement

et

car A(.,.) est solution reguliere de 1’ equation (E). Appliquons la formule
de Taylor-Young a l’ordre 2 dans 1’ expression (3.3), puis remplagons le
membre de gauche de (3.1) integre entre 0 et t par les valeurs obtenues
de (3.3) et (3.4), il vient

Vol. 32, nO 3-1996.
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ou

Nous evaluons ces deux quantites a l’aide de la proposition 2.1 ; celle-ci
n’est valable que pour des fonctions bornées, donc nous procedons par la
methode de troncature.

1) La quantite etant constituee de p termes identiques, il suffit d’en

evaluer un. Si pour 1  l  p, nous notons

nous avons

nous utilisons la proposition 2.1 pour le premier terme, Finegalite entropique
(1.1) sur le second et nous supprimons la partie negative dans le dernier
terme ; nous obtenons pour tout ry > 0,

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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ou

et est tel que, pour tout M > l,

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 3.4, par lequel il existe

une constante positive ~yl telle que, pour tout 7  71

Pour determiner la limite de nous employons un argument de

martingale. En remarquant que d’ apres 1’hypothese Al, pour tout 0  o  1

et 1 ~ I  p, il existe no > 0 tel que, pour n > no

on peut trouver une constante C > 0 vérifiant pour tout n E N,

nous utilisons ensuite la martingale centree,

Vol. 32, n° 3-1996.
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puis, par Finegalite (1.1) et le lemme 2.2, nous obtenons pour M assez
grand, et o petit,

ou C~ est une constante positive ; par consequent

Par ailleurs, en tenant compte de l’égalité lM (a) = (a), nous
demontrons que pour tout (03B1, 03BB) E R+ x 

ou la fonction F est définie dans le lemme 3.2. Nous pouvons donc

remplacer par

La quantite A(s, .) + e etant minoree par le lemme 3.2 nous majorons cette
derniere expression par

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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d’ apres le lemme 3.3, il existe ~y2 > 0 tel que, pour tout ry  ~2 la limite

des deux premiers termes de cette derniere quantite est negative, lorsque
N tend vers +00, puis k vers +00. Il resulte alors de (3.6), (3.7) et (3.8)
que pour tout ~y  ~yo = ~y2, il existe une fonction AN,~,~ (~y, l ) qui tend
vers une quantite negative lorsque N puis k tendent vers +00 et vérifiant

2) On evalue le terme de la meme maniere que 1), la seule difference
se situe dans l’étape qui consiste a introduire la fonction F (c’ est-a-dire dans

1’ estimation de pour cela il faut utiliser l’égalité M(a) = 1 aM(a)
qui nous donne, pour tout (a, A) E R+ x 

nous obtenons comme pour l’existence d’une fonction 
vérifiant pour ry assez petit

et

3) En remarquant que d’ apres 1’ inegalite entropique (1.1),

nous verifions facilement par 1’ hypothese A2 que

D’autre part, d’ apres (3.5), (3.6) et (3.10), si pour 7 assez petit, on pose

on obtient l’inégalité (3.4) ; il suffit enfin d’utiliser le lemme de Gronwall

pour achever la demonstration de la proposition.

Vol. 32, n° 3-1996.
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ANNEXE

Demonstration du lemme 3.1
Pour tout t E [0, T~, nous avons

ceci implique

- , - /

of le second terme est obtenu comme dans la démonstration du lemme 2.2.
En utilisant ensuite la linéarité de Q§/ et l’inégalité (2.2), il vient

le resultat decoule alors de la definition de r-i
Demonstration du lemme 3.2

Soit 1  N, en decomposant TN en boites de taille 21~-~-l, nous avons

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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of Nk désigne la partie enti£re de N 2k + 1. Comme les fonctions J, p , et h
2k j~lsont bomées, il existe deux constantes i et K2 telles que pour tout I e TN ,

par 1’ inegalite entropique (1.1), pour tout a > 0,

compte tenu des hypotheses Al, A2 et du lemme 2.1, il existe une constante

K3 positive telle que  K3N ; il ne reste plus qu’a passer a

la limite quand N puis a tendent vers +00, pour obtenir

D’autre part, 1’ inegalite entropique (1.1) puis 1’ inegalite de Holder

permettent de majorer le premier terme du second membre de (5.1) par

nous pouvons maintenant utiliser le fait que vP . ~ est une mesure produit,

Vol. 32, n° 3-1996.
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cette derniere expression est egale a

nous utilisons finalement le meme argument que (5.2) et (5.3) pour obtenir
le resultat. D

Demonstration du lemme 3.3

D’ abord, pour tout ry > 0,

ou pour est la mesure produit de Poisson sur Ek = NBo,k,
de parametre constant p(x) . Sous les variables aléatoires (~(i))i~B0,k

sont independantes identiquement distribuées; d’après le théorème de

Cramer ([11] theoreme 3.8), la suite (~(0)), .. satisfait au principe de
grandes deviations de fonctionnelle d’ action I(.), definie pour y > 0 par
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Nous appliquons le theoreme de Varadhan [12] et nous obtenons

finalement, pour 03B3 assez petit, cette derniere quantite est egale a zero. p

Demonstration du lemme 3.4

Nous demontrons, que sous la suite 03B1N = 1 N03A3~(i)03B4i/N satisfait
i=o

au principe de grandes deviations de fonctionnelle d’ action

D’ apres le theoreme de Varadhan, pour tout {] > 0,

on verifie ensuite que pour ~y assez petit cette derniere quantite est majoree
par ~, , il suffit alors de faire tendre f2 vers 0. D

Vol. 32, n° 3-1996.
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Demonstration de (1.3).
Il suffit de demontrer ce resultat sans valeur absolue. Par 1’ inegalite de

Tchebycheff exponentielle, pour tout 8 > 0,

par le théorème de Varadhan. Pour a assez petit cette derniere quantité est
negative. D
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