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Inégalités de corrélation sur { -1, 1 }n et dans Rn
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Université Paul Sabatier,
118, route de Narbonne,

31062 Toulouse Cedex, France.

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 29, n° 4, 1993, p. 567. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Nous généralisons les inégalités GKS, FKG et GHS dans
Dans nos inégalités FKG et GKS, les hypothèses sur les fonctions et

le hamiltonien n’interviennent que modulo un ensemble de mesure nulle.
La généralisation des hypothèses des inégalités GKS repose surtout sur la
décomposition de (1R*)n en ((~* )n X ~ -1, 1 ~n. Nous étendons aussi l’inéga-
lité GHS existant auparavant pour des fonctions linéaires de chaque spin
à des fonctions présentant certaines propriétés de parité et de convexité.
Mots clés : Mécanique statistique, inégalités de corrélation.

ABSTRACT. - We generalise the GKS, FKG and GHS inequalities on
tR". In our FKG and GKS inequalities, the assumptions on functions and
on the hamiltonian operate only modulo a zero-measure set. The generali-
zation of the hypotheses for the GKS inequalities mainly relies on the
decomposition into (!R~)"x{ -1, 1 }n. We also extend the GHS
inequality from linear functions of each spin to functions enjoying some
parity and convexity properties.

INTRODUCTION

Les inégalités de corrélation qui font l’objet de cet article ont été
introduites il y a une vingtaine d’années dans l’étude des systèmes de spins
sur { - 1, 1}.
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532 E. LAROCHE

Il s’agit des inégalités de Griffiths [1], généralisées ensuite par Kelly et
Sherman [2], dites inégalités GKS, celle de Fortuin, Kastelyn et Ginibre [3],
dite FKG et enfin l’inégalité GHS due à Griffiths, Hurst et Sherman [4].

Elles traduisent les propriétés de certaines mesures sur {-1, 1}" et

constituent des outils essentiels pour le passage à la limite thermo-

dynamique (n -~ oo : systèmes infinis de particules). Elles servent en parti-
culier à étudier le comportement des variables macroscopiques (énergie
libre, magnétisation), à construire certaines mesures de Gibbs ainsi qu’à
caractériser l’unicité de la mesure de Gibbs. On pourra, à ce sujet, consulter
les livres de Georgii [7] et de Ellis [6] (chap. IV et V).

Ces inégalités furent ensuite généralisées à notamment pour être
utilisées dans le cadre de la théorie quantique des champs. C’est dans un
ouvrage consacré à ce sujet que Simon [9] donne des énoncés des inégalités
GKS, FKG et GHS dans !R" sous des hypothèses assez spécifiques.
Le but de cet exposé est d’étendre ces hypothèses et d’énoncer ces

inégalités dans un cadre unifié. Pour les inégalités GKS et FKG, nous
donnons des énoncés applicables indiféremment à [R" ou à certains sous-
ensembles de fR", en particulier à { -1, 1}n.

Les améliorations les plus significatives sont obtenues pour les inégalités
GKS où les hypothèses gagnent nettement en généralité et en clarté. Celles-
ci font jouer un rôle essentiel à la structure de M" en 2" quadrants et à la
décomposition d’une fonction de !R" dans R sur les chaos de Walsh : il

s’agit en fait d’une généralisation à !R" de la décomposition d’une fonction
de R dans R en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

L’inégalité FKG que nous présentons ici comporte surtout des améliora-
tions techniques (suppression des hypothèses de régularité) mais aussi une
formulation unifiée sur !Rn muni d’une mesure produit très générale que
l’on adapte en fonction de l’ensemble dans lequel les spins prennent leurs
valeurs (par exemple (8_i+8+i)~" pour des spins à valeurs dans

{ - 1, 1 }). Cette inégalité FKG constitue l’outil principal pour la démons-
tration de l’inégalité GKS 2.

Quant à notre inégalité GHS, elle n’apporte qu’une légère amélioration
par rapport à la généralisation obtenue par Ellis et Newman [13]. Cepen-
dant, notre preuve diffère sensiblement de la leur. En particulier, elle utilise
les inégalités FKG et GKS et il nous a paru intéressant de montrer ce
lien avec les autres inégalités de corrélation.

L’article s’organise selon le plan suivant :
§ 1. Rappel des inégalités GKS sur { - 1, 1}".
§ 2. Inégalité FKG.
§ 3. Inégalités GKS généralisées dans fR".

§ 4. Inégalité GHS.
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533INÉGALITÉS DE CORRÉLATION

DÉFINITIONS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

- Soit (E, 6, p) un espace muni d’une tribu et d’une mesure p positive
ou nulle, «-finie et non identiquement nulle.
- Une application H : E- R est appelée hamiltonien (pour la

mesure p) si eH E L 1 (p); on notera eHd03C1 de telle sorte que

est une mesure de probabilité sur (E, 8).
ZH

- EH f désigne l’espérance d’une fonction f sous la loi de probabilité 
- Soit X une variable aléatoire sur (E, f); o (X) la sous-tribu de S

engendrée par X.
EH ( f ~ X) désigne l’espérance conditionnelle de f sachant ?(X). On

trouvera aussi les notations E f et E ( f ~ X) lorsqu’il n’y aura aucune
ambiguïté.
- On notera « p-p.s. » et « pour p-p.t.x » respectivement pour

« p presque-sûrement » et « pour p-presque tout x » même si p n’est pas
une probabilité.
D’une façon générale, si un ensemble est un produit cartésien :

Y = A x B, et que l’on note y = (a, b)eY, on notera a* et b* les projections
coordonnées :

D’autres notations seront introduites en temps utile.

I. LES INÉGALITÉS GKS DANS { -1.1}"

Ce paragraphe est un rappel des inégalités dues à Griffiths, Kelly et
Sherman [1] et [2]. Il ne contient pas de résultat nouveau. Seules la première
formulation de l’inégalité GKS1 et la preuve de cette dernière ne sont pas
classiques.

1. Cadre et notations

Dans cette partie, l’espace fini : { -1, 1 ~", noté Q, est muni de sa tribu

discrète et de la mesure uniforme (~~ ~ 2 ~.~~)~~ = dm. Il faut voir ici Q

comme l’ensemble des configurations d’un système de n spins pouvant
prendre les valeurs {-1,1}. -

Soit ~’ l’ensemble des parties de {1, ... , n ~ .

Vol. 29, n° 4-1993.



534 E. LAROCHE

Pour une partie et une configuration on notera

et ooÁ l’application :

Les 2" forment une base orthonormée de L2 (Q, 
L’expression d’une fonction f : Q --+ IR dans cette base : fA OOA

s’appelle décomposition de f en chaos de Walsh. Le cône des fonctions à
coordonnées positives joue un rôle essentiel.

DÉFINITION 1.1. - Une fonction f : ~2 -~ R est dite GKS si ses

coordonnées fA dans la base des chaos de Walsh sont >- 0.

2. Inégalité GKS1

Elle s’énonce de deux façons équivalentes :

PROPOSITION 1.2. - a) Si H est une fonction GKS alors eH est aussi
GKS.

b) Soient f et H deux fonctions GKS alors 

Preuve. - Pour montrer a, remarquons que où

Donc, si

alors

avec pour tout AE, _ ~ 

Donc si f et g sont GKS, ( fg) l’est aussi (et f + g évidemment).
De plus, si ( f"),~ E N est une suite convergente de fonctions GKS sa

limite f l’est aussi.

Par conséquent, si H est GKS, eH= est aussi GKS.
k-o k .

Nota. - Nous pouvons résumer cela en disant : le cône des fonctions
GKS est convexe, fermé, stable par multiplication, donc par l’exponentielle.
Pour montrer b, il suffit de le faire avec f = mg, A quelconque dans 

le cas général en découle par linéarité. Remarquons alors que pour une

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



535INÉGALITÉS DE CORRÉLATION

fonction g,

 .,. > désigne le produit scalaire dans (L2 (Q, dm)).

Par conséquent, d’après a), 

Remarque. - 1) On voit dans le développement en série de eH que si H
est GKS, alors non seulement e’* est GKS mais aussi 

2) L’inégalité GKSI affirme en particulier que pour un hamiltonien
GKS, la valeur moyenne du spin en chaque site est positive ou :

~=+l}~~{0153,=-l}.
L’inégalité GKS2 donne des renseignements sur la corrélation des spins.

3. Inégalité GKS2

PROPOSITION 1 . 3. - Soit H un hamiltonien GKS.
Si deux fonctions sont GKS, alors elles sont corrélées positivement pour

la mesure de probabilité H :

Preuve. - Il suffit de le montrer pour toute paire de fonctions
et Le cas général s’obtient ensuite par

bilinéarité de la covariance.
Notons

Ce procédé dit de duplication et le changement de variable qui suit, dû à
Percus sont les clés de la preuve. (Nous les retrouverons dans la démonstra-
tion des inégalités FKG et GHS.) Ils vont permettre de se ramener à
l’inégalité GKSI.

Soit l’application  : Q x Q --+ Q x S2

avec pour tout i, ~s’ _ roi o~.

Vol. 29, n° 4-1993.



536 E. LAROCHE

On vérifie sans peine que ~ est bijective et qu’elle laisse invariante la
mesure uniforme sur Q x Q : 

Effectuons ce changement de variable dans l’intégrale C :
Posons

d’où

Pour tout 0153" e Q (fixé), (1 + ro~) ~ 0; donc le hamiltonien K (., m") : Q - R
est GKS.

Par conséquent; on peut appliquer l’inégalité GKSI (formulation b) à
la fonction 

. Pour tout 03C9"~03A9C(03C9")=03A903C9A0394Be03BA(03C9,03C9") Z2H d03C9~0.

Finalement, puisque 

Remarque. - En particulier, l’inégalité GKS2 affirme que pour un
hamiltonien GKS, deux spins quelconques sont corrélés positivement :

Elle indique aussi que, dans le domaine des coefficients (H hamil-
tonien GKS), la moyenne d’un spin est une fonction croissante des coeffi-
cients HA de H.
En effet, pour toute fonction f : 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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IL L’INÉGALITÉ FKG

Cette inégalité, due à Fortuin, Kastelyn et Ginibre [3], joue un role
essentiel dans l’étude des systèmes de spins ferromagnétiques.

Sur Q = { 2014, 1}", elle établit la propriété suivante : Q est muni de l’ordre
partiel: 03C9~03C9’ ssi ~i=1 ... n, 

Si p, mesure de probabilité sur Q, est attractive [1, e. pour tout (m, co’),
Jl (o A ((o v m’)],

Si f et g sont deux fonctions 03A9 ~ R, croissantes pour l’ordre ~, alors f
et g sont positivement corrélées pour la probabilité J,1.

Depuis, cette inégalité a été généralisée à des espaces infinis, en particu-
lier à (Rn (voir, par exemple [10]).

Ici, nous donnons une version plus générale et unifiée de cette inégalité
dans !?" : par exemple, l’inégalité FKG dans { - 1, 1}" (ci-dessus) décou-
lera de celle établie dans en identifiant { -1, 1} et R muni de la mesure
(8~+8J. Plus généralement, cette nouvelle version ne tient compte que
des propriétés du hamiltonien et des fonctions sur le support de la mesure.
Ceci nous sera utile pour montrer l’inégalité GKS2 généralisée dans !R".

1. Définitions et notations

~ !R" est muni de sa tribu borélienne rfllRn et d’une mesure produit
n

p = @ Pi où pour tout i, Pi est une mesure ~0, «-finie, et non identique-
i= 1

ment nulle sur 
~ R" est aussi muni de l’ordre partiel :

Notons x v y et x ~~ y les éléments de !?" de coordonnées respectives
max yi) et min (xi, Yi).

Définissons : Le « quadrant fermé au-dessus de z o par :

le « quadrant ouvert au-dessus de z » par :

]- z] et ]- oo, z[ par symétrie.

DÉFINITIONS. - 2.1.1. Une application f : est p-p.s. croissante

si f est mesurable et p02 { (x, y); (x ~ y) et/(jc)>/(~)} =0.
2 .1. 2. Un hamiltonien H est dit p-p.s. attractif si

Vol. 29, n° 4-1993.
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2.1. 3. Une mesure de probabilité  sur (tR", est dite attractive s’il
existe une mesure produit p, (y-finie, et un Hamiltonien H p-p. s. attractif
tel que 

Remarques. - 1. On ne change pas la propriété d’attractivité d’un
hamiltonien lui ajoutant une fonction ne dépendant que d’une seule

coordonnée, en particulier, une constante.

2. Si un hamiltonien est de classe C2 sur Rn et si alors

H est p-p.s. attractif.

2. Énoncé de l’inégalité FKG

THÉORÈME 2.2.1. - Soit J.! une mesure de probabilité attractive sur (~".
Si f et g sont deux fonctions de L2 (~,), ~ p.s. croissantes, alors elles sont
positivement corrélées : cov ( f, g) >_ O.

3. Préliminaires à la preuve de l’inégalité FKG

Cette preuve repose essentiellement, pour cette version en termes « p.s. »,
sur le résultat suivant :

PROPOSITION 2 . 3 . 1. - Soit f une fonction : !Rn --+ R, p-p.s. croissante;
alors elle admet une modification f : Rn ~ [- ~, + 00], croissante.
Avant de montrer cette proposition, nous ressentons la nécessité de

justifier son utilité. En effet, devant la longueur de la preuve, que nous
n’avons pas su rendre plus courte, le lecteur est en droit de se demander
pourquoi nous n’avons pas simplement adopté comme définition d’une
fonction p-p.s. croissante « cette fonction admet une modification
croissante ».

Il y a au moins deux bonnes raisons à cela : premièrement, avec cette
définition, il serait a priori beaucoup plus difficile de vérifier qu’une fonc-
tion est p-p.s. croissante. Deuxièmement, dans la démonstration de notre
inégalité GKS2 nous aurons bien besoin d’appliquer l’inégalité FKG à
une fonction f dont on sait seulement que = 0.

Preuve de la proposition 2. 3. 1 . - a) Montrons-le d’abord dans le cas
oùf= lA avec A e 

Soit

et pour

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



539INÉGALITÉS DE CORRÉLATION

Soient

et

Par définition lA p-p.s. croissante ~>p~(~)=0

F et G définissent deux fonctions : [0, + 
F est décroissante, continue à gauche et admet en tout point une limite

adroite.
G est croissante, continue à droite et admet en tout point une limite à

gauche.
Pour préciser ce qui signifie ici « limite à gauche » nous généralisons

cette notion à l’ordre mis sur 

DÉFINITIONS. - Une fonction f : [ - 00, + 00] admet une limite à
gauche [resp. à droite] en zo si lim f (x) existe.

~ f est continue à gauche (resp. à droite) en zo si cette limite égale la
valeur de f en z.

Posons maintenant F (z) == 0}.
Nous allons montrer que lÂ est une modification croissante de lA.
~ Vérifions d’abord que À est mesurable :

Or pour tout k E N*,

car F est décroissante et continue à gauche.
~ lÂ est bien croissante car F est ~0, décroissante.
~ Il nous reste à montrer que Â = A p-p.s i. e.

Montrons que p (Ãc n A) = 0 :

Nous allons voir que {G=0} n A est de mesure nulle.

Vol. 29, n° 4-1993.
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où B={z;G(z)=0 et est le « bord » de la
région {0=0}.

U ] - oo, z[ se réduit à une union dénombrable. En effet, c’est

aussi U ] - oo, q[ grâce à la croissance de G.
G (q) = 0

Or pour tout tel que G (z) = 0 on a par
définition de G.

Il nous reste maintenant à montrer que p (B n A) = 0, ce qui constitue
la partie la plus technique de la démonstration.

(i) Considérons d’abord le cas où aucun des p~ ne charge les points i. e. :

Nous remarquons que B possède la propriété suivante :

DÉFINITION 2.3.2. - On dira d’une partie de R" qui possède cette
propriété qu’elle est à variations contradictoires : en effet, entre deux
points quelconques, si (n -1 ) coordonnées croissent strictement, alors la
n-ième décroît nécessairement (au sens large).
Pour montrer que p(B)=0, il suffira d’appliquer le lemme général

suivant :
n

LEMMA 2 . 3 . 2. - Soit une mesure sur p = (8) pi où pour tout i,
i= 1

03C1i est une mesure 03C3-finie >_ o, ne chargeant pas les points. Et soit S une
partie de à variations contradictoires.

Alors p (S) = o.
Autrement dit, une partie à variations contradictoires n ’a pas d’épaisseur.
Preuve du lemme. - Par récurrence sur la dimension n :
~ n =1 : les seules parties à variations contradictoires de R sont les

singletons.
~ Soit S une partie à variations contradictoires de M".
Pour un réel x, notons la section x de S.

Notons aussi pi = 0 p~ mesure sur (WB 
;~ ~

Sx n’est pas nécessairement à variations contradictoires dans mais
pour tout couple de réels : (~&#x26;), Sa n Sb est à variations contradictoires.

D’où, par hypothèse de récurrence : P (Sa n Sb) = o,. V a -# b.
Déduisons-en pi > 0 } est dénombrable :
Soit une suite croissante de boréliens de de pi-mesure

finie convergeant vers (Pl a-finie).
Alors

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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où

Or

car

Par conséquent : oo > card k).1 k.

Donc pour tout (m, k) card est fini.

Finalement on en déduit Pi(S~)>0}=0, et, par le théorème de
Fubinip(S)=0. D

Donc, pour une mesure p produit de mesures sur R ne chargeant pas
les points, p(B)=0.

(ii) Dans le cas général p (B) peut bien sûr être non nul, mais montrons

Le cas où l’une au moins des composantes pi charge les points se ramène
k

au cas où avec ~, = p ~xi où 8~ désigne la mesure de Dirac en
n

un point xi de R. (k =1 ... n) et v = 0 vi où les vi sont des mesures

03C3-finies ~ 0 ne chargeant pas les points.

Nota. - Si k = n, il faut lire P = J.1 = 0 03B4xi ] = ôx.
t=i

Dans ce cas, p (A H B) ~ p (A n Ac) = 0 car si x ~ À", alors G (x) = 0 donc
x~A.

- Si k  n, notons x l’élément de Rk de coordonnées xi et pour une

partie E de la section x de E dans 

Il suffit de prouver que v (A n B)x =0.
En fait nous allons montrer que v(AnÂ~=0 de la même façon que

pour le cas où aucun des pi ne chargeait les points.

Vol. 29, n° 4-1993.
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Pour tout y de t.q. G (x, q) = 0 on a par définition de G :

Donc ( U ] - oo, q] n Ax) est de v-mesure nulle.

Il est facile de voir que est une partie à variations contradictoires
de /Rn-k. Donc ce qui achève de montrer, dans le cas général,
que 0
De façon tout à fait symétrique (en faisant jouer à F le rôle de G dans

ce qui précède), on montre que 
Nous avons donc construit une modification croissante de lA.
b) Construisons-la maintenant pour une fonction f p-p.s. croissante et

bornée.
Par homothétie, nous nous ramenons au cas où/e]- 1, 1 [. Écrivons f

comme la limite (point par point) d’une suite croissante de fonctions fn
définies comme suit :

([a] désigne la partie entière du réel a)

où

f p-p.s. croissante entraîne que pour tout (n, k) 1~ est aussi p-p.s.
croissante. 

Soit Ân la modification croissante de Af construite ci-dessus.
Posons alors

Pour tout n, J" est bien sûr une modification, croissante, de f’n. Montrons
que fn converge :

[
2) (,~‘")n est une suite croissante : en effet, il suffit de constater que si

A c B, alors À oe Ô (avec la construction faite en a)) or

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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d’où

et

Donch converge (point par point) vers une fonction f.
Et f est croissante (comme limite d’une suite de fonctions croissantes),

c’est une modification de f (comme limite d’une suite de modifications
des fn).

1 ] .
c) Cas général : Soit f une fonction : p-p.s. croissante.

Soit g= th}; g est une fonction p-p.s. croissante s]2014l, 1[. On peut
définir g une modification croissante de g; g E [ -1, 1 ]. Définissons

f : !Rn --+ [ - oo, + 00] de la façon suivante :

~‘ ainsi définie est une modification, croissante, de f. Ceci achève la preuve
de la proposition 2 . 3 .1. 0

Remarque. - La réciproque de la proposition 2. 3 .1 est plus facile :
si une fonction admet une modification croissante, alors elle est p-p.s.
croissante.

Preuve. - Soit f une modification croissante de f.
Pour montrer que il suffit de montrer

Maintenant, pour démontrer notre inégalité FKG, l’idéal serait de dispo-
ser d’un résultat similaire pour l’attractivité qui serait :

CONJECTURE. - Un hamiltonien p-p.s. attractif admet une modification
attractive. Un tel résultat permettrait de se ramener au cas où H est
attractif et f, g sont deux fonctions croissantes partout. Ne disposant pas
d’un tel résultat, nous devons passer par une autre étape technique.

Vol. 29, n° 4-1993.
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Pour cela introduisons les notations suivantes :

Soit  = {parties de { 1, ..., n} # 0 et # { 1, ..., n ) ).
Pour ’t ~  notons e , 

= 
’te

Remarque :

Nous en déduisons une caractérisation de l’attractivité p. s. :

LEMME 2 . 3 . 3. - H est p-p.s. attractif ssi ’ri t E, pour p ® a p. t. xT 
H (x,~, . ) - H (y~, . ) est croissante (sur 1).

et

COROLLAIRE 2 . 3 . 4. - Sur 2 :

Si H est p-p.s. attractif.
Alors pour xn H (., xn) est attractif.
Preuve du corollaire. - pour p~2_p.t. 
H (xT, . ) - H (y~, . ) admet une modification croissante

H (x~ . , jc~) 2014 H ( y~, . , xn) admet une modification croissante

(module 0 pi).

Donc pour xn, pour 

est croissante (réciproque de la proposition 2 . 3 .1),
Et d’après la caractérisation du lemme ci-dessus.
Pour XII’ H (., XII) est pn-p.s. attractif. D

4. Preuve de l’inégalité FKG

Elle s’effectue par récurrence sur la dimension n:

~ n =1 : Pour toute mesure de probabilité sur R, si f et g
ZH

sont deux fonctions p-p.s. croissantes sur R, de carré intégrable, on a, par

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques




