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Resume. — Soit X={X(a, 1), ®eQ, t€[0,1]} une fonction aléatoire
sur [0,1] & valeurs dans un espace métrique complet(E, A). On établit
des critéres de cadlaguité de X en utilisant les seules lois des variables
AX (D), X)) AA[X (), X(D)], s<t<u. On fournit parallélement des crite-
res de compacité pour les lois de certaines classes de fonctions aléatoires
a trajectoires dans 'espace 2 ([0, 1]; E) des fonctions définies sur [0,1] a
valeurs dans E, continues a droite et ayant des limites & gauche. Enfin
les résultats sont appliqués a I’étude du théoréme central limite dans
2(0,1]; R).

Mots clés : Cadlaguité, compacité relative, théoréme central limite.

AssTrRACT. — Let X={X (0, 1), 0€Q, t€[0,1]} be a random function
on[0, 1] taking its values in a complete metric space(E, A). We show
some criteria for the cadlaguity of X involving the laws of the random
variables A[X (¢), X ()] A A[X (w), X ()], s<t<u. As a consequence, we
give some criteria for the tightness of the laws of 2 ([0, 1]; E) valued
random variables. Finally the central limit theorem is studied in the usual
Skorohod space 2 ([0, 1]; R).

Classification A.M.S. : 60B12, 60G 17.
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32 P. H. BEZANDRY ET X. FERNIQUE
0. INTRODUCTION

0.1. Le but de ce travail est d’étudier le comportement central limite de
certaines fonctions aléatoires continues a droite ayant des limites a gauche
(cad.lag) sur [0,1] a valeurs dans R : les trajectoires de telles fonctions
aléatoires sont des éléments de 2=2([0,1]); R) et nous pouvons les
assimiler 4 des variables aléatoires a valeurs dans cet espace. Pour des
détails sur D et sa topologie de Skorohod, le lecteur est renvoyé aux textes
de base de Skorohod ([5], [13]) et Billingsley [2].

0.2. Soit X={X(0, 1), ®eQ, 1€[0,1]} une fonction aléatoire sur [0, 1]
a valeurs dans R; de nombreux travaux ont été consacrés a 1’étude de la
continuité des trajectoires de X ou d’une de ses modifications a partir
des seules lois individuelles de ses accroissements X () —X (s), 0=<s<t=<1.
Parallélement, les travaux fondamentaux de Censov[3] et de Gihman-
Skorohod [5] ont étudié la cadlaguité des mémes trajectoires a partir
des accroissements bilatéres | X (1) =X (s) | A | X () —X ()|, 0Ss<r=<u=<l.
Dans un travail précédent[l], nous avons montré que les techniques
récentes et plus efficaces ([11], [4]) utilisées pour les problémes de continuité
pouvaient €tre adaptées aux études de cadlaguité et fournir des résultats
plus généraux et plus précis. Nous nous proposons de montrer que ces
mémes techniques permettent d’étudier aussi le comportement de la limite
centrale pour certaines variables aléatoires a valeurs dans 2; ce comporte-
ment a été étudié précédemment par M. G. Hahn[7] qui obtenait des
conditions suffisantes pour le T.C.L. liées & des propriétés d’intégrabilité
d’ordre 4 pour les accroissements. Récemment, le résultat de
M. G. Hahn[7] a été amélioré par V. Paulauskas et Ch. Stieve[10] qui ont
obtenu le T.C.L. sous une restriction d’intégrabilit¢ d’ordre2 seulement
sur les accroissements. Nous montrerons que dans notre contexte qui
différe de celui considéré par V. Paulauskas et Ch. Stieve, on peut affaiblir
les contraintes d’intégrabilité jusqu’a un ordre voisin de 2.

0.3. Dans le premier paragraphe de ce travail, on étendra les critéres de
cadlaguité de X publiés précédemment[1] pour les adapter a I’étude de la
limite centrale. On fournira parallélement des critéres de compacité pour
les lois de certaines familles de variables aléatoires a valeurs dans 9. Dans
le second paragraphe, on énoncera et démontrera un théoréme de la limite
centrale.

1. CADLAGUITE DE FONCTIONS ALEATOIRES

1.0. Dans ce paragraphe, nous notons (Q, A, P) un espace d’épreuves
et (E, A) un espace métrique complet; X est une fonction aléatoire sur
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T. C. L. DANS 20, 1] 33

[0,1] & valeurs dans E; pour tout triplet s<t<u d’é¢léments de [0, 1],
nous posons Ay (s, ¢, u)=AX(s), X (1)) AA (X (¢), X (u)). Pour étudier la
cadlaguité de X, I'usage veut qu’on suppose la continuité en probabilité;
ce n’est pas une hypothése naturelle. Par contre, si X est une fonction
aléatoire cad.lag, alors nécessairement :

1.0.1. L’application : t > X(r) de [0,1] dans L1<Q;<E’ 1-|A—A)> =

continue a droite; ’ensemble de ses points de discontinuité est au plus
dénombrable.

Dans la suite, nous supposerons cette hypothése 1.0.1 vérifiée, nous
supposerons de plus que :

1.0.1’. Le point 1 n’est pas un de ces points de discontinuité.

Nous noterons » un entier positif fixe; 8=(8,, ..., 9,) et
0=(0,, ..., 0,)-sont deux familles de »n applications continues croissantes
de [0, 1] dans R*, nulles a l'origine, les éléments de la famille® seront de
plus supposés concaves.

Avec ces notations, nous définissons F=F (8, 0) comme la classe des
fonctions aléatoires X sur [0,1] & valeurs dans E vérifiant les propriétés
1.0.1et1.0.1" et telles que de plus :

Vs<t<u, VMeR",
E{AX(S’ t, w) g, t,u)gM}

<Y 8;(u—90,"P{Ax(s, , )y=M }.

i=

1.0.2.

Le maniement de cette classe F utilisera le lemme suivant :

LemME 1.0.3. — (1) Pour tout XeF et toute application mesurable \ de
Q dans [0,1],0n a :

Vs<t<u, E{Ax(s, t, )L} < i S, (u—s)8,°E(A).
i=1
(2) Pour tout(k, a)e N x[0, 1] et tout i€[1, n], on a aussi :
k k
sup{ 3 00) (el 1, T pj=a}=kei (k).
j= i=
Remarque 1.0.4. — Dans une publication précédente [1], nous avions
limité la définition de la classe F au cas ou n=1; dans cette situation, les

propriétés de la classe F sont assez proches de celles de la classe @ des
fonctions aléatoires X sur [0, 1] telles que :

Vs<t<u, Em{w}gl,
d(u—ys)
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34 P. H. BEZANDRY ET X. FERNIQUE

ou @ est certaine fonction convexe qu'on peut associer a 0 ([1],
remarque 5). Une telle définition se révélerait dans la suite inefficace pour
I'étude de la propriété de la limite centrale que nous nous proposons
d’exposer : I'analyse que nous donnerons distinguera en effet dans les
majorations deux termes de nature différente, un terme de quasi-centrage
et un terme de fluctuation; ces deux termes auront aussi des grandeurs
différentes et leur étude précise utilisera en conséquence une classe F
associée a n=2. Les techniques plus classiques basées sur le maniement
des classes du type @ majoreraient globalement ces deux termes et ne
fourniraient pas les résultats que nous présentons ici.

1.1. Le schéma d’approximation

Dans le cadre classique de I’étude de la continuité des trajectoires d’une
fonction aléatoire X sur un espace topologique T, on utilise des schémas
d’approximation de X a partir de discrétisations de T choisies en fonction
de la loi de X. Pour I'analyse de la cadlaguité des trajectoires d’un
¢lément X de F et comme nous I’avons justifié dans [1], nous utiliserons
de méme des schémas d’approximation de X a partir de discrétisations de
[0,1], mais au lieu d’approximations globales liées a la loi de X, nous
déterminerons pour chaque ® €, des approximations dépendant explicite-
ment de ce hasard en fonction de la construction que nous présentons
maintenant.

Soit X un élément de F; pour tout (k, #)eN X [0, 1], nous posons :

Sk = {jz_k, je [Oa 2]k }a
tf =inf{seS,:s>1},  t; =sup{seS,:s<r1}.
A partir de ces données, nous construisons pour tout entier k, une fonction

aléatoire g, sur S,,, 4a valeurs dans S, en posant pour
tout (@, HeQ XS, :
a@ 0=t si AG 1) (O=AXO, X)),
g (o, )=t sinon.

Nous construisons aussi pour tout couple positif J <k la fonction aléatoire
Je1=8°...°g sur S, a valeurs dans S;.

Ces différentes fonctions aléatoires sont bien liées a la structure d’ordre
de [0, 1] comme le montre le lemme suivant :

LemMmE 1.1.3. — Les applications g, de S, , dans S, sont croissantes
(au sens large). De plus, il existe une suite(f;, JeN) de fonctions aléatoires
croissantes sur [0, 1] a valeurs dans les S; telle que :

VoeQ, VI<k+1, Viel0,1],
fer ferr@=f@), |t—fi(o )]£27
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T. C. L. DANS 2[0, 1] 35

Démonstration. — (a) Le choix particulier des S, implique que S, est
contenu dans S, , ;; la construction des g, montre alors que si seS,, g, (5)
est égal & s et que si seS; ., MN(Sy), il est le seul élément de Sk+1
appartenant a s, , sy [ alors que pour tout seS,.,, g,(s) appartient a
[sy , 5] Dans ces conditions, soient s<t deux éléments de S,,,, on a
Ialternative suivante : ou bien seS, et dans ce cas, s=g, (5)<t; <g, (D),
ou bien s¢8S, et dans ce cas, g, (5)<s; St =g.(1); la croissance de g et
celle des f, ; en résultent. (b) Nous construisons maintenant les applications
aléatoires fj; nous omettons la variable , nous fixons I’entier J; pour tout
seSy et tout k=J, nous posons Tk, J, s)=inf{r€S,,: f;()=s} de
sorte que :

1.1.4 (i) '@=ITk 1,5, Tk, J, s{)[NSess si s<l1,
(i, T (D)=[T, J, 1, 1],

1.1.5 Tk, J-1,8_1())ET, I, ).
La relation 1.1.4 et la croissance des g, montrent que :
1.1.6 Tk, I, )2Tk+1,7J, 92Tk, J, s)—27%*2)

si bien que la suite {T(k,J, s), keN} converge en décroissant vers un
¢élément T(J, s)eton a :

0=T(J,0)=T(, )H<T(J, 5)STJ, DL

on peut donc définir une application f; de [0, 1] dans S; en posant f; (1) =s
si 1e[T(J, ), T(, s;)[ et s#1 alors que f;()=1 si te[T{J, 1), 1]; f; est
alors croissante et la propriété de composition de I’énoncé résulte de la
relation 1.1.5; de méme I'inégalité de 1’énoncé résulte de la relation 1.1.6
de sorte que le lemme est démontré.

1.2. Un théoréme de cadlaguité

THEOREME 1.2. — On suppose que les différentes intégrales
1
J {u™28,(u)0,(w) } du, i€[1,n] sont finies. Alors tout élément X de F a
(o]
une modification X, a trajectoires cad.lag telle que pour tout entier J :
n 27
1.2.1 E sup AX,(®), Xo° f(01S2 ), [[ {u"Si(u)Gi(u)}du].
tel0, 1] i=1 0

Démonstration. — (a) Sous les hypothéses du théoréme, pour tout élé-
ment X de F et pour tout ke N, nous pouvons construire une partition
finie et mesurable { A,, €S, ; N (S,) } de Q telle que :

weA, = AX®), X-g@l(@= sup A[X(), X°g ()] (®);

teSy+1

Vol. 28, n® 1-1992.



36 P. H. BEZANDRY ET X. FERNIQUE

puisque X appartient a F et en appliquant le lemme 1 .6.3, on en déduit:
E sup AIX(®), Xeg(0]= Y  E{AX(®, X°g(®)]l,,}

teSk+1 teSk+1nCSp

=227 Y 6P(A)
i=1 teSk+1 (S
une deuxiéme application du lemme 1.0.3, puisque le cardinal de
Si+1 N (ES,) est égal a 2%, fournit alors pour tout i€[1,n] :
Y 8°P(A)S2°6,27Y),
teSk+1 N (°Sk)
et donc en additionnant puisque les 6; sont concaves :

n

1.2.2 E sup AX(), Xog(D]< ¥ 275,276,277,

teSg+1 i=1
(b) L’élément X de F restant fixé, la relation 1.2.2 fournit par addition
et pour tout entier J=0 :
1.2.3 Esup sup A[X(), X f; (]

k=) teSk+1

gz[zﬂ“&@*”ma**ﬁ
i=1

k=]

et une évaluation intégrale implique alors :

J‘Z‘ u? Si(u)()i(u)du:l.

0

1.2.4 Esup sup A[X(), X°f;(O]IS2 ), [
k=) teSg+1 i=1
(¢) Sous I'hypothése de convergence de 1’énoncg, la relation 1.2.4 mon-
tre qu’il existe une suite strictement croissante (J,)=N, un ensemble Q,
de probabilité 1 et pour tout ®eQ,, un nombre M () fini tels que :

YoeQ, VpeN, VkzJ, VieS,,,,
ATX (1), X f;, 5, (D) (@) SM (@) 277,

la formule de composition du lemme 1.1.3 montre que ceci s’écrit aussi :

VoeQ, VpeN, VkxJ, Vre0,1]
ALXe fi (D), X fy, (Ol (@) =M (0) 277,

Cest-a-dire que pour tout ®eQ,, la suite {1 > X (0, £, (, 7)), keN} dont
les éléments appartiennent & & par construction est une suite de Cauchy
pour la convergence uniforme; elle converge donc uniformément vers une
limite X’ (w) appartenant & 2. On choisit un ¢élément / de & et on pose
X, (0)=X' (o) dans Q,, X' ()= sinon; il reste & montrer que X, qui est
une fonction aléatoire est une modification de X.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



T. C. L. DANS 20, 1] 37

(d) Fixons un élément s de [0, 1] en lequel 'application : ¢ — X (¢) de
A
[0,1] dans L* (Q, E, 1TA)> soit continue; il existe alors un ensemble Q

de probabilité 1 et une suite (J,) d’entiers croissant vers I'infini tels que
pour tout @€ Qy M Q,, on ait :

A[X(5), Xo ()] (@)= Jlim A[X (), X< f3(5)] ()
< lim {A[X (), X (sp)]+AX (), X ()1} (@)=0

et donc X (®, 5)=X, (o, ).

(e) Pour tout élément s de [0, 1[, il existe d’aprés (d) et I’hypothése
1.0.1 une suite(s,) convergeant en décroissant vers s et un ensemble €
de probabilité 1 tels que pour tout meQ,, on ait :

X (o, 5)= lim X (o, s)= lim X, (o, 5);

k- k-
par ailleurs la continuité a droite de X, fournit pour tout we (2,
XO ((D’ S)= lim XO ((‘0’ sk);

k- o
les deux relations ci-dessus impliquent :
VoeQ, X(®,s)=X, (o, s),

le théoréme est donc établi.

1.3. Un théoréme de compacité des lois

THEOREME. —  On  suppose que les différentes intégrales
1

J [u=25;(u)0; (w)] du, i€[1,n), sont finies.
0

Soit C une classe de variables aléatoires a valeurs dans 9 contenue dans
F. Pour que C ait des lois relativement compactes dans M (2D), il faut et il
suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout te[0,1], I'ensemble des lois { py o, X€C} est relativement
compact dans M (E).

(ii) La famille {t - A[X (), X(0)]+A[X(1—-1), X(1)], XeC } est équi-
continue en probabilité au point t=0.

Démonstration. — Les conditions (i) et (ii) de I’énoncé sont trivialement
nécessaires (cf.[2], théoréme15.3); nous démontrons seulement qu’elles
sont suffisantes et le méme théoréme 15.3 de [2] implique qu’il suffit pour

Vol. 28, n° 1-1992.



38 P. H. BEZANDRY ET X. FERNIQUE

cela en posant :

W(x, n)=sup {A,(s, 1, u); 0<s<r<u<s+n}
+sup {Afx (), x(0)]+A[x(1-1, x(1)]; 0<t=n},

de vérifier que sup {EW (X, 1), XeC} tend vers zéro avec m; on peut
d’ailleurs, substituant éventuellement a A, la distance bornée A A 1, suppo-
ser pour cela que A est elle-méme bornée; sous cette derniére hypothése,
la condition (ii) implique que la famille {7-» A[X(?), X (0)]+A[X(1—1),
X (1)], XeC} est équicontinue dans L; au point zéro. Pour la preuve,
nous utiliserons les lemmes suivants :

LemME 1.3.1. — Soit x€ 9D, nous notons (f;, JeN), la suite de fonctions
associées @ x au lemme 1.1.3; pour tout JeN, on a alors :
W(x, 27771 <4 sup Alx(0), x° £;(0)]

tefo, 1]

+sup A (s—270, 5, s+27)+A[x(0), x2 ] +A[x (1), x(1—27Y).
seS;
Démonstration. — (a) Supposons sSu<s+27'"!; dans ces conditions,

le lemme 1.1.3 montre que f;(#)—f; ()€ {0,277, 277*1} de sorte que
A (f56), fi), /() {0, A (/=277 /;(0), /(D +27"};
on en déduit :
A (s, t, u)<2 sup A(x(?), x° f(£))+supA, (t—=277 ¢, t+279).

tefo, 1] tes)

(b) Supposons maintenant 0<t<27'"1; alors le méme lemme 1.1.3
montre que f;()e€{0,27'} et f;(1-ne{1-27"1}; on en déduit de la
méme maniére :

Alx(0), x(D1+Ax (1), x(1-19]
S2 sup Afx(2), x° fi(D]+A[x(0), x(27Y)]
te[0, 1] .
+A (1), x(1-27))
le résultat du lemme s’obtient alors en regroupant ces deux majorations.

LeMME 1.3.2. — Soit X une variable aléatoire a valeurs dans 9 apparte-
nant a F; pour tout entier J, on a :

n 22-)
EsupAy(s—27%, 5, 5+27)=4 ) {J =28, (u) 6, (w)] du.
ses) i=1 0

Démonstration. — On utilise le schéma de preuve du théoréme 1.2 (a);
pour tout entier J, nous pouvons construire une partition finie et mesurable
{A,, s€S;} de Q telle que :

0eA, = Ax(G—27% 5 s+27)(@)=supAx(s—27%, 5, s+27) (w);

ses)
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puisque X appartient & C et en appliquant le lemme 1.0.3, on en déduit
comme dans le lemme précité :

EsupAy(s—27" 5, s+2°< ¥ 8,21 ) 2'0,27);
=1

seSy i
le dernier terme se majore alors facilement par l'intégrale indiquée.

1.3.3. Nous terminons maintenant la preuve du théoréme : sous ses
hypothéses, les conditions (i) et (ii) étant vérifiées, pour tout &lément X
de C et tout entier J, I’évaluation du théoréme 1.2 et les deux
lemmes 1.3.1 et 1.3.2 montrent que :

EW(X, 27 )12 z{

i=1

22-1
f (™28, (u) 0, (w)] du}
0

+EA[X(0), X@)+EAX (), X(1-27")
puisque les différentes intégrales sont convergentes et que la famille
{A[X(0), X2 )+EA[X(1), X(1-27")], XeC} est équicontinue dans
L, au point zéro, le dernier membre tend vers zéro quand J tend vers
I’infini et le théoréme est démontré.

2. SUR LA PROPRIETE DE LA LIMITE CENTRALE

2.0. Dans ce paragraphe, nous notons(Q, A, P) un espace d’épreuves;
I’espace (E, A) est I'espace R muni de la distance usuelle; pour toute
fonction aléatoire X sur [0, 1] & valeurs réelles et pour tout triplet s<7<u
d’éléments de [0, 1], nous posons donc

Ax (s, t, w)=|X () =X@)| A [X(O)—=X®W)];

les notations n, 3, 8 et F=F (3, 0) ont le méme sens que précédemment.
Soit X un ¢lément de F; supposons les différentes intégrales

1
f [u=28,(u) 0, (u)] du finies et X (0) intégrable . Dans ces conditions, le
0

théoréme 1.2 montre qu’il existe une modification X’ de X qui est une

variable aléatoire a valeurs dans 2, nous la confondons avec X. La

formule 1.2.1 appliquée pour J=0 montre d’ailleurs que pour tout

te[0,1], E| X (r)| et E sup ||X(r)|| sont finis; le théoréme de convergence
te[0, 1]

dominée implique donc que 'application E (X): ¢ — E (X (¢)) est un élément
de 2.

Soit {X,, keN} une suite de variables aléatoires a valeurs dans 2,
indépendantes et de mémes lois que X; le théoréme 1 de [12] montre que

Vol. 28, n° 1-1992.



40 P. H. BEZANDRY ET X. FERNIQUE

N

la suite { Sy/N= Y X,/N, NGN} converge presque sirement vers E (X)
k=1

pour la topologie de la convergence uniforme et donc aussi pour la

topologie de 2. On se propose d’étudier ici le comportement de la limite

centrale pour X, c’est-a-dire les conditions de la convergence étroite des

lois py, NeN, de la suite {(SN—ESN)/\/N, NeN}.

2.1. Supposons que la suite { py, NeN} converge étroitement vers une
probabilité p; alors le théoréme de Skorohod [13] implique qu’il existe une
suite { xy, Ne N} de variables aléatoires a valeurs dans 9 de lois respectives
in, NeN, convergeant siirement vers une variable aléatoire g a valeurs
dans 2 de loip. Les propriétés topologiques de 2 montrent alors que
pour tout e et tout [0, 1],

g, HAg™ (o, H)=<lim infxy (@, £) <lim infxy (0, H<g(w, )vg (o, 7).

N- o N - o

Les propriétés classiques du T.C.L. dans R impliquent donc que pour tout
te[0,1], EX?(¢) est fini.

Dans les mémes conditions, puisque g est a valeurs dans 2, elle est
cad.lag en probabilité¢ et ’ensemble C, de ses points de continuité en
probabilité est dense dans [0, 1]. Pour tout sous-ensemble fini C de C, et
puisque g est a valeurs dans 2, I’ensemble

Qc.={VseC, limg (o, N=g(w, s)}

t—s

est mesurable et de probabilité 1. Les propriétés topologiques de 2 impli-
quent donc que pour tout weQ. et tout seC'=CU{1}, la suite
{xn(®, 5), NeN} converge vers g(w, s). Le théoréme usuel de la limite
centrale dans R montre alors que la restriction de g & Co U {1} est
gaussienne. Puisque C, est dense dans [0, 1], la continuité a droite de g
implique finalement que g est gaussienne sur [0, 1].

On pourra noter que le schéma de preuve précédent montre que g est
continu en probabilité si et seulement si X est continu en moyenne
quadratique; g est alors presque slirement a trajectoires continues et les
propriétés topologiques de 2 impliquent que { xy, NeN} converge en fait
presque slirement pour la topologie de la convergence uniforme : il y a
alors propriété de la limite centrale au sens de la convergence uniforme.

2.3. Dans la suite de ce paragraphe, on prouvera le théoréme :

THEOREME. — Soit X une fonction aléatoire sur [0,1] a valeurs réelles;
on suppose qu’il existe trois applications 8, 1, 0 continues croissantes de
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[0, 1] dans R nulles a lorigine, © étant de plus concave, telles que :

Vs<tZu, VAE€A,
2.3.1 E{lX(S)—X(t)IZ/\lX(t)—X(u)IZIA}
<n’(—s) 0 °P(A),
2.3.2 Vs=t, E|X(@)-X@|*<8*(1—s), E|X(0)|* <0,
1

2.3.3 ju‘5/4[log(1+1/u)]1/48(u)du<oo,
0
1
2.3.4 J u“melﬂ[ﬂw N () du< o.
0 log2

Alors X wveérifie la propriété de la limite centrale dans 9 et au sens de la
convergence uniforme.

Remarque 2.3.5. — Les conditions 2.3.2 et 2.3.3 sont couplées; elles
sont toutes deux vérifiées si :

Jax>1/2, Vs, E|X()-X@)[*<|t—s],

C’est essentiellement la condition (i) du théoréme 2 de [7]. Les conditions
2.3.1 et 2.3.4 sont aussi couplées; elles sont toutes deux vérifiées si :

dp>1,B>1, Vs=st<u,
E{|X(®)—X6)[P|X(O)-X@)|?}<|u—s]%
la condition (ii) du théoréme 2 de [7] est du méme type, mais exige que p
soit supérieur ou égal a 2.

Supposons par exemple que Iespace d’épreuves Q soit un produit
[0, 1] % [0, 1] X Q,, les deux premiers facteurs étant munis de leur probabilité
de Lesbesgue; notons A une variable aléatoire sur le troisiéme facteur et
définissons une fonction aléatoire X sur [0, 1] en posant :

X(@, =0 (03)[liz0, ~Liza,);

alors on a :
E|X()-X®)|*=2|t—s|,
E{A)Z((s’ L u)IA}§|S_u|2 sup E{)\.ZIB};
P (B)=P (A)
on peut utiliser le théoréme 2.3 en posant :

S (w)=u'?, nw=u, 0(p)= sup E{A’I;};
P (B)=p

on constate dans ce cas que les hypothéses du théoréme sont vérifiées si
et seulement si EA? est fini, c’est-a-dire si et seulement si X a la propriété
de la limite centrale dans .

Par contre, on constate que X ne vérifie les hypothéses du théoréme 2
de M. G. Hahn [7] que si EA* est fini, celles du théoréme 7.4 de E. Giné
et J. Zinn [6] que si A est uniformément borné sur Q; et celles du théoréme 1
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de [8] que si A=0. Le théoréme 2.3 améliore donc sensiblement ces
différents résultats au moins dans le cadre de cet exemple.

2.4. Démonstration du théoréme

Pour alléger cette démonstration, nous décomposerons ses calculs en
lemmes successifs; on désignera par C différentes constantes finies. Le
premier lemme vise a symétriser les hypothéses sur X :

LEMME 2.4.1. — Sous les hypothéses du théoréme, soit X' une copie
indépendante de X; posons X*=X—X'. Pour tout triplet s<t=<u d’éléments
de [0, 1] et toute partie mesurable A de Q, on a alors :

) E|X*(s)~ X*(1)|2SC 8% (1),
Q) E{A*X°(s, 1, )T, } SC[N2 (u—15) 0P (A)+ 82 (u—s5) P12 (A)].

Démonstration. — 11 suffit de prouver la seconde inégalité; nous posons:

x=X(@-X(), x'=X()-X(s),
y=X(0-X@, V=X ({0-Xuw;

on a alors :

xl

v+

[x=x"| A [p=V[S]x| A y]+]x| A Ayl+lxf Ayl

et par suite :
E{lx=x"[*nly=y |1}
<8N (u—95)0-PAY+4E{|x|> A |y |?1,}
HAE{|X'|* A |y[*1a )
les deux derniers termes sont du méme type et pour les évaluer, il suffit
(lemme 1.0.3) de majorer:

E{[[x PLagerd ALY Py 2ml}
en fonctionde P { | x| A | »'|2M}. Orona:
E{{[x* L iz ALY 2Ty o JSE{ X on  E{ Y Ty pom s
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz majore ce dernier produit par :
Fw—9)P{|x|2M}P{|y|zM}]*?
=8 w-9)[P{|x|zM, |yZzM} ]2,

d’ott le résultat du lemme.

Dans le second lemme qui représente I'étape cruciale du calcul, on

évalue des parameétres de la loi de (Sy)® 4 partir des mémes paramétres de
la loi de X* :

LEMME 2.4.2. — Sous les hypothéses du théoréme et avec les notations
du lemme 2.4 .1, 0na :
§)) E|(S)’ ()~ (S ()|*SCN & (1—s),
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2 E{ Ay (s, 1, w1, }

<CN2 [n (u—s)PV2 (A) 012 [P (A) logl(l ; 1/P (A))]
og

+3(u—s)P¥* (A)[log (1 +1/P (A))]”“]-

Démonstration. — 11 suffit de prouver la seconde inégalité; nous posons
pour cela :

x=X(-X(), y=X0—-X(u),
m=|x| Ayl ~signe(x)=a,  signe(y)=B,
u=|x|—m, v=|y|—m,

et nous notons (g,) une suite de Bernoulli indépendante des données; nous
voulons évaluer :

N
N DIESAE
k=1
orona:
N N N
Z 8 X | S| Y sy |t ng“xkl, m o,
k=1 k=1 I le=
IRAA <| z & By *] > sk{lyk‘ m} Byl
k=1 k=1 -1 .
et par suite :
N
2.43 |3 gx|A ’
=t N N N N
= zﬁk“kmk + ZEkBkmk + Zek“k“k A ZSkBkvk;
k=1 k=1 k=1 k=1

nous intégrons successivement ces différentes expressions relativement a la
loi P, des (g,), puis 4 la loi P des autres variables. Pour toute partie
mesurable A de 'espace d’épreuves produit et un utilisant une majoration
d’Orlicz classique pour la premiére intégration ([9], lemme 3.1), on
obtient :

{ Y, & o m, ZIA} <C Z mEP,(A) log(1+1/P,(A)),
k=1 =
N N
Ec{ 2 & B |? }é Z m; P,(A) log (1+1/P(A));
k=1 k=
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en réintégrant, en utilisant 'hypothése 2.4.1(2), le lemme 1.0.3 et la
x log(1+1/x)
log 2

)
P(A)log(1+1/P (A)):I
log 2

concavité de la fonction : x —

gl

, on obtient :

N

Z & B

k=1

N

Z €y Oy 11
k=1

2+

§CN[n2(u—s)e[

+82(u—s)PY?(A)[log(1+1/P (A))]1/2:|,

et donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

gl Jn

<CN!2p1/2(A) [n (u—s5) 012 [

N

Z €, Ay 11y
k=1

N

Z & B

k=1

+

P(A)log(1+1/P (A))]
log2

+8(u—s)P*(A)[log(1+1/P (A))]”“]-

Pour conclure, il reste a évaluer le dernier terme de I'inégalité 2.4.3,
nous le majorons brutalement & partir de son moment du quatriéme ordre
en utilisant 'idée fondamentale du théoréme 2 de [7]. Nous remarquons
que les g, sont indépendants des (o, By, My, 4, v) €t que les produits
(u,vy), ke[1, N] sont tous identiquement nuls. Il en résulte :

N

Z ) Oy Uy,
k=1

N
Z & By vk
k=1

<N?Euw?Ev*<CN23* (u—s),

N

Z € Oy Uy,
k=1

N

Z & Bre vk

k=1

E 4/\ 4§E 2 2

et donc par I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz :

il

En regroupant les évaluations des termes successifs de 2.4.3, on obtient
le résultat du lemme.

N

Z € O Uy
k=1

N

Z & Br vk

k=1

A

IA:I <CN!2§(u—s) P34 (A).
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Le lemme suivant procéde a la désymétrisation des évaluations
précédentes :

LEMME 2.4.4. — Sous les hypothéses du théoréme et avec les notations
des lemmes 2.4.1 et 2.4.2, en posant Ty=[Sy—ESy]/N'?, on a :

E{Aq, (s, t, 0)1,}
§C[1‘] (u—s)P”Z(A)O”Z[

P(A)log(1+1/P (A))]
log?2

+3(u—s)P¥*(A)[log(1+1/P (A))]”“]-

Démonstration. — Nous posons x=Ty(s)—Ty(), y=Tx()—Ty@W);
pour établir I'inégalité ci-dessus, nous utilisons la majoration :
yl
et il suffit d’évaluer convenablement E[|x| A |y|I,] dans le seul cas
(lemme 1.0.3) ou A est (x, y)-mesurable et donc indépendant de x’ et y'.
Dans ce cas, on a successivement :

E{|x=x"| A |y=)|Io} SE{Agys (s, 1, u) I, }/N'2,
E{|x| A |y|IA}SE{|x|I,}S8(u—s)P(A),
E{|x| A |} |I\}SE{|) |15} S8u—95)P(A),

en reportant, on obtient I'inégalité énoncée.

|x| Ay |S]x=X| Aly=y'|+]X| A |p]+]x] A

2.4.5. Nous terminons maintenant la preuve du théoréme : sous ses
hypothéses, le lemme 2.4.4 et le théoréme 1.3 montrent que les lois py
des [Sy—ESy]J/N*2, NeN, forment un ensemble relativement compact
dans M (2). De plus les hypothéses montrent que pour toute partie finie
T<[0,1], les lois py (T) des {[Sx () —ESy(Dl/N'?, teT}, NeN, conver-
gent étroitement dans M (R") de sorte que la suite (uy, NeN) n’a qu’un
point adhérent et converge étroitement; c’est la propriéte de la limite
centrale dans M (2); on rappelle que par ailleurs les hypothéses impliquent
que la limite est la loi d’une fonction aléatoire gaussienne sur [0,1] a
trajectoires continues dont la covariance I" est donnée par :

I'@t, 9=E[X()-EX()(X(s)~EX(),

et qu’il y a aussi propriété de la limite centrale au sens de la convergence
uniforme.
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