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Maximum d’entropie et problème des moments
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RÉSUMÉ. - Nous présentons une extension du principe d’entropie maxi-
mum (principe d’entropie maximum pour la moyenne). Ceci permet de
prendre en compte des contraintes non linéaires dans la problématique,
donne de nouveaux résultats pour les problèmes de moments et une

vue plus unifiée des différents principes d’optimisation (moindres carrés,
entropie usuelle, entropie de la prédiction, etc.).

Mots clés : Maximum d’entropie, discrétisation, moments, espaces fonctionnels, analyse
convexe, procédés sommatoires.

ABSTRACT. - We give an extension of the so-called maximum entropy
principle in order to extend its application to non linear situation. We call
the new principle maximum entropy for the mean. It gives also new results
for classical moments problem and also a more unified insight towards
the different principles of optimization as least squares, usual entropy,
entropy of prédiction, and so on.
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568 D. DACUNHA-CASTELLE ET F. GAMBOA

I. INTRODUCTION

La méthode du maximum d’entropie (ME) est utilisée pour reconstruire
une densité g à partir d’informations incomplètes, essentiellement de

moments. Elle est fondée sur le choix d’une mesure ~ dite de référence

(choix fait en physique à partir de principes d’invariance). L’entropie de g

est S (g) _ - log g (x) g (x) dx lorsque E est IRk ou lrk et ~ est égale à dx.
Si P est une probabilité et Jl une mesure positive quelconque sur (Q, ~)

espace mesurable, on pose S (P) = - r log 
~ 

dP et K (P, p) = - S, (P);p ~( ) Jo dJl ( ~I~)

lorsque ~ est une probabilité, K est l’information de Kullback. Rappelons
que (ME) reconstruit g par le principe métamathématique,

(arg signifiant : le point où le maximum supposé unique est atteint).
Notre but est d’étendre ME lorsque l’on impose à g d’être dans un

ensemble ~ (qui sera précisé plus tard), ~ étant défini par contraintes ne
relevant pas de ME (i. e. ME ne donne en général ni méthode, ni solution).
Examinons de plus près ces contraintes. La littérature ([1], [2]) traite

des contraintes de moment du type

Lorsque ce problème est remplacé par

nous parlerons de contraintes relaxées. Outre cette généralisation qui relève
d’une technique minimax [6], on peut traiter de nouvelles contraintes que
nous situons maintenant sur des exemples.

Plaçons-nous dans le cas où Q=[0,l] ] et considérons d’abord des

contraintes d’interpolation du type g (Xi) = di, i =1... k avec la contrainte
supplémentaire g continue. La forme linéaire ~xi (g) est trop « locale » pour
être traitée par (ME) pour la mesure de Lebesgue. Une méthode naturelle
est de remplacer la mesure de Lebesgue par la loi Q d’un processus
[Xx, x E (o,1 )]. Les trajectoires ne satisferont pas p. s. la contrainte mais la
réaliseront en moyenne pour une probabilité QME, choisie suivant le prin-
cipe d’entropie, la plus voisine possible de Q. Si par le choix de Q, l’on
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569MAXIMUM D’ENTROPIE ET PROBLÈME DES MOMENTS

impose aux trajectoires d’autres conditions, on pourra traiter de nouvelles
contraintes.

On peut aussi chercher g comme une dérivée, Q étant la loi d’une

mesure aléatoire dXx (dérivée de Xx au sens des distributions) et la

contrainte sera alors réalisée par la dérivée de la moyenne de Xx.
Par exemple, pour un processus de loi Q, les contraintes s’écriront

EQME u C (x) Xxdx j = c, EQME Xxi = d; et la fonction 

cherchée sera
EQME Xx; pour une mesure aléatoire, elles s’écriront EQME [~03A6 (x) dXx] et
la fonction gMEM (x) cherchée sera définie par

Nous appellerons méthode du maximum d’entropie pour la moyenne et
noterons MEM cette construction, dont ME est un cas particulier.

Elle se formule ainsi généralement. Soit B un E.V.T.L.C., ~ un convexe
de B, X une v. a. à valeurs dans B de loi Q, v une probabilité de référence
sur B, ~ E (B*)k, c E k. MEM consiste à minimiser K (Q, v) sous la

contrainte EQ (~ ~, X ~ ~ = c.
Soit ~. une mesure de référence, % le groupe des automorphismes laissant

p invariante et g1 1 un sous groupe de g. On s’intéresse aux constructions
invariantes par % ou td 1. Par exemple, pour ~, mesure de Lebesgue sur [0, 1 ],
la %-invariance amène à travailler avec des processus à accroissements

échangeables et leurs dérivées.
Dans le cas de R, les bruits blancs stationnaires (BBS) joueront le rôle

central; la partie II est consacrée à ces situations.
Les parties III et IV sont consacrées à l’introduction de contraintes non

linéaires. Prenons un exemple important qui permet des calculs explicites.

g continue, a  g (x)  b pour x E [o, 1 ] (3)
et

Là encore, (ME) ne peut prendre en compte naturellement le non linéaire.
Heuristiquement, on cherche une construction MEM %-invariante, c’est-
à-dire une probabilité %-invariante portée par le convexe de C ([0,1]) des
fonctions vérifiant (3). Les BBS ne sont pas de bons candidats du fait
qu’ils sont à trajectoires non bornées.
Nous proposons donc de définir (MEM) par une discrétisation (i. e.

grossièrement par une méthode projective), que l’on peut décrire ainsi sur
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570 D. DACUNHA-CASTELLE ET F. GAMBOA

l’exemple choisi. Soit F une mesure positive dont l’enveloppe convexe du

support contient [a, b] . Soit {i n , i = 0 ... n - 1 } la discrétisation de [0, 1 ] .

Soit (1 , 03C8(i n) g(i n) = c, la version discrétisée de (1) (avec ici ç
pour O) .
A l’étape n, soit Pn = Pn(03C8, c) l’ensemble des probabilités Pn sur Rn telles

que 1 n £ = où (Xni)i=o,...,n-1:n~N est une famille de

variables aléatoires (v,a.) de loi Définissons alors QMEM par

arg max SF~n(Pn) et enfin gMEMn(x) = 03A3 EQMEMn Nous
n i = o 

’

démontrerons que, sous des hypothèses raisonnables, gMEMn (x) tend vers
solution de (MEM). En fait pour tout x

Les parties suivantes seront plus analytiques. Le problème MEM pour la
bande a  g (x)  b est lié à un problème d’optimisation d’une fonctionnelle
concave. Ce qui permet de lier MEM et des problèmes usuels type
moindres carrés, entropie de Burg, etc.

Les techniques simples de grandes déviations donnent un éclairage
nouveau sur le problème des moments dit de Markov (traité surtout par
Krein-Nudelman [11]).

Enfin, le problème d’une suite infinie de moments est traité sous l’angle
des méthodes sommatoires par (ME) et (MEM), méthodes qui peuvent
avoir un grand intérêt numérique (Gassiat [8]).

II. NOTATIONS, LE PROBLÈME LINÉAIRE

II.1. Notations

(Q, ~) est un espace mesurable, M (Q) (Q)] est l’ensemble des
mesures positives (resp. des probabilités) sur (Q, .91).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



571MAXIMUM D’ENTROPIE ET PROBLÈME DES MOMENTS

Pour

est l’information de Kullback de P sur Q (o  K _ + oo ).
Pour des mesures positives bornées ~ et v,

Pour

est la a-entropie de P lorsqu’elle est définie.
Si J.l est une probabilité, S~ (P) _ - K (P, ~).
Soit 03A6 une application mesurable (fixée) de Q dans Rk.
On notera

et par 0-arc d’Hellinger de j, on entendra

Si c E f~k est fixé, on note

II.2. Le problème linéaire

Les données d’un problème de maximum d’entropie (ME) tel qu’il va
être rappelé ci-dessous seront le triplet (~, c, p (ou Q)). Par problème de
ME on entend : trouver P dans ~ tel que soit maximum. Le

problème est largement résolu par le théorème suivant dû à Csiszar (cf. [1]).

THÉORÈME 1. - Soit Q (Q). Si (Q) est ouvert, et si fi contient au
moins une probabilité P équivalente à Q, alors il existe une unique probabilité
Q de fi telle que :

Vol. 26, n° 4-1990.



572 D. DACUNHA-CASTELLE ET F. GAMBOA

Q~ est l’élément de l’arc d’Hellinger de Q défini par

De plus

COROLLAIRE 1. - Soit ~ E M (Q), on suppose que (p) est ouvert non
vide, alors on a un énoncé identique au théorème 1 en remplaçant Q par 
et K (P, Q) par - S~ (P).

DÉFINITION 1. - On dira que c est ~-réalisable par Q si il existe P e P
avec P équivalente à Q.

Notation. - Dans la suite lorsque Q~ sera définie on la notera plus
simplement QME.

Considérons d’abord la technique usuelle ME pour reconstruire g.
Considérons les contraintes suivantes pour g définie sur [0, 1] :
(1) g continue,
(2) g > o.

On s’intéressera particulièrement aux reconstructions invariantes par td,
groupe des réarrangements de [0, 1] laissant la mesure de Lebesgue inva-
riante. Sous les contraintes 1, 2, 3, 4, si c est 03C8-réalisable pour dx le

théorème 1 donne la solution ME

et

Si l’on remplace (4) par (4’), le problème ME est sans solution dans

C (0, 1).
Nous allons introduire dans le cas linéaire la méthode MEM, à partir

d’exemples.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



573MAXIMUM D’ENTROPIE ET PROBLÈME DES MOMENTS

Exemple 1. - Soit (Xx)x E ~o,1 ~ un processus à accroissements échan-
geables [10], c’est-à-dire pour tout tout choix Il, ... , Ik d’inter-

valles disjoints de même mesure, si XI = Xb - Xa pour I = [a, b[, alors

..., XIk) sont des v. a. échangeables.
Les processus positifs échangeables (distincts de la translation) forment

un convexe ayant pour points extrémaux, les processus dont les dérivées
(au sens des distributions) sont les mesures aléatoires

où (an) est une suite positive de somme 1 et (Un) une suite de v. a.

uniformes sur [0, 1] et indépendantes [10]. Soit Q la loi d’un tel processus.
Parmi les processus de loi absolument continue par rapport à Q on a les
processus de dérivée

Commençons par le cas ao== 1, a~ = 0 pour i > o. Supposons c réalisable
par la densité g pour dx, g continue. Soit V~ de densité g (x) dx. Alors la
mesure aléatoire bvo est équivalente à Le théorème de Csiszar donne

QME avec EQME [~] = c. Et donc on obtient comme réalisation MEM.

solution.

Plus généralement si

Alors

Vol. 26, n° 4-1990.
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et de

(on donne immédiatement un sens à cette notation).
On tire

- Soit dU(n) correspondant à 
1 
et i>n.

On trouve encore la solution ME pour Q associée à 
- Soit dN la mesure de Poisson (dérivée du processus de Poisson).

Alors

et donc dN pris comme mesure de référence Q donne encore la solution
ME dans le problème MEM.

. Dans le cas où [0, 1] ] est remplacé par I~ + (ou R), dN garde cette

propriété (voir ci-dessous).

Exemple 2. - Considérons un bruit ~ blanc stationnaire sur R, i. e. une

application A - B (A) des boréliens dans l’ensemble des v. a. telle que
B (A 1 ) ... ~ (An) soient indépendantes si A 1... An sont disjoints et que la
loi Q de B soit invariante sous ~. Donnons une introduction formelle,
sans étudier les problèmes d’existence. Remarquons que les bruits blancs
sont associés aux points extrémaux des processus échangeables sur f~ + et

généralisent en ce sens l’exemple 1 [10].
Soit

Supposons c ~-réalisable pour Q.

Le théorème 1 donne

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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où Uc est calculée par EQME (0) = c. Toujours formellement

Posant EQME dB (t) = gMEM (t) dt, on voit que est solution du pro-
blème. Nous verrons (problème d’interpolation) que, si C n’est pas conti-
nue, en général ne vérifie pas (1) et que, si dB n’est pas p. s. une

mesure positive, gMEM ne vérifie pas (2).
Justifions ce formalisme sur les exemples suivants :

Exemple A. - dB est le bruit poissonnien dN.

La densité d’un bruit poissonnien d’intensité g par rapport au bruit

homo gène [4] est donnée par exp rr logg(M)JN(M)+ r i
donc QME est le bruit poissonnien d’intensité

Le problème MEM de référence un bruit poissonnien donne la même solution
que le problème ME de référence la mesure de Lebesgue.

Exemple B. - dB est le bruit brownien dW:

Le théorème de Girsanov [4] montre que QME est la loi de la dérivée du
mouvement brownien de i. e. sous QME le processus Xt
canonique définie sur C[0,1] vérifie

Pour W, MEM donne la même solution que la méthode des moindres
carrés.

Vol. 26, n° 4-1990.
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Remarque. - Pour un bruit blanc de loi y (a, p). si on impose (3), on
trouve que MEM est équivalent à une entropie dite de Burg, pour a== 1,

P=0, par exemple - doit être minimisée sous contrainte.

On reverra en détail ces aspects dans la partie IV.
Revenons par exemple au cas de W mais pour la contrainte (4’), on

souhaite écrire

Soit

La solution de MEM s’écrit

Si l’on veut une solution m fois différentiable, il faut prendre pour référence

le processus Xt =~t0(t-u)mdWu, et on obtient alors la méthode d’interpola-

tion par fonctions splines.

III. LE CAS NON LINÉAIRE

Nous nous limiterons à la situation suivante :

Les contraintes non linéaires sur la fonction à reconstruire g seront du

type où C est un convexe ouvert de l’espace C ([0, 1]) des fonctions
continues. Nous traiterons en détail deux cas particuliers :

La contrainte linéaire sera du type

avec cp application continue de [o, 1 vers ~k.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Comme nous l’avons vu en introduction, les méthodes d’entropie sont
fondées sur une mesure de référence ~, sur ~.

S’il y a des contraintes non linéaires, si l’on exige de J.l une propriété
d’invariance du type de celles évoquées au paragraphe précédent, on arrive
à une impossibilité : il n’existe pas sur ~ de telle mesure. C’est le cas, par

exemple du tore muni du groupe des translations, et du groupe des

transformations orthogonales pour C03B8. Pour respecter cette exigence
d’invariance, nous allons employer une procédure d’approximation par
des problèmes de dimension finie qui ne définira pas en général une
mesure sur C ([0, 1]) ou sur un espace fonctionnel utile. Précisément, soit

~ i/n, i = o ... n -1 ~ la discrétisation de [0, 1]. Soient hn la trace d’une

fonction h, hn = { h (i/n), i = o ... n -1 ~ et ~n la trace de ~. Pour chaque
n, on va définir une mesure de référence portée par  n et satisfaisant
aux propriétés d’invariance pour les traces des groupes considérés [par
exemple (~T)n sera le cube ]a, b[n et = F une mesure positive sur
]a, b[ : (~e)n sera Bn la boule unité de [R" et sera la loi uniforme sur la

boule].
Les contraintes non linéaires seront donc satisfaites avec les invariances

souhaitables par les suites (~n, ‘~n convexe ouvert de ~n. La contrainte

linéaire sera discrétisée en 1/n Epn Ltl (i/n) Xn = c, où ..., Xn) sont

les n coordonnées; et QME, si elle existe sera la solution du problème
d’entropie associé à pour la contrainte discrétisée.

DÉFINITION 2. - Soit (~, (~n)n E ~, la donnée d’une suite

de problèmes d’entropie sur la moyenne obtenus par discrétisation à partir
d’un convexe ouvert de C ([0, 1]). On dira que la suite est convergente
(pour n -~ oo ) si :

(1) pour tout n assez grand, le problème (MEM) de taille n admet une
solution unique QME;

(2) pour tout x, lorsque n - oo, i (n)/n - x, X? étant
la i-ème coordonnée dans le n-ième problème;

LEMME 1. - S’oit ~ un convexe ouvert de C ([0, 1]). On suppose

que la contrainte est réalisable c’est-à-dire qu’il existe g E  tel que

g (x) cp (x) dx = c. Si de plus cp est de rang k (i. e. ; si ~ a, cp (x) ~ = 0,

pour tout x E [0, 1], alors a = 0), alors pour n assez grand, la contrainte

Vol. 26, n° 4-1990.
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est réalisable dans Cn, c’est-à-dire qu’il existe telle que

- 03A3 cp (i/n) an = c.
n i= 1

Démonstration. - Remarquons que le résultat est presque évident si
k= 1.

centre g et de rayon s, où E est tel que B (g, E) ce ~.
Soit Bn (gn, E) la boule ouverte de [R" (pour la norme du sup) centrée en

gn et de rayon 8.
n

Notons pour 
i= 1

Supposons que pour tout n de N, cTn(Bn(gn,E)).
Choisissons 6n de la forme ~n = g (i/n) + ~ ~n, ~ On I __ 1.
Comme Bn (gn, E) est convexe, il existe un hyperplan

qui sépare c de Tn (B~ (gn, s)).
Donc, pour tout choix de On, on a

et donc

Soient le module d’uniforme continuité des composantes de cp

et de g et K le sup des normes de ces mêmes fonctions dans C ([0, 1]).
Le terme de gauche de l’inéquation (A) est majoré par 
Comme le choix des On est arbitraire dans [-1,1], on doit avoir

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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La suite an est relativement compacte (sur la sphère unité de (~k). Soit
a~ un de ses points d’adhérence. On aurait donc

ce qui contredit l’hypothèse faite sur le rang de cp.

LEMME 2. - Si les hypothèses du lemme 1 sont vérifiées, si l’enveloppe
convexe du support de n contient Cn, et si

est un ouvert non vide alors le problème d’entropie de taille n admet une
solution unique définie par

où

et un est défini par grad [Log Zn (un)] = c.

Démonstration. - D’après le lemme précédent, il existe an de tel

6n cp (i/n) = c. Pour pouvoir appliquer le corollaire 1, il suffit de

trouver vn équivalente à de moyenne Evn [X?] = 6n.
Sous les hypothèses du lemme, il existe pour tout an de ~n une loi

équivalente d’espérance an [7], d’où le résultat.

Remarques. - L’hypothèse sur le support de n peut être remplacé par :
il existe vn équivalente et où (an) est une suite quelconque
satisfaisant la contrainte (il est des situations où peut être construite
indépendamment du lemme 1).
Pour un convexe ~ quelconque, il n’y a pas d’approximation privilégiée

par des espaces de dimension finie. La formulation la plus naturelle est
de choisir pour Iln la loi uniforme sur Nous allons étudier les deux cas
particuliers et C03B8 introduits plus haut. La méthode définie pour rc T
vaut pour toute et non pas seulement
pour a et b bornés. De plus on pourrait transformer facilement les hypothè-
ses, pour remplacer a par a (x) et b par b (x) (avec a (x) et b (x) des

Vol. 26, n° 4-1990.
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fonctions continues) et remplacer C ([0, 1]) par un espace Loo (voir [7]).
La méthode introduite pour ~8 est aussi valable pour un ellipsoïde de
L2 ([~~ il) fi C ([~~ 

IV. LE CAS DES CONTRAINTES

Soit F une mesure positive sur [a, b] qui vérifie les hypothèses :
(Hl) ]a, b[ est inclus dans l’enveloppe convexe du support de F.

(H3) V = {~Rk, V je e [0,1],  A, cp (x) ) E D (F)} est non vide, et coincide
avec V’ _ ~ A E ~k, ~r (~ A, cp (x) ~) est dx intégrable sur [o,1] ~, où l’on a

posé, exp (t)] = [exp ty] dF (y).
Ces hypothèses ne sont pas très restrictives. Lorsque a et b sont finis

(H 1 ), (H2) et (H3) sont vérifiées si F est une mesure de masse totale finie
dont l’enveloppe convexe du support est [a, b]. Dans le cas non compact
les hypothèses (H2) et (H3) sont vérifiées par exemple lorsque la trans-
formée de Laplace de F est définie sur R tout entier. Hl entraîne l’existence
d’une mesure équivalente à F et d’espérance arbitraire dans ]a, b[.
Remarquons que l’on a toujours V’ inclus dans l’adhérence de V, et que
sous (H2), (H3) V’ est un ensemble ouvert et non vide.

An = n - est défini (lorsqu’il existe et est unique) par

Si QME est la solution du n-ième problème ME associé à la contrainte

alors

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On a

LEMME 2 bis. - Sous les hypothèses (H 1 ), (H2), (H3), An est défini de
manière unique, pour n assez grand, par

et le n-ième problème ME associé à la contrainte

de référence admet pour solution QME définie par

D’autre part

Il résulte alors du lemme ci-dessous que lim An = A ~ .
n ~ o0

En résumé. - Le problème du (MEM) pour une contrainte a  g (x)  b
admet dans ce cadre la solution (x) _ (~ A~~ ~ (x) i )~ où

~ (t) = Log exp (ty) dF (y), est la suite des mesures de référence et A
est donné par

LEMME 3. - Sous les hypothèses Hl, H2, H3 lim avec A
donné par

Pour prouver le lemme 3 nous avons besoin d’un lemme d’analyse
convexe. Soit U un ouvert de M" et soit U* la frontière de U dans

Vol. 26, n° 4-1990.
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(~k U ~ oo ~, nous dirons qu’une suite (An) An E U tend vers U* et nous
noterons An  U*, si les points d’accumulation de (An) sont tous inclus

dans U*.

LEMME 4. - Soit (A, c) - K (A, c) une fonction de deux variables définie
sur U X W, U (resp. W) est un convexe ouvert de (resp. (I~m). On suppose

que K (A, c) est strictement convexe en A, concave en c et que :

(a) Il existe c* de W tel que K (A, c*) atteigne son minimum en un point
A* de U.

(b) Il existe une fonction L à valeur finie sur W telle que

(c) En convenant que K (A, c)= + o~o si pour c de W fixé, la

fonction K (., c) est semi-continue inférieurement.
Alors V CE W, K (An, c) - + o~o si An -~ U*.

Preuve du lemme 4. - Soit c E W, il existe c* * de W et un réel À de

]0, 1 [ tels que c = À c* + ( 1- À) c** (car W est un convexe ouvert).
Utilisons maintenant la concavité de K

On conclut en remarquant que K (An, c*) --~ + oo lorsque An  U*.

Preuve du lemme 3. - Posons

pour c élément de

(qui un convexe ouvert de Rk par application du théorème 
de l’image

ouverte) on pose

et

On a lim la convergence est uniforme sur tout

compact de V, donc si l’on montre que H (A, c) possède un minimum 
en
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