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Resumi. — Cet article comporte deux parties :

Au chapitre 1 on démontre un théoréme d’approximation par une loi
géométrique de la probabilit¢ que les maximums d’une suite stationnaire
m-dépendante restent en dessous d’un seuil fixé. On déduit une évaluation
fine de la probabilité de franchissement d’un seuil fixé par les accroisse-
ments du processus de Wiener.

Au chapitre 2, {(T,, 0,), n=1} étant la suite des temps de records et
des records de la suite m-dépendante {X,, n=1}, on construit, sur le
méme espace de probabilité que celui sur lequel sont définies les N,, une
suite {(S,, R,), n=1}, dont la loi de probabilité est la méme que celle de
{(T,, 0,), n21} lorsque les X, sont indépendantes et telle que presque
sirement il existe deux entiers. g et n, tels que pour tout n=n, on

as§,=T,_, et R,=0,_,. Les hypothéses concernent la loi des couples
Xy, X)), i=2, ..., m.

ABSTRACT. — This article is composed of two parts:

In chapter 1 we prove that the probability that the partial maximum
sequence associated with an m-dependent stationary sequence remain under
a given treshold may be approximated by a geometric law. We also give
the rate ofathe approximation. From this result we deduce an improved
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426 G. HAIMAN

evaluation of the probability that the increments of the Wiener process
remain under a given treshold.

In chapter 2 we consider the sequence {(T,, ¢,), n=1} of records
times and records associated with an m-dependent stationary sequence
{X,, n=1}. We construct on the probability space on which is defined
{X,, n=1} a sequence {(S,, R,), n=1} having the same probability law
as {(T,, 0,), n=1} when the X, are i.i.d. and such that almost surely
there exists two integers g and n, such that for any n=n, we have §,=T,_,
and R,=0,_,

Key words : m-dependent sequences, time series, increments of the Wiener process, records
and record times.

CHAPITRE 1

1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Soit { X,, n=1} une suite stationnaire de variables aléatoires m-dépen-
dantes, (m =2) a valeurs dans (a, b), —0<a<bg 0.

On suppose que la fonction de répartition de X; est continue.

Nous avons démentré dans [3] le :

THEOREME A.—1Il existe a<uyo<b et deux fonctions o(u) et p(u),
uySusb, telles que pour tout uo<u=sb on a O<p(u)<l, |G(u)| <l
cw)=0P{X,2u}), u bet

lim P{Max(X,, ..., X,)Su} -1
n- o (I+o@)p" (v

(0

avec

p@)=1—P{Max(Xy, ..., Xp_1)Su, X,,2u} )
+0 (P{X,2u}?, u~ b
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EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 427

Dans cette partie nous démontrons le théoréme suivant qui compléte le
théoréme A :

THEOREME 1.—1II existe a<uy<b (indépendant de m) et une fonction
p(u), 0<p(u)<1 définie pour u tel que uy<mP{X,;>u} <b, telle que
@
ax P{Max(X,, ..., X, )Su}

M 1
nz1 1" (w)
<Km? sup P{X,>u, X;>u} (3)

1<i=m
K étant une constante =0 et
pw)=1-P{Max(X,, ..., X,,-)=Su, X,,2u}

1

+ =0 (mP{X,2u})?
m

(4)

la fonction O (x) vérifiant pour tout x>0
lO (x)| <Cx, C>0 indépendant de m.
(ii) m étant fixé, si I hypothése suivante (H,) est satisfaite :
(H,) il existe B>0 tel que quel que soit 1 <i<m

. P{X,2u, X;2u}
lim su = = <0 5
urb P P{X,zu}'*® )

alors
pW)=P{X,Su} +0(P{X,2u}min+6.2) 4 xp (6)

(iii) m étant fixé, si ' hypothése suivante entrainant (H,) :
(H,) il existe B>0 tel que quel que soit 1 <i<m

P{X,= <X.<
lim sup{ sup (X, 2w v=X;Sw} } (7

Z b z<o<w<sP{X; Zu}PP{v<X;sw}

Z<u<b
est satisfaite alors il existe C' >0 et u; >0 tel que quel que soit u, <u<b

P{Max(X;, ..., X,)Su, vEX,,; Sw}
@) (A —p@)(P{v=X, sw}/P{X;Zu})

usv<wsb
nx1

SCP{X zu}mn @D (3)

Vol. 23, n® 3-1987.



428 G. HAIMAN

Remarques 1.
1° D’aprés les formules de Poincaré on a (voir [2], théoréme 1.4.1)

P{Max(xl’ ] Xm—l)éus Xm.%u}
=P{X,2u}— ) (-1}
k=2

X Y P{X,Zu X;p2u, ..., X;y2u} (9

1<i2)< ... <i(k)=m

et

Oé Z (_l)k Z P{Xl__Z_u, Xi(z)gu, e ey X,-(k)gu}
k

=2 1<i@)< ... <i@sm
< Y P{X;2u X;2u} (10)

25iZm

On voit que (5) et (10) entrainent (6) et que la condition plus classique
(voir [9]) :
(H)) quel que soit 1 <i<m

P{X,2u, X;2u}

lim su (11)
on T P{X,Zu)

et suffisante pour que I’on ait :
pw~P{X,Zu}, urb (12)

(H7) est satisfaite dans toutes les applications présentées ci-apreés.
2° Lorsque m=2 on peut écrire a la place de (3) :

<
Max P{Max(X,, ..., X,)Su}

—1+PX;>u, X, >u)| =0 (P(X,>u)?)
nz1 B (u)

3° L’exemple suivant fournit une méthode de construction de suites
pour lesquelles p(u) est « strictement » différent de P{X,<u} lorsque
u 72 b.

Soit {Y, n=1} une suite de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées a valeurs dans (a, b) et {i, n=1} une suite de Bernoulli,
indépendante de {Y,, n=1}.

On vérifie facilement que

- X, =Y nz2

n—ip

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 429

est 2-dépendante et que

> >
lim P{X,2u, X;2
wry P{X;2u}

4} p{i,=0}xP{i,=1)

L’application ci-aprés, relative aux accroissements du processus de
Wiener, constitue un autre exemple dans lequel p(u) ~ P{X, <u} lorsque
urb. A

Application du théoréme 1 (i)-(ii)
relative aux accroissements
du processus de Wiener

Soit {X(t), t=0} le processus gaussien centré dont la fonction de
covariance est

(13)

E(X(t)X(t))={1”|t—‘C| si |t_1|§1}

0 si |t—1|>1

{W(t), t=0} étant un processus de Wiener, on remarque que { X (), 120}
admet la représentation

X(O)=W(t+1)—W(), t=0 (14)
Posons quels que soient x<u et T>0
P,(T/x)=P{ sup X(H)<u|X(0)=x} (15)
0<t=T

Slepian ([8], 1962), en utilisant une propriété de X (t) semblable a la

propriété de Markov (cette propriété n’est vérifiée que si 0<T<1) a

démontré I'identité :

u—x

TQ2rT(2-T)Y?
_ — )2

oxp 1 (x(1=-T)—u)

2 T2-T

d
Q(T/x)=— EP,,(T/x)—

}, x<u, 0<T=Z1 (16)

Shepp ([7], 1966) par une méthode différente, valable elle aussi uniquement
si 0ST<=1, a démontré I'identité, en accord avec (16),

_ u—x(1-T) 12022
P (D((T(Z—T»”Z) ‘

Vol. 23, n° 3-1987.



430 G. HAIMAN

q)( x—u(1—T)

(T2 T))I/Z)’ x<u, 0ZTZL1 (17)

dans laquelle

t

O()= 1 J e W2 gy
21)_

Enfin, Shepp ([10], 1971), en utilisant une identité de Karlin et McGregor

([4], 1959), a démontré la formule :
Pour tout T entier et x<u on a

1
P“(T/x)=—J' - J‘detg(yi—yj-&l +uw)dy,...dyreq (18)
gx)J o
avec
1
D={u—x<y,< ... <Yrs1}s g(x)=—2e“"2/2),
T

Oél,jé'ra y0=0 et Yi=u—Xx.

Dés que T>1, le développement de (18) conduit a des expressions compli-
quées et de moins en moins exploitables.
Posons

P,(T/x)e " dx=P{ sup X()<u} (19)

1 u
P"(T)"jﬁj_w

Nous utilisons le théoréme 1 et (18) avec T=1 et T=2 pour déduire
le :

THEOREME 2. —Soit { W(¢), t=0} le processus de Wiener. 1l existe uy>0
et une fonction 1 (u), ugSu<oo, 0<p(u)<l, telle que :

(i) lorsque u »

w()=1— —o— e~ @2 (] 4 o(1)) (21)
/2T
(i) Il existe C(u)>0 tel que

P{ Max (W(it+1)—W()=u}

Max
T=21 nw"’

- ' SC(u)(ue™ ), (22)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 431

lim C(u)=0

u = oo

En combinant le théoréme 2 et un lemme de Ortega et Wschebor ([5],
1984) on déduit le :

CoroLLAIRE 1.—(i) Il existe deux fonctions, C,(u), lim C,(u)=0 et

% = o

€, (u), u; <u, lim &, (u) =0, telles que pour tout T=1 et u,<uon a

U= o

P{ Max Max (W(t+s)—W(1)<u}

0<tsT 0sss1

SP{Max (W(it+1)—W()<u}

0<t=<T

<(1+C, (u) ue—<"2/2>)( 1— ﬁe““zm(l —¢, (u)) )T (23)

(i) Quel que soit >0 il existe C,>0 et —oo<u,<co telles que pour
tout T=21etu,<u

P{ Max Max (W(t+s)—W()Su}
0St<T O0sss1

T
2(1—Coue~ ) 1 —(4e+8)—ree 62 24
2(1-Coue )| 1-(he+d) 5 249

Remarque 2. — (23) et (24) sont des approximations plus fines que :

LeMME A (Révesz, 1982). —Quel que soit £>0 il existe u,(€)>0 et
Ty=Ty(€) >0 tels que si u>u, et T>T, alors :

T 2
exp { —25——ue @ /2’}
27

<P{ sup sup (W(t+s)—W()=<u}

0=Zt<T 0=s=1
sP{ sup (W(t+1)—-W(1))Su}
0=<t=T
T 2
_S_exp{ —(1—g)——ue @ /2)}
/2m

2. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

Démonstration du théoréme 1. — 1l est intéressant, pour une raison de
simplicité dans les notations, de ramener I’étude de {X,, n=1} a celle de

Vol. 23, n° 3-1987.



432 G. HAIMAN
{U,=1-F(X,),n21}, F(x)=P{X;=x}, asx=bh

{U,, n21} a ses lois marginales uniformément distribuées sur (0, 1) et
I’énoncé du théoréme 1 s’exprime en termes de minimum sous la forme

équivalente suivante :
THEOREME 1. — I existe 0<u<1 (indépendant de m) et O<p(x)<l1,

définie pour 0<x< %o telle que :
m

(0]
Max P{Min(U,, ..., U)>x} —1| £Km? sup P(U,<x, U;<x)
nz1 ' (x) 1<izm

(3)
K étant une constante =0 et

p(x)=1-P{Min(U,, ..., U,_)}=2x, U,<x} + l0((mx)2) 4)
m

la fonction O (t) vérifiant pour tout t>0

|0@®)|<Ct,  C>0 indépendant de m.

(ii) m étant fixé, si Uhypothése suivante H! est satisfaite :
(HY) il existe B>0 tel que quel que soit 1 <i<m

P{U,<u, U;<u} <o

1+p (5

lim sup
ulO u

alors, lorsque mx ~ 0

R(x)=1—x+0 ((mx)min*+F 2)
avec (6')

|0 ()| <C'u,  C indépendant de m.

(iii) m étant fixé, si Phypothése suivante entrainant (H').
(H?) il existe B>0 tel que quel que soit 1 <i<m

P{U,<u, v<U;Sw} <o

lim sup  sup (7
el O O<v<w<g u”(w—v)
O<u<e

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 433

est satisfaite alors il existe C” tel que quel que soit 0<x<u

Max P{Min(U,, ..., U)>x, z<U,, <y} _
0sz<ysx K (x) (1 —p(x) (v —2)/x)

n21

é C// xmin B, 1) A (8/)

Démontrons d’abord (3’) et (4") dans le cas d’une suite stationnaire 2-
dépendante U,, U,, .. ., telle que Min { x; P(U,; <x)>0}=0.
Posons quels que soient x=0 et n=1
q,(x)=P{Min(U,, ..., U)>x}, qdo(x)=1,
p,(x)=P{Max(U,, ..., U)<x} et po(x)=1.

Soit la fonction complexe

1

6= l—z+4+p, ()22 —p,(x) 23+ . ..

définie sur un sous-ensemble de C contenant 0 et soient { C,(x), n20} les
coefficients de la série entiére associée a €, (2).

LeMME 1. 1. —Quels que soient n=0 et x=0

4, (x)=C, 11 (x) (2.1
Démonstration. — Voir [3], lemme 1.
LemMME 1.2.—11 existe u>0 tel que quel que soit x=<u la fonction

l—z+4+p, (X)22—p,(x) 2+ . .. l:cette fonction est définie quel que soit

1
<7
Pa(X)=(/P1 ()" ]

admet a Pintérieur du disque z| =14 _/p, (x) un zéro et un seul, \(x), réel
et d’ordre de multiplicité 1, vérifiant lorsque x ~ 0

car d’aprés la 2-dépendance quel que soit n=1 on a

AX)=14p; (x)—p,(x)+0 (p, (x)?) (2.2)
Démonstration. — Voir [3], lemme 2.

Vol. 23, n° 3-1987.



434 G. HAIMAN

D’aprés le lemme 1. 2 quel que soit x Zu, il existe une fonction R, (z) #0,
définie pour |z| 1+ _/p; (x), telle que quel que soit |z| 1+ /p, ),
|z| #A ().

1

€.(2)= (2.3)
(1-z/A(x)R,(2)
Posons, en omettant dorénavant d’écrire X,
+
R(z)= ) r,2" (2.4)
n=0
A partir de
(1—z4p, 22 =p, 224 .. )=z N t=1+ Y r,2"
n=1
on déduit
1 1 )
ro=1, 7‘1:{(—7\.4—1), rlzﬁ(l’ﬂ» _}\'_'_1)’
(2.5)

1
r3=ﬁ(-—p27\.3+p17\.2—7»+1),

A étant un zéro de 1 —z+p,z>—p,z>+ ... + on a aussi

r 1<_ Z (_l)tpx—l}‘t>s nz1

nT T,
A" t=n+1

d’ou

|;\','l =|8n_)"8n+1|=|pn—}“8n+l+)"28n+2l’ n;l (26)

en définissant §, comme

1

8n=pn+pn+2)"2+pn+4x4+ e épn(l +P1 )"2+p%)"4+ . ')=pn_1._ﬁ
- 1

Posons U,=06,—A3,,,. Les 3, étant monotones on a :

—(7“—'1) 8n+1 éUn=pn_)“8n+1 +)"2 8n~)-2 épn_*'}“()"— 1) 8n+2

Annales de UInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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1 < 1—Ap,

<p.+A(A—1)p, <p.
SPytAA—=1Dp 2 arp =P T,

et

0<(A—1) 5n+1<0‘__1)_.’i
1-A%p,

435

Lorsque x N OA—1~p, N\ Oet 1—Ap, ~1 donc pour x suffisamment petit

on a

A(—Apy)
=AU, | = Y3
|r,,| l MEs 1—\2p, Pi

Posons
[ o]
R=Y ||z
n=1

et observons que les coefficients de

sont majorés par ceux de

En désignant par ﬁ:‘ le n-iéme coefficient de R™ m>1, on a :

. 0 si n<m
R™"=

" 2 |r11|x|'j2|x~--x|’j...| si
Jitizt+ .. .+jm=n

Ilya ( " 11 ) termes dans la somme précédente.
m ——

En appliquant (2.7) il vient

fm (W‘)M,ﬂﬂ, nzmx1
m—1) 1-\%p,

IIA

Vol. 23, n° 3-1987.

2.7

(2.8)

(2.9)

(2.10)



436 G. HAIMAN

d’ou
s,= 3, Rrspi?g(l+gr™t,  n21 (2.11)
m=1
avec
_MA1—=2Apy)
1-A?p,

En combinant (2. 1) et (2. 3) on a quel que soit n>1

4,=P{Min(U,, ..., U)>x}

1
=M+1(1+ls1+kzs2+ cecHATTLS LD
LI 1
d’ou, en posant u=i
4 1 0 p .
E_1=X_1+ Y APs, q,n21. (2.12)
p=0

De la relation

S=%—1=—(R—1)+(R—1)2—(R—1)3. .

on déduit
— _ 2 _ 3
Sy=—ryq, Sy=—rFy+r]. Sy=—r3+2r,r,—r}

ce qui combiné avec (2.5), et comme A=1+p, —p,+0 (p?), donne :

1
< —145=0, As,=—p,+0(?), As,=0(@p>).

Pour n=1 et 2 on obtient

qn
- =-P2+0(P%)
n
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EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 437

Pour n>3 (2.12) s’écrit
I e p, O (D + (W s+ M 55+ .. )
T

et, d’apres (2.9), (2.10) et (2.11) on a
(AP syg+Mss+ .. )S(A3s,+A%s5+ ...)=0 (p?)
On a donc quel que soit n>1

4a

—1=—p,+0(p? (2.13)
avec
1 2
H=X=1—P1+P2+0(P1) (2.19)

ce qui donne (3’) et (4') dans le cas m=2.
Démontrons maintenant (3’) et (4') dans le cas m > 2.
Pour cela appliquons (2. 13) et (2. 14) a la suite 2-dépendante

Y,=Min{U, i=(n—1)m+1, ..., nm}, n>1.

D’aprés (2.14) la fonction p associée a {Y,, n=1}, notée py(x), veérifie
lorsque x N 0

By (x)=1-P(Y;<x)+P(Y,<x, Y,<x)+ O (P(Y,<x)®> (2.15)
Appliquons I'identité
1-P(A)+P(A;NA)=1-P(A)+P(A{NAY
vraie quels que soient A et A, tels que P(A,)=P(A,), aux événements
A ={Y, <x} et A,={Y,<x}.

On obtient
1-P(Y;<x)+P(Y;<x, Y,<x)
=1-P{Min(U, i=1, ..., m)>x}
+P{Min(U, j=1, ..., 2m)>x}. (2.16)

Vol. 23, n°® 3-1987.



438 G. HAIMAN

Posons quels que soient 1 <k<net O<x<1
Sk n(x)= y P{U;y<x, ..., Up<x} (2.17)
1Si()<i@)<...<i@sn
D’aprés les formules de Poincaré on a
P{Min(U, i=1, ..., m)>x}
=1-8; n()+8S;, )+ ... +(=D"S,, ()
et
P{Min(U, i=1, ..., 2m)>x}
| =1=8, 3m()+S2 2w+ .. +S;p 2m(x) (2.18)
La combinaison de (2. 16) et (2. 18) donne

By : =1—P(Y,<x)+P(Y,<x, Y,<X)

m 2m
=1—- Y (=D Sem=Se2m+ X (=D'Si,m (2.19)
k=1 k=m+1

Posons pour tout 0<x<1
S;(x)=P{U,<x}=x

et,si2<k<m

S, (x)= D P{U,<x, U;y <x, ..., Ujpy<x}
1<i(2)<...<i(k)=m
(2.20)
Posons également pour tout 2<k<m
St 2m(x)= Y P{U;4<x, ..., Ujgy<x}
15i()<i(2Q)<...<i(k)S2m
ik)y—i(1)sm—1
(2.2
D’aprés ’hypothése de stationnarité on a pour tout 2<k<m
St 2m— Sk m=mS, soit S, ,=S; ,,—mS; (2.22)

En combinant (2. 19) et (2.22) il vient

B=14m Y (=S + ¥ (= D*(St. 2 m—Sk. 2m)
k=1

k=2

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXTREMES D’UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 439

2m
+ Y (=S .. (2.23)
k=m+1
Observons que pour tout 2<k<mon a:
St.2m =Sk 2m= Y P{U;gy<x ..., Ugy<x}
1si(1)<...<i(W)=2m
ik)—i(1)zm
(2.24)
de sorte que la somme des deux derniers termes de (2.23) est
2m
Y (—* Y P{U;y<x, ..., Uy <x}
k=2 1Si(1). . . (i(k)=2m
ik)—i(1)zm
On déduit, en appliquant une fois de plus Poincaré :
m 2m
(=D Sk 2m=Sk2m+ Y (DS, 5,
k=2 k=m+1
= )Y P{Xi<x, Min(X;y, ..., X;_)>x, X;<x}
15i<jE£2m
j—izm
mm—1) ,
< Y P{Xi<x, X;<x}=——-"7x% (2.25)
1gi<js2m
j—izm

En combinant (2. 15), (2. 23) et (2. 25) et comme P(Y; <x) <mx on obtient
p=1-m@S; =S+ ... +(=D"S,)+m*0 (x?)

=1-mP{Min(U, ..., U)>x, U,<x}+m20 (x?*) (2.26)
Posons quel que soit n=>1

P{Min(U, i=1, ..., nm)>x} _
Hy ()"

n,(x)= 1 (2.27)

Les inégalités vraies quels que soient n=21et 1<p<m

P{Min(U, i=1, ..., (n+1)m)=x}
<P{Min(U, i=1, ..., nm+p)>x}
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<P{Min(U, i=1, ..., nm)>x}
sécrivent
Pt () (141, ) SP{Min(U, i=1, ..., nm+p)>x}
Sy (x) (1 +1,(x)
soit, en posant p (x)=py (x)*/",
R P )" P (14 M,4 1 (X))
<P{Min(U, i=1, ..., nm+p)>x}
SRE)™ () P+, (x) (2.28)
D’aprés (2.17) et (9), lorsque mx N 0,
px)=1-S;(x)+ ... +(—1)"S,,+ $03((mx)2)

avec (2.29)
|05(3)| <Cy,  Cindépendant de n.

D’aprés (2. 13) et (2.27) pour x suffisamment petit
Max|n(x)| S2P(Y, <x, Y, <x)=C,m? sup P(U;<x, U, <x)

nz1  n 1sj<m

(2.30)

En combinant (2.28), (2.29) et (2.30) on déduit immédiatement (i).

(ii) étant une conséquence directe des formules de Poincaré [voir
remarques 1, 1°, (9)-(10)], démontrons maintenant (iii).

On a, quel que soit n>m

P{Min(Uy, ..., U)>x,z5U, <y}
=P{Min(U,, ..., U,_)>x, z£U,, <y}

_P{ U Min(Uy, ..., Uymip-1)>% U,y pSX,

p=1
zgu,,+1§y)} (2.31)

D’aprés ’hypothese de m-dépendance

P{Min(U,, ..., U,_)>x,z2U,,, <y}
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=P{Min(U,, ..., U,_,)>x} xP{z<U, <y} (2.32)
Draprés (i) et (ii), si 'on pose
P(U;>x, ..., U,_,>x)=p"""(x)(1—V,_pn(x)
=X @ x(A-v,_,(x) (2.33)

il existe K >0 tel que quel que soit 0<x<u

Max |p " (x)(1-V,_,(x)—1| <K x (2.34)

nzm

D’autre part

—Z X
P{z<U, <y} =2"2(1-p@)
x 1—p(x)
et comme (H?) entraine (H?), (6") est satisfaite et
1 .
X =1+ 0 (mxmin B 1)) (2.35)

I—p(x) 140 (mx™® D)

En combinant (2. 32), (2. 33), (2. 34) et (2. 35), on déduit qu’il existe C, >0
tel que quel que soit 0<x<u

Max

n>m

P{Min(Ul’ ttt Un—m)>x9 Z§U,,+1§J’} _ll
W () (1= () (—2)/x)
<C, xMin®. D (2 36)

Considérons maintenant le deuxiéme terme de (2.31). On a

P{ U (Min(Ul’ LS Un—m+p—1)>x> Un4m+p§x’ ZéUn+1§y)}

p=1
< Y P{Min(U,, ..., U,_)>Xx,
p=1

Un—m+p§x’ Z§Un+1§y}: =An (237)

Sin=2m

Ané z {Min(Ul’ R Un—lm)>x’ Un—m+p§x’ Z§Uu+1§y}

p—1

=P{Min(U,, ..., U,_,,)>x}
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x Z P{Uu m+pr Z<Un+l-—y} (2 38)
p=0
Ecrivons

PMin(Uy, ..., Uy 5 )>%)=p""2"(x) (1= V,_; n(x))

0@ (1 -n ) (A2 1vyan@) 299

et observons que, d’aprés ’hypothése (H?), lorsque x ~ 0

)2m

1
1—p(x)
et (2.40)

—La+o@mne vy
X

Z P{Un m+p—x9Z§Un+1—y} O(xﬂ(y Z))

On déduit qu’il existe une constante C, >0 telle que

Max  |A,| Sp () (1—p)Z=Z xC, x xP (2.41)
X

0=2z<ysx<u

Sim<n<2m, lorsque x N 0

Max |A,| S0 (P (—x)=p"(x)(1-

0=5z<y<x<u

X 1

X . 0 (x*(y—2))
0—2) P A-p&)
donc il existe une constante C, >0 telle que
Max  |A,| S () (1—p(x)2—2 xC, x xP 2.4
0=Lz<y=x<u X
Sin<m,ona
P{Min(Uy, ..., U)>x, z=U, <y}
=P{z=U,, <y}
n—1
— Y P{Min(U,, ..., U)>x, u,,,<x, zsU,, <y}
p=1
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avec

P{z5U, 112y} =P"(x)(1*u(x))y;z(w'1(x) I—J:l(x)>

=p"(x)(1— u(x))}%(l + 0 (x™min®. 1)) lorsque x N0 (2.43)

et

n—1

Y P{Min(U,, ..., U)>x, U, <x, 25U, , <y}

p=1

<) A—p) =20 ("), lorsque x N0, (2.44)
X

En combinant (2.31), (2.36), (2.37), (2.41), (2.42), (2.43) et (2.44) on

déduit (iii) dans le cas général ce qui achéve la démonstration du
théoréeme 1. A

Démonstration du théoréme 2. — Démontrons d’ abord (22) pour T entier.
Soit la suite 2-dépendante

Y,= sup (W(s+1)—W(s)), nz1 3.1

n—1=s=<n

D’aprés le théoréme 1 il existe — oo <uy< oo et une fonction p(u), ug=u,
O<p(u)<1, telle que

W =1-P{Y,>u} +P{Y,Zu Y,2u} +0((P{Y,2u})?),

(3.2
u 7 oo,
et telle qu’il existe C>0 tel que
P{ Max Y,<u}
Max | — 225" —1\ SCP(Y,>u, Y,>u) (3.3)
nz1 1 (u)

D’apres (17) [ou (18)] on a

u 1 2
P,()—1-P{Y,2u}=| P,(I/x)——=e *Pax
W (D) {Y,2u} j_w u( /x)\/ﬁe
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-1/24?

J2T

=02 (u)— ¢ _[ d@)dv (3.4)

donc

P{Y,zu}= \/‘u?—,;e_‘"””(l+o(1))=0(ue“"2’2’), u oo (3.5

11 reste 2 montrer que p(u) vérifie (21).
Pour tout ueR on a

P{Y,2u}—-P{Y,2u, Y,2u}=P,(1)—-P,(2) (3.6)

D’aprés (18)
Pu(2)=f (J Jdetg()’i_)’jn"'u)dJ’sz’s)dx (3.7
—o \JA®)

avec
Ax)={u—x<y,<y;}, 0<i, j=2, y,=0 et y,=u—x

Le développement de (3.7) donne, aprés I'intégration par rapport a y, et
en faisant le changement de variable z=y, +x—a,

P.,(2)=<I>(u)P,,(1)—fj ®(u—2)

x<u

x {@(x*+ud)—o(x—2)*+(u+2)?) }dzdz

+Jf O(x—2){eRu)—0(u—2)*+(u+2)?}dxdz (3.8)
z>0

x<u

avece

1 v
(P(U)——ﬁe)(p{ “E}

On a, lorsque u » c©

(I)(u)P“(l)=Pu(1)+0(e_(u m) (3.9)

u
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Examinons les autres termes de (3.8) :
Ona:

‘” ®(u—2) @ (x*+u?)dxdz
z>0

x<u

=<p(u2)<1>(u)f" ® (s)ds

~(u+o ()

I ey a0 (3.10)
T
et

‘” Ou—2)@{(x—2)*+(u+2)>}dxdz
z>0

x<u

” 120@Y (2?4 (w2 + (2= 1)? ) dx e
z>0 g(Z—)

e of 2]

+ 00 — 2
x(j ﬂ?_—u)exp{ ——z\/—2@}d2>dx (3.11)

=0 8(z—uw

x<u

En observant que
%Z)—mgexpC‘;) (3.12)
on déduit immédiatement que la derniére expression dans (3.11) est
majorée par une quantité proportionnelle a exp< — %)
On voit facilement que le dernier terme de (3.8) est également

u2
0<uexp( — -2~>> lorsque u ~ co.

En combinant (3.2) et (3.5)-(3. 12) on déduit (21).
La généralisation de (22) au cas continu est immédiate du fait que

Max (W (t+ 1)— W (£)

0=t<T
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est une fonction croissante de T. Il suffit d’utiliser (20) avec T=[T]+86,
0<0<1, en observant que lorsque x \ 0

(1+x)°~(1+ex)=1+0(x)=1+0(\/§)

Démonstration du corollaire 1. — (23) se déduit directement du
théoréme 2. Pour démontrer (24) nous appliquons le :

LemME 2.1 (Ortega et Wschebor, 1984). —Soit 0<h<T et v=1. Alors

q(T, h, v)=P{ sup  (W(t)— W(t))>vf}<c(v) ve 12
t“?<h

(3.13)

c(v) étant bornée. De plus, pour tout >0 il existe — o0 <vy<oo tel que
pour tout v=v, (3.13) est satisfaite avec ¢ (v)=e (2/m)'/*> +38.

Démonstration. — Voir [5], lemme 1.
D’aprés le théoréme 1 appliqué a la suite 2-dépendante :

Z,= Max Max (W(t+s)—W(t)), nxl, (3.14)

n—1<t<n 0<s=1

il existe — oo <u,; <oo et une fonction v(u), u; <u, 0<v(u)<1 telle que :
v)=1-P{Z,2u} +P{Z,2u, Z,2u} +0 (P{Z,2u})?), u/ o
21-P{Z,2u} +0(P{Z,2u}?) (3.15)

et telle qu’il existe C>0 tel que

P{ Max Z,<u}

1=p=n

Max

—1‘<CXP{Z1 u} (3.16)
nz1 v(u)"

D’autre part, observons que d’apres (3. 13) il existe — oo <u, <oo tel que
pour tout u, <u

P{Z,2u} <q2 1, )S(e@/m)2+8) x2ue”**?  (3.17)
En combinant (3. 15)<(3. 17) on déduit (24).
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CHAPITRE 11

1. INTRODUCTION

Soit {U,, n=1} une suite stationnaire de variables aléatoires de loi
marginale uniformément distribuée sur (0, 1).

0<0,<1 étant un seuil initial donné, définissons la suite des temps de
records et de records <@, par :

T,=Min{k21, U, <0,}, 0,=Uy,
et pour tout n=1 1)
T,+;=T,+Min{k=1, Ur ,,<0,}, 0,1=Ug, .,

Lorsque les variables aléatoires U, sont indépendantes on a le :
THEOREME A (Deheuvels, 1974). —(i) Pour tout entier s=1 et 0<r<0,

P{T,=s, O,<r}=(1—-0,) 'r 2
(ii) Quels que soient les entiers n=1, l1<s;<... <$5,<S,+; et
0<r, 1 <1, < ... <r;<0,

P{T, 1 —T,=5,11— S, (9;.+1<rn+1|
T,=s,, Oy=s,, ..., T,=s,, 0,=r,}
=P{Tn+1_Tn=Sn+1—Sm (9n+1<rn+1|(9n=rn}
:(l_rn)sn+l—sn_lrn+l (3)

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.—Soit {U,, n=1} une suite stationnaire m-dépendante de
variables aléatoires dont les lois marginales sont uniformément distribuées
sur (0, 1), vérifiant I'hypothése

(H) II existe B>0 tel que pour tout 1 <i<m

limsup< sup P{Ul<u’v<Ui<w}><oo (4)

el0 \O<v<w<e uP (w—v)
O<u<eg

Alors il existe 0< 0y <1 et une suite { (S,, R,), n=1} de variables aléatoires
définies sur le méme espace de probabilité que {U,, n=1}, S, étant une
suite croissante d’entiers et R, une suite décroissante de réels >0 et <0,
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telle que :

(i) {(S, R,), n21} veérifie (2) et (3) avec S, a la place de T, et R, d la
place de 0,

(ii) Presque siirement il existe deux entiers n, et q tels que pour tout
nzng ona

T,=S,-, e 0,=R,_, )

Remarques. — (1) Nous avons utilis¢é ’hypothése (H) dans (Haiman,
1981). Celle-ci est vérifiée par exemple par {U,=1—F(X,), n=1}, {X,}
étant gaussienne et F(x)=P{X, <x}.

(2) Le théoréme 1 permet d’étendre aus suites considérées la plupart
des résultats concernant les extrémes des suites de variables indépendantes.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

LEMME . —Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble %.
Soit @ un sous-ensemble de % une probabilité sur ¥ telle que 0<P(¢)<1.

On suppose que sur @ la loi de Y est absolument continue par rapport a P
et

dP,
dp

Max

yeo

(y)—ll(l—f’(y))_‘=q<1 2.1)

Soit Q wune variable de Bernoulli, indépendante de Y et telle que
P{Q=0} =gq. Il existe deux variables aléatoires, Y’, a valeurs dans ¥ et
Y a valeurs dans ¢, indépandantes de Y et Q, telles que si I'on pose

Y=Q(Y.liyco;+ Y. 1iy5)+(1-QY’ (2.2)

alors la loi de Y est P.

Démonstration. — Soit A une variable aléatoire a valeurs dans un
d’ensemble D. Soit P une probabilité sur D telle que la loi de A est
absolument continue par rapport a P et

Max

deD

ﬂ — —_ ’
B 1~_q <1 (2.3)
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Posons pour tout de D

dPA

v(d)=—g(d—1

1
D’aprés (2.3) on a 1+<1— —/)v(d)>0.
q
Soit Q" une variable aléatoire a valeurs O et 1, indépendante de A et
telle que P{Q'=0}=¢".

Soit A’ une variable aléatoire indépendante de A et Q' vérifiant pour
tout deD

dPA(d)_1+(1—*>v(d) (2.4)
ap q

On vérifie que si ’on pose
A=QA+(1-QA (2.5)

alors la loi de A est P.
Posons

Vi Y si Yeo
« 00 » sinon

D’aprés (2.1)

Y —
1)(V) llé

YeoQ

et

P{Y*=«o»} | _ J(dPY B ) o ‘A S
353 1‘— . df)(y) 1 )dP(y)| P(o)

< Max
YeoQ

APy o pe 1o
i,(y) 1lP(<p) q

Ceci autorise de poser A: =Y* et q’: =q et d’appliquer (2. 3)-(2.5). Soit
Y une variable aléatoire indépendante de Y, Q et A’ telle que pour tout
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yEQ
dPs; 1
AY(J))= ror
dpP P(9)

Posons Q: =Q et Y':=A".1 s} + Y . Liaci o )
1l est clair que la loi de ¥ définie par (2.2) est P. A
0<r<1 étant fixé, posons

T=T(r)=inf{k=1, U,<r} e 0=0@=U; (2.6

Notons par P la loi de probabilité de Y:=(T, ¢) lorsque les U, sont
indépendantes et observons que la densité de probabilité de P est :

Pis,p=(1-r*"" (s p)e¥:=Nx(0,7 (2.7)

Nous supposons dorénavant 0<f<1. Soit 0 <a < fixé et soit

<p=<p(r)={(s, p)e®; 1Ss<ax L—"gr“—/’)} 2.9)

LeMME 2. — 1l existe 0<r,<1 tel que pour tout 0 <r=<r, la loi de Y notée
Py est absolument continue par rapport a P et il existe K >0 tel que

dI:Y(S, p)—l'f’((})“‘éK(LOg%)xr”_" (2.9

Max

s, peo

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1’ du paragraphe 1 (et avec les
notations de celui-ci) on déduit qu’il existe 0 <ry,<1 tel que si 0<r<r,, Py
admet une densité de probabilité P(s, p), (s, p)€ ¥, vérifiant :

X | —— (P (s, p) —1‘§cr” (2.10)
sz1 (W) A=p@)(A/r)
O0<p=r
ou c¢ est une constante =0 et
p(x)=1—x4+0 (x**H), x N0 (2.11)
Si maintenant on écrit
dpy_ Py dP
dp dP dp
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la combinaison de (2.7), (2. 10) et (2. 11) entraine que pour tout s> 1

Max (1+a(r1+"))‘ ;(s, p—1|=ZcrP (2.12)

O<p=r

ou ¢’ est une constante =0 et e(u)=0(u), u \ 0.
11 suffit maintenant pour déduire (2.9) de (2. 12) de remarquer que

P(@)=(1—peosmml oy 1\ 0 (2.13)

Log(1/r)
r

(1+e(@**Py=1 +0<< Log1>xr">
r

Construction de {(S,, R,), n=>1}

etquesi 1<s<ax alors on a

Soit 0< @, =<r, tel que pour tout 0<r<0@, le terme majorant de (2.9)
soit <1. Pour O<r<(@, donné soit L=L(r) une variable aléatoire a
valeurs O et 1 telle qu’avec les notations (2.6) et (2.7) on ait :

P{L=0}=P{T(r=m—-1}=1-(1-r)""1! (2.14)

Soit Y(#)=(T(r), O()) une variable aléatoire a valeurs dans
{1, ..., m—1} x(0, r) dont la densité de probabilité est

(1—rp?
1—(1—p) v
G pe{l,...,m=1}x(0,r)

P(s,p) =P (s, p/T<m—1= (2.15)

Pour tout entier t=1 posons
T®=inf { k=0, U, <r} et 09 =U,m (2.16)

11 est clair que Y®: =(T®, 0W) vérifie (2.7) et 2.9) avec T®, 0@ et Y?
respectivement a la place de T, O et Y.
D’aprés la définition de 0, (2.9) appliqué a Y™ entraine :

Max

(s, Pleo@

(m) .
(s, p)—l‘P(w)“§q<1- (2.17)
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On peut donc appliquer le lemme 12 Y:=Y™.
Soit Y™ 1la variable aléatoire correspondante dont la construction est

donnée par le lemme. On a

Ym=Q(Yy™. 1{Y(,..)W)+Y. Liym 5)+(1-Q).Y’ (2.18)

avec
(s, p) =(1—00)° ™, (5, p)EN x (0, 0) (2.19)

Soient L=L(0,) et Y=Y (0,) des variables aléatoires indépendantes et
indépendantes des U,, k=1, ayant des lois de probabilit¢ données par

(2.14) et (2.15).
Si I’on pose :

S, =L(T™+m—-1)+(1-L)T (2.20)

et

R,=Lx0™+(1—L)0

on vérifie sans difficulté que pour tout s=1 et 0<r<@®, on a
P{S;=s, R;<r}=(1—-0,)0""'xr (2.21)

La construction précédente de S, et R, définit un algorithme que nous
utiliserons également pour construire (S,, R,) pour n> 1.
Cet algorithme est caractérisé par la :

PrOPOSITION 1. — Pour tout 0<r<@, et 121 il existe un algorithme

d .

r

{Uis1o Uy ... } > (AS, B)eNx(0, 1)

tel que :

(i) si 1SAS<m—1 alors (AS, #) est indépendant de c{U,, ...}, si
AS>m—1 alors (AS, &) est indépendant de c {U,, ..., U.};

(ii) pour tout s=1 et 0<p<rona:

P{AS=s, Z=p}=(1—r)"'xp (2.22)

(iii) o, fait intervenir deux variables aléatoires d valeurs 0 et 1, Q et L,
mutuellement indépendantes et indépendantes de o {U,, ... } telles que :

{AS=m—1+Min{t20, U, ., <r}, #=U_, s}
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={L=1}ﬂ{Q=1}m{T“+m’§aW} (2.23)
r

avec

P{L=1}=(1—r)""", (2.24)

P{Q=1}=1~K(Log1>r"‘“ (2.25)
r

et

P{T(HM)éaLo?f(l/r)} —P{Yo*meq(r))
r
=(14+0 (*) (1 —ra @+ ey (2.26)

Démonstration. — </, est I'algorithme de construction de S,, R, dans
lequel Y™ est remplacé par Y™+,

(2.24) et (2.25) découlent directement des définitions de L et Q. (2.26)
se déduit de (2.10). A

La construction de (S,, R,) pour n>1 peut maintenant étre faite en
utilisant I’algorithme ./, de maniére récursive comme suit :

D’aprés la construction précédente de S,, R;, pour tout s>1 et
0<r<@y ona:

{S;=s,R,<r}ec{U,, ...,U,L,Q, Y, Y|} (2.27)

Ly, Q;, Y,, Y} étant les variables aléatoires introduites en (2.14) et
(2.18).

Soit n=1 et supposons que pour tout 1<k=<n:

(S, R) a été construite de telle sorte que quels que soient
ISs;<s,< ... <s,et0<r,< ... <r;<0,<1

{Si=s, R <Ry, ..., 8,=5, R,<r,}ec{U;, ..., U, } "o, (2.28)

o, ¢tant une c-algebre indépendante de o { U, ,,, ... }. Posons :

Sp+1=S,+ASg, (U, 41, - +) (2.29)

et

Rn+l=gkn(Usn+1) cel)
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11 est clair que {(S;, Ry, k=1, ..., n+1} satisfait (3) avec (S;, R)) a

la place de (T,, ®,), et que quels que soient 1<s; <s,<...<s,;, €t
O0<ry <r,< ... <r; <0y ona
{Sy=s1, Ry=rp, - o, Sps1=Sus1> R,i1=Tpi1}

EG{UI’ LR Usn+1}m()';ﬂ0'{Ln+1, Qn+1a Yn+1’ Y:z+1 (230)

les variables L,,;, Q,+y, Y,+; €t Y, introduites par «/y étant bien
entendu choisies de sorte qu’elles ne dépendent des { U, },», et de o, que
par l'intermédiaire de R,

Si I'on pose o,,;=06,No{L,+1, Qui1» Yo+, Y,iy ) alors il est clair
que (2. 28) est vérifiée a I'échelon n+ 1.

Ayant construit une suite {(S,, R,), n=1} vérifiant I'assertion (i) du
théoréme 1, montrons maintenant qu’elle vérifie (ii).

Démonstration de (ii). — Nous utiliserons deux lemmes :
LeEMME 3. —Quel que soit 0<e<lona:
P{R,>e "179is}=0 (2.31)
et

P{R,<e "0+9i 5} =0 (2.32)

. 1
Démonstration. — 11 suffit d’observer que {Z”=Logl—{~, nz 1} est la
n
suite des instants d’arrivée d’un processus de Poisson normalisé débutant

1 . .
en Z,=Log o On applique alors la loi forte des grands nombres
0

. Z
lim — =1 p.s.

n-o N
et on déduit immédiatement (2.31) et (2.32). A

LemMmE 4. —Soit {(T,, 0,), n=1} une suite telle que presque sirement il
existe p =1 tel que pour tout n=p on a :

T:.+1=T;+Min{k§I—UT;,+k<(9;.}a 0,+1=Ur,, (2.32)

Alors presque siirement il existe deux entiers n, et q tels que pour tout
nZnyona:

T,=T,., e 0,=0,_, (2.33)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



EXTREMES D'UNE SUITE STATIONNAIRE m-DEPENDANTE 455
la suite {(T,, 0,), n21} étant définie par (1).
Démonstration. — Soit
ny=inf{t, T),,<T,}
et

r(n)=sup{k2p+1. T;<T, }

D’aprés la définition de {(T,, @,), n=1} on ne peut pas avoir 0,<0,,.
Si 0;>0,, alors 0;,,=0,, et T,,;=T, d’ou le résultat recherché avec
no=ny et g=n; —(r+1).

Démontrons maintenant (ii).

Montrons d’abord que

P{(Su+1_sn’ Rn+1)
#(m—1+Min{tzm, Ug ,,<R,}, Ug  )is.}=0 (2.34)
D’aprés (2. 23) il suffit de démontrer que :
P{L,=0is.}=P{Q,,;=0i.s.}
=P{Y&*™¢p(R,)is.}=0 (2.35
D’aprés (2. 31)
P{L,=0is.} =P{(L,,;=0, R,<e "1 9)is.} (2.36)

et d’apreés (2. 24)

P{Ln+1=0? Rn<e_n(1_8)}

2.37
=f (1—=(1=r)""1)dPy, (r)<(Cte) e "2 237
r<e>n(1—e)

Le majorant de (2.37) étant le terme général d’une série convergente
on déduit par Borel Cantelli que :
P{L,=0is.}=0

En procédant de manicére analogue avec les autres termes on obtient
respectivement d’aprés (2. 25) et (2.26)

P{Q,s; =0, R,<e " "9} <(Cte)n.e (-9 ¥

Vol. 23, n° 3-1987.



456 G. HAIMAN

et

P{YT*mep(R,), R,<e "1 9} <(Cte) e "1 -9 @2

d’ou (2.35) donc (2. 34).
Ayant démontré (2. 34), si 'on montre de plus que

P{Min(Us .1, - - -» Us,4m_1)<R,i.s.} =0 (2.39)

cela entraine que presque siirement pour n assez grand {(S,, R,), n21}
satisfait la relation de récurrence (2. 32), d’ou le résultat par le lemme 4.
Il nous reste a démontrer (2. 38).
Posons :

A,={Min(Ug 4, - - ., Ug s m_1)<R,)} (2.39)
et

Bn=An+l m{Ln=1 } m {Qn=1}
N{YT*™MepR,)}N{R,<e "179} (2.40)

D’aprés (3. 35) et (2. 31) il est équivalent de démontrer (2. 38) et
P{B,i.s.}=0 (2.41)

On a, en appliquant la m-dépendance et la stationnarité

s2n
<e~n(1-¢)

pir)= || apsms R

o) m
x(z Y dP{U,;>r, ..., U,_,>r, U,=r,

t=1¢t'=1Jpr<r
Uy >, ooy Uy >, U,+,,<r'}> (2.42)

@ ()
Si ’on note par ), (r) le terme entre parenthéses dans (2.42), il vient
t=1

XL}

P(B,)s j dP{R,=r} Y ()
t=1

r<e n(1-eg
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En écrivant

o) m—1 o)

tgl - tgl * tzzm

on obtient la majoration

()
Y, <(Cte)r?

t=1
d’ou
P{B,} <(Cte)e "1 79

On déduit (2. 41) par Borel Cantelli ce qui achéve la démonstration. A
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