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REsuME. — A P'aide d’une description de la mesure d’Itd des excursions
du mouvement Brownien, due a J. M. Bismut, on montre quelques relations
entre le pont Brownien, ’excursion Brownienne normalisée, et leurs temps
locaux.

ABSTRACT. — Using Bismut’s description of Itd’s excursion law, we
show some relations between Brownian bridge and Brownian excursion,
and their local times.

INTRODUCTION

Dans [/], W. Verwaat a montré comment on pouvait construire 'excur-
sion normalisée du mouvement Brownien réel en prenant un pont Brownien,
en coupant sa trajectoire a I'instant ou il atteint son minimum, et en échan-
geant les deux bouts de trajectoire ainsi obtenus (cf. théoréme 1 ci-dessous).

On va voir qu’une description de la mesure d’It6 des excursions du mou-
vement Brownien, due a J. M. Bismut [2] permet de retrouver ce résultat,
ainsi que d’en donner une réciproque, c’est-a-dire, étant donné une excur-
sion normalisée Brownienne, de construire un pont Brownien de telle
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2 PH. BIANE

sorte que la construction de Verwaat appliquée a ce pont redonne ’excur-
sion de départ.

Cette description permet également de donner quelques résultats sur
les processus des temps locaux du pont et de l’excursion Brownienne,
qui font intervenir les constructions citées plus haut. En particulier, on
retrouve un résultat de T. Jeulin [3] sur les temps locaux de I’excursion
normalisée du mouvement Brownien.

Rappelons que l'on appelle excursion normalisée du mouvement
Brownien le pont du processus de Bessel de dimension 3 valant 0 aux
temps 0 et 1. (Voir [8] p. 79). De méme, le pont Brownien désigne pour
nous le mouvement Brownien issu de 0 et conditionné a valoir 0 au temps 1.

On introduit la notation suivante, dont on se servira dans la suite :
Soit f: [0,T] — R une fonction continue, telle que f(0) = f(T) =0.
Soit 6 € [0, T], on note V(f; T; 6) la fonction continue sur [0, T] nulle
en 0 et T telle que :

V(f;T;o)t) = flo+ 1) — f(o) pour 0<t=<T-o¢
=fle+t—T)— f(6) pour T>t>T—o0.

REMARQUE 1. — On vérifie immédiatement que :
pour tout o e [0, T] :

VIV(f;T;0); T;T —0) = f.

1) LE THEOREME DE VERWAAT
ET SA RECIPROQUE

THEOREME 1. — Soit (p(t))o<:<1 un pont Brownien, et £ Uinstant, presque
siirement unique, ou il atteint son minimum sur lintervalle de temps [0, 1].
Alors, le processus (e(t))o<:<1 défini par :

e=V(p;1;&) a pour loi celle de I'excursion normalisée du mouvement
Brownien. )

De plus, la variable 1 — £ est indépendante de e, et uniformément répartie
sur [0,1].

THEOREME 2. — Soit (e(t))o<:<1 'excursion normalisée du mouvement
Brownien, et n une variable indépendante de e, de loi uniforme sur [0, 1],
alors le processus (p(t))o<:<1 défini par : p = V(e; 1;n) a la loi du pont
Brownien.
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PONT ET EXCURSION BROWNIENS 3

De plus, 1 — n est 'unique instant ou p atteint son minimum sur Uintervalle
temps [0, 1].

Remarque 2. — Le théoréme 1 est dG a W. Verwaat [I]. Les théorémes 1
et 2 fournissent des constructions réciproques, en effet, avec les notations
du théoréme 2, et d’apres la remarque ,ona:e=V(p;1;1 —n)etl —p
est Punique instant ou p atteint sur minimum.

Les théorémes 1 et 2 sont démontrés dans la troisiéme partie.

2) QUELQUES RESULTATS SUR LES TEMPS LOCAUX

THEOREME 3. — Soit (e(t))o<:<1 Pexcursion normalisée du mouvement
Brownien. On désigne par I* le temps local de e en x au temps 1.

Soit T, = inf{x

x 1
J Pdy = j L xds = t} pour 0=<t=1
0

0

(Rappelons que I'égalité qui figure dans la définition de 1, est la formule
de densité d’occupation).

1
Alors, le processus <§ I* a la loi de I'excursion normalisée.
051

1
Remarque 3. — La loi du processus (2 l“) a été donnée par T. Jeulin
dans [3]. 0=r=1

THEOREME 4. — Soit (p(t))o<:<1 un pont Brownien. On appelle m* son
temps local en x au temps 1.

Soit o, = inf{x
le processus

x 1 .
J m’dy = f Ly <xds = t}, pour 0 =<t < 1, alors
Y] 0

(z)
—m°
2 0=t=1

a pour loi celle de Iexcursion normalisée du mouvement Brownien.

1 1
Remarque 4. — Le fait que les processus (— l“) et (— m‘”)
2 0stg1 2 0sts1

des théorémes 3 et 4 ont la méme loi, est une conséquence du théoréme 1
(ou du théoréme 2). En effet, soit p un pont Brownien, m* ses temps locaux,
et ¢ comme dans le théoréme 4, alors si on prend e = V(p; 1; &) (¢ est
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toujours l'instant ou p atteint son minimum), il est facile de voir que,
avec les notations du théoréme 3 :

1 1
7 It = Em"t pour tout te [0,1].

Le théoréme 4 nous a permis de construire a partir d’'un pont Brownien p,
1 . R . .,
un processus [ —m’ ayant la loi de l'excursion normalisée du
2 0<t=<1
mouvement Brownien. D’aprés le théoréme 2 on peut construire, a partir

1 . . . .
de (— met , un pont Brownien, si I'on se donne une variable p indé-
0<t<1

1 -
pendante de <§ m”‘) et uniformément distribuée sur [0, 1].
0=st=1

Le théoréme suivant nous fournit une expression explicite pour le choix
d’une telle variable, en particulier, on voit qu’on peut la choisir mesurable

par rapport a (pPo<e<1-

THEOREME 5. — On conserve les notations du théoréme 4 :

1 0
Soit p = J lpe=ods = j m*dx, alors p est indépendante du processus
0 —

1
(~ m"') et uniformément répartie sur [0, 1].
2 0sts1

1
COROLLAIRE. — Le processus V(E m’;1; p) a la loi du pont Brownien.

3) PREUVES

Les démonstrations des théorémes 1 a 5 utilisent de fagon essentielle
les résultats de J. M. Bismut [2] que nous rappelons :

Soient Z et Z’ deux mouvements Browniens indépendants issus de 0,
A une variable aléatoire indépendante de Z et Z’ ayant pour « loi » la
mesure o-finie 1,:0yda sur R,.

n désigne la mesure d’Ité des excursions positives du mouvement
Brownien réel hors de 0 (voir [7] p. 123).
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Onpose T =inf{t|Z, = — A}, T  =inf{¢|Z’, = — A }. Soient E et P
les processus définis par :

Et)=Z:-,+ A pour 0<t<T
=7 ++A pour TSt=T+T

P(t) =Z', pour 0<t=T
Zivr pour T <¢t<T +T.

On a alors les résultats suivants : (J. M. Bismut [2] théorémes 1-2 et 2-16).

a) La loi du couple (T, E) est la mesure o-finie 1y <,<qepdtdn(e) (ou
o(e) désigne la longueur de I'excursion e).

b) Conditionnellement 48 T+ T’ =1, P a la loi du pont Brownien.
(La décomposition ci-dessus est une décomposition de Williams de la
trajectoire de P & son minimum).

Remarquons que d’aprés a), conditionnellement a T+ T =1 T est
uniformément répartie sur [0, 1] et indépendante de E, qui a la loi de
Iexcursion Brownienne normalisée. D’autre part, par construction de P,
T’ est I'unique instant auquel P atteint son minimum sur [0, T + T'].

Pour montrer les théorémes 1 et 2, il suffit maintenant de remarquer que :

E=VP;T+T;T),P=VE;T+T;T)

et de conditionner par
T+T =1.

Pour étudier les temps locaux de E et P, on va utiliser une autre descrip-
tion de la loi de P :

Soit X un mouvement Brownien issu de 0, (L*). la famille de ses temps
t20

locaux, L une variable indépendante de X, de « loi » la mesure o-finie
2.1gsodlsur Ry et ¢ = inf { ¢| LY = L}, alors, les processus (P(t))o <;<1+1"
et (X)o<r<. ont la méme loi. (Voir J. M. Bismut [2] théoréme 2.17, ou
J. Pitman-M. Yor [4] p. 307).

D’aprés Ray [5] et Knight [6], conditionnellement a L = [ fixé, les

1 1
processus <~ Lf) et <§ L. ") sont deux martingales indépendantes
x20 x20

de variations quadratiques respectives :

X 0
J Ly et J Lydy .
0 -Xx
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Effectuons les changements de temps suivants :

J Lidy > t} pour t< J lxszods = p*
0

0

h*(t) = inf{x

0 T
J L¥dy = t} pour t < flms§0}d3 =p .
x 0

h(t) = inf{x

Par la caractérisation de Paul Lévy, les deux processus

Law) (L)
2 0st=p* 2 0st<p-

sont deux mouvements Browniens indépendants conditionnellement a L,
1 R B
issus de 2 L et arrétés a leur premier temps de passage en 0.

On voit donc que le triplet :

(1 L; (1 L’;*(t)) ; (1 L:l'(t)) >
2 °\2 ostzpr \2 0stsp-

A A+ Z)o<i<t s (A + Z)o<i<1) -

a méme loi que

1 1
Donc,si M, = ELT"’ - EL pour 0t pt
= EL"“T“) - 1L pour pt=<t=<t
2 2 -

M a la méme loi que P (ou X);
En conditionnant par 7 = 1, on voit donc que, avec les notations du

1 .
théoréme 4, le processus V(E m’;1; p) est un pont Brownien, et que
1 — p est linstant ou il atteint son minimum. Appliquons maintenant
le théoréme 1 :

1 1
Em" = V(V<§ me;1; p); 1- p> est une excursion normalisée, et p

1 1 N -
est indépendant du processus Em, d’ou les théorémes 4 et 5 et donc le

théoréme 3 d’aprés la remarque 4.
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