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REsuME. — Nous avons essayé d’étendre les résultats sur les équations
avec petit parameétre aux processus associés a des frontiéres perméables.
Notre but est de modéliser le comportement d’une particule dans un
milieu inhomogéne, constitué¢ par exemple de gouttes liquides dans une
phase gazeuse.

Nous avons d’abord considéré le point de vue microscopique par un
processus associé¢ a des coefficients et des frontiéres périodiques ; ces der-
nieres étant des droites ou des cercles du plan. Par un changement d’échelle,
on s’est ramené a une suite de lois pour lesquelles les frontiéres sont de plus
en plus denses. Il semble naturel de considérer la limite faible de cette suite
comme une approximation du phénomeéne physique.

Nous avons montré deux types de résultats qui dépendent du compor-
tement de 'opérateur sur les frontiéres. Nous avons d’abord supposé que
leffet de surface diminuait et ensuite qu’il était constant. Dans ce dernier
cas, la convergence repose sur une hypothése de centrage.

ABSTRACT. — We have tried to extend the results on equations with
a small parameter to processes with penetrable boundaries. The aim of
this study is to model the behaviour of a particule in an inhomogeneous
medium which can be constitued by some drops of liquid in a gazeous phase.
First, we have considered the microscopic point of view through a process
which is associated with periodic coefficients and boundaries; these can

Annales de I Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - Vol. 20, 0246-0203
84/04/373/35/$ 5,50/© Gauthier-Villars



374 S. WEINRYB

be either lines or circles in the plane. Then, by a change of scale, we have
studied a sequence of laws corresponding to boundaries becoming every-
where dense. It seems natural to consider the weak limit of this sequence
as an approximation of the physical phenomenon.

We have proved two types of results that depend on the behaviour
of the operator on the boundaries. First, we have supposed that there
was a reduction of the surface effect and, secondly, that this effect was

constant. In this last case the weak convergence relies on a centering condi-
tion.

INTRODUCTION

Nous nous sommes intéressés a une extension aux pProcessus avec
frontiéres perméables des résultats sur les équations avec petit parametre
obtenus par Papanicolaou, Stroock et Varadhan dans [/].

Le probléme étudié ici est suggéré par la modélisation du phénomeéne
physique suivant : on décrit la diffusion d’une particule dans un milieu
inhomogéne comportant deux phases et constitué par exemple de gouttes
d’un liquide au milieu d’une phase gazeuse. Si la géométrie des deux milieux
est connue, la loi de la diffusion est la solution d’un probléme de mar-
tingales faisant intervenir des « temps locaux » associés aux surfaces de
séparation des deux milieux (voir [2] pour une description générale).

La complexité de la géométrie de I’ensemble des deux milieux conduit,
lorsque la dimension des gouttes est trés petite, a considérer le modéle
comme un mode¢le avec un petit paramétre ¢ (la dimension des « gouttes »)
et a chercher sa limite lorsque ¢ tend vers 0. Le probléme est donc celui
de la limite faible d’une suite de processus plans indexés par un petit para-
métre.

Avant d’aborder le probléme ou les deux milieux en présence sont
séparés par des frontiéres circulaires, on traite le cas ou les fronti¢res
de transmission sont des droites paralléles. Nos démonstrations sont
inspirées de [/] ainsi que d’un article de M. I. Freidlin [3].

Dans la premiére partie nous indiquons comment construire un pro-
cessus de Markov associé a un ensemble dénombrable de frontiéres,
quelles soient rectilignes ou circulaires. A partir d’un tel processus, défini
a l'aide de coefficients et de frontiéres périodiques, nous introduisons alors
sa projection sur le tore & deux dimensions ; celle-ci constitue « le pro-
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PROCESSUS ASSOCIES A DES FRONTIERES PERMEABLES 375

cessus de base » dont nous détaillons la probabilité invariante. Nous
décrivons dans la troisiéme partie les deux suites de lois envisagées : (P"),
pour les frontiéres rectilignes et (Q"), pour les frontiéres circulaires.

Ensuite, nous énongons et démontrons un théoréme de convergence
pour ces deux suites lorsque l'opérateur de frontiére « converge loca-
lement vers 0 ». Enfin, dans la derniére partie, nous démontrons un théoréme
de convergence pour la suite (P"), lorsque I'opérateur de frontiere ne dépend
que de la période et lorsque I'on fait une hypothése de centrage analogue
a celle des équations avec petit parameétre.

I. CONSTRUCTION DE PROCESSUS DE MARKOV
ASSOCIES A UN ENSEMBLE DENOMBRABLE
DE FRONTIERES

Nous décrivons cette construction dans le cas de frontiéres rectilignes
en notant qu’elle est tout a fait analogue dans le cas des cercles et s’appuie
alors sur l’existence d’un processus de Markov associé a une seule fron-
tiére circulaire.

Soit 9 = {x";neZ} un ensemble dénombrable de réels (éventuelle-

ment fini) tel que Inlflx" — x""!'| > 0; notons 9 = U {x=x"}, qui
ne neZ

est donc constitué d’un ensemble dénombrable de droites paralléles de R2.
Nous allons construire un processus de Markov associé aux frontiéres de 9.
Soient, par ailleurs, a(x, y) et («"(y))..z des fonctions continues & droite,
bornées et minorées par des constantes strictement positives; a sera le
coefficient de diffusion du processus et («"), nous permettra de définir
l'opérateur sur la frontiere 9. Nous notons R(a, o, é) la loi du processus
cherché et nous notons (P&%7°, (x, y) € R?) celle du processus de Markov
plan associé a la droite frontiére { x = xo } (cf. [4]).

Rappelons que Pg%;° est I'unique solution du probléme de martingale :

t

* P(X():X, Y():y)Il,J 1Xs=xod5=0 Pp S.
0
t

1
* f(Xta Yt)__f(XOa YO)—EJ

0

a(X,, YA S (Xer Yo)ds — % L (f(xd . Yo)
- OC(YS)f;(XE, Ys))d Lf”

est une P-martingale (ou LX° désigne le temps local en x, du processus X.).
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376 S. WEINRYB

Nous allons construire R(q, o, @) sur I’espace canonique des trajectoires
' continues a valeurs dans R?, a I'aide des temps d’atteintes successifs (T*);
des droites de 9 et des lois PE5e.

En effet, notons T° = inf{t>0;X,€e2} ((X:, Y,) désigne les coor-
données du processus canonique) et T*=inf { t>T*"!; X,e P\ {Xqx-11}
pour ke N*.

Construisons Ry ,(a, o, 2) de proche en proche sur chacun des inter-
valles [T*, T*'] (pour (x, y) point de départ)

* Sur [0, T°], posons R, (@, &, D) = Q) 00 (Qbs. ), (X, ) € R?) désigne
la diffusion plane de générateur a(x, y)Af(x, y).

* Si R* désigne la probabilité conditionnelle de R ,(a, o, &) par rap-
port & Fue = a(X,, Y;;t < TH

posons sur [T, Tk+1] RF = Pf;‘:,f}k ,I)XT ol a:2 x R — R est définie
par :

oc(x, y) = Z 1x:x"an(y) N

neZ

Grace 4 la minoration par une constante positive du coefficient a, on
montre P'existence d’une constante ¢ (dépendant de la distance minimale
~qui sépare les droites de 9) telle que Vke N 0 < ¢ < E[T**! — T*] ou
E désigne I'espérance par rapport a la loi construite ci-dessus. Pour cette
loi, les variables (T**' — T*), sont indépendantes, on en déduit par la
loi des grands nombres que T* tend vers + oo quand k tend vers + oo
presque sGrement ce qui justifie notre construction de la loi Ry y)(a, o, )
sur I'espace canonique.

D’aprés le probléme de martingale vérifié par P&%5, il est clair que la
probabilité Rix,(a, «, &) ainsi construire est une solution du probléme
de martingale suivant :

* RXo=x;Yo=y)=1
. :
* VieR"* J Ixeads =0 R.p.s.
0
+ Pour toute fonction fde classe C2 sur R2\  telle que f4(x*, y) existent
sur 9 et que f soit bornée ainsi que ses dérivées,
1 t
F X, Y)—f(Xo, Yo)— 3 j aXs, YA f(Xs, Yy)ds
0
1

—3 Z jt (A", Y) — fx", Yoo (Ys))d L "l

neZ
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PROCESSUS ASSOCIES A DES FRONTIERES PERMEABLES 377

est une R-martingale (oi LF"(X) désigne le temps local en x" du processus X.).
On montre par ailleurs que ce probléme de martingale a pour unique
solution la loi R y(a, o, 9) construite ci-dessus ; en effet toute solution R
vérifie : -
R = Q%, sur [0,T°]
" R = PN
(avec les mémes notations pour la loi conditionnelle de R par rapport
4 F); car sur lintervalle [T* T**1] seul le processus LX™ peut croitre.
Ce qui montre bien l'existence du processus de Markov R y(a, o, )
associé aux frontiéres rectilignes de & et aux coefficients a et a.

II. DESCRIPTION DU PROCESSUS DE BASE
ET DE SA PROBABILITE INVARIANTE

1) Le cas des droites.

Soit € le carré défini par {-%<x<%, —%éyé%}et@’le tore
obtenu en identifiant les cotés opposés de 4. On notera dans la suite IT la
surjection canonique de R? sur &. Soit a(x, y) une fonction continue,
sauf peut-étre aux points (k, y) (k € Z), minorée par une constante stricte-
ment positive et de période 1 par rapport a x et & y. Soit par ailleurs d(y)
une fonction continue, de période 1, et minorée par une constante stricte-
ment positive.

D’apres le paragraphe 1, il existe un processus de Markov (Rx,y(a, 9, Z),
(x, y) € R?) associé aux frontiéres { x = k }xz et aux fonctions a et § de la
maniere deécrite au § I (6 est ici indépendante de x). L’image de ce processus
par l'application II, que nous noterons (Pfx"y), (x, )€ &) et appellerons
processus de base, est solution du probléme de martingale suivant : (si
X+, Y;) désigne les coordonnées du processus canonique a valeurs dans &)

ty
) PEXo=x:Yo=y)=1; j Ix,-6ds =0 Pi%ps.

(**) Pour toute fonction f de classe C? sur &, sauf peut-étre aux points
(0 y)ouf x(0+, y) existent, telles que f et ses dérivées soient bornées,

f(Xe, Yo)—f (Xo, Yo)— 5 L Af(Xs, Yoa(Xs, Yo)ds
1t .. . .
-3 j (f40*, ;) — £U0™, Y)S(YJ)dLO
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378 S. WEINRYB

est une P(x s-martingale. Ici LY désigne la projection sur & des temps
locaux (Lf)cz de la premiére coordonnée du processus R y(a, 0, Z).
On peut aussi définir L? comme la limite presque sfire quand ¢ tend vers 0

1 1 t .
(é < ~> du processus T_[ Lo<x,<ed ( X D5
4 €Jo

En effet, pour expliciter le probléme de martingale sont I-’“(’fj, est solu-
tion, il suffit d’appliquer celui dont Ry, (a, 6, Z) est solution a des fonc-
tions de période 1 sur R?. En particulier si f est une telle fonction, la partie
« temps locaux » de f(X,, Y;) sous R, y(a, d, Z) s’écrit :

Al = Z J (fUk*, Ys) = falk™, Y)3(Y,)d Ls(X)
0

keZ

et d’aprés la formule de densité d’occupation, on a I’égalité presque siire :
Al = llm J Z(fx(k+ Yo) — (Yo f k™, Y k< x, <k +:aXs, Ys)ds

= hm (f (0™, ) — U0, YY) o<, <:alXs, Yo)ds

(ou Pon a noté par les mémes lettres les fonctions définies sur le tore et
leur extension a R? par périodicité).

Pour la loi P‘(’x"y), A{ sécrit doncj (fU0*, Y)—f40™, Y )5(Y )dL2, ainsi
qu’il a été indiqué plus haut.

Montrons que ce probléme de martingale a une unique solution. Pour
ceci, il nous suffit de montrer I'unicité en loi des solutions (X, Y;) a valeurs
dans @ du systéme stochastique suivant :

X, = % + j Ja(X., Y)dB, + = j (1 — 8(Y)dL?
0

Yo=j+ f Ja(X,, Y)dB;
0

ou (B,, B) est un brownien a valeurs dans @. En effectuant le changement
t

de temps inverse de J a(XS, Ys)ds et en conditionnant par rapport a la .
0
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PROCESSUS ASSOCIES A DES FRONTIERES PERMEABLES 379

2¢ coordonnée (qui suit la loi d'un mouvement brownien a valeurs dans
le tore & une dimension), on est ainsi ramené a étudier I'équation

X t
1) X, =x+ B, + j ofs)dL?

0

(oﬁ o est une fonction déterministe majorée par % et mesurable). Soit
&, = I14(¢) (ou I, est la projection sur I'axe des x de &), nous étudions (1)
grice 4 un systéme de cartes de ;. Si a est un réel strictement inférieur a 1
et strictement positif; v={x€b;—a<x<a} est un voisinage de 0,

de @, homéomorphe 4 [— a, a] sur R; pour tout ¢ tel que 5~ a>¢e>0,

.. 1
&1 \v contient strictement un voisinage fermé de 3 V., homéomorphe

\

a l;—%-{—a—}-g, %——a—s] sur R. Soient Top =inf {t >0, X,ev };

T, =inf { t > Ty, X, €V, }, ..., Top = inf { t > Ty, Xiev },
Tap+1 = inf{t > T,,, X, €V, } (p = 1). Sur [0, To], laloideX, = x + B,
est connue, de méme sur [Tzp+1, T2p+2], Cest celle d'un brownien a
valeurs dans @, issu de Xr,, . ,, jusqu’a son entrée dans V. Grace a ’lhoméo-
morphisme entre v et [— a, al, la loi de X, sur [T,,, T,,+1] est la projec-
tion sur & de celle de la solution de ’6quation stochastique sur R :

t AT,
Xine, = £ a+ Bioe, + j o(s)d LJ(X)
0
(B:): est un mouvement brownien réel issu de 0
L{(X) est le temps local au sens de Tanaka de X.
ou T,=inf {t>0,|X;,|>a+e}.

) < -
[od X -
2

Draprés [5], cette équation a une unique solution, ce qui prouve ainsi
de proche en proche, 'unicité en loi des solutions de (1) (car la suite des
temps (T3,, T2p+1) tend vers + oo quand p tend vers + oo, d’aprés les
propriétés du brownien).

Le processus (P%%), (x, y) € &) est donc un processus de Markov a valeurs
dans @.

Vol. 20, n° 4-1984.



380 S. WEINRYB

Par ailleurs, puisque & est compact et que a est minorée, la loi de (X,, Y,)
sous P&’ admet une limite quand ¢ tend vers + oo, c’est la probabilité
invariante associée a P et que nous noterons , s(x, y)dxdy = v, sdx, dy).

LemMme I1.1. — La fonction positive U, s(x, y) est solution sur le tore du
systeme (S) suivant :

Aa(x, y)u(x, y)) =0 Vx # 0
0 0
(S) a-(a(x, VX, V)x=0+ = — (alx, Y)u(x, Y)x=0-
x ox

a(0~, y)u(0~y) = 8(y)u(0*, y)a™, y).

Preuve du lemme. — Soit f(x, y) une fonction définie sur € a laquelle
on puisse appliquer le probléme de martingale dont P{3) est solution,
on obtient :

i 1 -
By [f(X0e YOI = fx,y) = 5 L Egy [Af(Xs, Yoa(X:Y,) ds

1 t .. . .
+ 5 E(x,y)[L (f40", Y)—6(Ys) f407, Yo)dLg ]

Nous intégrons cette égalité par rapport a la mesure v, 5(dx, dy) en utili-
sant le fait que :

t .
Ex.y J (f407,Y,) — £U07, Yo)(Y)dLY =
0
.1 ! . o .
fim —~ Egey) j lo<x<:[X(07, Yo) = 407, Yo)(Ys) Ja(Xs, Yo)ds
0
(en projetant sur le tore la formule de densité d’occupation relative a

Rx.p)a, 6, Z)). Grace au théoréme de convergence dominée (en notant que
létude de P3) permet de prouver que :

Sup E<x.y>J0 (fie*, Y)—3(Y) f46™, Y)ALAX) < + o0,  (x, y)€B)

< —
<3

f _ Vaald, dV)Ece j (f40*, Yo)—8(Y:) 0™, Yo)dL,
0

.1
=t gl_l:% ; J@' Va,a(dx, dy)IOSx<aa(xa y)(f;(0+’ y)_a(y)f;c(o_a y))

=1X L . a0, Via 0%, YIFUO*, 5) — £40~, 7)0(5)1dy
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PROCESSUS ASSOCIES A DES FRONTIERES PERMEABLES 381

(ou IT; désigne la projection du tore sur la i* coordonnée pour i = 1 et 2).

En reportant dans I’égalité écrite plus haut, on obtient finalement, aprés
division par ¢t :

0= J Ha (X, y)dxdyA f (X, y)a(xy)
2
F 0 a6 DO, 56 )1
m2(@)
Aprés intégration par parties du Laplacien, on obtient :

L fx, »A [;_ta,a(x, ya(x, y)ldxdy
0 0
+ I dyf (o, y)[5~ (ap)x=0+ — —(au)x=o—}(y)
72(6) X ox

+ J o dyfi0~, y) [(ap)x=0- —d(yNawx=0+1(y) = 0.

Ceci étant vérifié, quelle que soit la fonction f(x, y), on en déduit le sys-
téme (S) dont y, s est solution en annulant les coefficients de f(x, y), f(0, y)
et f4(07, y) dans I’égalité écrite ci-dessus.

Remarque. — L’existence d’une solution du systéme (S) peut se traiter
par des méthodes d’analyse fonctionnelle, en identifiant la fonction y,;
par ses coefficients de Fourier.

1
Nous noterons K la constante —————, en remarquant que si § = 1,
K J xdy
Har(%, 9) = a(x, y) 7 alx, y)

2) Le cas des cercles.

Notons C le cercle inclus dans le tore @ défini par C = {(x, y) €@,
1
/X% 4+ y*> =71} ol r est un réel tel que 0 < r < 3 Soit a(x, y) une fonc-

tion définie sur &, continue sauf peut-&tre sur C, minorée par une constante
strictement positive. Soit par ailleurs §(6) une fonction continue définie
sur [0, 2IT] telle que 6(8) = S(2IT), minorée par une constante strictement
positive. On note (Q{,), (x, y) € &) le processus de Markov & valeurs dans &,
solution du probléme de martingale suivant : (son existence et son unicité

se démontrent comme au § I1.1 pour P&’

(*) Qln(Xo = x5 Yo = y) = 1
(**). Pour toute fonction de classe C2 sur & sauf peut-étre sur C ot f(r*, 6)

Vol. 20, n° 4-1984.



382 S. WEINRYB

existent (si f désigne I’expression de f en coordonnées polaires pour p # 0)
et telles que f et ses dérivées soient bornées,

fXi, Yi) — f(Xo, Yo) — % L Af(Xs, YaXs, Ys)ds —
1 (" ~ ~
-3 L (for™, 09 — f5r™, 0)0(0:)d Li(p )

est une Q@’,-martingale ou I'on a noté p, = ./X? + YZ et.ou Li(p.)

désigne le temps local en r du processus p, c’est-a-dire la limite presque
T

1
siire quand ¢ tend vers O de —J Li<psr+:d P Ds.
e

0
Notons V,s(dx, dy) = . 5(x, y)dxdy la mesure invariante du pro-
cessus Q*°. Nous avons montré dans [6], que I'image du processus plan
associ¢ aux fonctions a(p, 6), 5(0) et au cercle { p =r } par lapplica-
tion (p, ) — (Log p, 0) avait pour loi P#>Lee" (avec les notations du I)

ae’, y) . . N L
z’x . Grace au systéme vérifié par la mesure invariante de
e .

ou a(x, y) =
pao (cf. I1.1), on obtient fi, 5 comme solution du systéme suivant
i (p, 0 0 (p, 0 . & 0) =0 si
202 P> )+p%gp, )+ p 5;55(/?, )=0 si p#r
0 B’ 0 0 0
B Wp=r+( )—%(l_l)p:"_( )
u(r, 0) = oO)ur", 0)
ou l'on a posé u(r, 0) = fsr, 6) x a(r, 0).

On remarque en particulier que u{® =
1 a(p H 9)

ou K désigne la constante

J a(x, y)dxdy
3

III. DESCRIPTION DE LA SUITE DES LOIS (P"),

1) Le cas des droites.

k .
On note, pour tout n, Z" = { xk=":keZ } constituant une subdivision
n

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS ASSOCIES A DES FRONTIERES PERMEABLES 383

1
dela droite de pas — . Soit §, une fonction continue de R dans R, de période 1,
n

minorée par une constante strictement positive ; on pose :

{ a'(x, y) = a(nx, ny)

Y(y) = Su(ny)

La loi P" envisagée est associée aux frontiéres de Z" et aux coefficients "
et " (on remarque que les points de discontinuité de a” coincident avec Z").
Avec les notations du I, on pose P" = Rg,0y(a”, ¥", Z"). Par définition de
cette loi, P" est 'unique solution du probléme de martingale (M") suivant :

t
(%) P(Xo=0,Y,=0)=1; J 1x ez-ds=0 P"p.s.
0

(+*) Pour toute fonction f définie sur R2, de classe C2, sur R2\Z" (ou

~ k k*
7" = U X =- telles que fi| —, y | existent et telles que f et ses
n

. keZ N h
dérivées soient bornées,

JXe, Ye) = f(0,0) - % f Af(Xs, Yo)a"(Xs, Ys)ds

S (e %) - oo ot
keZ 0 " "
k

est P"-martingale [ ou L"(X) désigne le temps local en l—( au sens de Tanaka
du processus X.). 4

Nous allons tout d’abord relier P* au processus de base P, étudié
au § IT.1 et que nous noterons simplement P%%, Ceci fait 'objet de la pro-
position suivante :

ProposITION III.1. — Soit Q P’espace canonique des processus d valeurs
dans R? et Q ; I'espace canonique des processus a valeurs dans &. Notons ¢,
Papplication de Q dans Q définie par :

Onl(Xes Ye)iz0] = (0ulXe), @n(Ye))i0 = (”XLZ, nYLZ)tZO .

L’image par Il o ¢, de la loi P", coincide sur Q ¢ avec la loi P*%» du Markov

de base étudié au § 11.1.

Preuve. — D’aprés la construction de P#%» décrite au II. 1, il nous suffit
de montrer que 'image de P" par ¢, coincide avec Ro,0)(a, 3,, Z) ou qu’elle
vérifie le méme probléme de martingale. Or, d’aprés la formulation de (M,,),

Vol. 20, n° 4-1984. 14



384 S. WEINRYB

on obtient que pour toute fonction de classe C? sur R2\Z telle que f1(k*, y)
existent pour tout ke Z,

1 t
f(@uX0 X)) = £0,0) = - J AS (X Y)a(ha(Xs, Yo)ds
0
1 t
2 Z L (U™, 0u(Y5) — S @Y fL(k™, 9u(Ye))d L @u(X.))

keZ
k

est une P"-martingale (car an,(X.) = LKnX)). On retrouve donc ainsi
le probléme de martingale dont Ro,0y(a, d,, Z) est solution et qui a été
étudié au L

Conséquence de la proposition I11.1.— Si'on note E”, I'espérance relative a
P"et E% ’espérance relative 3 P9, pour toute fonction fde période 1 définie
sur R?, mesurable, bornée, on a : E"[f(nX,, nY,)]=E*" [f (X2, Yin2) ]

Ceci nous permettra de faire intervenir les mesures v,,,, puisque pour
tout a > 0, on a d’apres [3] :

Jm | Sup B [f (X, Yor)] = vas (/)] = 0.

2) Le cas des cercles.
On notera encore a(x, y) 'extension de a sur le plan définie par pério-

dicité. Pour tout entier n on définit un réseau du plan de maille — par les
. . (kK .
points { ME* — (— , >, (k, kyeZ? } On notera C, la réunion des cercles
n o n
. r . .\ .
de centre M&* et de rayon —. De la méme maniére que pour les droites
n

paralléles au I, on peut construire & 'aide des temps d’atteintes successifs
des cercles de C, et du processus de Markov associé a un seul cercle étudié
dans [6], un processus de Markov (Ql.,) ; (x, y) € R?) associé a la frontié¢re C,
et aux fonctions a”(x, y) = a(nx, ny) et 5"(0), ou §"(0) est une fonction conti-
nue, minorée par une constante strictement positive, définie sur [0, 2I1] et
telle que 6"(0) = 6"(2I).

De maniére précise Q. est solution du probleme de martingale sui-

r

vant (ou dy*(t) désigne le processus || M,—Mp* || et Ldy*) = L5* (1)

r ,
est le temps local en — du processus d&* >
n

t
() Q?x,y)(xo =x,Yo=y)=1; J 1(x..Ygec,ds=0 Qk,»D-s
0
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(xx) Pour toute fonction f(x, y) définie sur R?, de classe C? sauf peut-étre
k,k’

n

sur C, ou

(I, 6) existent (si ;¥ (p, 6) désigne I'expression de f en
n

coordonnées polaires par rapport a la nouvelle origine M}*)

1 t
f(Xt’ Yt) —f(xa .V) - 5 J() Af(Xs, Ys)an(xs, Ys)ds
1 ¢ 5fnk Kt ) af ( ) " ] KK
) z L[ap (7,95 3o \n 8"(0y) | x dLE¥(s)
est une Qf ,-martingale.

(k,k’)eZ2
On établit comme en III.1 la relation entré Q" = Qo) €t le processus

de base fo(?()) défini sur le tore; c’est I'objet du lemme suivant dont la

démonstration est en tout point analogue a celle de la proposition III. 1.

LemMmE 1I1.2. — Soit ¢, Uapplication de Q dans Q défini par
$uX., Y.) = (nX,, nYL)zzo

n2

Pimage par Il o ¢, de Q" coincide sur Q¢ avec la loi Q(O o)

IV. THEOREME DE CONVERGENCE
QUAND L’OPERATEUR DE FRONTIERE
« CONVERGE LOCALEMENT VERS 0 »

THEOREME 1. — Le cas des droites.

Lorsque la fonction y — n(1 — §,(y)) converge uniformément vers une
fonction continue «(y), minorée par une constante strictement positive,

11
sur [ > 2} quand n tend vers + oo, la suite (P"), converge alors fai-

blement vers la loi P(o,0y associée au Markov de générateur L défini par :

K
Lf(x,y) = 7 [Af(x, ¥) + Ao fi(x, )]

ol Ao = j o y)dy .
n2( G)

THEOREME 2. — Le cas des cercles.
Si la fonction n(1 — 6"(0)) converge uniformément sur [0,211] vers une
fonction continue o) minorée par une constante strictement positive, la
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suite (Q"), converge alors faiblement vers la loi po,0) associée au Markov
de générateur & défini par

K
Lf(x,y) = > Af(x, y) + a0 filx, y) + Bofy(x, y)

K 2rn
oo = — J 6) cos 0d0
2 Jo

K 2rn
Bo = 12— j o(6) sin 646

0

1) Démonstration du théoréme 1.

a) Etroite relative compacité.

Nous utilisons les critéres d’Aldous-Rebolledo et nous intéressons

donc aux décompositions des semimartingales (X;, Y;) relativement aux
lois P".

X

-~

t 1 - t k
=x+ J a*(Xs, Ys)dBs + ~ ZJ (I — 04(nY,))dL5
0 2 ()
I . k=0
Y=y + J a"(X,, Y)dB,

0

ou (BY, ﬁ;’)t est un P"-brownien bidimensionnel issu de 0. Puisque le cro-
chet ( X, Y ), est identiquement nul pour toutes les P”, il nous suffit d’¢ta-
blir que :

Ve >0, dng, neN
tels que

(*) Sup E”[Y,"] < ¢o(t) pour une constante co(t) dépendant de ¢ ;
n=no

(x%) Sup B"[ | Yroe — Yo |] < e+ eat + ea/t
nzny

ou ("), est une suite de (#,), temps d’arrét et ou (Y}) représente successi-
vement le crochet et la variation totale du processus a variation finie entrant
dans la décomposition de X et Y relativement a P".

Puisque la fonction périodique a"(x, y) = a(nx, ny) est uniformément
bornée, on prouve facilement que les crochets de X et Y vérifient tous deux
les conditions () et (k).
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Il nous reste a étudier le processus

N[ x
2 o
k=0

Remarquant que la condition (**) entraine (%), nous nous intéressons
au module de continuité de la variation totale de A}, afin de prouver (xx).

Notons
T =inf {t >0, X,e 2"}

T =inf { t > T}-1, X, e 9"\ { Xry_, }}.

La propriété de Markov nous permet d’écrire, en notant A" la variation
totale sur [0, t] de A":

E'[Az 4 — A] = E'[E%, (A1)] < BBl [AT]]

car A” ne croit que sur {¢/X,e 2" }. Il nous suffit donc de prouver qu’il
existe no € N tel que

Sup E;n[l&?] < e+ ot + o/t Vx"e 9".

n=no
Gréice a la construction de P faite au I, on vérifie aisément que :

(1) )(tATﬁ_,,1 _XtAT,'g

TR At 1 (TReant
= J an(xs, Ys)ng + E \[ (1 _571("Ys))dLSXTil

TR At TR At

puisque E;n[,&;’] = 2 ;-[A;’A T, — Ar, 1|, nous allons étudier chacun
_ k=0 N

des termes E% [Af.1;,, — Ala1z] en conditionnant par rapport a Fry.

En effet, Péquation (1) régit alors un processus évoluant dans un compact

1 1
de type [x ——x+ —} et on peut estimer les temps d’atteintes du bord
n n

du compact.
On obtient grace a la propriété de Markov :

Buf[Alimy,, — Alamy] < B[l < BT (AR, — Aly)]
(ou E# & désigne I'espérance conditionnelle par rapport a F1p). Or

Vjez, 1, _ETTHAY, - An] =1 E[Z]

T
= = Jsn
XTQ ™

R
X[
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(aprés avoir conditionné ’équation (1) par rapport & #1y), ot

. 11
Tjn = 1nf{ t= 0, Z{’n¢|:— ;,;]}

et ou (Z{", Z{’") est solution du systéme stochastique (2) suivant, dont
nous savons qu’il jouit de 'unicité en loi [6].

; ! e (.~
zZi" = f b(Zs", Ze")apz + j UZim)ALs
0 2o
(&) T o
zZi" = j byZi", Zim)d p

0

ou (p7, B;’) désigne un mouvement brownien a valeurs dans R?, (L), est
le temps local en 0 de Z/" et ou I'on a posé

bi(x, y) = \/a"<f~1 + x, Yrp + J/>

0}(y) =1 = 64(nYr; + ny).

D’aprés les hypothéses de convergence de 0" et a” et les hypothéses de
bornitude de leurs limites, on peut choisir un entier n; tel que :

( b+ 1
0<<p(y)<T

si n=2ny, VyeR, VjeZ

[a—y

1.
~<1-=oj
5 2<p(y)

<a'x,y) <K

. ;AN ) )
Soit N > 0, E[Z]], N]=E[J on (ZJ ")dLO] et la formule de Tanaka
entraine que : °

1 o ti,n AN (p" ) 1
3 E[L? ..~] <E 1 - 03 (ZJ "dL? |=E | Z, AN | S =
’ n

(par définition de 7;,). Donc par le lemme de Fatou :

B[Zin] < [Zin ] < 2!

N—>+oo
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Pour n = ny, A} est croissant et par conséquent :

Z EL[(Alry,, — Alamy)] = Z EL[(Afirg,, — Alarg)
k=0

k>0 (b+1) . o
< . (1 + E3(ND)

ou Ny =Max { keN; Ti <t}
Par ailleurs I’équation (1) entraine que si n = n,

1
— P(Tiy 1 <t)

n En[lT;'c'+1<‘(XTﬂ+1 - XT%)Z]

<
< KE'[t A Thy1 — t A TR
(Grace a la majoration du processus croissant de X tp,, — Xiarp et
1
car |XT1'(‘+1 - XT1’<'| 1T£+1<+00 - ;; 1T£+1<+°° .
En sommant sur k I'inégalité précédente, on obtient :

W[ NF] < Ken?
d’ou

b+1 ~
— <&+ ct.

Z (Al , — Alam)] < (1 + Ken?)

k=0

n
(si n est assez grand).
On en déduit qu’il existe ny e N tel que
Sup Egn[A;‘] < ¢+ ¢t
n=ny
Ce qui achéve la preuve du critére d’Aldous-Rébolledo montrant I’étroite
relative compacité de la suite (P")en-

b) Identification de la valeur d’adhérence

Pour identifier les valeurs d’adhérence de la suite P", nous allons tout
d’abord montrer que le probléme de martingale dont P" est solution,
restreint aux fonctions de classe C2, est voisin, quand n est grand, d’un
probléme de martingale classique, sans temps locaux.

Explicitant alors ce générateur équivalent, on se ramene ainsi aux diffu-
sions avec petit paramétre étudiées par Papanicolaou, Stroock et Vara-
dhan.

Commengons par €liminer la partie « temps locaux » de la semimar-
tingale f(X,, Y,) relativement & P*, pour toute fonction f de classe C? sur R?
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. 1 .
bornée ainsi que ses dérivées. Soit h(x) = x> — | x|si| x| < 5 et définissons
sur le tore

1 -
Yulx, y) = (i — )(y) x h(x) = T,(y)h(x) en notant I(y) = (1 s )( )-

Grace a la périodicité de la fonction h, on peut prolonger ¥, & R* par
périodicité et nous noterons encore \, ce prolongement. Nous allons
appliquer le probléme de martingale dont P* est solution a la fonction

1
Fx, y) = f(x, y) + — fi(x, yW.(nx, ny). On peut supposer que les fonc-
n

tions continues J, sont de classe C?; en effet si tel n’était pas le cas, on
pourrait les approximer uniformément sur I1,(@¢) par une suite (55"),,GN

de fonctions de classe C?; ceci reviendrait & ajouter a la partie « temps
local » de f(X;, Y,) le terme :

A(e) = ZJ X, Y)( = 9 iy LX)

En reprenant la preuve de I'étroite compacité faite au a) on constate
qu’il existe deux constantes positives K; et K, telles que

E"Af(t)<(1+K1tn2) 21 88 — 8,]luo. 11 suffit de choisir || 68—, ||oo—0< >

pour que la limite des P" ne soit pas modifiée lorsqu’on substitue les 55"
aux J,. Nous allons donc supposer que §, est de classe C2.
Un calcul rapide nous permet d’écrire :

OF,(k* \ OF, (k-

ox (7’ y> T ox <—n_’ y>5,.(ny)
k

:f;c,<", y>[(1 - 5n(n.V))_"
n

1 (k
+ xz<n (1 — Suny)Wu(k, ny) =

1 -9,
5+ 6n<ny>)]

(car Yu(k, ny) = ¥(0, ny) = 0).
Par ailleurs, puisque , est bornée, || f— F, ||, tend vers 0 quand n
tend vers +co ; on en déduit que pour tout couple (s, t) avec 0 < s <t
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et.pour toute fonction continue positive, ¢, F,mesurable, définie sur
I’espace canonique, on a :

t

() lim E"[qb(f(Mo — fM,) - J

N

1
5 AF,Ma(nX,, nY,,)du):I =0

Il nous reste a expliciter le générateur L,, équivalent a celui de P* pour
les fonctions suffisamment réguliéres et défini par

1 1
5 AF,,(X, Y)a("xa ny) = Lnf(xa y) + 0(;)
Drapres I'expression de F,, on trouve :

Lof G ) = M) A £ )42 f2506, 9y ()

2
+ 2f5(x, Yny)h(nx) +nfi(x, )A(nx, ny)]
(oul’on a encore noté h le prolongement de cette fonction a R par périodicité).

Grace a 'hypothése faite sur (3,),, tous les coefficients du générateur L,

sont bornés uniformément en n, ce qui nous permettra de conclure en uti-
lisant le lemme suivant :

LeEMME IV.1. — Pour toute fonction f continue et bornée, pour toute
suite (gu)nen de fonctions mesurables, 1-périodiques telles que

|=o.

Preuve du lemme IV.1. — En posant g, = g, — v,s,, On est ramené

a montrer (1) pour une suite g, telle que v, (g, = OVne N. Montrons
tout d’abord que pour une telle suite on a :

) lim E"[(Jt gn(nXs, an)ds> :l =0.
n—+ o 0

Drapres [3], puisque la fonction a est minorée par une constante stricte-
- ment positive, il existe deux constantes A et b telles que, pour toute fonc-
tion mesurable g, définie sur le tore et bornée on a :

SupHgn”oo:G< + oo,
ona: "

L f(Ms)gn(nXs, an)dS - Va,&,.(gn)J;) f(Ms)dS

(3) |E&25(2M) | < Ae™ || gull i Vas(2a) = O

(on peut en effet choisir les constantes A et b indépendantes de n puisque
celles-ci dépendent de la minoration du semi-groupe associé & E* et que,
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(6,), convergeant uniformément vers 1, on peut trouver un minorant ne
dépendant que de la fonction a).

t 2
Estimons a présent E"[(J g,,(nMS)ds> :| On obtient, grace 4 la pro-
position III.1 : °

t 2 t (Mt
E"[(j gn(nMs)ds> ]=E"[j J g,,(nMs)g,,(nM,,)duds}
0 o Jo

= 2E"[J‘t r g,.(nMs)g,,(nM,,)duds]
0 JO

=2 Jvt Js E%on [g,,(Ms,,z)g,,(M,,,,z) ]duds

0 JO

t S
= 2_[ J‘ Ea","[gn(Munz)El?/l’f:Z(gn(M(s~u)nz)) lduds
0 JO
(par la propriété de Markov)
Donc, d’aprés (3)

t 2 t A
E"[(I g,,(nMs)ds> }S [/1’ —+— (1= e_b'”z)] Il gnll%.
0 n* n

Ce qui montre I'égalité (2). Montrons enfin I’égalité (1) pour des fonc-
tions g, d’intégrale nulle par rapport a v,,.

Soit ¢ > 0, puisque la suite (P"), est tendue, il existe un compact K,
de I'espace canonique Q tel que P*(K{) < ¢ Vne N et d’aprés ’équiconti-
nuité du théoréme d’Ascoli, il existe ke N tel que

IfMy) —fMy) <& si MuzoeK,,  (s,5)e[0,t]
et

s —s| <

=1 =

Soit (t;)ier une subdivision de [0, ¢ ] de pas inférieur a % et notons si w € Q,
fk(s: (L)) = Zf(Mti(a)))llti,ti+ 1[(5) .
iel

Gréce a (2), appliqué successivement sur chaque intervalle [ti, ti+1],
on peut trouver no € N tel que si n = nyg

<=,
iel
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D’ou
E" j t gnnMy) f(My)ds | < E" | 1x(w) Jt g(nMy) f(My)ds
0 0
+ E"| Ik (o) JI (M) f (M) — f(s, w))ds | + E Jt 2u(nM) fX(s, w)ds
0 0

<et] fllo x G+ etG + ¢.

Ce qui achéve la démonstration du lemme IV.1. Nous allons appliquer
le lemme IV .1 aux coefficients du générateur L,. On remarque tout d’abord
que puisque J, converge uniformément vers 1, I, converge uniformément
vers 0 et on peut supposer qu’il en est de méme des dérivées. Combinant
le lemme IV.1 et Iégalité (x) on obtient finalement :

,,liIPy E"|:(i)<f(Mt)_f(Ms)_ J‘! Va,6n<g>Af(Mu)

n va,,;"<n g mp,,) ﬂ(M,,)du)] —0.

Pour achever la preuve du théoréme, il ne reste qu’a montrer
i) lim v,5(a) =K
n—>+ o
ii)  lm v, (naAy,) = Kio.
n—+ oo

Or on vérifie aisément sur le probléme de martingale dont P*% est solu-
tion que (P*%"), converge faiblement vers P»! quand n tend vers + o,

on en déduit que lu+n Ua,5.(X, Y)=Uaa(x, y) = ; ce qui implique (i).

K
alx, y)

Pour prouver (ii), on écrit

va,én(naA‘pn) = J (aua,éy.)(x’ Y)nAl//n(x, .V)dx

2

_ J (@has, O, (L — S Yy
n2(%)

(ona fait une intégration par parties et on a utilisé le systéme (S) décrit
au lemme II.1 dont y,;, est solution). Par conséquent :

lir+n Vas,(nalyr,) = KJ o y)dy = Kio.
n—>+ o 72()
Ce qui prouve (ii) et achéve la démonstration du théoré¢me 1.
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2) Démonstration du théoréme 2.
a) Etroite relative compacité.

Nous montrons d’abord I'étroite relative compacité, comme au IV-1,
a partir des temps d’atteintes successifs des frontiéres de C,. Nous allons
détailler quelque peu cette étude puisqu’ici les frontiéres sont constituées
par des cercles.

Indiquons par exemple comment on obtient une majoration uniforme
pour n assez grand de E"[Ar] ou A7 désigne la variation totale du processus
a variation finie A} de X, pour Q" c’est-a-dire (si 05 (¢ ) désigne I'angle polaire
de (X, Y,) dans le repére de centre My*) :

A? =% Z J cos O+ (s)(1 — 8°(0%* (s)))d L5 (s)
0

(k,k")eZ?
Notons (Th)en les temps d’atteintes successifs des cercles de C,, et (Skhen
les temps d’atteintes successifs des droites d’¢quation {x = S + %}
ou { y = % + %} (k,kye Z?, qui isolent les cercles de C,.

’ -_k’+2+1}
O O O y=-— _an
kK +1 1
@) @) @) {y= —}
n 2n
k' 1
o o ® {y=—+-}
n 2n
—~ —A— —
—I& | —I& | —~I&
+ + +
=2 | = — (@)
Il + | = + | =
= -2 -2
]

I
=
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De manicre précise, on pose

Ty =inf{t> 0, (X,Y)eC,}
= inf {¢ > T" (X, Y,)e D, }

E 1 kK1
U Dn= =—+‘ = — R
. el =gt

Ty =inf {t>S¢ 4, (X, Y,)ec,, }
Sp=inf{t>T; (X,Y)eD,)}

Il est clair que le processus A} ne croit que lorsque teU [T% sk].

keN
Et pour tout (j, j)eZ? si EX™ désigne l'espérance conditionnelle par
rapport & #p, on obtient

e n 1 n
() B AL — ARy e 1#.,].,@:;13[5 L cosHs(I—é(Hs))dLQ]

ou L? est le temps local en 0 au sens de Tanaka du processus p! solution
de I’équation (2) suivante (€tudiée dans [6])

(2) pi= j\/ an(pt, 6)dBs+ - J (”s’?) +%Jt(1—5"(9s))dL?.

Notons que pour écrire I'égalité (1) et 'équation (2) on a utilisé (M,) et on a

G -n Poar r :
écrit 'équation vérifiée par E* T"[d{;’ t+ T — {l (dont la loi est celle
" )

de p?, solution de (2)) quand [d{;’"( R)= 1]. Par ailleurs 1, représente |
n

. 1
temps d’atteinte de I'un des bords du carré d’équations {x + — 5 }
n

1
{ =+ 2—} par le processus de coordonnées polaires ( )
n

En combinant (2) avec la formule de Tanaka, on obtient

S’GS 1
(3) = J p">0\/ Ps> st+ j (p r) 's‘>0dS+EL?'

ps + -
On obtient donc, par définition de 7, :

1 -2
_E[Ltn/\t E[ptn/\t = '—’ﬁ—_r
n
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. R -
<que nous noterons par la suite —>. En utilisant la convergence de n(1 —§")
n

vers o, on peut supposer que A} est croissant pour n assez grand et que 'on a :

- -~ RK
E'[Als — Al ] < —5 (L + E'(N)
k=0

(ou K est une constante et N} = Max { ke N; T} < t }). Par ailleurs

. (1 = 2r)?
ls,';<t(ps,';+)2 = 1sg<t 7_

(nous noterons R’ = (1 — 2r)?), on obtient donc, en déconditionnant I’équa-
tion (3) et en utilisant la majoration uniforme de a"(x, y):

R’ . r\"2.
wrtsin<eing ) (@00 -1)
(.J)ez2?
< B[ du(t A SR)—du(t A TH)] 2] <KE"[t A Si—t A Ti]
(en notant d,(t) = (-I-,r}fzz dpi'(t)).
J.J)E
En sommant sur k I'inégalité précédente, on obtient : E"[N7] < — nt.

D’ou finalement : R
- - ~ Kn?t\ RK -
E"[AY] < E"Aq s — Al <1+ < )7 g+ ¢t
k=0

(si n est assez grand), ce qui est la majoration que nous désirions montrer
pour appliquer le critére d’Aldous Rebolledo et prouver ainsi Iétroite
relative compacité de la suite (Q"), (I'étude des crochets ne pose ici aucun
probléme puisque a"(x, y)=a(nx, ny) est bornée uniformément en n)

b) Identification de la valeur d’adhérence.

Identifions les valeurs d’adhérence de la suite (Q"),. Comme pour le
théoréme 1, nous commengons par €liminer la partie « temps locaux »
pour les fonctions suffisamment réguliéres. Pour tout ¢ tel que

1
0 < ¢ < inf <r, > r>, posons

g 1 2
Wp) =5 (Ip =7l — &) 1<
€

si 0e [0, 20T], n
I0) = 1 —6"0)

1+ 00)
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1
< —
2n

Pour toute fonction de classe C* sur R? bornée ainsi que ses dérivées,
0*h*

Notons D%* le carré défini par

1
2n

kl

DiF = {(x y) e R?, y——

1
x——|<<—
n

nous appliquons la formule d’Ito généralisée (puisque n’est pas

. . . op?
continue), sous la loi Q" a P

Fux, p)=f(x, y)+ Z ’1—1 X Lz yyepicn’ f iad (p, O (np)I™(H).
(k,k")eZ?
On remarque que, puisque I'™ et h® sont bornées, Fi(x, y) converge uni-
formi':ment vers f(x, y) quand n tend vers + co. Par ailleurs g rHy=-1
et Fn (r7) = 1, et la partie « temps local » de FiX,, Y;) se résume donc a
1

62 k.k’

j (1—-6%6y))
0

2" (k,k")eZ?

(r, es)r"(es) S dpR(s).
n 2

Drapres les calculs faits pour la preuve de I’étroite compacité, cette expres-
sion tend vers 0 quand n tend vers + co. D’ou, pour toute fonction ¢ conti-

nue, définie sur I’espace canonique, % -mesurable et pour tout couple (s, t)
avec0<s<tona:

im E”[fl)(f M) — f(My) — Jt a"(M,)AFy, (Mu)d"l)] 0

(si M, = (X;, Y;) sur Pespace canonique).
On obtient ainsi un générateur L,, équivalent quand n est grand, a celui
de Q" pour les fonctions réguliéres, avec :

5 1
Lnf(x5 y) = (Lz_ny_) [Af(x’ Y)+ Z ; l(x,y)eDf,""'A( [fxl(-x’ y) cos 6
k22 4 f(x, y)sin 6] x hi(np)[M(0))].

Comme au § IV.1, nous allons supposer que les I sont de classe C? et

o(6)

0 1
que de plus, puisque lim nI™(6) = — > ona aussi %F"(B) = 0(;),

02
22 1O = 0( >et () = 0< >(1)
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Examinons l'ordre de grandeur des termes de L,, en fonction de n et de e.
Des formules

02f 10°f
et
of 0f sin 6 df
co AN
O0x 6r r 00

on obtient :

1o [cos Oh(np)I™(6)]
n ox

= cos? OI™(0) Q}E (np) — s_mTB — [I™(6) cos O 1hé(np) .

Dot puisque (ii) Supl|hi(p)| = O) et Sup Sup < + o, on
p e p

oh*(p)
op
I . . . 1 .
peut écrire — PP [cos Oh(np)l"(0) IT(B)] = O(e) + O ) soit :
n

a(nx ny)

1
Lo f(x,y)= [Af(x, y)+ Z Ee epier(f(x, y)A<; cos 9h‘(np)r"(9))

(k,k")eZ2?

+ i A (%f hﬁ(np)ﬂ(f»)) +0G) + o(%)] .

A(% cos Oh*(np)I" "(9))
2 2

> 190 10
= Ag™¥ ,9 A€ , n,g - S€
g (p, 0) = e (p, 0) + 2092g (p,0)+p~apg"(p,9)
=)+ +O

82
* ()= 25 8(0,0) = " cos OO)1 e, dome |(1)] < &

(ou k est une constante) (grace a (i))
2 2

1 0 1
* (2) = e 2028 (P 0) = ——he(np) i gz (c0s 0T7(6)) = 0(e)
(grace a (i) et (ii))
1""(9) —h‘(np) donc |(3)| <K

* (3) = ——g“(p, 0) =

(ou k' est une constante) (grace a (i) et (ii).
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D’ou finalement

a(nx, ny)

1
Laf(xy) = ——— [Af (x,y) + 0(e) + 0 (—)

10
+1x, y) Z 1« yyepiwnI™(6) cos 9( + —p 6— he(np)>1|,,p <

(k,k")eZ?

’ n : 1 19 £ \
+fy(x, y) z l(x,y)eDﬁs"’nr (9) sin 0(; + n—pa h (np)>1|np—r|<e:| .

(k,k")eZ?

Pour ¢ fixé, faisons tendre n vers + oo0; grace aux majorations des coeffi-
cients (1) et (3) du générateur L,, on peut appliquer les résultats de conver-
gence obtenus en remplacant dans le lemme IV.1 les mesures v, par
les mesures v,;5,. On obtient ainsi :

Jlim, E"[¢(f<Mt) - M) -

- f <Va 1( )Af(Mu)+ Va, l(ga)fx(Mu)+ Va, l(ge)fy,(Mu)"_O(S))du):I 0

0

avec sur le tore

1( 9) a(p, 9) 06(9) cos 6 <1 + 1 % (p)>1|p—r|€e
e pop

2
a(p, 0) oc(B) 1 1 ok
gez(p’ 9) P 2 sin 9< + ; _(p)>1|p rl<e

(on a utilisé la convergence des mesures v, s (dx, dy) vers v, 1(dx, dy) quand

n tend vers + o0).

" Kdxdy
On a vu au paragraphe I1.2 que : v, ;(dx, dy) = ———. Par conséquent

a(p, 6) ’
. (a\ K N [ K 1 10k
va,1<§> = 5 et va,l(gg) = J‘;_;; Za(e) cos 6 (; + ;a*p>1|p*r|sgpdpd9

21rK
= J Za(@) cos 0dO x 2r = o,

(o

K 2n

de méme V,(g?) = =7 J o(0) sin 0 = B,.
0

Faisant tendre enfin ¢ vers 0, on obtient, pour toute fonction fde classe C?

(en appliquant ce qui précede a une suite (f7) .y de fonctions de classe C3
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convergeant vers f uniformément et telles qu’il y ait aussi convergence des
dérivées jusqu’a l'ordre 2) :

t

lim E”[¢<f (M) —f(My)— J

s

Lf (M,,)du)] =0.

Ce qui prouve que (Q"), converge faiblement vers la loi p(,0) associée
au Markov plan de générateur £.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.

V. HOMOGENEISATION AVEC HYPOTHESE DE CENTRAGE
POUR DES FRONTIERES RECTILIGNES

Nous nous intéressons ici & un théoréme de convergence analogue au
théoréme 1, en supposant, cette fois, que la suite (3,), est constante, soit
0u(y) = 8(y) VneN.

La proposition I11. 1 nous permet alors de relier la suite (P"), & un unique
processus de base P*? et nous montrerons comment, aprés avoir éliminé
la partie des temps locaux, nous pouvons nous ramener a la situation
des équations avec petit parametre décrite par Papanicolaou, Stroock
et Varadhan ; la mesure invariante étant alors v, ; et ’hypothése de cen-
trage nécessaire pour établir la convergence porte alors sur la fonction 1 — 6
relativement a la mesure v, s. Nous utiliserons les mémes méthodes que
dans [/] et nous supposerons donc que les fonctions a et 4 sont C*, bornées
et minorées par des constantes strictement positives.

THEOREME 3. — On suppose que Yne N. 8,(y) = d(y) ou 6 est une fonc-
tion C*, bornée, 1-périodique, minorée par une constante strictement positive
et que a vérifie ces mémes hypothéses. Notons g la fonction 1-périodique définie
par g(x, y) = Ia(x, y) sin 2I1x.

Supposons que v, (g) = 0, on peut alors définir la fonction

Y(x, y) = L E‘(l;?y) [g(xt, Yt) ldt.

Sous ces hypothéses, la suite (P")uen décrite au I11.1 converge faiblement
vers la loi (Po,o) associée au Markov de générateur :

Lf(x,y) = (Afe + Byt + CAI)(x, v)
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1
A= v,,,(,[g<1 — 2 cos 2TTx + 2/, + A(— S V- Sin 2Hx>)]

a
SH

C =v,5[a x yi].

Preuve du théoréme 3. — Contrairement a la méthode utilisée précédem-
ment, nous ne pouvons montrer I’étroite relative compacité en utilisant
les temps d’atteintes successifs des frontiéres (car ’argument essentiel

. , . o .,
était alors I’équivalence pour n grand de 1-4, avec —, ce qui n’est pas le
n

cas ici). Cest pourquoi, nous allons tout d’abord appliquer le probléeme
de martingale dont P" est solution aux fonctions du type

1
F(x,y) = f('x’ )’) + ; fx,(x: y)(P(nx)

(ou fest de classe C*, bornée ainsi que ses dérivées et ¢ est une fonction
bornée qui nous permettra d’éliminer la partie des temps locaux de F(X,, Y;)
relativement a P"). Ceci nous raménera a la situation de [/] et, utilisant

1
I’hypothése de centrage, nous substituerons dans F la fonction f+ — f{(nx, ny)
n

a la fonction f, avec yy convenablement choisie, par une méthode analogue
acelle de [/]. Nous pourrons alors montrer a la fois I’étroite relative compa-
cité et identifier la valeur d’adhérence des (P"),.
Pour éliminer la partie des temps locaux, nous pouvons choisir
sin 27mx

ox) = — o

. 1 1
en effet, notons ¢, f(x, y)=f(x, y) + " fix, y)( ~ 30 sin 2an> on constate
que

0, k* 0o, k™
¢aif) <? ) - (Zif) (7’ Y>5<"Y> =0.

_a(nx, ny)

Notons alors Z,f(x, Y) > A¢u(f)(x, y); on obtient, pour tout
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couple (s, t)avec0 < s < tet toute fonction A définie sur I'espace canonique,
bornée, #-mesurable :

E"[A(cbn(f M) — ¢l f)(M;) = J (Znf )(Mu)duﬂ =0 (¥

(Onremarque que ¢, fconverge uniformément vers fquand n tend vers + o).
Explicitons %, sous la forme :

Lfx, ) = A ’; ny) [Af(x,y) 2£24(x, y) cos 20Tnx
+ l <_ _1__ sin 2an>Afx'(x, y)+ nj;’(x, y)2H sin 2an:|.
n 2I1

On constate donc, en comparant avec la situation de [/] que I'hypo-
these de centrage doit porter sur la fonction IT x a(x, y) sin 2ITx=g(x, y).
Ce qui est bien 'hypothése faite au théoréme 3. Remarquons que I’on peut
expliciter cette hypothése grace aux seules fonctions a et § ; en effet :

va,sI1a(x, y) x sin 2I1x) = J (Ma,5a0)(x, )T sin (2Ix)dxdy .
[

Par une intégration par parties et compte tenu du systéme dont p, s est
solution (cf. lemme II.1), on obtient :

1
vasIL % a(x, y)sin 2TTx) = J 3 [@0"5) = (@0~ )
1
-1 j dy(ai0*, YY1 — 8(3).
n2(@)

1
L’hypotheése du théoréme s’écrit donc aussi J (aw)(07, y)(1 —6(y))dy=0.
0

Nous pouvons donc appliquer a g le noyau potentiel récurrent de P9,
défini par :

Rg (xa y) = Jv (x y)g(M )dt
0
(ceci a bien un sens puisque nous avons déja remarqué au lemme IV.1

qu’il existait deux constantes A et b telles que (i) | E&%,g(M,) | < Ae ™™ || g |l
uniformément en (x, y)).
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Montrons que Rg(M,) — Rg(x, y) + J g(M,)ds est une P¢’,-martin-
gale. Il nous suffit de calculer

0 0

Eg’gj ﬁ?g(Ms)ds - j (x y)g(Ms)dS

Explicitons le deuxiéme terme de cette différence :

eg)

0 t
J;) E?;C(?Y)g(MS)dS = J (x y)g(Ms)dS + j (x y)g(Ms)dS

0

En conditionnant la deuxiéme intégrale par rapport a &, et en utilisant
la propriété de Markov, on obtient :

o0

oo t
[ Ef,’c‘?y)g(Ms)dS= J (x y)g(Ms)dS + J E(x y)(E‘I:‘ifg(Ms—'))ds
0

t

0

f Et»gMy)ds + B ”J v g(M,)ds

0
(grace a (i)). )
La différence précédente se réduit donc a —E{?), j g(My)ds ce qui prouve
le résultat annoncé. 0

Par ailleurs, grice aux régularités des coefficients de P*?, on peut appli-
quer le probléme de martingale vérifié par P{’, a la fonction Rg (en effet
le semi-groupe de P*? a les mémes régularités que celui du « Skew Brownian
Motion », explicité par Walsh dans [7]). On obtient ainsi :

t a(My)
Rg (M,)—Rg(x, y)— j

0

sds

1t
- E J‘ [R,gx(0+a Ys) - 5(Ys)ngx(0_> Ys) ]d L?
0

est une P&’,-martingale. En comparant avec le calcul précédent et en
identifiant les processus a variation finie, on obtient :

"aM,)
5 S)ds

+ %jt [R’gA07", Y —R’g (07, Yo)5(Yy) 1dL? = — Jr gMy)ds .

0
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Puisque les mesures dt et dL? ont des supports disjoints, on en déduit :

J‘ ' <ARg (N;s)a(Ms) " g(Ms)> ds = 0

(S) @y D.s.
t
j [R’g0%,Y) — R'g07, Y)5(Y)ldLy = 0.
0

Utilisons maintenant la proposition III.1 pour nous ramener a la suite P*;
on déduit tout d’abord de ce qui précéde une égalité pour la probabilité
R(a, 8, Z) ; elle s’écrit (par définition de P*° et de R(a, 6, Z) au §I) :

Vee R* f B (M{)ARg(M) + g(M;)]dS=

0

R(a,0,Z).p.s. 2 f [R7g k", Y)—R'g:(k™, Y)o(Y5)1dLi(X) = 0
0

keZ

Les intégrales de toute fonction mesurable bornée (h"(My))s>0 par rapport
a ces deux processus a variation finie sont donc nulles et 'on obtient au

T 1 : .
temps tn?, aprés multiplication par —, la relation suivante :
n

-

1 tn2
" [ [ (My)h"(Mg)ARg (M)
vo + g(M2) x h"(M2)]ds =

1 tn2
- z j HM)R'gk™, YY)
n 0

keZ — Rig k™, Y)I(Y))dLEX.) =

R(a,d,Z).p.s., VieR*

N
Si h est une fonction mesurable bornée, nous pouvons appliquer ceci a

xY .
h'(x, y) = h(;,;), on obtient alors par la proposition III.1 une éga-

lité presque sire relativement 4 P"; elle s’écrit (*#) :

j [ (n"M,)ARg (nMy)h(M,) + g(nM, )h(MS)]ds—

Z j h(My) [R'gx(k*, nYy)

— Rig(k™ ,nY)é(nY)]dL"(X )=0.

ph.p.s. ViteR*
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Nous utilisons (x*) avec h(x, y) = f{(x, y) (ou f apparait dans (x)). En effet
nous allons réécrire (*) en substituant a f, la fonction

Glx, y) = f(x,y) + - f (e, yW(nx, ny) o y(x, y)=Rg (x, y).

Explicitons £,G grace a I'expression de %, écrite plus haut.
On obtient :

LAG)x,y) = Laf(x,)) + n g (nx, ny) f(x, )

in 21T
(21'[ sin 2T1nx + A<¢ - szn X X l//;)(nx, ny)> + 0(1)
n

ou L, est le générateur a coefficients bornés, défini par :

L.f(x,y) = g(nx, ny)
[Af(x, y)+f5(x, y)(—2 cos 21'Inx+21//x(nx ny) 4 cos 2Inxyi(nx, ny)

+ 211 sin 2[nxy(nx, ny) — f[ 2MInx(3y’z + Yi2)(nx, ny))

211

En rapprochant (x) et (+x) (écrit pour h(x, y)=f.(x, y)), on obtient (en notant
que

AL y)(zw;(nx, ny)— S o, ny))]

i o 74112 v ) =)

(exx)  lim E"[A(f M) —f (M) — j L.f(M,)du

S

] j " (nMu)f;(MoA(w; .$>(nMu)du].

Ce qui s’écrit encore avec des notations évidentes :

® - lim E"[A<f (M) —f (M) - Jt Ly f(Mu)du—(Af — Ag))] =0

ou A7 est un processus a variation finie.
Or en appliquant le probléme de martingale vérifié par P" a la fonction
gn(x, y), qui tend uniformément vers 0 et qui est définie par

| .
gnlx, y) = . Si(x, yWinx, ny)(— 821—;1 21'[nx>,
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on obtient :

t
liI+n E"[A(J g(nM“)[Z Jzi(M“)(l/I;‘(nM.,)(— cos 2I1nX,)
g sin 2I1nX,
211

+2 ﬂjy(M,,)'p;g,y(nM,,)<— Elﬁ sin 2HnX,,>]du - (A:’—Ag‘))] =0.

!//;’z(nMu)>

(Notons que le terme des temps locaux a disparu grace a 'égalité (xx)
vérifiée par ). Reportant enfin ceci dans (1), on obtient I'identité (2)

@ i, E[ A(f(Mt) —f (M)~ J t Lnf(M,,)du)] =0
avec
L.f(x,y)= e 1y) [A f(x, ) +£5(x, y)—2 cos 2TInx + 2y/(nx, ny)
2 .
sin 2I1nx
+ 211 sin 2IT nxy(nx, ny)—2 cos 2IInxyi(nx, ny)— —a Ay(nx, ny)

+ S, YN 2inx, ny))] .

Les coefficients de L, étant bornés, on en déduit de la méme maniére que
dans [I] I’étroite relative compacité des (P"),. On peut alors appliquer le
lemme IV.1 relatif & la convergence vers les fonctions moyennées relati-
vement ici & la probabilité v, ; et 'on obtient.

t

lim E"[A(f(M,) - ) - f

s

L f(M,,)du)] =0
avec Lf(x,y) = Afix, y) + Bfji(x, y) + CfI(x, y)
ou

/
A= Va,é[g kl —2 cos 2ITx + 25+ 2IT sin 2I1xy
sin 211x
— 2 cos 2Ixys, — Al//):l
211
a a ,
B = Va,,;(E) et C= Va’,§<§ X 21//y(x, y)) .

Si P est une valeur d’adhérence de Pm, P vérifie donc :

E[ A(f(M,) —f(M,)— f Lf(M.»du)] =0.

s
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Ceci prouve en particulier aprés localisation des fonctions f(x, y)=x2, y*
et xy que 2tA = E(X?) ;2tB= INE(Y,Z) :tC=E(X,, Y,) et la formule de Cauchy-
Schwartz prouve alors que L est elliptique et coincide donc avec le géné-
rateur d’une diffusion plane. On en déduit que P est égale & P(o,0) associée
a L, par unicité des solutions du probléme de martingales vérifi€ par cette
derniére. Ceci achéve la preuve du théoréme 3.
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