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Homogénéisation pour des processus
associés à des frontières perméables
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91128 Palaiseau Cedex, France

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 20, n° 4, 1984, p. 373-407. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Nous avons essayé d’étendre les résultats sur les équations
avec petit paramètre aux processus associés à des frontières perméables.
Notre but est de modéliser le comportement d’une particule dans un
milieu inhomogène, constitué par exemple de gouttes liquides dans une
phase gazeuse.
Nous avons d’abord considéré le point de vue microscopique par un

processus associé à des coefficients et des frontières périodiques ; ces der-
nières étant des droites ou des cercles du plan. Par un changement d’échelle,
on s’est ramené à une suite de lois pour lesquelles les frontières sont de plus
en plus denses. Il semble naturel de considérer la limite faible de cette suite
comme une approximation du phénomène physique.
Nous avons montré deux types de résultats qui dépendent du compor-

tement de l’opérateur sur les frontières. Nous avons d’abord supposé que
l’effet de surface diminuait et ensuite qu’il était constant. Dans ce dernier
cas, la convergence repose sur une hypothèse de centrage.

ABSTRACT. - We have tried to extend the results on equations with
a small parameter to processes with penetrable boundaries. The aim of
this study is to model the behaviour of a particule in an inhomogeneous
medium which can be constitued by some drops ofliquid in a gazeous phase.

First, we have considered the microscopic point of view through a process
which is associated with periodic coefficients and boundaries ; these can
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374 S. WEINRYB

be either lines or circles in the plane. Then, by a change of scale, we have
studied a sequence of laws corresponding to boundaries becoming every-
where dense. It seems natural to consider the weak limit of this sequence
as an approximation of the physical phenomenon.
We have proved two types of results that depend on the behaviour

of the operator on the boundaries. First, we have supposed that there
was a reduction of the surface effect and, secondly, that this effect was
constant. In this last case the weak convergence relies on a centering condi-
tion.

INTRODUCTION

Nous nous sommes intéressés à une extension aux processus avec

frontières perméables des résultats sur les équations avec petit paramètre
obtenus par Papanicolaou, Stroock et Varadhan dans [1 ].
Le problème étudié ici est suggéré par la modélisation du phénomène

physique suivant : on décrit la diffusion d’une particule dans un milieu
inhomogène comportant deux phases et constitué par exemple de gouttes
d’un liquide au milieu d’une phase gazeuse. Si la géométrie des deux milieux
est connue, la loi de la diffusion est la solution d’un problème de mar-
tingales faisant intervenir des « temps locaux » associés aux surfaces de
séparation des deux milieux (voir [2] ] pour une description générale).
La complexité de la géométrie de l’ensemble des deux milieux conduit,

lorsque la dimension des gouttes est très petite, à considérer le modèle
comme un modèle avec un petit paramètre B (la dimension des « gouttes »)
et à chercher sa limite lorsque B tend vers 0. Le problème est donc celui
de la limite faible d’une suite de processus plans indexés par un petit para-
mètre.

Avant d’aborder le problème où les deux milieux en présence sont
séparés par des frontières circulaires, on traite le cas où les frontières

de transmission sont des droites parallèles. Nos démonstrations sont
inspirées de [1 ] ainsi que d’un article de M. I. Freidlin [3 ].
Dans la première partie nous indiquons comment construire un pro-

cessus de Markov associé à un ensemble dénombrable de frontières,
qu’elles soient rectilignes ou circulaires. A partir d’un tel processus, défini
à l’aide de coefficients et de frontières périodiques, nous introduisons alors
sa projection sur le tore à deux dimensions ; celle-ci constitue « le pro-
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375PROCESSUS ASSOCIÉS A DES FRONTIÈRES PERMÉABLES

cessus de base » dont nous détaillons la probabilité invariante. Nous
décrivons dans la troisième partie les deux suites de lois envisagées : (Pn)n
pour les frontières rectilignes et (Qn)n pour les frontières circulaires.

Ensuite, nous énonçons et démontrons un théorème de convergence

pour ces deux suites lorsque l’opérateur de frontière « converge loca-
lement vers 0 ». Enfin, dans la dernière partie, nous démontrons un théorème
de convergence pour la suite (Pn)n lorsque l’opérateur de frontière ne dépend
que de la période et lorsque l’on fait une hypothèse de centrage analogue
à celle des équations avec petit paramètre.

I. CONSTRUCTION DE PROCESSUS DE MARKOV
ASSOCIÉS A UN ENSEMBLE DÉNOMBRABLE

DE FRONTIÈRES

Nous décrivons cette construction dans le cas de frontières rectilignes
en notant qu’elle est tout à fait analogue dans le cas des cercles et s’appuie
alors sur l’existence d’un processus de Markov associé à une seule fron-

tière circulaire.
Soit D = {xn; n ~ Z} un ensemble dénombrable de réels (éventuelle-

ment fini) tel que Inf 1 xn - xn+1 | > 0 ; notons D = ~ {x = xn}, qui
est donc constitué d’un ensemble dénombrable de droites parallèles de [R~.
Nous allons construire un processus de Markov associé aux frontières de ~.

Soient, par ailleurs, a(x, y) et des fonctions continues à droite,
bornées et minorées par des constantes strictement positives ; a sera le
coefficient de diffusion du processus et (an)n nous permettra de définir
l’opérateur sur la frontière ~. Nous notons R(a, Li, ~) la loi du processus
cherché et nous notons (x, y) E f1~2) celle du processus de Markov
plan associé à la droite frontière { ~- = (cf. [4 ]).

Rappelons que est l’unique solution du problème de martingale :

est une P-martingale (où Lfo désigne le temps local en xo du processus X.).
Vol. 20, n° 4-1984.
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N

Nous allons construire R(a, (x, ) sur l’espace canonique des trajectoires
’ continues à valeurs dans (~2, à l’aide des temps d’atteintes successifs (Tk)k
des droites de ~ et des lois 
En effet, notons ((Xt, Yt) désigne les coor-

données du processus canonique) et 
pour k E N*.

Construisons ce, ) de proche en proche sur chacun des inter-
valles [Tk, T~] (pour (x, y) point de départ)

* Sur [0, T° ], posons ~) = où (Q~x,y~, (x, y) E (1~2) désigne
la diffusion plane de générateur a(x, y).

* Si Rk désigne la probabilité conditionnelle de R(x,y)(a, a, ~) par rap-
port à Tk = 6(Xt, Yt ; t  Tk)
posons sur [Tk Tk + I ], Rk = où ce : D x R - R est définie

par : 

Grâce à la minoration par une constante positive du coefficient a, on
montre l’existence d’une constante c (dépendant de la distance minimale
. qui sépare les droites de ~) telle que Vk E N 0  c  E [Tk+ 1 - Tk] où
E désigne l’espérance par rapport à la loi construite ci-dessus. Pour cette
loi, les variables (Tk+ 1 - Tk)k sont indépendantes, on en déduit par la
loi des grands nombres que Tk tend vers + oo quand k tend vers + 00
presque sûrement ce qui justifie notre construction de la loi cx, ~)
sur l’espace canonique.

D’après le problème de martingale vérifié par il est clair que la

probabilité ainsi construire est une solution du problème
de martingale suivant :

* Pour toute fonctionfde classe C~ sur !R~ B~ telle y) existent
sur  et que f soit bornée ainsi que ses dérivées,
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377PROCESSUS ASSOCIÉS A DES FRONTIÈRES PERMÉABLES

est une R-martingale (où désigne le temps local en xn du processus X.).
On montre par ailleurs que ce problème de martingale a pour unique

solution la loi construite ci-dessus ; en effet toute solution R
vérine :

et

(avec les mêmes notations pour la loi conditionnelle de R par rapport
à car sur l’intervalle [Tk, Tk+ 1 ] seul le processus peut croître.
Ce qui montre bien l’existence du processus de Markov R(x,y)(a, a, )

associé aux frontières rectilignes de  et aux coefficients a et a.

II. DESCRIPTION DU PROCESSUS DE BASE

ET DE SA PROBABILITÉ INVARIANTE

1) Le cas des droites.

Soit ~ le carré défini par ~ 2014 - ~ x  1 - 1   1 et ~’ le torep 2 2 2 2
obtenu en identifiant les côtés opposés de ~. On notera dans la suite II la
surjection canonique de 1R2 sur fi. Soit a(x, y) une fonction continue,
sauf peut-être aux points (k, y) (k E Z), minorée par une constante stricte-
ment positive et de période 1 par rapport à x et à y. Soit par ailleurs [)(y)
une fonction continue, de période 1, et minorée par une constante stricte-
ment positive.

D’après le paragraphe I, il existe un processus de Markov (R(x,y)(a, 5, Z),
(x, y) E 1R2) associé aux frontières ~ x = k et aux fonctions a et 5 de la

manière décrite au § I (5 est ici indépendante de x). L’image de ce processus
par l’application II, que nous noterons {P~ a~,~, (x, y) E ~) et appellerons
processus de base, est solution du problème de martingale suivant : (si
(Xt, Yt) désigne les coordonnées du processus canonique à valeurs dans 0’)

(**) Pour toute fonction f de classe C2 sur ~, sauf peut-être aux points
(0, ) où +, j~) existent, telles que f et ses dérivées soient bornées,

Vol. 20, n° 4-1984.
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est une Ici L~ désigne la projection sur ri des temps
locaux de la première coordonnée du processus b, 7~)
On peut aussi définir L0t comme la limite presque sûre quand É tend vers 0

/ s  - du processus - X ~s.

En effet, pour expliciter le problème de martingale sont est solu-

tion, il suffit d’appliquer celui dont ~, Z) est solution à des fonc-
tions de période 1 sur 1R2. En particulier si f est une telle fonction, la partie
« temps locaux » de f(Xt, Yt) sous R~x,y~(a, ~, Z) s’écrit :

et d’après la formule de densité d’occupation, on a l’égalité presque sûre :

(où l’on a noté par les mêmes lettres les fonctions définies sur le tore et
leur extension à [R2 par périodicité).

Pour la loi Pa,03B4(x,y), Ar s’écrit donc (, f x(0 +, YS) - f x(0 -, L°, ainsi
qu’il a été indiqué plus haut. 0

Montrons que ce problème de martingale a une unique solution. Pour
ceci, il nous suffit de montrer l’unicité en loi des solutions (Xt, Yt) à valeurs
dans ~ du système stochastique suivant :

où (Bt, B~) est un brownien à valeurs dans ~. En effectuant le changement
t 

~ 

de temps inverse de a(Xs, Ys)ds et en conditionnant par rapport à la
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2e coordonnée (qui suit la loi d’un mouvement brownien à valeurs dans
le tore à une dimension), on est ainsi ramené à étudier l’équation

(où a est une fonction déterministe majorée par 1 2 et mesurable Soit
(où II1 est la projection sur l’axe des x de ~), nous étudions (1)

grâce à un système de cartes Si a est un réel strictement inférieur à 1. Y 2

et strictement positif, v = ~ x E ~1 ; - à  x  à ~ est un ’voisinage de 0,
1

de homéomorphe à [ - a, a ] sur R ; pour tout E tel que - - a > E > 0,

1 lv contient strictement un voisinage fermé de 2 , V£, homéomorphe
à - I + a + E , i - a - ~] sur R. Soient To = inf t > 0, Xt E v ;

inf { t > Xt E V~ }, ..., T2p - inf { t > 1, Xt 
= inf ~ t > T2p, 1). Sur [0, To ], la loi de Xt = x + Bt

est connue, de même sur [T2p+1, T2p+2], c’est celle d’un brownien à

valeurs dans issu de jusqu’à son entrée dans V. Grâce à l’homéo-
morphisme entre v et [ - a, a ], la loi de Xt sur [T2p, T 2p + 1 ] est la projec-
tion sur  de celle de la solution de l’équation stochastique sur R :

ou

D’après [S ], cette équation a une unique solution, ce qui prouve ainsi
de proche en proche, l’unicité en loi des solutions de (1) (car la suite des
temps (T2p, T2p+ 1) tend vers + oo quand p tend vers + oo, d’après les
propriétés du brownien).
Le processus (x, y) E W) est donc un processus de Markov à valeurs

dans F.

Vol. 20, n° 4-1984.
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Par ailleurs, puisque ~ est compact et que a est minorée, la loi de (Xt, Y~ )
sous admet une limite quand t tend vers + oo, c’est la probabilité
invariante associée à P(a,03B4) et que nous noterons ,ua,a(x, )dxd00FF = va,a(dx, d00FF).

LEMME II . l. - La fonction positive y) est solution sur le tore du
système (S) suivant :

Preuve du lemme. - Soit f ’(x, ) une fonction définie sur  à laquelle
on puisse appliquer le problème de martingale dont est solution,
on obtient :

Nous intégrons cette égalité par rapport à la mesure d00FF) en utili-
sant le fait que :

(en projetant sur le tore la formule de densité d’occupation relative à
5, Z)). Grâce au théorème de convergence dominée (en notant que

l’étude de permet de prouver que :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(où ni désigne la projection du tore sur la ieme coordonnée pour i = 1 et 2).
En reportant dans l’égalité écrite plus haut, on obtient finalement, après
division par t :

Après intégration par parties du Laplacien, on obtient :

Ceci étant vérifié, quelle que soit la fonction f (x, y), on en déduit le sys-
tème (S) dont est solution en annulant les coefficients de f (x, y), f (o, y)
et f x(0 -, y) dans l’égalité écrite ci-dessus.

Remarque. L’existence d’une solution du système (S) peut se traiter
par des méthodes d’analyse fonctionnelle, en identifiant la fonction 
par ses coefficients de Fourier.

Nous 

noterons K la constante en remarquant que si 5 = 1, ’

a,1(x, y) = 
a(x, y) . 

- 

2) Le cas des cercles.

Notons C le cercle inclus dans le tore ri défini par C = ~ (x, y) E F,

J X2 + 2 = r } où r est un réel tel que 0  r  1 . Soit a x y) une fonc-
tion définie sur ri, continue sauf peut-être sur C, minorée par une constante
strictement positive. Soit par ailleurs 5(0) une fonction continue définie
sur [0, 2H ] telle que 5(0) = b(2II), minorée par une constante strictement
positive. On note (Q{x ,,~, (x, y) E ~) le processus de Markov à valeurs dans ?~°,
solution du problème de martingale suivant : (son existence et son unicité
se démontrent comme au § II. 1 pour 

(**) Pour toute fonction de classe C2 sur  sauf peut-être sur C 0)

Vol. 20, n° 4-1984.
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existent (si f désigne l’expression de f en coordonnées polaires pour 03C1 ~ 0)
et telles que f et ses dérivées soient bornées,

est une Qa,03B4(x,y)-martingale où l’on a noté pt = Xf + y? et où Lt( p . )
désigne le temps local en r du processus p, c’est-à-dire la limite presque

sûre quand B tend vers 0 de 1 ~t0 1r03C1sr+~d p X.

Notons dy) = y)dxdy la mesure invariante du pro-
cessus Nous avons montré dans [6 ], que l’image du processus plan
associé aux fonctions a( p, 0), 5(0) et au cercle { p = r ~ par l’applica-
tion (p, 0) --~ (Log p, 0) avait pour loi (avec les notations du I)

où ,..", a ( x, y) = a(e ’ y) . Grâce au système vérifié par la mesure invariante deL ~ yl e y 
- 

p

(cf. II.1), on obtient comme solution du système suivant

où l’on ~a posé ,u(r, 0) = 0) x a(r, e).

On remarque en particulier = K où K désigne la constanteOn en particulier que = 

a(03C1, 03B8) 
où K designe la constante

y)dxdy

III. DESCRIPTION DE LA SUITE DES LOIS 

1 ) Le cas des droites.

On note, pour tout n, Zn - xi = - ; k E Z constituant une subdivision

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



383PROCESSUS ASSOCIÉS A DES FRONTIÈRES PERMÉABLES

1
de la droite de pas = . Soit 03B4n une fonction continue de R dans R, de période 1,

n

minorée par une constante strictement positive ; on pose :

La loi Pn envisagée est associée aux frontières de Zn et aux coefficients an
et yn (on remarque que les points de discontinuité de an coïncident avec Zn).
Avec les notations du I, on pose pn = R(o,o)(an, yn, Zn). Par définition de
cette loi, Pn est l’unique solution du problème de martingale (Mn) suivant :

(**) Pour toute fonction f définie sur R2, de classe C2, sur R2BZn (où
- t )f k k± B

x = - telles que fx , y existent et telles que f et ses
B~ /

dérivées soient bornées,

est Pn-martingale ( où L désigne le temps local en - au sens de Tanaka
du processus X. )..
Nous allons tout d’abord relier Pn au processus de base étudié

au § II .1 et que nous noterons simplement Ceci fait l’objet de la pro-
position suivante :

PROPOSITION III .1. - Soit S~ l’espace canonique des processus à valeurs
dans ~2 et l’espace canonique des processus à valeurs dans ~. Notons ~n
l’application de Q dans S~ définie par :

L’image par 03A0  03C6n de la loi Pn, coïncide sur avec la loi du Markov

de base étudié au ~ 

Preuve. D’après la construction de décrite au II. 1, il nous suffit
de montrer que l’image de Pn par ~n coïncide avec R~o,o~(a, ~n, Z) ou qu’elle
vérifie le même problème de martingale. Or, d’après la formulation de (Mn),

Vol. 20, n° 4-1984. 14
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on obtient que pour toute fonction de classe C2 sur I1~2 ~ Z telle que f ’x (k ±, y)
existent pour tout k E Z,

k
est une Pn-martingale (car n L ~(X . ) = On retrouve donc ainsi

le problème de martingale dont R~o,o~(a, ~n, Z) est solution et qui a été
étudié au I.

Conséquence de la proposition III.1. Si l’on note En, l’espérance relative à
Pn et l’espérance relative à Pa°&#x26;~, pour toute fonction fde période 1 définie
sur [R2, mesurable, bornée, on a : En [f(nXt, 

Ceci nous permettra de faire intervenir les mesures puisque pour
tout ce > 0, on a d’après [3 ] :

2) Le cas des cercles.

On notera encore a(x, yl’ l’extension de a sur le plan définie par pério-

dicité. Pour tout entier n on définit un réseau du plan de maille 1 par les
points =(-,2014), , ( , k’) e Z~ ~. On notera Cn la réunion des cercles( În ~/ J
de centre et de rayon -. De la même manière que pour les droites

n

parallèles au I, on peut construire à l’aide des temps d’atteintes successifs
des cercles de C,~ et du processus de Markov associé à un seul cercle étudié
dans [~], un processus de Markov (x, y) E associé à la frontière Cn
et aux fonctions y) = a(nx, ny) et 5"(0), où ôn(8) est une fonction conti-
nue, minorée par une constante strictement positive, définie sur [0, 2it ] et
telle que ~n(8) _ 
De manière précise est solution du problème de martingale sui-

f

vant (où d~°k~(t ) désigne le processus !! M~ - Mn’k~ ~ ~ et = ~n?k’( t ) >

est le temps local du processus 
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( **) Pour toute fonction y) définie sur R2, de classe C2 sauf peut-être
Ô r

sur Cn où  - , 8 existent (si p, 03B8) désigne l’expression de , f’ en
âp n

coordonnées polaires par rapport à la nouvelle origine 

est une Q(x,y)-martingale.
On établit comme en III.1 la relation entre et le processus

de base défini sur le tore ; c’est l’objet du lemme suivant dont la
démonstration est en tout point analogue à celle de la proposition III. 1.

LEMME III.2. - Soit CPn l’application de Q dans S~ défini par

l’image par 03A0  03C6n de Qn coïncide sur avec la loi 

IV. THÉORÈME DE CONVERGENCE
QUAND L’OPÉRATEUR DE FRONTIÈRE
« CONVERGE LOCALEMENT VERS 0 »

THÉORÈME 1. - Le cas des droites.

Lorsque la fonction y -~ n( 1 - converge uniformément vers une
fonction continue a( y), minorée par une constante strictement positive,

sur - 2, 2 , quand n tend vers +00, la suite converge alors fai-

blement vers la loi P(0,0) associée au Markov de générateur L défini par :

ou

THÉORÈME 2. - Le cas des cercles.

Si la fonction n(l, - ~n(8)), converge uniformément sur (0, 2H ] vers une

fonction continue a(8) minorée par une constante strictement positive, la

Vol. 20, n° 4-1984.
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suite (Qn)n converge alors faiblement vers la loi associée au Markov

de générateur Ef défini par

ou

1) Démonstration du théorème 1.

.

a) Etroite relative compacité.
Nous utilisons les critères d’Aldous-Rebolledo et nous intéressons

donc aux décompositions des semimartingales Y~) relativement aux
lois Pn.

où (B~, est un Pn-brownien bidimensionnel issu de 0. Puisque le cro-
chet ( X, Y )>t est identiquement nul pour toutes les Pn, il nous suffit d’éta-
blir que :

tels que

(*) Sup En~~t ~  co(t ) pour une constante co(t ) dépendant de t ;’

où (2n)n est une suite de (~ t)t temps d’arrêt et où (Y~) représente successi-
vement le crochet et la variation totale du processus à variation finie entrant

dans la décomposition de X et Y relativement à P~‘.
Puisque la fonction périodique an(x, y) = a(nx, ny) est uniformément

bornée, on prouve facilement que les crochets de X et Y vérifient tous deux
les conditions (*) et (**).
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