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RESUME. - Soit f une application mesurable de R dans R ayant la pro-
priété suivante : pour tout intervalle [a, b ], si la variable aleatoire X est

de loi uniforme sur [a, b ],. alors f (X) est de loi uniforme sur un intervalle
[al, b1]. Nous demontrons qu’une telle application f est affine presque
partout.

ABSTRACT. - Consider the measurable function f : R with the

following property: for any interval [a, b ], if the random variable X is

uniformly distributed on [a, b ], then f (X) is uniformly distributed on some
interval [al, b1]. We prove that such an f is affine almost everywhere.

INTRODUCTION

Soit ~u une mesure de probabilite sur IR; si f est une application mesurable
de R dans on designe par f *  l’image par f de la mesure J1 ; on note 
l’ensemble des probabilites sur R images de f.l par une application affine ;
on note l’ensemble des applications mesurables f de R dans R telles
que f * A( ~c)-

(*) I. N. S. A., Toulouse.
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En d’autres termes, si la variable aleatoire X est de loi ~ A(,u) est l’ensemble
des lois des variables aleatoires aX + f3 avec a et f3 reels et 0, et f est
dans F(,u) si quels que soient 0 et f3, il existe 0 et f31 tels que

f(aX + f3) et 03B11X + f31 aient la meme loi.

Par exemple, si p est une loi de Cauchy, F( ~) est un ensemble assez vaste,
en pratique parametre par R x ou est l’ensemble des mesures

positives singulieres sur le cercle (voir Letac [1 ]).
Pour tout , il est clair que F(,u) contient au moins les fonctions affines ;

plus precisement F(,u) contient au moins la classe T(,~) des fonctions f telles
que pour tout v de A( ), il existe av # 0 et tels que f (x) = avx + v -

presque partout. J. F. C. Kingman (cite dans [2 ]) a conjecture que F( ) # T(/l)
si et seulement si p est une loi de Cauchy. Cette conjecture semble tout a fait
delicate a montrer ; dans [2] ] Letac et Pradines vérifient a son appui que
F(,u) = T(,u) si p est une loi normale. Nous allons montrer qu’il en est de
meme si p est uniforme sur un intervalle. Dans [2] ] il etait mentionne que
ceci est aise a verifier. G. Letac nous a informe que sa demonstration,
apres verification, etait incomplete, et c’est le but du present article de
fournir une preuve detaillee.

THEOREME. - Soit f une application mesurable de R dans R telle que :
pour tout a reel et pour tout h > 0, il existe A(a, h) dans R et H(a, h) >- 0
tels que, si X est une variable aléatoire uniforme sur [a, a + h ] alors f(X)
est uniforme sur [A, A + H ] (avec la convention f(X) * A si H = 0). Alors
il existe des reels a et ~3 tels que pour presque tout x dans (1~, f(x) = ax + /3.

Demonstration. Si a  b on note la probabilité uniforme sur [a, b ].
S’il existe a reel et h > 0 tels que H(a, h) = 0 alorsf * est la mesure

de Dirac en A, donc

C’est le cas d’egalite de l’inégalité de Schwarz, donc f est presque partout
constante sur [a, a + h]. Alors pour a1 eth1 tels que a 1 + h i ,
f * ~1,01+hi 1 possede un atome, donc f est presque partout constante sur
[ai’ ai + et par consequent sur R. On supposera donc dans la suite
que H(a, h) > 0.

Puisque
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et

alors pour h > 0 iixe, l’application a - H2(a, h) est absolument continue
sur R et, comme H > 0, les applications a ~ H(a, h) et a - A(a, h) sont
egalement absolument continues sur R.
De meme, pour a fixe, les applications h ~ H(a, h) et a - A(a, h) sont

absolument continues sur ]0, + oo [.
Fixons maintenant a, et derivons par rapport a h l’expression suivante :

nous avons pour presque tout h > 0 :

Utilisons maintenant Ie fait que si sont des polynomes et 03C9i des reels
n

deux a deux distincts, alors = 0 si et seulement si pour tout i

i

0 ; alors, pour presque tout h > o.

Fixons maintenant h > 0 ; en derivant (1) par rapport à a et en tenant

compte de (2) on trouve que :

Soient alors des reels a  b, a’  b’ et notons = f ~ 
== f * a’,b’; si a = a’, on voit aisément que ou bien A = A’ ou bien

B = B’. On en deduit que pour tout reel a, ou bien l’application définie
sur ]0, + oo [ : h - A(a, h) est une constante ou bien l’application
définie sur ]0, + oo [ : h - A(a, h) + ah est une constante y(a). En rap-
prochant ceci de (3) on obtient que pour tout reel a,

ou bien, pour presque tout h > 0, f(a + h) = ah + f3(a) (5)
ou bien, pour presque tout h > 0, f(a + h) = - ah + y(a) (6)

Vol. 20, n° 3-1984.



250 J.-L. DUNAU ET H. SENATEUR

Mais s’il existe ai vérifiant (5) et a2 verifiant (6), alors a = 0. On a donc :

ou bien, pour tout a et pour presque tout h > 0 (7)
ou bien, pour tout a et pour presque tout h > 0 (8)
Si on a (7) on voit que l’application a ~ aa est une constante ~3 ;
c’est analogue pour (8). Ce qui acheve la demonstration du théorème.
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