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dans un espace nucléaire
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Université de Paris VI, 4, place Jussieu, 75005 Paris

RESUME. — 1. Mitoma [8] a récemment obtenu un critére simple de
convergence en loi pour une suite de processus continus, ou continus a
droite et limités & gauche, & valeurs dans le dual fort d’un espace de Fré-
chet nucléaire. Nous étendons ce critére au cas du dual fort d’une limite
inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet nucléaires et, dans le
cadre général des systémes projectifs, proposé par A. S. Ustunel [/2],
au:cas des processus a valeurs dans un espace de Fréchet nucléaire.

ABSTRACT. — L. Mitoma [8] has recently obtained a simple sufficient
condition for the convergence in law of a sequence of continuous or right
continuous and left limited processes taking their values in the strong
dual of a nuclear Fréchet space. We extend this condition to the case
of a strong dual of a strict inductive limit of a sequence of nuclear Fréchet
spaces and, in the general setting of projective systems, proposed by
A. S. Ustunel [12], to the case of nuclear Fréchet-valued processes.

INTRODUCTION

Les processus stochastiques en dimension infinie ont déja fait I'objet
de nombreux travaux. A. S. Ustunel [/2] a montré Pintérét d’étudier plus
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226 J.-P. FOUQUE

particuliérement les processus a valeurs dans les espaces nucléaires ; les
bonnes propriétés de ces espaces lui ont permis de développer un calcul
stochastique dans le cadre général des systémes projectifs de processus,
qui s’applique aux divers espaces de distributions.

Différents travaux, notamment ceux sur les systémes infinis de particules,
par exemple [3] et [/], ont montré le besoin d’étudier la convergence
en loi pour des suites de processus a valeurs dans ces espaces.

Récemment 1. Mitoma [8] a démontré le résultat suivant : Soit (X")
une suite de processus continus (resp. continus a droite et limités a gauche,
en abrégé : cad-lag) a valeurs dans le dual fort d’un espace de Fréchet
nucléaire E ; si pour tout ¢ de E, les lois des processus { ¢, X" > sur ’espace
des trajectoires réelles continues (resp. cad-lag) forment une suite tendue
et si pour tout (¢, ..., t;) de R%, (¢4, ..., @) de E, la variable aléatoire
k-dimensionnelle (< ¢4, X7, >, ..., { @, X}, > ) converge en loi vers une
probabilité sur R¥, alors (X") converge en loi vers un processus X continu
(resp. cad-lag).

Nous nous proposons d’étendre ce résultat a une plus large classe
d’espaces nucléaires, de maniére a couvrir a peu prés toutes les situations
pratiques qui seront rencontrées dans I’étude des systémes infinis de parti-
cules, des équations aux dérivées partielles stochastiques ou des flots
stochastiques.

Nous suivrons le plan suivant :

Dans le premier paragraphe nous introduisons les notations utilisées
pour les espaces E et E’, les différents espaces de trajectoires et leur topo-
logie, les systémes projectifs de processus et leur loi, la compacité faible
et la convergence en loi.

La difficulté se trouvant dans I'obtention d’un critére simple de compa-
cité, nous consacrons le deuxiéme paragraphe a ce probléme, pour les
systémes projectifs de lois.

Le troisiéme paragraphe traitera du cas ou E’ est un espace de Fréchet
nucléaire ; dans ce cas nous aurons l’existence et I'unicité de la limite d’un
systéme projectif de probabilités et le critére de compacité pour une suite
sera une conséquence du deuxiéme paragraphe.

Dans le quatriéme paragraphe nous étendrons le résultat de I. Mitoma
au cas ou E est la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
nucléaires, aprés avoir montré que, dans ce-cas, il y a existence et unicité
de la limite pour tout systéme projectif de processus.

Le dernier paragraphe est consacré a un exemple : I’étude des fluctua-

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LA CONVERGENCE EN LOI POUR LES PROCESSUS A VALEURS NUCLEAIRES 227
n

tions de — z Jx; autour de sa limite, ou X est la position d’une parti-
n
i=1
cule i dans l’espace euclidien R%

I. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1) L’espace E et son dual E'.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, réflexif,
complet et nucléaire tel que son dual fort E’ soit complet et nucléaire.

U(E’) désignera une base de voisinages (de I'origine) de E’ telle que :
si U e U(E"), E’(U), le complété de E’/Pg *(0) pour la norme py, jauge de U,
soit un espace de Hilbert séparable ; et il existe Ve U(E’), V < U, tel que
la projection canonique de E’'(V) sur E’(U), notée k(U, V), soit nucléaire
(cf. [9]). Le dual de E'(U) peut étre identifié a I’espace de Hilbert sépa-
rable E[U°], sous-espace vectoriel de E, engendré par le polaire de U,
muni de la norme pyo ; on notera <, >y le produit scalaire de cette dualité.

E’ est isomorphe a un sous-espace de la limite projective { E’(U), k(U) ;
UeUE") } ou k(U) est la projection canonique de E’ sur E’(U). Nous
noterons i(V°, U°) (resp. i(U%)) I'injection canonique de E[U°] dans E[V°]
(resp. dans E).

2) Les systémes projectifs de processus sur E'.

Dans toute la suite, on se donne un espace probabilis¢ (Q, F, Q).
L’ensemble des temps sera [0, T], pour un nombre réel positif T, ou
[0, + o0); si cet ensemble n’est pas précisé, les définitions et résultats
sont valables dans tous les cas. s

Nous. rassemblons en une définition les notions introduites dans [/2].

DERINITION 1.1. — Un ensemble X = { XY, U e U(E’) }, ou pour chaque
U de U(E’), XY est un processus stochastique défini sur (Q, F, Q), d valeurs
dans E'(U), est appelé un systéme projectif de processus sur E' si pour tout
V< U, VeUE), les processus k(U,V)o XY et XY sont indistinguables.

Nous dirons que X admet une limite sur E’ si il existe une application X’
de [0, T] (resp. [0, +0)) x Q dans E’ telle que pour tout t et ¢ € E, 'appli-

cation w — { ¢, X|(w) > soit mesurable et pour tout UeU(E'); k(U)o X
est une modification de XV.

Vol. 20, n° 3-1984.



228 J.-P. FOUQUE
Un systéme projectif X est dit continu (resp. cad-lag) si pour tout U € U(E’),
XY est continu (resp. cad-lag).

Au paragraphe III, nous verrons des conditions sur E pour que tout

systéme projectif continu (resp. cid-lag) admette une limite continue (resp.
. cad-lag), unique dans ce cas-la.

3) Les différents espaces de trajectoires
et leur topologie.

— Sur [0, T]:

Cg (resp. CE ) désignera I'espace des applications continues de [0, T]
dans R (resp. E’(U)), muni de la topologie de la convergence uniforme ;
ceux sont des espaces de Banach séparables. D (resp. Dy ) désignera
I’espace des applications cad-lag de [0, T] dans R (resp. E’(U)), muni
de la topologie de Skorohod (cf. [2] et [5]) ; ceux sont des espaces métriques
complets et séparables.

CL. (resp. D}, est 'espace des applications continues (resp. cad-lag)
de [0, T] dans E’, muni de la topologie projective par rapport a la famille
{CEwy KU); UeUE)} (resp. { DL, kU); UeUE)}) ou k(U)
désigne I'application de CE. (resp. Dg/) dans Cg., (resp. Dg)) définie par :
k(U)(x) = (k(U)x(t)), te [0, T]) pour tout x e CL (resp. Di). Il est facile
de voir que k(U, V), définie similairement, est continue.

— Sur [0, +0):

Nous munissons Cg (resp. Cgy,, C#) de la topologie projective par
rapport & la famille { C§, Ne N } (resp. { C}.u), NeN }, { Cf,,NeN }).

Dg et Dgy, sont munis de la topologie habituelle de Skohorod (cf. [5]
et [8]).

Dy est muni de la topologie décrite par [§] R.2.2.

Tous les espaces que nous venons de définir seront toujours munis de
leur tribu borélienne notée : B(.).

4) Loi d’un systéme projectif.

De manicre générale si (A, A) et (B, B) sont deux espaces mesurables,
h une application mesurable de A vers B, et m une mesure sur (A, A), h(m)
désignera la mesure image de m par h, sur (B, B).

DEFINITION 1.2. — Un ensemble P = { PY, U e U(E’) }, ou pour chaque
U de U(E’), PY est une probabilité sur Cg /vy (resp. Dg (), est appelé un sys-
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LA CONVERGENCE EN LOI POUR LES PROCESSUS A VALEURS NUCLEAIRES 229

téme projectif de probabilités sur Cg. (resp. Dg.) si pour tout V < U, V e U(E’),
kU, V)(PY) = PY; soit X = { XY, Ue U(E’) } un systéme projectif continu
(resp. cad-lag) de processus sur E'; si PY est la loi de XY sur Cg., (resp.
Dg ), le systéme projectif de probabilités sur Cg. (resp. Dg) P = { PY,
Ue U[E") } est appelé la loi de X.

Nous dirons qu'un systéme de probabilités P sur Cg. (resp. Dg) admet
une limite si il existe une probabilité sur Cg, (resp. Dg.), encore notée P,
telle que : k(U)P) = PV pour tout U e U(E).

5) Compacité et convergence en loi.

Les espaces Cg () (resp. Dg () €tant métrisables, séparables et complets,
une famille de probabilités { P; };,; est relativement compacte pour la
topologie de la convergence faible (ou étroite), si et seulement si elle est
tendue (i. e. elle vérifie la condition de Prohorov : Ve > 0, 3K compact
de Cg  (resp. Dg ) tel que P(K) = 1 — ¢ pour tout i e I) (cf. [2]).

DEFINITION 1.3. — Nous dirons quune famille {P;};.; de systémes
projectifs de probabilités sur Cg. (resp. Dg.) est tendue si pour tout U € U(E’),
la famille { PP },.; de probabilités sur Cg., (resp. Dg.y)) est tendue. Nous
dirons qu'une suite (X") de systémes projectifs continus (resp. cad-lag) de
processus sur E’, converge en loi, si pour tout U € U(E’), (PY) converge étroi-
tement sur Cg., (resp. Dg.y). (Si PV désigne la limite, il est facile de voir
que {PY, UeU[E) | forme un systéme projectif de probabilités sur Cg
(resp. Dg)).

6) Les différentes projections.

Pour p€E; n? : Cy (resp Dg) — Cpg (resp. Dg)
= (o,x(l))

Pour ¢ € E, U e U(E’) tels que p e E[U°] ;

: Ceuy (resp Dg ) — Cr (resp. Dg)
= o, x(1) Dy

Ona:sipeE[U°]NnE[V], soit WeUE),WcUnNV:
Ve o k(U, W) = n¥? o k(V, W) = %% sur Cgw, (resp. Dew))-

En particulier si P est un systéme projectif de probabilités, 7V-¢(PY), que
nous noterons PY%, ne dépend pas de U, pourvu que ¢ € E[U°].

Vol. 20, n° 3-1984.



230 J.-P. FOUQUE
Pour ¢,,...,0€E et tq, ..., t;;

nft? . Cy (resp Dg) —» RF
= (@, x(E) D, - P, X(t) )

Pour ¢, ...,9,€E, UeU(E) tels que ¢, ..., 0, e E[U°];

= (< ?P1s x(tl) >U9 . 'a-< (' x(tk) >U)

De méme que précédemment, ;%" ne dépend pas de U, pourvu que
@4, ...,0,€E[U°]

Toutes ces projections sont continues.

Le paragraphe suivant est consacré a un critére de compacité pour une
suite de systémes projectifs de probabilités et a la convergence en loi pour
une suite de systémes projectifs de processus.

I1. LA COMPACITE
POUR UNE SUITE DE SYSTEMES PROJECTIFS
DE PROBABILITES

Dans [8], I. Mitoma a astucieusement adapté une démonstration du
type Théoréme de Minlos (cf. [/] et [6]) aux processus a valeurs dans le
dual d’un espace de Fréchet nucléaire. Nous utilisons ici, cette démonstra-
tion, dans la situation duale, pour les systémes projectifs de probabilités.

Nous la développerons pour lintervalle [0, T] et dans le cas continu,
en mentionnant a la fin de ce paragraphe les extensions a [0, 4+o0) et
au cas cad-lag. En particulier, sup, Cg, Cg/y), Cg signifieront respecti-
vement sup , Cg, Cf ), CE .

te[0,T]

THEOREME II.1. — La suite (P,) de systémes projectifs sur Cg est tendue
si et seulement si pour tout ¢ €E et Ue U(E’) tels que ¢ e E[U°], la suite
(Py>?) de probabilités sur Cg, est tendue.

Démonstration. — n%® étant continue, la condition est manifestement
nécessaire.

La réciproque se fera en plusieurs etapes nous allons tout d’abord mon-
trer que le théoréme est vrai en admettant pour un instant la proposition
suivante :
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ProposITION II.1. — Pourtout Ve U(E')et toute > 0, il existe M < + o0
tel que :

1
P) {xeCg/suppy(x(t) <M} >1— 5¢  pour tout n.
t

Soit Ue U(E’) et ¢ > 0; choisissons V < U, Ve U(E’) tel que k(U, V)
soit nucléaire ; soit M le nombre réel positif de la proposition. Par hypo-
these, (P,*¢*) est tendue sur Cy pour tout ¢, d’une suite dense dans E[V°].

11 existe donc K, compact de Cy tel que :

PY(K,) =¥ (PY)K,) = PY(@¥*) {(Kp) = 1-27%"%,  ¥n

posons H=(r"") (K, H= {x e Cr/suppy(x(t) <M} 0 (ﬂH)
et K = KU, V)(H).

Un calcul simple montre alors que PY(K) = PyY(H) > 1 — ¢ pour tout n.
Nous allons montrer que K est relativement compact dans Cg .

Ona:KckUV){xe CE,(V)/Sltlp py(x(t)) S M })nk(U, V)(ﬂ Hk)
k=1

def
etdonc:K; = {x(t)e E'(U);xeKette [0,T]} < k(U, V)({ x(t); xeCpg v,
et sup py(x(t)) < M }) qui est I'image par l'application nucléaire k(U, V)
t
d’un ensemble borné dans E’(V) et donc relativement compact dans E’(U).
K, est donc aussi relativement compact dans E’(U), ce qui constitue la
premiere partie du Théoréme d’Arzela-Ascoli appliqué a K sur Cgy,
(cf. [2D).

Il nous reste a montrer que lim sup WH(x) = 0 on WY est le module
—0 xeK
de continuité sur Cg () défini pour 0 < § < 1 par :

WEJ(X):Itﬁlsllg¢s Pylx(t)=x(s)) = sup <o x(t)=x(s) yul-

|t —s| <8,0eU

Nous avons :

sup WY(x) = Sug WY(k(U, V)(x))
xeK xe
= sup | <, k(U, V)(x(t) — x(s)) Dyl
xeH, |t —s| <d, peU°

= sup | <o, x(t) — x(s) Dy |

xeH, |t —s| <é,peU°

< s <o) = x(s) Dy | = sup W),

xeH, |t —s| <, peV'

Vol. 20, n°® 3-1984.



232 J.-P. FOUQUE

Drautre part pour tout a > 0, il existe ¢* e V° tel que :

1
sup | <%, x(t) — x(s) v | = SIEJSWB’(X) — 54

xeH, |t—s| <

L’ensemble{ x(t)—x(s), xeH, |t—s| < d} < H; — H, est borné donc
équicontinu dans BE’(V). 1l existe donc ¢, € VO tel que :

1
sup | <@y, x(t)—x(s) pv| = sup 6I<¢*,X(t)—X(S)>v|—§a

xeH,|t—s|<d xeH,|t—s| <
Finalement H = H, implique :

sup | < @p x(t)—x(s) Dv | = sug WY(x)—a et Hp=(x"*)"'(Ky)

xeHy, [t —s| <6

implique : sup @) —f(s)| = sup WY (x) —a.

SeKy, [t—s| <o

K, étant compact dans Cpg, le Théoréme d’Arzela-Ascoli sur Cp donne :

%irr(l) sup Wy (x) < a, et ce pour tout a > 0 ;

~0 xeH

soit :
lim sup W§'(x) < lim sup Wy(x) = 0 C.Q.F.D.
-0 xek 320 xeH

Nous démontrons maintenant la proposition II.1 en admettant pour
un instant le lemme suivant :

LEMME II.1. — Vb >0, VVe U(E’), IW < V, We UE’) et r > 0 tels
que k(U, V) soit nucléaire et :

, 2
L sup |1 —exp (i, x(t) py)|dP) < b + ﬁ(pwo(fp))z,
E/(V)

t

pour tout n et tout ¢ de E[V°].

Soient V e U(E’), & > 0 et (¢,) une suite dense dans E[V°].
Rappelons que : py(x(t)) = sup | (o, x(t) v | = sup | @y x(t) Dy .
@eVo @reVO

Soit { eY° } une base orthonormale de E [V°]; on a donc :

[ < P> X(t) Dy | < pyo(py) - (Z < e}/o, x(t) >%>%
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‘et pour @ e VO pyo() < 1; donc :
P/ {xeCgy (V)/SUPPV(x(t)) M}

=P {xeCE(v)/sup<z<e, , x(t) > ) \M}

=Py {XECE'(V)I/SHP > <e)’, x(t) >3 < M2 }
t
3 i=1

p—

e 1 .. . .
e est positif; nous lui associons le W et le  du
e2

lemme ; k(V, W) étant nucléaire on a :

K

Z<pwo( W <+ oo.

=1

¢ étant donné, b =

Pour tout C > 0,

{xeCE(V)/supZOz ,x(t) Y% > CZ}

= lim P) {xe Cg/(v)/sSup Z ey’ x(t) Y2 > C? }
t
=

p—~>+ o

&
. _ %
< pl}r-ll—’loo e% _ 1 JCE’(V) Sltlp (1 eXp( 2C2 Z < e t) >V))dPn

1 .
exp <—- Tes 2 el x(t) )%,) étant la transformée de Fourier de la pro-
Jj=1

babilité gaussienne sur R? :
. p
Cr 1
i=1

au point ( { e}°, x(t) Dy, ..., { ey, x(t) >v), la derniére quantité est égale & :

14
lim e% su 1— €X i < ° X(t) >V
1 1 . M
potoer — ] Ce/(v) lp RP P / y] ej

ji=

p

cr 1 2,2 v
Wexp ~5 C?yj |dy, ... dy, |JdP}

i=1

Vol. 20, n° 3-1984. 9



234 J.-P. FOUQUE

1—exp<i<Zy, e; ,x(t)> )

p
cr 1
(2—75)5exp (— 3 ZC@?)dyl ... dy, dP)

i=1

< lim sup
p—+ o ez_.l Cerovy JRP

et griace au Théoréme de Fubini et & la majoration du lemme :

p p
3 2 2\ ¢r 1
i b o ey’ A ip -5 c? 2>
p~+we%—1Lp<+ (”W@,m )))(mwexp( 22 ¢
i=1 ji=1

< lim
=

Q

» » ~dy; ... dy,
. e* 2 vonz cr
<t 5 (v0 2 ) (e[, (207
j=1 j=1 »
1 2.2
exp| — 3 C*y; Jdy, »

2
Choisissons M tel que : M2 Z(pwo( N <b; compte tenu de la
j=1
valeur de b et en passant 4 la probabilit¢ du complémentaire, il vient :

1
Py {xe CE,(V)/Sltlp pvxt) <M} =1 - 5¢ pour tout n. C.Q.F.D.

Nous en arrivons finalement 4 la démonstration du lemme II.1. Soient
b > 0 et Ve U(E); choisissons We UE’), W <= V tel que k(V, W) soit
nucléaire ; pour ¢ e E[V°] < E[W°] on a :

L sup|1—exp (i<, X(t)>v)ldP,.V=j sup| 1—exp (i< ¢, x(t) )w) | dP,".
C

E/(v) E/(w) !

Suivant toujours [8], définissons, pour ¢ € [Wy] :

sup | @, x(t) dw |
M(¢) = sup L : w

n

E’ (W) 1 + sup ‘ < ?, x(t) >W l
t
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M a les propriétés suivantes :
1) M(9) 20 et M(p) =M(—-¢) VoeE[W°]

2) Mle + ) < M(g) + M(g') Vo, ¢’ e E[W°]
3) M est s. c.i. sur E[W?°]

En effet, 1) et 2) sont évidentes et :

3) on montre en utilisant le lemme de Fatou que pour toute suite (¢y)
convergente vers ¢ dans E[W?], llicm+inf M(¢@,) = M(¢p). M est séquentiel-

lement s. c. i. sur 'espace de Hilbert séparable E[W°], et donc s. c. i.
4) Posons : x*(¢) = sup | { @, x(t) dw -
t

Puisque pour ¢ € E[W°], (P\V) est tendue sur Cg, il existe, Vi > 0
un réel a, tel que PY*{ fe Cg/sup f(t) > a, } <n pour tout n, donc
t

PV { xe Cgw)/x*(¢) > a, } < n pour tout n; soit m, un entier tel que
m§ > a, ; alors pour m > my, :

x*(q/m)
M(¢/m) = sup ( J ,—————dPY
n \JixeCrwy s <myl + x*(p/m)

x*p/m
T ey
{xeCg/(w) x*(p) > m?} I+ x ((p/m)
%

m
S sup <m + m? P¥ { x € Cpow)/x*(¢) < m* }
' + B { x & Cew)/x*(p) > m* } >
" n)

m*

< T

(o

et donc lim sup M(p/m) < n pour tout n > 0, soit : 1}1}1 M(¢p/m) = 0.
Par [13], p. 386, M est continue sur E[W°].

<mt+4g

1
Soit ¢; > 0 tel que |1 — exp (is)| < Eb dés que |s| < ¢;.

— 14+ (1 +b? }
—

Puisque M est continue en O sur E[W°],il existe r > Otel quesip € E[W?]
et pwo(@) < r alors M(¢p) < ¢35 :

Posons ¢, = min {cl,

x*(¢) 2
sup PY { xeCgw/x*(@)=c, }=s1:p PV { xeCE/(W)/1 ) > Tte,
l+c, x*(¢) 1+ ¢ b
< su dP¥ = M(p)<(14cy)e, <.
P — - LMW’ T+ x*9) o (@< +e)er <
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. . o
Toujours si ¢ e rW°,

n t

SUPJ sup |1 — exp (i< @, x(t) dw) | dP;Y
Ce/(w)

b
< Sl:P (5 PV {xe Cew/x* (@) < ¢ })"‘ S'-:P (0204 {xe Cew/x*(@)=c, 1)

b b
<-+2-=5b;
2 4 b

d’autre part pour tout @ de E[W°], sup|1—exp (i { ¢, x(t) dw) | <2 et
t

puisque si ¢ n’appartient pas a rW°, on a pwo(®) > r, alors :

2
SUPJ sup | 1—exp (i { @, x(t) Yw) | dPY < b + > (Pwo(@))?
Ce/(w)

n t

et donc finalement :

2
Supj sup | 1—exp (i { @, x(t) dw) | AP} < b+ ﬁ(PwO(‘P))Z
n Ce(w) ¢
pour tout ¢ de E[W°].

En particulier pour ¢ € E[V°] et grice a ’égalité mentionnée au début :

2
Sup{ sup [ 1—exp (i { @, x(t) )v) | APy < b + r—z(pwo(@))2
Ce/(v)

n t
C.Q.F.D.
L’extension du Théoréme I1.1 & Cg. se fait sans difficulté, en projetant

sur les C¥.y,, N entier, et en appliquant [6] Proposition 3 a la suite (Py).
L’extension a D nécessite de remplacer, dans la premiére partie de la
démonstration, le module de continuité W} par :
W'¥x) =infmax  sup  py(x(t) — x(s)),

{ti}) 1 i <s<t<tis
pour {t;}=0=to<t; <...<t,=T), telle que inf|t;y, —t;| =5
et xe Di ) (cf. [2], [5]). '
Le cas D, est encore obtenu par projection sur les Df ), N entier.

COROLLAIRE II.1. — Soit (X") une suite de systémes projectifs continus
(resp. cad-lag) de processus sur E’. Supposons que pour tout ¢ € E et U € U(E’)
tels que @ € E[U°], les lois des { @, X™V >, forment une suite tendue sur Cy
(resp. Dg) et que pour tout @, . . ., @, U € UE’) tels que ¢, . . ., p,e E[U°],
tys oot onait - (o, XEY Dy, oo, {@r XY D) converge en loi sur R*;
alors (X") converge en loi, au sens de la définition 1.3.
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Démonstration. — Gréace au théoréme II.1, pour tout Ue U(E’), la
suite (PY) est tendue sur Cg.y, (resp. Dg:(). La convergence de m;:%%;.~?<(P})
vers une probabilité sur R implique alors la convergence étroite de (P;)
vers une limite unique PY, probabilité sur Cg,y, (resp. Dg ), E’(U) étant
ici un espace de Hilbert séparable.

{PY, Ue UE) } est la limite en loi de la suite (X").

III. E* EST UN ESPACE DE FRECHET NUCLEAIRE

Dans ce cas, U(E’) peut étre choisi égal a une suite décroissante de voi-
sinages et par la Proposition 1 de [6], tout systéme projectif { PY, U € U(E’) }
sur Cg. (resp. Dg) admet une limite unique P, qui est donc une probabi-
lité sur Cy, (resp. D), vérifiant : k(U)(P) = PY pour tout U e U(E’).

Cg(resp. Dg.) étant, dans ce cas, métrisable, complet et séparable (E’ est
lui-méme séparable), il y a équivalence entre le fait qu’une suite de pro-
babilités soit tendue et le fait qu’elle soit relativement compacte pour
la topologie étroite.

Par la Proposition 3 de [6], une suite de systémes projectifs ( { Py,
Ue UE') } )pen est tendue (au sens de la définition I.3) si et seulement si
la suite des limites (P,) est tendue sur Cg. (resp. Dg/) au sens usuel.

ProPOSITION III.1. — Une suite (P,) de probabilités sur Cg. (resp. Dg/)
est tendue si et seulement si pour tout ¢ de E, la suite (n?(P,) = PY) est tendue
sur Cg (resp. Dg) (On pourrait exprimer la condition par : « (P,) est scalai-
rement tendue » ).

Démonstration. — ¥ étant continue pour tout ¢, la condition est mani-
festement nécessaire.
Pour tout ¢ € E et tout U e U(E’) tels que ¢ e E[U°] :

(1% o KU)) =< @, KUYX(-) du=< (U ), X(*) > =< ¢, x() y=n"(x)

pour tout x € Cg. (resp. D).

Donc P;? = n%?(PY)=(n"? o k(U))(P,)=n?P,)=P¢. Par hypothése,
(Pg), et donc (Py?), est tendue sur Cy (resp. Dg). Le théoréme II. 1 implique
alors que la suite ({ Py, Ue U(E’) } ) est tendue au sens des systémes pro-
jectifs et donc que la suite (P,) est tendue sur Cg, (resp. Dg)).

En termes de systémes projectifs, nous obtenons le critére de convergence
suivant :
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COROLLAIRE I11.1. — Les hypothéses sur la suite (X") de systémes pro-
Jjectifs de processus sur B’ étant celles du corollaire 11.1, (X") converge en loi
vers le processus X défini sur la base stochastique (Cg,, B(Cg), P) (resp.
(Dg., B(E"), P)) par X(w) = w(t), ou P est la limite de la suite

(P, = lim { P}, Ue U(E')}.

IV. E EST LA LIMITE INDUCTIVE STRICTE
D’UNE SUITE (E,) D’ESPACES DE FRECHET NUCLEAIRES

Nous démontrons tout d’abord I’existence d’une limite continue (resp.

cad-lag) pour les systémes projectifs continus (resp. cad-lag) de processus
sur E’.

PROPOSITION IV.1. — Soit E un espace de Fréchet nucléaire ou la limite
inductive stricte d’une suite (E;) de tels espaces. Tout systéme projectif
continu (resp. cad-lag) X = { XY, Ue U(E’) } de processus sur E’, admet un
processus limite continu (resp. cad-lag) a valeurs dans E’, unique a Uindistin-
guabilité prés, que nous noterons encore X.

Démonstration. — Dans tous les cas, par [/2], Lemme I.1, il existe un
processus limite X’ (tel que pour tout U € U(E’), k(U) o X’ soit une modifi-
cation de XY).

Supposons tout d’abord E Fréchet nucléaire : pour toutt > Oet peE[U°]
(o, XD = (U)X > = {0, KUXX) Dy = (0, XU Dy Q. p. 5.5 XV
étant continu (resp. cad-lag), ( ¢, X’ > admet une modification continue
(resp. cad-lag). Par [7], Théoréme 1 (resp. Théoréme 2), X’ admet une
modification continue (resp. cad-lag) X.

Supposons maintenant E limite inductive stricte d’une suite (E,) d’espaces
de Fréchet nucléaires : E est isomorphe au quotient de la somme directe XE,,
par un sous-espace vectoriel fermé H (cf. [9] et [12]); désignons par k
la projection associée et par inj,, I'injection de E, dans XE,. E’ est le sous-
espace vectoriel H® du produit ITE/ et nous noterons proj, la projection
de IIE; sur E;.

Pour chaque ¢ > 0, la restriction de X; a E, engendre une variable aléa-
toire X" sur E; et proj, X! = X" Q. p. s.

Soit 9 € E, : < ¢, X" > "= { o, proj,X; > = < inj,p, X; > = klinj,e), X; >
soit U € U(E’) tel que k(inj, @) e E[U°] :

C k(inj, ), X, > = < k(inj,@), UYX) Sy = < k(inj,@), XY Dy
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XY étant continu (resp. cad-lag), ¢, X" > admet une modification continue
(resp. cad-lag) que nous noterons X". En dehors d’'un ensemble négli-
geable Q,, définissons X, sur E’, pour tout rationnel g, tel que : X; = X,
et proj,X, = Xj pour tout n. On définit X, pour tout ¢ par continuité (resp.
continuité a droite) sur TIE] et nous avons : proj,X,(w) = X}(w) pour
tout t = 0 et w e Q\Q, ; X est donc une modification continue (resp. cad-
lag) de X".

Pour tout @ de Q\Q,, X, (w) = X/(w) e E’ = H° pour tout g rationnel ;
HP étant fermé dans I1E}, et X continu (resp. cad-lag), X,(w) € E’ pour tout
t =0, ce qui prouve que X est bien a valeurs dans E’. C.Q.F.D.

Dans ce paragraphe, les systémes projectifs continus (resp. cad-lag)
de processus sur E’ seront donc remplacés par une modification continue
(resp. cad-lag) de leur limite.

Le résultat suivant est I’extension du Théoréme 3.1 (resp. 4.1) de [8],
au cas ou E est la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
nucléaires.

THEOREME IV.1. — Soit (P,) une suite de probabilités sur Cg. (resp. Dg)
telle que pour tout ¢ € E, la suite (P? = n®(P,)) de probabilités sur Cyg (resp.
Dg) soit tendue ; (P,) est alors tendue sur Cg. (resp. Dg).

Démonstration. — 11 suffit de réécrire la démonstration de [8], en utili-
sant la:base de voisinages U(E) (définie comme U(E’)) a la place d’une suite
croissante de semi-normes hilbertiennes, ce que nous ne ferons que par-
tiellement en insistant sur les difficultés supplémentaires. Comme au
paragraphe II, nous nous plagons dans le cas continu et a horizon borné
[0, T], sans mentionner T dans les calculs.

On montre tout d’abord que le théoréme est vrai, modulo la propo-
sition suivante :

ProrosITION IV.2. —
Ve > 0, IVeU(E)

1
et M < + oo/P,{xeCgp/suppyox(t)) <M} >1— 3¢ pour tout n.
t
Soit (¢4) une suite dense dans E, qui est encore séparable. Pour tout k,

(P?<) est tendue sur Cg, il existe donc un compact de Cg, K,, tel que
PP<(K,) = 1 — 27%"1¢ pour tout n. Posons B, = (n?) " }(K,) et :

=1

B={xe CE'/SlthPVO(x(t)) <Mjn (O Bk)'
On a : P(B) > 1 — ¢ pour tout n.
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Soit W e U(E), W-c V tel que i(W°, V°) soit nucléaire.

’ d

B est borné dans Cgyo; €t donc B, = {x(t); xeB, te [0,T]} est alors
borné dans E’ [V°] et donc relativement compact dans E’ [W°] .Comme au
paragrapheIl, { x(t) — x(s),xeB,|t—s| < 6 } = B; — B, estbornédansE’
et donc équicontinu, ce qui permet de montrer que }iir% sup WY°(x) = 0,

9 xeB
et puisque V° = WO, %in(l) sup WY°(x) = 0. Le Théoréme d’Arzela-Ascoli
0 xeB

appliqué a2 B sur Cgqwo, montre que B est relativement compact
dans Cgwo; et par Tinjection continue i(W°, B est relativement
compact dans Cg.

Remarque. — Cette démonstration montre aussi le fait suivant qui nous
sera utile par la suite : si K est un compact de Cg,, il existe U € U(E) tel
que K soit compact dans Cgyo; .

La démonstration de la proposition IV .2 se fait en supposant pour un
instant le lemme suivant (extension du lemme 3.3 de [8]) :

LemMmE IV.1. —

Vb > 0, HUeU(E)/j sup | 1—exp (i{o, x(t))) | dP,<b+2(pi(@)),
Cgr !

pour tout @ € E et tout n. 5 q
el pa—
8e?
auquel on associe le voisinage U du lemme ; E étant nucléaire, on peut
trouver un voisinage V, V < U, et une base orthonormale { e} } de E(V)

¢ > 0 étant donné, on suit la démonstration de [§] : on pose b =

0

telle que : E(pu(e}')_)z < + oo. Chaque ¢, sécrit alors Za’]‘-e}’ + fk
j=1 =1
avec py(f3) = 0. Puisque pour ¢, € V on a : py(¢,) < 1, on obtient :
| <@ x(t) > | < Pv(%)(Z Cej, x(t) >2> + [ fEx(t) >
j=1

< <Z<ey,x(r)>2)7 1D

soit : 1=

P,{xe Cu/sup pyol(x(t)) < C }

= P, { xe Cg/sup sugl (o, x(t)y| <C}
t @e

=P, {xeCg/sup sup | { @, x(t) >| < C}

t preVvV
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= P,,({xeCE/sup <2<ej,x(t)> ) < C}

n {XGCE/Sltlp SUP|<fv,X(t)>I }>

=P, ({xeCE/sup 2(3,,x(t)>2 <C2}
{XGCE/SUP Z<fv,x(t)>2 —0}>

On applique alors la méthode de [8], développée au paragraphe II dans
la situation duale, pour obtenir, grace a la majoration du lemme, les esti-
mations suivantes :

P,,{xecE,/supZ@y, x(t) Y2 > M2 } <®
t
i=1

4
{xECE/supz:<fv,x(t)>2 >0}

ou M aura été choisi tel que : Z (pule

et

pour tout n,

-lklm

En revenant aux complementa1res, on obtient la proposition IV.2.

La démonstration du lemme IV .1 présente une difficulté supplémentaire.
Nous noterons (E,,), la suite de sous-espaces de E, telle que chaque E,,
soit un espace de Fréchet nucléaire et E soit la limite inductive stricte
de (E,).

On introduit encore la fonctionnelle M, définie sur E par :

M(¢) = sup

n

n

sup | <o, x(t) ) |
LEJ + sup | < @, x(1) > |
t
M a les propriétés suivantes :

1) M(p) = 0 et M(¢p) = M(— o) VoeE

2) M(p + ¢") < M(9) + M(¢") Vo, ¢'€E

3) La restriction de M a chaque E,,, notée M,,,, est s. c. i. sur E,,.
4) pljlpw M(¢/p) =0  VeeE.
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Ces propriétés s’obtiennent comme dans [8]; pour 3), sur E, nous n’avons
que la semi-continuité inférieure séquentielle et il n’est plus possible d’affir-
mer que M est continue sur E; toutefois M,, est continue sur E,, pour
chaque m.

1
Soit ¢; > 0 tel que |1 — exp (is) | <§b des que |s| < ¢;.

—1+(1+b)%}

2
Puisque M,, est continue en 0, il existe U,, un voisinage absolument
convexe de E,, tel que : M,(¢) < 27™c3 dés que ¢ € U,,. U*, l’enveloppe

o0

Posons ¢, = min {cl,

convexe absolue de U U,, est un voisinage de l'origine de E et : tout ¢

k m=1 k
de U* s’écrit Z/licpi, ou @y, .. .,qokeUUm et EI/H < 1.
m=1 i=1

i=1
En regroupant correctement les termes, les U, étant absolument convexes,

k 1
on peut écrire : Zli(pi = Z @}, ou les @] appartiennent a des U,,; dis-
i=1 ji=1

tincts ; on obtient alors :

1 1

k 1
M(Z )“i(Pi> = M(Z (P3> < 2 M(‘P;) < C% zz_mj
i=1 j=1 .

i= j=1 j=1

00
<c3 E 27m =2 .

m=1

Donc M(¢) < ¢3 dés que ¢ € U*; il nous suffit alors de choisir U € U(E),
tel que U = U* pour obtenir M(¢) < c% dés que ¢ € U. La démonstration
se termine comme dans [8], ou comme au paragraphe I dans la situation
duale, en remplagant rW° par U.

La généralisation du Théoréme IV.1 & Cg d’une part et & D', D
d’autre part, se fait sans difficulté par limite projective pour passer de T
a4 + oo et en utilisant le module de continuité adéquat dans le cas cad-lag.

COROLLAIRE IV.1. — Soit (X") une suite de processiis continus (resp.
cad-lag) a valeurs dans E'. Supposons que pour tout ¢ € E, les lois P,” des -
processus réels { ¢, X" > forment une suite tendue sur Cg (resp. Dg) et que
pour tout @y, ...,@ de B, t;, ..., ty,onait : ({ @y, X}, D, .., { @ X5, D)
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converge en loi sur R*; alors (X") converge en loi vers un processus continu
(resp. cad-lag) X, a valeurs dans E'.

La démonstration de ce corollaire est, comme dans [8], une conséquence
facile des trois faits suivants :

1) Cg (resp. Dg) est complétement régulier.
2) Les compacts de Cg. (resp. Dg/) sont métrisables. ,
3) B(Cg) (resp. B(Dg)) est engendrée par les cylindres de la forme :

{xeCg (resp. Dp)/({ @1, x(t1) >, .. ., { 1, x(t;) > )€ B, Be BRY)}

En effet, (P,) est tendue sur Cyg (resp. Dg/) par le Théoréme 1V.1.; 1), 2)
etle Théoréme 5.2 de [10]impliquent que chaque sous-suite de (P,) contient
une sous-suite qui converge étroitement ; 3) et le Théoréme 2.3 de [2] nous
permettent de conclure a I'existence d’une limite unique P, probabilité
sur Cg (resp. Dg/). Le processus X est alors défini sur la base stochastique
(Ce» B(Cg), P) (resp. (Dg:, B(Dg/), P)) par : X(w) = oft).

V. UNE APPLICATION

Pour illustrer le Théoréme que nous venons de généraliser, nous avons
choisi de reprendre 'exemple de [4]. Il s’agit d’un exemple trés simple
au niveau des calculs, qui a 'avantage de montrer I'intérét du résultat de
I. Mitoma.

Considérons une infinité de particules browniennes d-dimensionnelles
indépendantes, issues de 0 par exemple; soit B! la position dans R? au
temps ¢, de la particule i, & laquelle nous associons la masse de Dirac ;.

Par la loi des grands nombres, la suite (X") de processus a valeurs mesures
n

1 . ..
définis par X! = — 2533, converge en loi vers le processus déterministe
n
i=1
E(dg,) ou (B,) est un brownien d-dimensionnel, issu de 0, indépendant
des (B;).

Pour étudier les fluctuations autour de la limite, on considére la suite (S")
de processus définis par : S7 = n}(X! — E(55,)); S" est égal en loi & :

n”* Z(én‘. — E(ds)).
i=1
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Pour ¢ € #(R?), ensemble des fonctions sur R? & décroissance rapide :

SHp) =n"* Z(tp — E(p(B})))

t . 1
=n? ZJ‘ Vo(B)) - dB; + —f SYAg@)ds .
£ Jo 2o

t
Posons : M%) = n"* EJ Vo(B:) - dB:.
(0]

L’inégalité E( | M*(¢)—M?(¢) |*) < Const. (sup || V¢ ||ga)*(t —s)* montre
que (M™") est scalairement tendue.
Le théoréme de la limite centrale a4 plusieurs dimensions montre que

(MI(@1), ..., ML(@,) converge en loi sur R* vers une distribution gaus-
sienne centrée de covariance :

tintj
J E(Vo(B,) - Vo (By))ds
0
ou (B,) est un brownien d-dimensionnel issu de 0.
(M") converge donc en loi.
Soient W1, ..., W% d browniens standards indépendants définis sur

F'(R?) ; désignons par g, la densité de la loi de B.
d

t
M, = z J ((61-\/;) + \/gsai)dw; définit une martingale gaussienne
0

a valeurs dans &’(RY) telle que :

E[(M(¢)’] = z L 10/ + </2:00%0 |2 gads

d d
t t
= > f | — /2:0:0) F2mads = > ” 2.0)(0:¢)*dxds
0 0 JR4
i=1 i=1

= L Ld 8N Vo(x))*dxds = LE [(Vo(By))* 1ds

Ce qui montre que M est la limite en loi de (M™).
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Drautre part l'inégalité
E(|S/(¢)—Si(¢) |*) < Const. (sup [| Vo [lra)* + (sup| Ag | )*)(t—s)?

montre que (S") est scalairement tendue.
Toute sous-suite de (S”) convergente en loi, converge donc vers la loi P
du processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé, solution unique de

1
ds, = dM, + 5 ASdt, S = 0.

(S™) converge donc en loi vers S qui s’écrit :

t
S, = J AIIM, >0,
4]

Signalons enfin que cette méthode peut étre généralisée au cas d’un sys-
téme infini de particules avec interactions du type de celui étudié dans [11].
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