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La convergence en loi

pour les processus à valeurs

dans un espace nucléaire

Jean-Pierre FOUQUE
Laboratoire de Probabilites, associe C. N. R. S. n° 224,
Universite de Paris VI, 4, place Jussieu, 75005 Paris

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 20, n° 3, 1984, p. 225-245. Probabilites et Statistiques

RESUME. - I. Mitoma [8] ] a recemment obtenu un critere simple de
convergence en loi pour une suite de processus continus, ou continus a
droite et limites a gauche, a valeurs dans le dual fort d’un espace de Fre-
chet nucleaire. Nous etendons ce critere au cas du dual fort d’une limite

inductive stricte d’une suite d’espaces de Frechet nucleaires et, dans le
cadre general des systemes projectifs, propose par A. S. Ustunel [12 ],
au cas des processus a valeurs dans un espace de Frechet nuoléaire.

ABSTRACT. - I. Mitoma [8 ] has recently obtained a simple sufficient
condition for the convergence in law of a sequence of continuous or right
continuous and left limited processes taking their values in the strong
dual of a nuclear Frechet space. We extend this condition to the case

of a strong dual of a strict inductive limit of a sequence of nuclear Frechet

spaces and, in the general setting of projective systems, proposed by
A. S. Ustunel [12 ], to the case of nuclear Frechet-valued processes.

INTRODUCTION

Les processus stochastiques en dimension infinie ont deja fait l’objet
de nombreux travaux. A. S. Ustunel [12 ] a montre Finteret d’etudier plus
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226 J.-P. FOUQUE

particulierement les processus a valeurs dans les espaces nucleaires ; les
bonnes proprietes de ces espaces lui ont permis de developper un calcul
stochastique dans le cadre general des systemes projectifs de processus,
qui s’applique aux divers espaces de distributions.

Differents travaux, notamment ceux sur les systemes infinis de particules,
par exemple [3 ] et [11 ], ont montre le besoin d’etudier la convergence
en loi pour des suites de processus a valeurs dans ces espaces.
Recemment I. Mitoma [8] ] a demontre le resultat suivant : Soit (Xn)

une suite de processus continus (resp. continus a droite et limités a gauche,
en abrege : cad-lag) a valeurs dans le dual fort d’un espace de Frechet
nucleaire E ; si pour tout qJ de E, les lois des processus ( qJ, xn ) sur l’espace
des trajectoires reelles continues (resp. cad-lag) forment une suite tendue
et si pour tout (t 1, ..., tk) de ( ~p 1, ..., de Ek, la variable aleatoire
k-dimensionnelle ( ( Xtl ), ... , ( converge en loi vers une

probabilite sur alors (Xn) converge en loi vers un processus X continu
(resp. cad-lag).
Nous nous proposons d’etendre ce resultat a une plus large classe

d’espaces nucleaires, de maniere a couvrir a peu pres toutes les situations
pratiques qui seront rencontrees dans 1’etude des systemes infinis de parti-
cules, des equations aux derivees partielles stochastiques ou des flots

stochastiques.
Nous suivrons le plan suivant :

Dans le premier paragraphe nous introduisons les notations utilisees
pour les espaces E et E’, les differents espaces de trajectoires et leur topo-
logie, les systemes projectifs de processus et leur loi, la compacite faible
et la convergence en loi.

La difficulte se trouvant dans l’obtention d’un critere simple de compa-
cite, nous consacrons le deuxieme paragraphe a ce probleme, pour les
systemes projectifs de lois.
Le troisieme paragraphe traitera du cas ou E’ est un espace de Frechet

nucleaire ; dans ce cas nous aurons l’existence et l’unicité de la limite d’un

systeme projectif de probabilites et le critere de compacite pour une suite
sera une consequence du deuxieme paragraphe.
Dans le quatrieme paragraphe nous etendrons le resultat de I. Mitoma

au cas ou E est la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Frechet
nucleaires, apres avoir montre que, dans ce cas, il y a existence et unicite
de la limite pour tout systeme projectif de processus.
Le dernier paragraphe est consacré a un exemple : 1’etude des fluctua-
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227LA CONVERGENCE EN LOI POUR LES PROCESSUS A VALEURS NUCLEAIRES

n

tions de - n 1 ’ 03B4Xit autour de sa limite, ou Xit est la position d’une parti-
cule i dans 1’espace euclidien Rd.

I. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1 ) L’espace E et son dual E’.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, réflexif,
complet et nucleaire tel que son dual fort E’ soit complet et nucleaire.

U(E’) designera une base de voisinages (de 1’,origine) de E’ telle que :
si U E U(E’), E’(U), le complete de E’/PJ 1(0) pour la norme pU, jauge de U,
soit un espace de Hilbert separable ; et il existe V E U(E’), V c U, tel que
la projection canonique de E’(V) sur E’(U), notee k(U, V), soit nucleaire
(cf. [9 ]). Le dual de E’(U) peut etre identifié a l’espace de Hilbert sepa-
rable E [U° ], sous-espace vectoriel de E, engendré par le polaire de U,
muni de la norme puo ; on notera ( produit scalaire de cette dualite.

E’ est isomorphe a un sous-espace de la limite projective { E’(U), k(U) ;
U E U(E’) } ou k(U) est la projection canonique de E’ sur E’(U). Nous
noterons U°) (resp. l’injection canonique de E [U° ] dans E [V° ]
(resp. dans E).

2) Les systemes projectifs de processus sur E’.

Dans toute la suite, on se donne un espace probabilise (Q, F, Q).
L’ensemble des temps sera [0,T], pour un nombre reel positif T, ou
[0, + oo) ; si cet ensemble n’est pas precise, les définitions et resultats

sont valables dans tous les cas. ~

Nous. rassemblons en une definition les notions introduites dans [12].

DEFINITION 1.1. - Un ensemble X = {XU, U E D(E’)}, ou pour chaque
U de U(E’), XU est un processus stochastique défini sur (0, F, Q), a valeurs
dans E’(U), est appele un système projectif de processus sur E’ si pour tout
V c U, V E U(E’), les processus k(U, XV et XU sont indistinguables.
Nous dirons que X admet une limite sur E’ si il existe une application X’

de [0, T (resp. [0, + x Q dans E’ telle que pour tout t et ({J E E, l’appli-
soit mesurable et pour tout U E U(E’); X’

est une modification de XU.

Vol. 20, n° 3-1984.



228 J.-P. FOUQUE

Un système projectif X est dit continu (resp. càd-làg) si pour tout U E U(E’),
XU est eontinu (resp. cad-lag).
Au paragraphe III, nous verrons des conditions sur E pour que tout

systeme projectif continu (resp. cad-lag) admette une limite continue (resp.
- cad-lag), unique dans ce cas-la.

3) Les differents espaces de trajectoires
et leur topologie.

-- Sur [0, T ] :

q (resp. designera l’espace des applications continues de [0, T]
dans  (resp. E’(U)), muni de la topologie de la convergence uniforme ;
ceux sont des espaces de Banach separables. D~ (resp. designera
l’espace des applications cad-lag de [0, T ] dans  (resp. E’(U)), muni
de la topologie de Skorohod (cf. [2 ] et [5 ]) ; ceux sont des espaces metriques
complets et separables.

CE. (resp. D~,) est l’espace des applications continues (resp. cad-lag)
de [0, T ] dans E’, muni de la topologie projective par rapport a la famille
~ k(U) ; I U E k(U) ; I U E U(E’) }) où k(U)
designe l’application de CE. (resp. D~) dans (resp. définie par :

k(U)(x) = (k(U)(x(t)), t E [0, T ]) pour tout (resp. D/§/,). II est facile

de voir que k(U, V), définie similairement, est continue.

-- Sur [0, + CJJ) :
Nous munissons C~ (resp. de la topologie projective par

rapport a la famille { C~, N N e ~ }, { C~, N ).
D~ et sont munis de la topologie habituelle de Skohorod (cf. [5 ]

et [8 ]).
DF est muni de la topologie decrite par [8 ] R . 2 . 2.
Tous les espaces que nous venons de définir seront toujours munis de

leur tribu borelienne notee : B( . ).

4) Loi d’un systeme projectif.

De maniere générale si (A, A) et (B, B) sont deux espaces mesurables,
h une application mesurable de A vers B, et m une mesure sur (A, A), h(m)
designera la mesure image de m par h, sur (B, B).

DEFINITION 1.2. -- Un ensemble P == {PU, U E U(E’) }, oic pour chaque
U de U(E’), PU est une probabilité sur (resp. DE,(u)), est appele un sys-
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229LA CONVERGENCE EN LOI POUR LES PROCESSUS A VALEURS NUCLEAIRES

tème projectifde probabilites sur CE. (resp. DE,) si pour tout V c U, V E U(E’),
k(U, = soit X = {XU, U E U(E’) } un système projectif continu
(resp. càd-làg) de processus sur E’ ; si PU est la loi de XU sur (resp.
DE,(u)), le systeme projectif de probabilites sur CE. (resp. DE,) P == {PU,
U E D(E’) } est appelé la l oi de X.

Nous dirons qu’un système de probabilites P sur CE. (resp. DE,) admet
une limite si il existe une probabilité sur CE. (resp. DE.), encore notee P,
telle que : k(U)(P) = PU pour tout U E U(E’).

5) Compacité et convergence en loi.

Les espaces (resp. étant métrisables, séparables et complets,
une famille de probabilités est relativement compacte pour la

topologie de la convergence faible (ou étroite), si et seulement si elle est

tendue (i. e. elle vérifie la condition de Prohorov : ‘dE > 0, 3K compact
de (resp. tel que 1 - ~ pour tout i E I) (cf. [2 ]).

DEFINITION I.3. - Nous dirons qu’une famille {Pi}i~I de systemes
projectifs de probabilites sur CE. (resp. DE,) est tendue si pour tout U E U(E’),
la famille {PUi}i~I de probabilites sur (resp. est tendue. Nous

dirons qu’une suite de systèmes projectifs continus (resp. cad-lag) de
processus sur E’, converge en loi, si pour tout U E U(E’), (P)) converge étroi-
tement sur (resp. DE,(u)). (Si PU désigne la limite, il est facile de voir

U E U(E’) } forme un système projectif de probabilites sur CE.
(resp. DE.)).

6) Les differentes projections.

Pour 

Pour 03C6 E E, U E U(E’) tels que qJ E E [U° ] ;

On a : si qJ E E [U° soit W e U(E’), W  U n V :

En particulier si P est un systeme projectif de probabilites, que
nous noterons ne depend pas de U, pourvu que p E E [U° ].

Vol. 20, n° 3-1984.



230 J.-P. FOUQUE

Pour ~p 1, ..., ~pk E E et t 1, ..., tk ;

Pour ~p 1, : ... , ~pk E E, U E U(E’) tels que ~p 1, ..., ~pk E E [UO] ;

De meme que precedemment, ne depend pas de U, pourvu que

Toutes ces projections sont continues.
Le paragraphe suivant est consacre a un critere de compacite pour une

suite de systemes projectifs de probabilites et a la convergence en loi pour
une suite de systemes projectifs de processus.

II. LA COMPACITE
POUR UNE SUITE DE SYSTEMES PROJECTIFS

DE PROBABILITES

Dans [8 ], I. Mitoma a astucieusement adapte une demonstration du
type Theoreme de Minlos (cf. [7] ] et [6 ]) aux processus a valeurs dans le
dual d’un espace de Frechet nucleaire. Nous utilisons ici, cette demonstra-
tion, dans la situation duale, pour les systemes projectifs de probabilites.
Nous la developperons pour l’intervalle [0, T ] et dans le cas continu,

en mentionnant a la fin de ce paragraphe les extensions a [0, et

au cas cad-lag. En particulier, sup, CE, signifieront respecti-
vement sup, C[ae, CE.. 

te[0,T]

THEOREME 11.1. -- La suite (Pn) de systèmes projectifs sur CE. est tendue
si et seulement si pour tout tp E E et U E U(E’) tels que ~p E E [UO], la suite

de probabilites sur Cg, est tendue.

Demonstration. etant continue, la condition est manifestement
necessalre.. ,

La reciproque se fera en plusieurs etapes : nous allons tout d’abord mon-
trer que le theoreme est vrai en admettant pour un instant la proposition
suivante :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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PROPOSITION II .1. - Pour toutV E U(E’) et tout E > 0, il existe M  + 00

tel que : 
.

Soit U E U(E’) et 8 > 0 ; choisissons V c: U, V E U(E’) tel que k(U, V)
soit nucleaire ; soit M le nombre reel positif de la proposition. Par hypo-
these, est tendue sur pour tout d’une suite dense dans 

Il existe donc Kk compact de tel que :

posons H= x E M} / Hk
et K = k(U, V)(H). 

t ~-1 ~
Un calcul simple montre alors que 1 - ~ pour tout n.

Nous allons montrer que K est relativement compact dans 
.. 

On a : K c k(U, V)( { X E M }) n k(U, V) Hk
et donc : K 1 E E’(U) ; x E K et t E [0, T ] } c: k(U, V)({x(t);x~CE’(V )

et sup pv(x(t)) x M }) qui est l’image par l’application nucleaire k(U, V)
t

d’un ensemble borne dans E’(V) et donc relativement compact dans E’(U).
K1 est donc aussi relativement compact dans E’(U), ce qui constitue la
premiere partie du Theoreme d’Arzela-Ascoli applique a K sur 
(cf. [2 ]).

Il nous reste a montrer que lim sup = 0 ou WY est le module
3-° XEK .

de continuite- sur défini pour 0  5  1 par :

Nous avons :

Vol. 20, n° 3-1984.



232 J.-P. FOUQUE

D’autre part pour tout a > 0, il existe qJ* E V ° tel que :

L’ensemble{x(t)-x(s), ~-s!5}~Hi-Hi est borne donc
equicontinu dans E’(V). Il existe donc E V° tel que :

Finalement H  Hk implique :

implique :

Kk etant compact dans le Theoreme d’Arzela-Ascoli sur donne :

soit :

Nous demontrons maintenant la proposition 11.1 en admettant pour
un instant le lemme suivant :

LEMME II .1. - Vb > 0, VV E 3W  V, We U(E’) et r > 0 tels

que k(U, V) soit nucléaire et :

pour tout n et tout ~p de E [V° ].
Soient V e U(E’), s > 0 et (~p~j une suite dense dans E [V° ].
Rappelons que : = x(t ) >v I = x(t ) 

03C6~Vo 03C6k~V0

Soit { une base orthonormale de E [V° ] ; on a donc :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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et pour ~pk E V°, done :

8 etant donne, b = 4e 2 
est positif ; nous lui associons le W et Ie r du

lemme ; k(V, W) etant nucleaire on a :

Pour tout I

exp ( 2014 1 2 ev0j, x(t)>2v( etant la transformée de Fourier de la pro-
;=1

babilite gaussienne sur Rp:

au point ( ( ~) )y. - ..  ~~) ~v). la derniere quantité est egale a :

sup 1- exp i x(t ) >v)
j= 1

Vol. 20, n° 3-1984.
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et grace au Theoreme de Fubini et a la majoration du lemme :

J’=l i 00

Choisissons M tel que : 2 M2r2 (pwo(ev0j))2  b; compte tenu de la

valeur de h et en passant a la probability du complementaire, il vient :

Py {jc e M } ~ 1 - - s pour tout ~. C. Q. F. D.

Nous en arrivons finalement a la demonstration du lemme 11.1. Soient

~ > 0 et V e U(E’); choisissons WeU(EO, W c= V tel que soit

nucléaire; pour c= E[W0] on a :

Suivant toujours [8 ], définissons, pour pvo ] :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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M a les propriétés suivantes :

En effet, 1) et 2) sont evidentes et :

3) on montre en utilisant le lemme de Fatou que pour toute suite (CPk)
convergente vers 03C6 dans E [W° ], lim inf M(cp). M est séquentiel-

lement s. c. i. sur l’espace de Hilbert separable E [W° ], et donc s. c. i.
4) Posons : x*(cp) = sup I  ~ x(t ) 

t

Puisque pour 03C6 E E [W° ], est tendue sur il existe, ~ > 0
un reel a03C6 tel que fe CR/supf(t) > 1] pour tout n, donc

t

E > a~ ~  r~ pour tout n ; soit mo un entier tel que

alp ; alors pour m > mo :

et donc lim sup pour tout ~ > 0, soit : lim = 0.

Par [13 ], p. 386, M est continue sur 

Soit Ci > 0 tel que [ 1 - b des que s ~  cl.

Posons

Puisque M est continue en o sur E [W° ], il existe r > 0 tel que si 03C6 E E [W° ]
et  r alors  c2 :

Vol. 20, n° 3-1984.
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Toujours si ~p E rW°,

d’autre part pour tout ~ de E pV° ], sup l-exp(f ( ~ x(t) >w) 1 ~ 2 et
f

puisque si p n’appartient pas à on a > r, alors :

et donc finalement :

pour tout qJ de E [W° ].
En particulier pour 03C6 E E [V° ] et grace a 1’egalite mentionnee au debut :

~ -, -, 

C.Q. F. D.
L’extension du Théorème II.1 à C~E, se fait sans difficulty en projetant

sur les N entier, et en appliquant [6] Proposition 3 à la suite 
L’extension à DTE, nécessite de remplacer, dans la premiere partie de la

démonstration, Ie module de continuité WY par :

== (0 = to  t1  ...  tk = T), telle que inf ) 1 
- ti I ~ ð

et x E (cf. [2 ], [5 ]). 
i

Le- cas DE. est encore obtenu par projection sur les N entier.

COROLLAIRE II. 1. -- Soit une suite de systèmes projectifs continus
(resp. cad-lag) de processus sur E’. Supposons que pour tout (fJ E E et U E U(E’)
tels que 03C6 E E [U° ], les lois des 03C6,Xn,U >u forment une suite tendue sur CIae
(resp. et que pour tout (fJ 1, ..., U E U(E’) tels que cp 1, ..., E [U° ],
t 1, ..., tk, on ail : (  >U, ..., ~ >u) eonverge en loi sur I~k;
alors (X") converge en loi, au sens de la definition 1 . 3.

Annales de /’ lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Demonstration. - Grâce au théorème II. 1, pour tout U E U(E’), la

suite (P~) est tendue sur (resp. La convergence de 

vers une probabilite sur I~k implique alors la convergence etroite de 
vers une limite unique PU, probabilite sur (resp. E’(U) étant
ici un espace de Hilbert separable.

{ PU, U E U(E’) } est la limite en loi de la suite (X~). _

III. E’ EST UN ESPACE DE FRECHET NUCLEAIRE

Dans ce cas, U(E’) peut etre choisi egal a une suite décroissante de voi-
sinages et par la Proposition 1 de [6 ], tout systeme projectif{ PU, U E U(E’)}
sur CE, (resp. DE,) admet une limite unique P, qui est donc une probabi-
lite sur CE, (resp. DE,), verifiant : k(U)(P) = PU pour tout U E U(E’).

CE,(resp. DE,) etant, dans ce cas, metrisable, complet et separable (E’ est
lui-meme separable), il y a equivalence entre Ie fait qu’une suite de pro-
babilites soit tendue et le fait qu’elle soit relativement compacte pour
la topologie etroite.
Par la Proposition 3 de [6 ], une suite de systemes projectifs ({P~,

U E U(E’)} )nE est tendue (au sens de la definition 1.3) si et seulement si
la suite des limites (?) est tendue sur CE, (resp. D,) au sens usuel.

PROPOSITION 111.1. -- Une suite (Pn) de probabilités sur CE. (resp. DE=)
est tendue si et seulement si pour tout ~p de E, la suite = est tendue

sur CR (resp. DR) (On pourrait exprimer la eondition par : « est scalai-

rement tendue » ).

Demonstration. 201403C003C6 étant continue pour tout cp, la condition est mani-

festement necessaire.

Pour tout ~p E E et tout U E U(E’) tels que qJ E E [U° ] :

° k(U)){x) _  P~ k(U)(x( ’ )) >u =  .~( ’ ) ~ _  w’ .x’( ’ ) ~ _ 

pour tout x E CE, (resp. DE,),
Donc PU,03C6n == 03C0U,03C6(PUn)=(03C0U,03C6 o k{U)){Pn) _ = Par hypothèse,

(P~), et donc (P~’~), est tendue sur C~ (resp. D~ ). Le theoreme II .1 implique
alors que la suite ( { P~, U E U(E’) } ) est tendue au sens des systemes pro-
jectifs et donc que la suite (Pn) est tendue sur CE, (resp. DE,),
En termes de systemes projectifs, nous obtenons le critere de convergence

suivant :

Vol. 20, n° 3-1984.



238 J.-P. FOUQUE

COROLLAIRE III. 1. Les hypotheses sur la suite de systèmes pro-
jectifs de processus sur E’ etant celles du corollaire II .1, eonverge en loi
vers le processus X défini sur la base stochastique P) (resp.

B(E’), P)) par = oic Pest la limite de la suite

IV. E EST LA LIMITE INDUCTIVE STRICTE

D’UNE SUITE D’ESPACES DE FRECHET NUCLEAIRES

Nous demontrons tout d’abord l’existence d’une limite continue (resp.
cad-lag) pour les systèmes projectifs continus (resp. cad-lag) de processus
sur E’.

PROPOSITION IV.l. - Soit E un espace de Fréchet nueléaire ou la limite

inductive stricte d’une suite de tels espaces. Tout systeme projectif
continu (resp. cad-lag) X == {XU, U E U(E’) } de processus sur E’, admet un
processus limite continu (resp. càd-làg) a valeurs dans E’, unique a l’indistin-
guabilité près, que nous noterons encore X.

Demonstration. -- Dans tous les cas, par [12 ], Lemme I . 1, il existe un

processus limite X’ (tel que pour tout U E U(E’), k(U) o X’ soit une modifi-
cation de 

Supposons tout d’abord E Frechet nucleaire : pour tout t > 0 et ~p E E 
 ~, Xt ~ _ ~ X!) =  ~, k(U)(X;) )u =  P~ X~ ~u Q. p. s. ; i XU
etant continu (resp. cad-lag),  ~p, X’ ~ admet une modification continue
(resp. cad-lag). Par [7], Theoreme 1 (resp. Theoreme 2), X’ admet une
modification continue (resp. cad-lag) X.

Supposons maintenant E limite inductive stricte d’une suite (En) d’espaces
de Frechet nucleaires : E est isomorphe au quotient de la somme directe SE~
par un sous-espace vectoriel ferme H (cf. [9] ] et [12 ]) ; designons par k
la projection associee et par injn, l’injection de E~ dans EEn. E’ est le sous-
espace vectoriel H° du produit et nous noterons projn la projection
de sur E~.
Pour chaque t > 0, la restriction de X; a En engendre une variable alea-

toire t sur En et projnX’t = t Q. p. s.

E En :  03C6,X’nt>  03C6,projnX’t>= injn03C6, X’t>=k(injn03C6),X’t> ;

soit U E U(E’) tel que E E [UO] :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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XU étant continu (resp. qJ, X’" )> admet une modification continue

(resp. cad-lag) que nous noterons Xn. En dehors d’un ensemble negli-
geable Qi, definissons Xq sur E’, pour tout rationnel q, tel que : X’q = Xq
et projnXq = Xnq pour tout n. On définit Xt pour tout t par continuite (resp.
continuite a droite) sur IIEn et nous avons : = pour
tout t > 0 et cv E S2BSZ 1; X est donc une modification continue (resp. càd-
lag) de X’.
Pour tout (D de = H ° pour tout q rationnel ;

H° étant ferme dans IIEn et X continu (resp. cad-lag), E E’ pour tout

~0, ce qui prouve que X est bien a valeurs dans E’. C. Q. F. D.
Dans ce paragraphe, les systemes projectifs continus (resp. cad-lag)

de processus sur E’ seront donc remplaces par une modification continue
(resp. cad-lag) de leur limite.
Le resultat suivant est l’extension du Theoreme 3 .1 (resp. 4.1) de [8 ],

au cas ou E est la limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Frechet
nucleaires. 

THEOREME IV .1. -- Soit (Pn) une suite de probabilités sur CE- (resp. DE,)
telle que pour tout qJ E E, la suite (P03C6n = 03C003C6(Pn)) de probabilités sur (resp.
D~) soit tendue ; (Pn) est alors tendue sur CE. (resp. DE,).

Demonstration. 2014 Il suffit de réécrire la demonstration de [8 ], en utili-
sant la: base de voisinages U(E) (définie comme U(E’)) a la place d’une suite
croissante de semi-normes hilbertiennes, ce que nous ne ferons que par-
tiellement en insistant sur les difficultes supplementaires. Comme au
paragraphe II, nous nous plaçons dans le: cas continu et a horizon borne
[0, T ], sans mentionner T dans les calculs.
On montre tout d’abord que le theoreme est vrai, modulo la propo-

sition suivante :

PROPOSITION IV. 2. -

et

Soit (~pk) une suite dense dans E, qui est encore separable. Pour tout k,
est tendue sur C~, il existe donc un compact de C~, Kk, tel que

1 - pour tout n. Posons Bk = et :

. 

On a : 1 - c pour tout n.
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Soit W E U(E), W. c: V tel que i(W°, V°) soit nucleaire.
B est borne dans et donc B 1 def { x(t ) ; x E [0, T] } est alors

borne dans E’ [V° ] et donc relativement compact dans E’ [W~] .Comme au
paragraphe II, { x(t ) - x(s), x E B, I t - s  5} c B 1 - B 1 est borne dans E’
et donc equicontinu, ce qui permet de montrer que lim sup WV°(x) = 0,

xeB

et puisque V° ci W°, lim sup = 0. Le Theoreme d’Arzelà-Ascoli~~0 xeB 
..

applique a B sur montre que Best relativement compact
dans CE,[WO] et par -1’injection continue B est relativement

compact dans CE..

Remarque. Cette demonstration montre aussi le fait suivant qui nous
sera utile par la suite : si K est un compact de CE., il existe U E U(E) tel
que K soit compact dans 
La demonstration de la proposition IV. 2 se fait en supposant pour un

instant le lemme suivant (extension du lemme 3 . 3 de [8 ]) :

LEMME I V.I. 2014

Vb > 0, sup 1- exp (i 03C6, x(t )>)|dPn  b+2(pU(03C6))2.

pour tout cp E E et tout n. 
,

s > 0 etant donne, on suit la demonstration de [8 ] : on pose b = 20142014~~
8e2

auquel on associe le voisinage U du lemme ; E etant nucleaire, on peut
trouver un voisinage V, V c: U, et une base orthonormale { de E(V)

telle que :  + ~. Chaque 03C6k s’écrit alors + fkv
j=i j= 1

avec = o. Puisque pour ~pk E V on a : ~ 1, on obtient :

soit :
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On applique alors la methode de [8 ], développée au paragraphe II dans
la situation duale, pour obtenir, grace a la majoration du lemme, les esti-
mations suivantes :

et

ou M aura ete choisi tel que : M 2 2 I b.

j=i 
.

En revenant aux complementaires, on obtient la proposition IV. 2.

La demonstration du lemme IV. 1 presente une difficulté supplementaire.
Nous noterons (Em), la suite de sous-espaces de E, telle que chaque Em
soit un espace de Frechet nucleaire et E soit la limite inductive stricte

de (Em).
On introduit encore la fonctionnelle M, définie sur E par :

M a les proprietes suivantes :
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Ces propriétés s’obtiennent comme dans [8 ] ; pour 3), sur E, nous n’avons
que la semi-continuite inferieure sequentielle et il n’est plus possible d’affir-
mer que M est continue sur E ; toutefois Mm est continue sur Em pour
chaque m. ~

Soit c 1 > 0 tel que 11 - exp (is) # - b des que s | c 1.

Puisque Mm est continue en 0, il exisie Um, un voisinage absolument
convexe de Em tel que : Mm((03C6)  2-mc22 des que 03C6~Um. U*, l’enveloppe

oo

convexe absolue de t j Um est un voisinage de l’origine de E et : tout 03C6
t~ tM2014 1 t

En regroupant correctement les termes, les Um etant absolument convexes,
k Z

on peut ecrire : = où les appartiennent a des Umj dis-
i=1 j=1

tincts ; on obtient alors :

Donc c2 des que cp E U* ; il nous suffit alors de choisir U E U(E),
tel que U ci U* pour obtenir c~ des que cp E U. La demonstration
se termine comme dans [8 ], ou comme au paragraphe I dans la situation
duale, en remplaçant rW° par U.
La generalisation du Theoreme IV. 1 a C~ d’une part et a D~

d’autre part, se fait sans difficulté par limite projective pour passer de T
a + oo et en utilisant le module de continuite adequat dans le cas cad-lag.

COROLLAIRE I V.I. - Soit (Xn) une suite de processus continus (resp.
càd-làg) a valeurs dans E’. Supposons que pour tout tp E E, les lois des

processus reels q, forment une suite tendue sur CR (resp. et que

pour tout ..., lpk de E, ti, ..., tk, on ait : ( ~ Xt )>, ..., ~ 
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converge en loi sur alors converge en loi vers un processus continu

(resp. càd-làg) X, a valeurs dans E’.

La demonstration de ce corollaire est, comme dans [8 ], une consequence
facile des trois faits suivants :

1) CE, (resp. DE,) est completement regulier.
2) Les compacts de CE, (resp. D,) sont metrisables. -

3) B(CE,) (resp. B(DE,)) est engendree par les cylindres de la forme :

~ x E CE. (resp. DE,)/(  ... ,  E B, B E 

En effet, (P~) est tendue sur CE, (resp. DE,) par le Theoreme IV. .1. ; 1), 2)
et le Theoreme 5 . 2 de [10 ] impliquent que chaque sous-suite de (Pn) contient
une sous-suite qui converge etroitement ; 3) et le Theoreme 2 . 3 de [2 ] nous
permettent de conclure a l’existence d’une limite unique P, probabilite
sur CE, (resp. DE.). Le processus X est alors défini sur la base stochastique
(CE" B(CE,), P) (resp. (DE" B(DE,), P)) par: 

V . UNE APPLICATION

Pour illustrer le Theoreme que nous venons de generaliser, nous avons
choisi de reprendre l’exemple de [4 ]. Il s’agit d’un exemple très simple
au niveau des calculs, qui a 1’avantage de montrer l’intérêt du resultat de
I. Mitoma.

Considerons une infinité de particules browniennes d-dimensionnelles
indépendantes, issues de 0 par exemple ; soit B~ la position dans au

temps t, de la particule i, a laquelle nous associons la masse de Dirac 

Par la loi des grands nombres, la suite (Xn) de processus a valeurs mesures
n

définis par X~ = ~ ’B’ bBi, converge en loi vers le processus deterministe

ou (Bt) est un brownien d-dimensionnel, issu de 0, independant
des 

Pour étudier les fluctuations autour de la limite, on considere la suite (Sn)
de processus définis par : St - n 2 (Xn - E(03B4Bt)); Sn est egal en loi a :
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Pour ensemble des fonctions sur IRd a décroissance rapide :

L’inégalité E( 14) ~ Const. Vq ( (Ra)4(t - s)2 montre
que (Mn) est scalairement tendue.
Le theoreme de la limite centrale a plusieurs dimensions montre que

(Mt (~p 1), ..., converge en loi sur (~k vers une distribution gaus-
sienne centree de covariance :

ou est un brownien d-dimensionnel issu de 0.

(Mn) converge donc en loi.
Soient Wi, ..., Wd, d browniens standards indépendants définis sur

F’(Rd); désignons par gS la densité de la loi de B.

. Mt = ((~igs)+gs~i définit une martingale gaussienne

a valeurs dans telle que :

Ce qui montre que. M est la limite en loi de (Mn).
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D’autre part 1’inegalite

montre que (Sn) est scalairement tendue.
Toute sous-suite de (sn) convergente en loi, converge donc vers la loi P

du processus d’Ornstein-Uhlenbeck generalise, solution unique de :

(Sn) converge donc en loi vers S qui s’écrit :

Signalons enfin que cette methode peut etre generalisee au cas d’un sys-
teme infini de particules avec interactions du type de celui etudie dans [11 ].
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