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RESUME. - Soit a estimer un parametre inconnu 03B8~0398 a partir de
n observations independantes de loi Po. Le risque minimax correspon-
dant a cette experience statistique est défini par

ou T est un estimateur de 03B8 et h la distance de Hellinger. Supposons que
l’on perturbe e de en, on obtient un nouvel espace de parametres On qui
est un en-voisinage de 0. Le nouveau risque Rn(en) sera-t-il tres différent?
Plus précisément nous allons chercher des suites en telles que

ou K ne depend ni de n, ni de e. Les suites du type en = en -1 ~2 conviennent
(K ne dependant alors que de c). Pour un choix de la forme en == 
on peut trouver des contre-exemples mais le resultat subsiste pour une
large famille de modèles, reguliers en ce sens que leur risque est approxi-
mativement determine par leur structure metrique. De nombreux pro-
blemes non parametriques classiques sont de ce type.

ABSTRACT. - Consider the problem of estimating the unknown para-
meter 0, which belongs to the parameter space e, from n i. i. d. variables
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202 L. BIRGE

of law Po. We shall define the minimax risk corresponding to this expe-
riment by

where T denotes an arbitrary estimator of 0 and h is the Hellinger distance.
Suppose that we enlarge the parameter space or make some perturbations
of it of size en ; we shall get a new parameter space 8n with the property
that any point of O,~ will be within a distance en from some point in 8.
The question is : how much will differ from More precisely
we shall try to see for which choice of the sequence {~n}n>0 there exists
some constant K independent of n and 0398 such that  

For en = cn -1 ~2 we shall prove such an inequality (with K depending
only on c).
For larger perturbations of the form en = the result does

not hold in the general case but it is true for a large class of models which
are regular in the sense that their risk is determined by the dimensional
properties of the parameter space (e, h) considered as a metric space.

I. INTRODUCTION

Considerons le probleme suivant : estimer un parametre 0, appartenant
a un espace 0, à partir de n observations aleatoires ...,Xn indepen-
dantes a valeur dans un espace mesure (Q, A) et de meme loi inconnue Pe.
Si l’on veut appliquer les resultats theoriques obtenus dans ce cadre a un
probleme pratique d’estimation, on va modeliser l’ensemble des lois

possibles mais toute modelisation de ce type
n’est qu’approximative et pose le probleme suivant : que devient la qualite
de notre estimation si le veritable modele est en fait régi par une loi P’
un peu diSerente de PC: Le principal objectif de la theorie de la robustesse
est d’obtenir des procedures d’estimation « robustes », c’est-a-dire dont
les performances ne sont pas trop affectees par certains types de pertur-
bations ce qui s’exprime en general sous forme de stabilite des caracte-
ristiques (biais, variance asymptotique, etc.) des estimateurs en question.
Cependant, dans de nombreux problèmes, 8 est trop gros (infini-dimen-
sionnel) pour que l’on puisse adopter ce point de vue. Dans les problemes
classiques de robustesse, on estime un parametre de dimension finie avec
une vitesse de l’ordre de n - 1/2 et les proprietes de stabilite se situent au
niveau des constantes, les perturbations envisagees n’affectant pas la
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203STABILITE ET INSTABILITE DU RISQUE MINIMAX

vitesse d’estimation. Mais si 8 represente par exemple un ensemble de
densités assez large, on sait que la vitesse d’estimation peut etre sensiblement

1 1
plus lente, en 2014, a  - par exemple et il n’est pas du tout evident que des

perturbations arbitraires de taille n-1/2 ne vont pas entrainer des varia-
tions de cette vitesse.

Par ailleurs on peut se demander aussi quel serait l’effet de perturba-
tions d~ taille plus importante et jusqu’ou l’on peut aller ? Les pertur-
bations que nous allons ici envisager vont representer des « grossisse-
ments » en ce sens que l’on va remplacer e par un de ses voisinages et
que celui-ci contiendra des boules. Une perturbation de taille e entrainera
l’apparition dans le nouvel espace des parametres de boules de rayon e
pour la distance de Hellinger. Or si la perte est egalement mesuree par
cette distance, on peut voir que (si Q est infini) le meilleur estimateur pour
une boule pleine est son centre, independamment des observations (cf. [4 ]).
Donc, pour de telles fonctions de perte, autoriser des perturbations de
taille e implique d’obtenir un risque au moins egal a e. Il s’ensuit que pour
un probleme d’estimation simple dont la vitesse est en n -1 ~2, il est sans

interet de considérer des perturbations d’amplitude superieure a 
1

Par contre lorsque la vitesse initiale du probleme est na, 0 > a > 2014 -, on

peut se demander quel sera l’effet de perturbations de taille comparable
(c’est-a-dire C’est de ce type de probleme que nous allons nous pre-
occuper, et dans un cadre assez general qui nous amene a mettre l’accent
sur la stabilite de la vitesse d’estimation, plutot que sur la recherche d’esti-
mateurs robustes, meme si les demonstrations fournissent des methodes
generales pour construire des estimateurs dont la vitesse de convergence
est celle que l’on attend (les constantes etant ici negligees, ce qui implique
que les estimateurs obtenus seront generalement loin de l’optimal mais
les hypotheses que nous ferons ne permettent guere d’investigations pre-
cises !).
Le modele theorique est celui de l’estimation d’un parametre a partir

de n observations independantes equidistribuees de sorte que l’expérience
initiale est decrite par l’ensemble des probabilites produits en = { Po, 0 E 0 }.
Dans la suite nous identifierons souvent 03B8 a P 8 ou Po. La vitesse d’esti-
mation est mesuree par le risque minimax associe a la distance de Hellin-
ger (cf. [1] ou [7 ]) :

- n 
’
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204 L. BIRGE

de la maniere suivante : sur fJ~ on considere la fonction de perte

que nous noterons le plus souvent lorsque il n’y a pas d’ambi-
guite sur la valeur de n. Le risque minimax s’ecrit alors

ou Tn est un estimateur quelconque a valeurs dans l’ensemble U1 des pro-
babilites sur Q.

Comme nous l’avons dit, par perturbations nous entendons des grossis-
sements et nous supposerons qu’ils affectent non seulement l’ensemble 0
mais aussi 1’equidistribution (jamais 1’independance !). Donc a tout e > 0,
nous associerons l’~-voisinage 0398~n de en ainsi défini : 0398~n est l’ensemble

n

des probabilites produits P = ~~) Pf telles qu’il existe un point 0 dans e
i= 1 .

pour lequel tous les Pi (i = 1, ~..., n) appartiennent a la boule fermee
e) de centre Po et rayon e. On prolonge alors H a 0~ en posant

de sorte que sur ~~ le risque minimax devient

ou Tn designe maintenant un estimateur a valeurs dans 1’ensemble { Pn,
P E A1 }. De maniere generale nous appellerons s-perturbe de en tout
ensemble 0~ tel que en c 0~ c Pour etudier la stabilite du risque,
nous nous efforcerons de comparer R(0) et R(OJ en fonction de e. En fait,
étant donne les propriétés du risque minimax, il suffira bien evidemment
de comparer et 

Par ailleurs comme le risque minimax n’est pratiquement jamais acces-
sible exactement nous utiliserons dans tout ce qui suit des majorants Dn
de R(en), et nous etudierons le probleme suivant : comment choisir e

pour que l’on ait KDn, ou K est une constante universelle. Nous
pourrons apporter a la question plusieurs reponses, suivant les proprietes
de l’espace e.
Dans un premier temps, nous etudierons l’effet de petites perturbations,

de taille cn-1/2, ce qui correspond à la vitesse de séparation de deux pro-
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205STABILITE ET INSTABILITE DU RISQUE MINIMAX

babilites puisque l’on sait d’apres [7] ] que l’on ne peut separer, a partir de
n observations, deux probabilites dont la distance est beaucoup plus petite
que n -1 ~2. Nous verrons dans ce cas, et sous des hypotheses assez faibles
(à savoir que la suite Dn est non decroissante), que toute experience est
stable (au sens precedent) a des perturbations de taille cn-1/2, K ne dépen-
dant que de c.

Par ailleurs, comme nous l’avons indique, le risque est au moins

de l’ordre de ne2 de sorte qu’il est sans interet de considerer des perturbations
de taille superieure a c{Dn/n)1~2. Le probleme est donc entierement resolu
lorsque la suite Dn est bornee. Mais lorsque Dn tend vers l’infini avec n,
comme c’est le cas dans de nombreux problèmes statistiques (cf. [1 ], [5 ] et
[6 ]), {D~/n) 1 ~2 qui correspond en un certain sens a la distance moyenne
entre la valeur du parametre et son estimee est infiniment grand devant
cn-1/2 et il est naturel de se demander si des resultats identiques ne pour-
raient pas etre obtenus avec e = Nous verrons qu’il n’en est rien
dans le cas general (même si la suite D~ est croissante) mais que la stabilité
existe dans certains cas reguliers qui ont ete etudies dans [0 ] et [7] ] pour
lesquels on sait relier le risque a la structure metrique de e. Pour expliciter
cela nous aurons besoin de quelques definitions.

DEFINITION 1. - Pour toute fonction f de dans [R~ u { + 
nous définirons la fonction 0 } + par

DEFINITION 2. - Etant donne un espace metrique (E, d ), S est dit

x-reseau de E si tout point de E est a distance inferieure ou egale à x d’un
point de S.

DEFINITION 3. - Dans un espace metrique (E, d ) la fonction d de

[R+ - { 0 } dans [R+ ~ { + est définie par

ou Sx parcourt l’ensemble des x-réseaux de (E, d ) et ~(y, r) designe la
boule fermee de centre y et de rayon r.

Si d est une distance bornee d(x) est borne lorsque x est assez grand
de sorte que L d est une fonction finie et il est demontre dans [7 ] que l’on a
toujours

Vol. 20, n° 3-1984.
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Pour certains problemes reguliers on obtient egalement une inegalite
analogue en sens inverse ; ce sont les problemes de ce type que nous allons
considerer. Pour cela nous utiliserons la definition suivante :

DEFINITION 4. - Une experience 0n sera dite a-dimensionnelle si

L’appellation dimensionnelle correspond au fait que h decrit la dimen-
sion métrique de (0, h). Evidemment, tout probleme est a-dimensionnel
pour une certaine constante a, mais il l’est d’autant moins que a est petit

, 
C

et cette notion n’a plus de sens pour des valeurs trop élevées de - . L’mte-
a

ret de cette definition est de permettre d’obtenir des resultats uniformes
en n et 0 lorsque a est fixe. En particulier les problemes a-dimensionnels

sont stables pour des perturbations de taille B = c avec une cons-
tante K ne dependant que de a et c. Malheureusement, ce resultat ne peut

se generaliser aux problemes non-dimensionnels car le rapport peut

devenir arbitrairement grand lorsque a tend vers 0 ce que nous montrerons
en construisant des modeles convenables et qui laisse a penser que les
problemes non-dimensionnels sont en un sens pathologiques.

Les trois chapitres qui suivent vont developper successivement ces

trois aspects du probleme, a savoir :

i ) 1’etude de l’effet de perturbations de taille cn -1 ~2,
ii ) la stabilite aux perturbations de taille c(Dn/n) -1 ~2 des modeles dimen-

sionnels,
iii ) le comportement tres instable des vitesses pour certains modeles

non-dimensionnels.

Ceci dit, il ne faut pas voir dans les constructions qui suivent une ten-
tative pour exhiber des estimateurs robustes utilisables en pratique. Ces
constructions n’ont d’interet que theorique mais permettent de savoir
a priori à quel degré de stabilité on peut s’attendre dans un problème donne
et donc quelles performances maximales on peut esperer d’estimateurs
robustes:

II. UN RESULTAT GENERAL DE STABILITÉ

Etant donne le probleme d’estimation associe a l’expérience en pre-
cédemment définie, nous allons etudier le comportement du risque lorsque

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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l’on remplace en par 0~ c e etant de la forme en -1/2 avec c fixe. L’objet
de ce chapitre est de montrer que pour de telles perturbations, le resultat
suivant est verifie :

THEOREME 1. - Etant données une constante c > 0 et une experience 0398n
telle que D pour m x n, 1/4, tout probleme 0~ e-perturbe
de en avec e = cn -1 ~2  1, aura un risque maj ore par

ou K est independant de e, n et D. _

Remarque. La restriction D ~ 1/4 est arbitraire. Il importe seulement
de se fixer une borne inférieure pour D, ce qui signifie que l’ensemble 0
n’est pas trop lacunaire. En effet, il est bien clair que si 0~ contient des
boules de rayon cn -1 ~2 on a necessairement c2 ce qui est incompa-
tible avec (2.1) si D peut etre arbitrairement petit !

Construetion d’un estimateur fJ.

Cette construction n’utilisera que les 2m premieres observations, où m est
choisi de sorte que

Donnons-nous trois constantes : entier non-negatif 3 de telle

sorte que

Nous pouvons supposer que  1/4 sinon 2m  et puisque
R(e~) ~ n~

ce qui demontre le theoreme grace a (2.2). Fixons donc D’ > D et tel que
D’ a21- m  1/4 et pour l  i x k avec k défini par

posons

Clairement k  m vu que D’a a 3/4 et la suite { est croissante.

Vol. 20, n° 3-1984.
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Pour tout i  k, posons 1= 2m-i et définissons 2i variables I-dimen-
sionnelles YJ a partir des variables observées ...,Xn par

Par hypothese, pour tout I et tout j il existe un estimateur tel que

Notons l’ensemble des 2i, et considérons dans e les
sous-ensembles Ti (I x i x k) des Po tels que

Nous définirons alors une suite d’ensembles de confiance Si pour
k + 1 a i > I - 1 de la maniere suivante :

Il est immediat que pour l  i  k le diametre de Ti et donc celui de Si
sont inferieurs a 2bi . Nous pouvons alors construire l’estimateur 0 : si

r = 0 }, 8 sera un point arbitraire dans S~.

Risque associe a l’estimateur 8.

Par hypothesc, il existe un point 0 de e tel que la loi Q de Xi, ...,X~
n

s’ecrive Q = (8) Qi avec Q) ~ e pour 1 x i x n, de sorte que
i= 1

sur e~ on peut ecrire

Si e est dans i et e E S~ c Si si bien que 0 et 8 appartiennent a Ti
et 8)  2bi, d’ou la majoration

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Afin de majorer cette derniere quantite nous demontrerons d’abord quelques
lemmes.

s s

LEMME 1. - Soient P = X Pi et Q = X Qi avec Qi)  e pour
1 ~ 1 x s ; alors "

Preuve. - II suffit d’utiliser les propriétés de p(P, Q) = dPdQ (cf.
[1] ] ou [7]) et l’inégalité 1 - s~2  (I - pour s a 1 ce qui donne:

LEMME 2.

Preuve.

Notons la loi I-dimensionnelle de Y), on peut lui appliquer le Lemme 1
de sorte que h2(Pe, Q~j) ~ (2.10) s’ensuit d’apres une inegalite clas-
sique entre la distance de Hellinger et la distance en variation (cf. [7]). []

LEMME 3 (d’apres Le Cam). 2014 Supposons et 03B2  1 2 et
un estimateur 8(X) de 0 tel que pour toute probabilite P appartenant a
un certain voisinage ~ de 0 on ait

Soient s observations indépendantes ..., XS de lois respectives Qi
s

appartenant à ~e alors si Q = $ Qi ,
i=1

Vol. 20, n° 3-1984.



210 L. BIRGE

s

2014 Soient B8 = B(03B8, b) et N8 = s’agit de majorer

Q N8  - 2 Or d’après 1’inegalite exponentielle

si pi = P~ [h(0, 8) > b ]. Si exp - - t = 1 - /3 1~2 , comme p~  (3  - 1 on

obtient 
2 ~ 2

LEMME 4.

avec

Preuve. Soit yt un majorant de Q [fJ E Si+ 1 - Si]. Comme

et que la suite bi est croissante, (2. 8) entraine facilement (2 .12). D’autre part
si 03B8 ~ Si+ 1 - Si, et donc Card [E3(0, bij n PI]  2i-1 ce qui d’après
le Lemme 3 implique

où ~3i est donne par le Lemme 2 ; d’où l’expression de /

Preuve du Théorème 1.

En partant de (2.12) et en remarquant que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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on obtient

D’autre part d’apres (2.2) et (2.3)

Il s’ensuit que si 1 = 003B30  fl et si 1 V 1, yi [4{3(1 - {3) donne

que la fonction est croissante pour 0 ~ 1/2. En posant
y = [4~(1 - ~3) ] 1 ~ 2 on en deduit que si 1 V 1, y, # y2i. (2.14) conduit
alors aux majorations suivantes du risque :

Les series sont clairement convergentes puisque y  1. Par ailleurs

donc

Etant donne que le choix des constantes a et À determine f3 et y et implique
que > 27, le theoreme est demontre puisque n2 - m  2 et D’ est

arbitrairement proche de D. Si n = 2m, (2.15) prend la forme suivante :

avec

Sous cette forme, il n’est pas difficile d’obtenir numériquement des majo-
rations de K(c). Avec D = 1 on a trouve K(0,1)  368, K(0,01)  156,
K(O+)  134. Ces valeurs ne constituent bien entendu que des majorations
grossières. []

Vol. 20, n° 3-1984.
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REMARQUE 1. - Les constantes obtenues ici paraissent tres grandes.
Cela tient a la fois au principe meme de la methode et a la façon dont on
a conduit les calculs. Dans le principe, la perte essentielle est due a l’uti-
lisation de l’inégalité de Tchebychev dans la demonstration du Lemme 2.
En pratique, on pourrait espérer obtenir mieux que a -1 dans (2.10) et (2.13).

REMARQUE 2. - La construction precedente est loin d’etre optimale
et malgre l’utilisation de l’inégalité de Tchebychev, il est possible de l’amé-
liorer sensiblement. Elle a ete choisie ici pour sa simplicite qui permet
de faire une demonstration courte du Theoreme 1. Cependant il est possible
de faire mieux en utilisant pour l’estimateur une construction un peu
differente et plus complexe. Par ailleurs le Lemme 3 et l’inégalité (2.11)
peuvent egalement etre ameliores. On peut ainsi, pour les tres petites
valeurs de c obtenir une constante K de l’ordre de 60. Nous ne presenterons
pas ici cette autre demonstration qui est nettement plus longue et tech-
nique que celle que nous avons adoptee sans rien apporter de plus du
point de vue theorique. Simplement, on peut imaginer que pour un pro-
bleme precis, on puisse, en remplacant egalement l’inégalité de Tchebychev
par une inégalité plus fine, construire un estimateur ayant des proprietes
plus « raisonnables » que celles que nous avons obtenues ici.

Il est bien connu que dans la majorite des problemes statistiques clas-
siques, tant parametriques que non-parametriques, le risque converge a
des vitesses de l’ordre de n-1/2 ou plus lentes. A tous ces problèmes, on peut
donc appliquer la theorie precedente et il serait donc raisonnable de recher-
cher des procedures robustes a des perturbations de taille n -1 ~ 2 puisque
l’on sait que de telles procedures doivent exister. En particulier tous les
problemes parametriques classiques (a vitesse n -1/2) doivent pouvoir etre
traites de maniere robuste.

III. ROBUSTESSE DES ESTIMATEURS DIMENSIONNELS

Dans [7] ] nous avons etudie une classe de problemes qui se caracte-
risent par le fait que leur structure de risque est extremement liee a leur
structure métrique. Nous qualifierons ces problemes de « dimensionnels »
puisque c’est la dimension métrique de e qui donne l’allure de la fonction
de risque. En particulier nous avons montre que si 0 possédait une structure
dimensionnelle donnée par la fonction L h(n), on pouvait construire des
estimateurs 03B8n dont le risque est majoré par CnL h(n) et qui possedent en
outre certaines proprietes de robustesse. Nous allons montrer ici que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



213STABILITE ET INSTABILITE DU RISQUE MINIMAX

l’on peut modifier ces estimateurs pour les rendre robustes a de plus grosses
perturbations, au prix d’une augrnentation de la constante C.

PROPOSITION 1 (*). Etant donnés une experience On a laquelle est
associée une dimension h et un reel k > 0, considerons l’~-voisinage 0398~n
de 0398n défini par ~ = kLh(n). Alors il existe une constante C’ telle que

si n [L N h(n) ]2 > - 1 on ait
7

Preuve. - La construction de l’estimateur est strictement identique .
a celle qui a ete donnee dans [1 ]. On fixe n et e > L h(n) tel que ne2 > h (s).
Alors d’apres la definition de h, il existe un e-reseau S tel que pour t dans e
et tout entier j  3

De plus e peut etre choisi arbitrairement proche de L h(n). Comme l’ensemble

contient il nous suffira de majorer R(On).
seS

Etant donnés deux points s et t de e tels que h(s, t ) > 2(k+ l)e, on sait
d’apres [3 ] qu’il existe un test non randomise de (k + 1)~) contre

(k + 1)E) dont les erreurs decroissent en fonction exponentielle de n
et plus precisement qu’il existe une fonction a valeurs 0 ou 1 telle que

pour tout P dans (k + l)e) et tout Q dans (k + l)e).
Définissons T(5) == { t ) > 2(k + et

Nous avons montre dans [1] que LS etait fini p. s. et que le minimum L
N

est atteint sur S. Choisissons pour estimateur 8 un quelconque des points t
N

tels que L = Lt. Il s’ensuit selon [1] que si h(s, 8) > r, LS > r de sorte que

(*) Une autre construction de d-estimateurs robustes est indiquee dans [9], utilisant
les resultats de [2]. Elle pourrait etre adaptee a la situation presente pour donner une
version amelioree de la Proposition 1.

Vol. 20, n° 3-1984.



214 L. BIRGE

11 est facile de voir en decoupant S en couronnes de centre s, en comptant
le nombre de points d’une telle couronne, note

. 

n

et en utilisant (3 . 3) que si P = (~ Pi ou Pi est dans 911(8, (k + 1)8), on a
f=’i

- 

de sorte que si l’on pose Log AJ = - n [2’ - 2(k + 1) ]2e2 il vient selon (3 . 4)

Comme h(PS, (k + l)e, on a

d’où

puisque Ep[H2(P, 0)] = J+ 03B8) > Ceci donne finalement
~o .

Mais d’après (3.2)

de sorte que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Supposons que p soit fixe de sorte que

alors on peut montrer que l’on a x2j+2-x2p x2j+1 -  5 2 2(k 1 Z 
] > 4

pour j  p. Comme pour x > 3 
on a exp [ - 4x ]  5 exp [-x] ] et

q ue nE2 [2i - 2 ( k + 1 )] 2 > d’après ( 3 . 8 ) et nE2 > n 2 7 1 il

s’ensuit que Aj+ 1  ’ et que la suite 1 
- x2p) est décroissante pour5

j &#x26; p. Alors en utilisant (3 . 6) et (3 .7) on obtient

11 est alors facile de voir que pour n~2 1 7, cette expression est majorée
par C1x2p ou Ci est une constante universelle. Vu la definition (3.8) de p
on en deduit

la conclusion s’ensuit puisque e est arbitrairement proche de 

Remarques. - 1) Dans un cas précis of nE2 est donne ainsi que k, on a
intérêt pour evaluer le risque a se reporter a (3.9), un calcul numerique
fournissant aisement le résultat y compris pour k = 0.

2) On remarquera que, aux constantes pres, (3.1) est optimal puisque
selon [4] Ie risque minimax pour une boule de Hellinger de rayon r sur
un espace infini est nr2 ; comme ici 0398’n contient des boules de rayon kL h(n),
on ne peut faire mieux que n [kL h(n) ] 2.

COROLLAIRE 1. - Soient en une experience supposee a-dimensionnelle
et D une borne superieure du risque : D ~ Alors cette experience
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est stable aux perturbations de taille c(D/n)1/2 et le risque pour le pro-
bleme perturbe 0398’n est maj ore par

si nLh(n)
7

Preuve. - Par hypothèse D  (R0398n)  an [Lh(n)]2. Fixons

dans la Proposition 1. Le risque pour e~ sera donc majoré par (3.1). Si k > 1

ce qui acheve la demonstration.

REMARQUE 1. - Dans tout ce qui precede, la restriction n [ L N h ( n )] 2  > 1 7
n’en est pas reellement une puisqu’elle equivaut au fait que h(x)   1 7
lorsque x est petit, ce qui revient a dire que l’espace e n’est pas trop lacu-
naire, cas pathologique que l’on souhaite bien evidemment exclure.

REMARQUE 2. - Les resultats precedents s’etendent sans aucune modi-
fication au cas ou 0398~n est défini comme l’ensemble des probabilités pro-
duits Q sur on telles qu’il existe 0 dans e et H(Ps, Q) # Ceci est du

aux proprietes des tests entre deux boules pour la distance H et demontre
une propriété de robustesse a des perturbations plus larges. On trouvera
les details dans [2 ] ; voir aussi [9 ].

Les exemples relevant des techniques precedentes sont tres nombreux.
En particulier les problemes classiques d’estimation des densites en font
partie. Dans ces problemes, la vitesse d’estimation est en general de l’ordre
de n-rx avec 1/2 et elle est liee a la dimension de l’espace des para-
metres ainsi qu’il est explique dans [0 ] et [1 ]. Il s’ensuit que tous ces pro-
blemes dont on trouvera des exemples dans [5 ] ou [6 ], sont stables aux
perturbations de taille cn -" pour un a correspondant a la vitesse initiale
de convergence du risque. A titre d’illustration on peut considerer le cas
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particulier suivant : soit a estimer une densite unimodale sur ~, la perte
etant calculee a partir de la distance deduite de la norme L1. Dans ce cas
la vitesse de convergence sera n -1 / 3. On pourra donc, avec un estimateur
convenable, estimer de la meme maniere une densite « presque unimodale »
en ce sens qu’elle est éloignée d’au plus cn -1 / 3 d’une densite unimodale.
Ici le remplacement de la distance de Hellinger par la distance en variation
ne change rien a la stability tout ce chapitre pouvant etre traite aussi bien
avec l’une ou l’autre distance etant donne leurs relations (cf. [1 ]).

IV. INSTABILITY -

DES PROBLEMES NON DIMENSIONNELS

D’après ce qu’on vient de voir, les problemes dimensionnels sont stables

a des perturbations de taille et l’on peut se demander ce qu’il

en est dans le cas general. Toutefois on remarque que si l’on s’eloigne de
la dimensionnalite, (lorsque a devient petit) la constante au second membre
de (3.10) augmente. On pourrait croire que cette tendance a l’instabilité
de la borne si a tend vers 0 est un effet des calculs mais nous allons voir

en exhibant une famille de contre-exemples qu’il n’en est rien et que Ie
Corollaire 1 est faux dans un cadre general. Il s’agit de problemes patho-
logiques, perturbations de problemes dimensionnels, mais n’ayant plus
cette propriete. En fait on peut construire des contre-exemples a partir
de tout probleme dimensionnel dont le risque tend vers l’infini avec le
nombre des observations. On peut meme renforcer les conditions afin
de se replacer dans le cadre du Theoreme 1 et voir que le risque pour le
probleme perturbe n’est pas seulement tres grand devant mais aussi

devant sup R(Om).
~K>0

Afin de décrire ces experiences, nous etudierons d’abord un type parti-
culier de perturbation d’un probleme statistique. Considerons un ensemble
O1 - ~ Po, forme de probabilites sur (Q, j~), ne chargeant pas
les points et supposons que l’espace Q est infini et qu’il existe un e-reseau S
dénombrable dans 0. A S, associons une partition { AS de e telle que
pour tout s, S~As c B(s, e), ainsi qu’une collection dénombrable {xs}s~S
de points distincts de Q. Nous définirons la perturbation de 01
comme l’ensemble des probabilites de la forme
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~x designant la probabilite portee par le point x. (4.1) permet de definir
une bijection j de 0 sur par j(0) = 8~,. Les proprietes suivantes sont
claires pour tout estimateur T a valeurs dans 

(4.2) implique que 0~) est une ~.1~2-perturbation de en et (4.3), (4.4)
entrainent les relations suivantes entre les risques minimax des deux expe-
riences.

LEMME 5. - Pour tout n  1, les inegalites suivantes sont satisfaites :

Preuve. Soit F == { xs S étant dénombrable et Po ne chargeant pas
les points, on a = 0 pour 0 dans 0. Posons Fn = (Fc)@n et desi-
gnons par n un estimateur quelconque de 0a a valeurs dans A1 construit
a partir de n observations. Alors R(0~(A)) = n [R1 + R2] ou R 1 et R2 sont
définis par

Si = j(0) est l’image d’un point 0 de AS, p. s. les observations qui appar-
tiennent a F sont egales a x~, de sorte que si l’on choisit en = j(s) comme
estimateur lorsque toutes les observations qui tombent dans F valent xs,
on aura p. s. sur F~ 

.

On en deduit

D’autre part si X a pour loi la loi conditionnelle de X sachant que X est
dans F~ est Po avec 0 = j~ ~(0~), ce qui entraine
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Il s’ensuit en utilisant (4. 3) et (4.4) que

ce qui joint a (4. 7) permet de conclure. []
On peut alors demontrer :

THEOREME 3. - Soit 0 un espace de parametres separable tel que les
risques r(n) = associes tendent vers l’infini. Choisissons une suite

{ kn ~n,1, kn  n, tendant vers l’infini assez lentement pour que

Alors il existe une suite d’expériences { 0398n(03BBn) avec 03BBn = n-1/kn telles

que soit une 03BB1/2n-perturbée de en dont le risque verifie

S’il existe en outre des constantes a et 03B4 > 0 telles que pour tous les n

suffisamment grands on ait pour m  n

on obtiendra egalement

Remarque. L’existence d’experiences 0398n ayant des propriétés de risque
du type precedent ne pose pas de probleme. On trouvera en particulier
dans [1 ] [5 ] et [6 ] des exemples nombreux de fonctions de risque a crois-
sance polynomiale qui verifient (4.11). On peut par exemple prendre pour 0
l’ensemble des densites L-lipschitziennes sur [0,1 ] comprises entre 1/2
et 3/2.

Preuve du théorème. 2014 Definissons 0398(03BBn) comme perturbe de e ainsi
qu’il a été indique en (4.1) en remplaçant ~ par n-1/2 et 03BB par 03BBn. II s’ensuit
que pour tout m > 0 ~,~(~,n) est une À;/2-perturbation de 0m et d’apres (4. 5)
que l’on a
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Etant donne que e -1 si x > 0, on a

donc

D’autr.e part comme r(n) # n, (4. 9) implique que kn = W (Log n) et que

03BBn = W Log n . Il s’ensuit que

ce qui d’apres (4. 9) et (4.14) entraine (4.10). On a également

si bien que pour demontrer (4 .12) il suffit de vérifier que

La decroissance en p implique que si et 1,

ce qui prouve (4.15) pour m  n. Si m  n, d’apres (4.11) pour n assez grand

En supposant cette quantite est maj oree par

ce qui demontre (4.15) pour m  n..
on peut alors deduire aisement les resultats d’instabilité que nous avons

annonces du corollaire suivant :

COROLLAIRE 2. - Quelles que soient les constantes c, K > 0, il existe
des entiers n et des experiences O,~ avec m = 1 ; 2 ; ... ; n telles que
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Preuve. Il suffit de considérer un ensemble de paramètres O satisfai-
sant aux hypotheses du Théorème, y compris (4 .11) et de poser 8m = 

Dn = sup D’après (4.10) si n est assez grand 03BBn = 2014 de
m>O n

, 

sorte que 0~ contient en et donc R(O~) ~ r(n). Comme d’apres (4.12)
Dn = o(r(n)), on obtiendra le Corollaire si nest convenablement choisi. []
Le resultat precedent appelle un certain nombre de remarques :

i ) Si les problèmes 8n sont dimensionnels, r(n) est de l’ordre de nL h 2(n),

donc 03BBn - kn - O L N h 2 n
11 s’ensuit sans difficulté que j est presque isometrique en ce sens que

j(8’)) 
est voisin de 1 si h o 8’ L h n donc que les fonctions h x

correspondant a e et 0398(03BBn) seront semblables pour x > L h(n) ce qui
implique que les fonctions L h correspondant aux deux problemes seront
comparables. Il s’ensuit que 0(~J a un risque beaucoup plus petit que celui
donne par la dimension.

ii ) A partir de (4.14) et des evaluations precedentes on voit que
a le même comportement asymptotique que

Ceci implique que r’(m) = aura des varia-

tions inhabituelles, tendant vers 0 lorsque m tend vers l’infini et passant
par un maximum qui sera grand devant r’(n) et atteint pour une valeur m
inferieure à n si r a la croissance polynomiale decrite par (4.11).

iii) Le phenomene d’instabilite precedent n’est pas uniquement du
au fait que les probabilites considerees ne sont pas absolument continues
les unes par rapport aux autres. On se convaincra facilement qu’il serait
possible de construire des exemples analogues a partir de mesures mutuel-
lement absolument continues de la maniere suivante. Partons d’un e
forme de densites par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1 ], unifor-

mement comprises entre - et 2 et donnant lieu a une fonction r(n) telle que
a, f3, y > 0 et considerons un e-reseau fini S de e avec

E = L h(n). Dans les cas classiques d’estimation de densite, de tels reseaux
existent. Aux points de S on n’associera plus des masses de Dirac ~xs mais
des densites de la forme a1Bs + a-11Bcs, les BS étant des intervalles disj oints
de meme longueur (a + 1) -1, ce qui est possible si a est assez grand. Le cas
que nous avonsconsiderc est en quelque sorte le cas limite lorsque a = + oo,
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pour lequel les calculs se simplifient, mais il est bien clair qu’en utilisant de
telles perturbations construites a partir d’une suite { an ~n,1 tendant vers
l’infini suffisamment vite, on obtiendra des resultats analogues aux pre-
cedents.

V. CONCLUSION

Il ressort de ce qui precede que si tous les problemes consideres possedent
une certaine forme de stabilite a de petites perturbations (de l’ordre de ~’ ~),
seuls des modeles relativement reguliers seront stables a des perturbations

plus importantes de l’ordre de 
1/2 

de la taille de l’erreur moyenne

d’estimation. C’est la notion de probleme dimensionnel qui traduit cette
forme de regularite en l’absence de laquelle l’instabilité se manifeste sur
certains exemples. Il est tentant de penser que cette instabilite est carac-

teristique des problemes non-dimensionnels et se manifestera dans tous
les cas, mais un tel resultat englobant tous les problemes non-dimensionnels
semble difficile a demontrer etant donne qu’il n’existe aucune theorie

generale concernant la structure du risque minimax pour de telles expe-
riences. Neanmoins, cette instabilite laisse a penser que ces problemes
sont pathologiques et ne peuvent donner lieu a une theorie generale de
l’estimation satisfaisante et que seuls les problemes dimensionnels, par
leur relative stabilite aux perturbations, constituent de « bons modeles ».
Par ailleurs les constructions que nous avons utilisees ici pour mettre

en evidence certains phenomenes d’instabilite sont evidemment « ad hoc »
et il n’est guere plausible que de tels phenomenes se presentent en pratique
au statisticien. Donc, d’un point de vue heuristique, on peut admettre qu’un
probleme pratique d’estimation sera stable a des perturbations du meme
ordre de grandeur que son risque minimax et qu’il convient de rechercher
des methodes robustes aux perturbations de cette amplitude.
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