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Lois limites du Bootstrap
de certaines fonctionnelles
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Vol. XIX, n° 3-1983, p. 281-296.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RESUME. - On applique la méthode de Bootstrap de B. Efron aux

fonctionnelles (de Von Mises)

On montre que le Bootstrap fonctionne meme dans le cas de limites
non Gaussiennes, a condition de sous-echantillonner. On caracterise les
lois limites, pour lesquelles il se produit une curieuse restriction de parite.

ABSTRACT. - We apply Efron’s Bootstrap to (finite) Von Mises’s func-
tionals :

For sufficiently small ratio of the sample sizes, we prove that the Bootstrap
method works, even when the limit is not gaussian. We characterize the
set of limit laws
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282 J. BRETAGNOLLE

1. INTRODUCTION

La méthode de Bootstrap introduite par Efron [E] ] repose sur l’idée
suivante : soit Fn la loi empirique d’un n-échantillon regi par la loi Fo
(appelee dans la suite « loi centrale »), autrement dit :

Soit Tune fonctionnelle à variable mesure et à valeur réelle. Pour étudier
la loi limite de T(Fn) - T(Fo) convenablement normalisée, on construit

N

un N-echantillon sur la loi F~ : F - 1 ~ a Y- conditionnellement aun N-échantillon sur la loi Fn : N N ¿ Yj (conditionnellement à

i. i. d. de loi Fn, soit P(Yj = Xi) _ - ; ou encore : on se donne, indé-
n

pendamment de l’échantillon (XL), une multinomiale I = 1, 2, ..., n)

de loi M N ; ..., pi = - , ... et alors FN = 

La procédure fonctionne (on dira dans la suite « le Bootstrap fonctionne »)
si, conditionnellement à l’échantillon (Xj), et avec la normalisation cor-
respondante, la loi de T(F n) converge vers la même limite que
T(Fn) - T(Fo). On peut envisager comme convergences :
la convergence dite dans la suite « IPL » : la loi conditionnelle à (XJ

tend en Probabilité (vers la bonne limite).
la convergence dite dans la suite « p. s. L » : la loi conditionnelle tend

avec probabilité 1 quand n tend vers l’infini (vers la bonne limite).
Dans ce travail, on étudie le cas des fonctionnelles dites polynomiales :

= x2, ..., ... F(dxm) où f est une fonction

réelle de m variables réelles. Ces fonctionnelles apparaissent naturellement
comme parties régulières de développement de Statistiques de Von Mises
(c’est-à-dire dérivables au sens de Gâteaux, voir par exemple Filippova [F ]).
Bien que très proches des U-statistiques de Hoeffding, elles en diffèrent
essentiellement en ceci que les U-statistiques éludent le problème des
redoublements. Expliquons sur un exemple, prenons m = 2 ; la U-statis-

tique de noyau f vaut 03A3f(X1, X j). Si la loi Fo est diffuse, elle ne diffère pas
Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B



283LOIS LIMITES DU BOOTSTRAP DE CERTAINES FONCTIONNELLES

de X~), ou f ’’{x, y) _ f(x, Mais la loi Fn n’est jamais diffuse
et la confusion des deux notions n’est plus possible au niveau du Bootstrap.
Un contre-exemple de Bickel et Freedman [BF ] est fonde sur cette ambi-
guite des U-statistiques. Nous allons montrer :

THEOREME. - Si f satisfait des hypotheses d’integrabilite renforcees,
le Bootstrap fonctionne : pour N = O(n), presque sûrement en loi condi-
tionnelle, des lors qu’on cherche une limite Gaussienne éventuellement
degeneree. Au-dela, il fonctionne encore vers une limite non dégénérée,
si on impose une liaison entre N et n (Voir la fin de l’article pour un enonce
precis).

2. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans la suite, representent les fonctions de m variables (resp.
symetriques). On mettra en indice le nombre de variables s’il differe de m.
Attention : il s’agit de fonctions (mesurables) finies partout, et non de classes,
car on veut travailler avec toutes les mesures, y compris les Dirac (notées ~).
La loi centrale est notee Fo, l’espérance associee Eo; [Eð est l’espérance
conditionnelle :

On note (~ /l) la dualite fonction mesure, par exemple

Soit G une autre Probabilité. On a la decomposition de Hoeffding (écrite
ici pour la simplicite dans le cas d’une f de ~m)

ou

(demonstration evidente en developpant suivant la formule du binome).
Bien noter dans cette formule que fonction de S’k , depend de f et de Fo.

Vol. XIX, n° 3-1983.



284 J. BRETAGNOLLE

Rappels sur les espaces symetriques et les U-statistiques

(Voir le cours de Neveu [N] ] et le livre de Serfling [5’]). Soit L 1’espace
des fonctions de carre Fo-integrable, dont on note Lo le sous-espace des
fonctions d’esperance nulle. On Lo 3 1. On notera (resp. ~~"~)
les sous-espaces des fonctions de carre Fo integrable de ~m (resp. 
On a la decomposition :

L’appartenance a se teste par la nullite, pour tout i compris entre 1 et k,

de 1’integrale x2, ..., ainsi, (formule 1) est dans cet
espace. 

designant a la fois l’ensemble des applications injectives de [1, m ]
dans [1, n ] et son cardinal n(n -1) ... (~2014~+1), pour f dans ~,~ (ou ~m,
peu importe vu la symetrie de la formule), on définit la U-statistique de
no yau f par

On a

L’operateur Um est le projecteur de sur qui preserve les constantes.
Il vaut = (m varie dans les permutations de [1, m ],
et ou ... , xm) _ ~’(x6~ 1 ~, .. ’?~o~K))-

Si A est une partie de [1, m ] (de cardinal note a et de complementaire A~)

on dit que f E et = 0 pour tout i de A.

On note l’espérance conditionnelle sous Fo de f conditionnee par
les Xi d’indice i dans A (ainsi correspond au cas où A = [1, k ]). On
l’identifie a une fonction de !fa ou a ne pas confondre avec sa version

fonction de in variables qui elle sera notee On a alors les

formules :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B



285LOIS LIMITES DU BOOTSTRAP DE CERTAINES FONCTIONNELLES

et

et est nulle si a = m.

Demonstration. Pour (4.1), il suffit de vérifier que pour tout k  a,

toute y de Lo, toute (J, = 0, ou v6 = 0 1~.-~ ce qui
est clair puisqu’au moins un indice de A est couple avec un facteur 1 de

la seconde fonction, car k  a.

Pour (4.2) : Comme 1 oA‘ est evidemment dans le

meme raisonnement vaut pour k  a pour chacun des deux termes. Pour
k = a, si T[1, a == A, V(T = 0 1 on utilise les propriétés de l’espé-
rance conditionnelle ; sinon, l’un des facteurs 1 se retrouve sur un indice i

de A..

Lois des grands nombres pour les U-statistiques

U n(f) est une martingale renversee ; on calcule aisement sa variance,
on a la loi forte et une forme faible du Logarithme itere (voir [5’]) soit

LEMME 5. - Si f est Fo integrable, lim Un( f ) == Eo f (p. s.).
Si f est de carré integrable, et dans (8) où a est le cardinal de a :

0 n (f ) Jl I I ; lim p (L°g n) f( ) P. s. (b &#x3E; 2(la convention est qu’un 0 ne depend que de son indice). ’ 
2

Demonstration. - Il suffit de démontrer le résultat dans le « cas pur »
a = m, ou il est clair que = m ! = et on suit

Serfling. Puis on utilise la decomposition (4 .1), 1~’ ~

Y~ 
k~a 

V
ou avec enfin LUn(gd.

k~a k~a

d’après (3.2). ft

A. THEOREME LIMITE CENTRAL POUR LES U-STATISTIQUES

A l’espace Lo, d’element general note y associons l’espace Ao des N(~’),
variables Gaussiennes centrees de covariance == E(N(y)N(7y’)). Cette

isometrie se prolonge en une isometrie ’l’ de # sur par la for-
m 111

mule ~( ;~ °"’) = N( ;,) o"’ (on rappelle que classiquement iz ° "’ _ (j~2 !) 1’ 2~2 0"’).
Soit maintenant (Q, j~, IP) un espace de Probabilite contenant les 
et B la sous-03C3-algèbre engendree par N(03B3), 03B3 variant dans Lo ; l’application 03A6

Vol. XIX, n° 3-1983.



286 J. BRETAGNOLLE

definie par 03A6 (exp 0 N) = exp (N - E(N2/2)) (ou exp 0 se

prolonge en une isometrie, toujours notee D, de # sur [L~(Q, ~, [P~).
m

On appelle Chaos de Wiener d’ordre m l’image par 03A6 de en parti-
culier, si u est centree réduite, 03A6(03C5m) = Polynôme d’Hermite de

degré m (avec la normalisation !! Hm = m !) (Voir [N ]).
Soit enfin { la suite des espaces 1°~ (c’est-a-dire les espaces [l2

de Probabilite sur muni de et la suite d’applications definie

sur les generateurs de # par
111

o sinon, puis prolongee par linéarité et continuite. ’~~ est isométrique

de # dans L~ des que n &#x3E; m, et par ailleurs de norme 1.

Donnons deux resultats intermédiaires sur la convergence en loi :

(6.1) Soit ((X;,~), (Yj, n)) une suite de v. a. multidimensionnelles telles que,
quand n tend vers l’infini, tend en loi vers (X;), et, pour chaque j,

vers la constante Cj; alors ((X, J, tend en loi vers ((X~), (c~)).
(6.2) Soit H un espace prehilbertien, Ln, Zn une suite d’espaces L2 de

Probabilites, d’applications de H dans Ln lineaires, uniformement bornées
(n = 1, 2, ..., On suppose que pour tout x de H, Zn(x) tend en loi
vers Le resultat se prolonge alors au complete H de H.

(Presque evident : il y a uniformite de la convergence en loi sur les fonc-
tions continues bornees a derivee continue bornee, car, pour une telle g

et ces fonctions suffisent a tester la convergence en loi).
Dans une telle situation, on appellera lim L 1’operateur lim LZn = Z~

dont le domaine est H. Nous redemontrons et énonçons dans des formes
adaptees a ce que nous avons en vue le resultat suivant, du a Rubin et
Vitale [R. t] :

PROPOSITION (7). - Le diagramme

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B



287LOIS LIMITES DU BOOTSTRAP DE CERTAINES FONCTIONNELLES

est commutatif, soit pour tout x de converge en loi vers

m

Démonstration. On appliquera (6. 3) à 1’/’11 pour Zn et pour H l’espacc
Bectoriel (algébrique) engendre par les (nlk !)- dont on sait qu’il est
dense dans E8 ~o "’ si les mx varient dans N et les y~ dans un sous-ensemble
suffisamment riche de la sphere unite, ici les fonctions bornées. On note
K = où t = 1, 2 ... K un ensemble fini de telles fonctions, et AK designe
Ie 

Il suffit de montrer que pour tout M fini, toute partie K finie, le systeme
des (..., (m !)1/2(~) - ... ) tend en loi vers (..., (m !) -1 ~2Hm( ... )
pour 1 - m  M, 1 - t  K, ou on a pose ur = u(yj. En multipliant par
le facteur (tendant vers 1) ~’~[~(~20141)...(~2014~+1)]~ on remplace

_ 

m

le terme general par = ou rXi note 

Soit = 03A3 tXhi (h entier). Un resultat classique sur les Polynomes
I= 1

symetriques (ici de plus homogenes) montre que t,m,n = Pm( ... , ... )
ou Pm est un Polynome de m variables ne dependant que de m. Puis :
A) le T. L. C. multidimensionnel montre que (..., rsnl ~~n 1 ~2, ... ) tend

en loi vers (..., ur, ... ), la loi forte que converge vers 1 pour h = 2,
0 au-dela (les X sont dans tous les LP, et centrees reduites). Si donc on pose

Pm(x, 1, 0, ..., 0) d’apres (6.2), le systeme tend en loi vers

(..., Qm( ur), ... ).

B) Pour terminer, c’est-à-dire identifier les Qm aux Polynomes d’Her-
mite normalises, comme ce sont des Polynomes de degre moindre que m,
il suffit de vérifier que les forment un systeme orthonormal. Il suffit
de se limiter au cas l., (d’une X) et de montrer alors que les Zm,n pour
m  M restent dans une meme Boule de ~4 1’equiintegrabilite en resultant
donnera v)) = lim ~m,m’ (symbole de Kro-

necker) et le resultat.

C) A cet effet, comme on manipule un nombre fini de Polynomes (les Pm
pour m  M) il suffit de donner un majorant commun aux 
Pour ~=1, on utilise Khintchine (les rXt etant centrees independantes)
qui donne

Vol. XIX, n° 3-1983.
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3. THEOREME LIMITE CENTRAL
POUR LES FONCTIONNELLES POLYNOMES

On se restreint desormais a une somme finie de telles fonctionnelles,
qu’on peut toujours regrouper en une seule, qu’on va centrer, soit

où f est dans ou dans La formule de Hoeffding (1) donne :

ou les cpk sont des fonctions de ~o k, et symetriques.

Reduction a une somme de U-statistiques

On note l’ensemble des partitions de [1, m], soit des P = (Ai, A2, ..., Ap)
ou l’entier p est le cardinal de P et les Ai disjoints et non vides; on note js(P)
le nombre de parties de P de cardinal s, J(P) l’ensemble des indices consti-
tuant une partie a un element (J a pour cardinal j 1 ). On note ~ ~ 1’ensemble
des partitions pour lesquelles js = 0 si s &#x3E; 2. D est la partition discrete
( p = m). On a les formules

On définit P comme l’ensemble des applications u de [1, m ] dans [1, n ]
telles que u(i ) == kt pour i E At, avec les kt tous différents (pour factoriser
les u par des applications injectives) de sorte que le cardinal de P vaut 
On définit l’application de condensation Jp de ~m dans /Fp par la formule :

(12) Jp/(~i~2~...~p)=/(~l....~J OU 

A l’aide de ce formalisme, on decompose les fonctionnelles polynomes
en sommes de U-statistiques par les formules :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B
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et donc

Normes fortes

Soit q &#x3E; 1 ; on note ~ . ~ la q-norme dans la dualite avec Fo : pour h
dans = La norme forte est alors definie par

Sup pris sur toutes les P de *~ . On a

LEMME

Demonstration. Soit A une partie de [1, m ] ; définissons la partition
P * A comme trace sur A de P, completee par la partition discrete sur AC.
On a : = l’appliquant à h et uti-

lisant Jensen, il vient

et donc ||| ( f la seconde inegalite en decoule, etant somme

(signée) de 2k esperances conditionnelles. De meme, si P partitionne
[1, m ] x [1, m ] = [1, 2m ], si Q est la trace de P sur la seconde moitie, on a

mais

Desormais, on suppose que f vérifie 1’hypothese
(H) f est de 2-norme forte finie (sous Fo) et donc egalement les 

LEMME (16). - Soit f dans Fm vérifiant (H). lim ( g F©m) = E0 f (p. s.).

Si de plus fe nan ~mn)=0f(1)(b &#x3E; _)
(p.s.) et E0(f, F°m)2 - " ||| f |||220m(1).

Demonstration. On utilise la decomposition ( 13). Toutes les I |Jpf
sont majorees par III f I[12 (15), les Jp f vérifient donc les Hypothèses du
Lemme (5). Pour la premiere assertion : si p  m, 

tend p. s. vers 0 d’après la 1re assertion de (5) ; pour p = m,
P = D, JD/ = f, et tend vers 1. Pour la seconde : on demontre

le resultat pour chaque P de ~m, soit a etudier na/2-m (Log 

Vol. XIX, n° 3-1983.



290 .1. BRETAGNONE

Rappelons que J(P) designe l’ensemble des indices constituant une partie
a un element de P, son cardinal est jl. Si donc K, de cardinal k, designe
A n + a - m, et Jp(/)e o D’ou le resultat en

reportant dans (5), et notant 0, d’apres 1’eva-

luation de k et (11) : m. De meme pour la majoration de la
norme..

Revenons a la formule de Hoeffding (10). Soit k Ie premier indice tel que
D’apres le Lemme precedent, la somme etant finie,

nk~2 ~ Tn - (k )( CPk , F ~ k) ~ tend vers 0, p. s. puisque n -1 1/2 (Log n)b tend

vers 0. Autrement dit, on peut supposer que f est dans et on suppose
desormais en vertu du principe d’economie des notations :
(17) (H) est f est de norme forte non nulle et f est dans 

Utilisons a nouveau la decomposition (13). Soit

sommation portant sur les P de 1, 2 avec j1 (P) = j (voir ( 11 ) pour ces
notations). On a pratique l’abus de notations consistant a considérer EJ0(h)
comme fonction de j variables sans places precises dans [1, p ] ; notons
que 03C8j ~ Lj0 (symetrie sur les P de la sommation) et qu’elle est de norme
forte finie (car Jp f Fest, ainsi que toute Jp, Jpf, les Jp, Jp s’interpretant comme
des JQ pour Q choisie « ad hoc ».)

A : pour P ~ tend vers 0 p. s. : en effet, un examen
de la preuve de (16) ou on porte a = m, montre que -m+p-kI2 -m12
si P n’est pas dans f!/Jl,2 (voir ( 11 )). On gagne donc une puissance de n dans
la seconde majoration du Lemme (16), comme dans la precedente reduc-
tion au premier indice k. _

B : pour P E ~,2. 0 1p-’1) tend p. s. vers 0 : .-

en effet d’apres (4.2), ce terme est la U-statistique d’un element de

~~ ~ 1 + 1 ~X et ce terme avec sa normalisation est

meme conclusion que dans A puisque cette fois, m = ji + 2(jp 2014 ~B).
Nous sommes donc ramenes aux ~, pour lesquels on utilise (3 . 2). Nous

obtenons

Bien noter que dans cette formule, j a même parité que m puisque pour P

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B
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dans ~2 7i(P)/~ = - m/2 + p... Le retour au cas general et la Propo-
sition (7) donnent :

PROPOSITION (20). - Soit f dans de norme forte finie, differente
de son espérance pour la norme forte. Soit k le plus petit entier tel que
III III ~ 0. Alors nk~2 ~ ( f, l’/"’) - converge en loi.

La limite, non nulle, appartient a la somme des Chaos de Wiener d’indice j
moindre que k et de meme parite que k.
Notons que Filippova [F ], dans son Theoreme 4, avait donne la limite

sous la forme d’une integrale stochastique de Pont Brownien, mais sans la
restriction de parite.

4. BOOTSTRAP DES FONCTIONNELLES POLYNÔMES

Nous allons suivre le plan des paragraphes precedents. Nous serons
amenes a utiliser une nouvelle classe de partitions, la classe ~m définie
comme l’ensemble des couplages de [1, m ] x [1, m], c’est-à-dire des par-
titions C de cet ensemble, de cardinal c, composees de c 1 parties a un ele-
ment, et de c2 paires liant un element de la premiere moitie a un element
de la seconde, avec donc c=Ci-)-C2;~-t- 2c~ = 2m

soit encore

Nous renforcons (H) en (H’) : f est de norme forte !!! finie, qui donne
comme majorant commun |||f|||24 aux en suivant ( 15),

..

afin de controler PL ou p. s. L les termes negligeables : on ne peut utiliser
directement les assertions type LogLog des lemmes (5) et ( 16), mais on les
utilise sur les normes quadratiques relativement à Fn (c’est-a-dire condi-
t i onnellement au premier echantillon ( X i)) ; on note cette esperance
conditionnelle. La complication relative des calculs provient de cette

Vol. XIX, n° 3-1983.
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necessite technique, egalement de ce que (B. 3 . 3) nous oblige a une double
reduction aux U statistiques. (3) avec [En au lieu de Eo, donne

(on change legerement la notation pour les nouvelles U-statistiques) et

Comme, pour les fonctions d’une variable, U statistiques et fonctionnelles
Polynomes coincident, on a immediatement :

(22) Pour g dans L, VN(g) converge p. s. L vers Eo g si N, n tendent vers
l’infini.

Demonstration. Posons y = g - y E I1 faut montrer que VN( y)
tend p. s. L vers 0, on utilise une technique de moments (conditionnels) :

U n( y) d’apres (B. 3 . 3), qui tend p. s. vers 0 (loi forte).
N VarN VN(y) = Un(y2) - Un(y)2, qui tend p. s. vers Varo h (loi forte)..

./- i

N-h/2s(h)N = N1-h/2VN(03B3h), (22) donne immédiatement (quand N, n tendent
vers oo ).
(23)  oo. tend p. s.  vers ~03B3~22 ou 0 suivant que h = 2

ouh&#x3E;2.

Bickel et Freedman ont montre dans [BF] ] le TLC au premier ordre
pour le Bootstrap, qui, dans notre cas particulier s’ecrit :

(24) N -1 ~2 (VN( y) - Un( y)) converge p. s. L vers N( y) si N, n tendent vers 00
(notations de (7), y dans Lo et N(y) Gaussienne associee dans Ao).

Introduisons trois hypotheses liant N et n :

(No) N et n tendent vers 00. (N 1 ) N = a(n) et N tend vers 00.
(N2) Pour un b &#x3E; 1, N = a (n (Log n) - b) et N tend vers oo .
Sous (N1), le terme de centrage de (24) : tend en P vers 0,

et p. s. L sous (N2). On obtient donc, toujours en suivant les notations de (7).
(25) Pour toute partie finie K = de la sphere unite de Lo telle que Ak
soit fini, le système des (..., (m !)1/2(N m)-1/2VN(03B3t), ... ) tend vers

la convergence a lieu PL sous (N 1)’ p. s. L sous (N2).
Demonstration. - Il suffit de reprendre la fin de la démonstration de (7),

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré-Section B



293LOIS LIMITES DU BOOTSTRAP DE CERTAINES FONCTIONNELLES

en notant que le terme de centrage au premier ordre disparait ; (7) a deja
identify les Pm(x, 1, 0, ..., 0) comme etant les Polynomes de Hermite Hm(x).

Soit maintenant x un element centre de type fini de EB Lm0, c’est-à-dire
m

que x = xi E On suppose de plus que chaque xi vérifie (H’).
i= 1

Notons uN l’application uN(;~°"’) _ (~!)~~)~~VN(7~"’). Pour montrer que
(B. 7). Pour tout x comme plus haut, VN(X) tend vers PL sous 
p. s. L sous (N2) il nous manque un seul ingredient :

LEMME (26). - Soit f dans vérifiant (H’). Alors 

converge vers m ! [ [ f [ [ 2, en P sous (N 1), p. s. sous (N2).
Demonstration de (B. 7) sous les hypotheses de (26). Fixons i = m pour

l’instant. Choisissons une partie K comme dans (25), y~ est la projection
de xm sur où SpK est l’espace linéaire engendré par les 03B3t de K ;
posons fK = Ym; il est clair que fK vérifie (H’), et que II fK 112 peut
etre rendu arbitrairement petit par un choix convenable de K. La linearite
des U-statistiques et (26) donnent ym))2 converge, en P
ou p. s., vers m ! [ [ f ’K [ [ 2 . On peut faire cette operation pour tous les xI
a la fois (ils sont en nombre fini). La continuite de l’opérateur une

diagonalisation sur K donnent le resultat, en utilisant une inégalité de
Bicnayme-Tchebichev conditionnelle..

Demonstration de (26). On peut (et on le fait) supposer f symétrique.
(B. 3.1), (B. 3 . 3) et (21) (of n, U deviennent N, V) integree par Fn donnent :

O.f)~ sommation sur les C de ~m.

Notons que tend vers 1, et que ce terme equivaut donc a celui de (26).
Pour cl - 0, c = m et la somme des Jc(/0/) vaut m ! f 2. Le total des
termes correspondants vaut m ! ( f 2, f2 vérifiant (H), ce terme tend p. s.
vers m ! d’apres la premiere assertion du Lemme (16).... Pour ci i &#x3E; 0

(il vaut alors au moins 2), = 0(NCl/2), J c( f Q f ) vérifie (H), et appar-
tient a Q9 pour deux parties C1, CZ de cardinaux c1 , c2. On

applique la seconde assertion de (16), ou (Log n)b ten-
dant vers 0 sous (N 1) ou (N2). t!

Remarque. - Ici, (N2) n’a pas été utilisée pour éliminer un terme de
centrage, comme dans (25) ; on peut donc preciser :

(27) Sous les hypotheses de (26), si a &#x3E; tend p. s. vers 0

sous (No). Nous avons donc demontre l’analogue de (7), reste a faire l’étude
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parallèle a celle du paragraphe 3. Dans celui-ci, on reduit tous les termes
de aux seuls termes de la formule (18) en montrant que tous
les autres termes sont des U-statistiques surnormalisées, c’est-à-dire qu’ils
comportent en facteur une puissance negative de n devant leur normali-
sation quadratique. En utilisant (27), les termes correspondants tendent
p. s. [ vers 0 sous la seule (No) (verification Iaissée au lecteur). Rappelons
que (24) est également valide sous la seule (No). Ecrivons maintenant le
résultat final :

THEOREME. - Soit f fonction de m variables, de norme forte d’ordre 4
finie, non constante pour cette norme (Def. ( 14)). Soit k le premier entier &#x3E; 0

tel que la projection ({Jk soit non nulle pour cette norme (Def. (1)). Soient

et

Alors :

1. Le Bootstrap fonctionne a l’ordre k : converge en loi vers
une limite non dégénérée, qui appartient a la somme des Chaos de Wiener
d’ordre inferieur ou egal à k et de meme parite ; la loi conditionnelle de
Nm/2, BTN(f) converge vers la même limite, en Probabilité si N tend vers
l’infini et N/n vers 0 ; presque surement si N tend vers l’infini et N (Log 
vers 0 pour un b &#x3E; 1.

2. A l’ordre 1, sous la seule hypothese N tend vers l’infini et N = 0(n),
et ont la même limite gaussienne éventuellement

dégénérée, en loi pour la premiere, presque surement en loi conditionnelle
pour la seconde.

Demonstration. La decomposition de Hoeffding donne par différence

Pour nul au sens fort si j  k, comme au-dela de k les termes sont negli-
geables (en P, ou p. s. L, suivant (16) ou (27) sous (No)), tout se reduit a

ou 1 °) dans le cas 1, avec les res-
trictions supplementaires sur N, n, le terme de centrage conditionnel dis-
parait. On applique la Proposition (20) ou son calque compte tenu des
remarques precedant 1’enonce.

2° Dans le cas 2, on retombe sur le resultat de Bickel Freedman, valable
sous (No)..
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COMMENTAIRES DU RESULTAT FINAL

1) Avec les U-statistiques generalisees (c’est-a-dire travaillant sur l’espace
complet 3 on peut atteindre comme limite toute loi de Probabilité,
du moins des que est de dimension infinie : on sait alors en effet que

IL 2(0, contient des v. a. de loi arbitraire. Mais avec les fonctionnelles

Polynomes on en est fort loin ! Hors les restrictions (minimes sans doute)
de finitude de la norme forte et de degré fini, on a une très surprenante
restriction de parité sur les Chaos atteints qui suggère qu’il est inutile d’espé-
rer la validite du Theoreme du Bootstrap pour une loi limite ne possedant
pas cette parlte.

2) Justification de (N1). Prenons comme contre-exemple f(x, y) =.xy,
Fo regit un signe £ = + 1 avec = 0. La loi limite de la fonctionnelle

est alors Gf, Gi 1 gaussienne centree reduite. Prenons N = n ; le terme

Bootstrape normalise vaut alors ~’~((EK~)~ 2014 (E£i)2), ou suit une

loi multinomiale = ki...) = n!(TIki !) -1 n - n, independante des £;.
On peut appliquer le TLC conditionnellement a ce terme, il est facile de
voir que sa loi conditionnelle est asymptotiquement ou G2
est une seconde Gaussienne centree reduite independante de Gi. Le Boot-
strap ne fonctionne donc pas.

3) Pour etre complet, reste a montrer que toutes les limites proposees
peuvent etre effectivement atteintes : Soit ~ une famille finie d’éléments
de de même parité et moindres que m, de normes fortes finies, et soit

Si Fo est diffuse f est dans et de norme forte finie, l’étude précédente,
a partir du (18), montre qu’alors T~(Fo)) tend en loi vers
~o~I’(~i/r~) et que le Bootstrap fonctionne.

Il me reste a rendre a Jacques Neveu ce qui lui est du. C’est la limpidite
de son Cours de Montreal qui m’a permis de mener a bien ces calculs,
simples dans l’esprit de ce cours en dépit de la présente rédaction.
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