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Sur le support
de certaines lois indéfiniment divisibles

dans un espace vectoriel

A. TORTRAT

85, rue de Paris, 92190 Meudon (France)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XVIII, n° 4, 1982, p. 395-409.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

1. INTRODUCTION

Ce travail comporte deux parties. Dans la première nous étendons
des résultats de [3 ] : Pour que le support S d’une loi ,u soit un cône tronqué
(c’est-à-dire un demi-groupe additif stable pour toutes homothéties de

rapport t &#x3E; 1), à une translation près, il n’est pas nécessaire qu’on ait une
relation de semi-stabilité (d’exposant a &#x3E; 1) :

(1) c. ,u = 0  c  1, c . ,u loi de la v. a. c( si ( a la loi .

Il suffit de :

(2) c . ,u divise pour 0  r  c  1 (un couple (c, r)).

On pourra se borner, dans (2) à r rationnel, soit r = 1/k, et de légères 
’

restrictions s’ajouteront à (2).
Pour a  1 (soit r &#x3E; c) nous donnons d’autres énoncés, moins satisfai-

sants.

Dans la deuxième partie, nous reprenons le théorème 1 de [7], dont la

preuve était très insuffisante. Nous la complétons pour les dimensions 2 et 3
de la mesure de Levy au voisinage de l’origine, après une analyse prépa-

ratoire relative à la position d’une direction asymptotique A pour |x|&#x3E;~ xdF
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396 A. TORTRAT

(lorsque ~ -~ 0), par rapport aux cônes Cfl portant les restrictions de F
à 1 x  11. Que S (pour  du type e(F)) soit toujours (après centrage) un
demi-groupe (ce qu’affirmait le théorème 1 de [7]), est maintenant plau-
sible mais nous ne l’affirmons pas (pour d fini &#x3E; 3).
La preuve que S est un A-cylindre (fait qui ramène à la dimension d -1)

n’est obtenue qu’indirectement, comme sous-produit de l’étude de S, sauf
dans un seul cas, et nous n’avons pas de principe général, indépendant de
la dimension, qui évite l’analyse « artisanale » que nous avons dû développer.

2. THÉORÈME 1

THÉORÈME 1. - Soit E un espace vectoriel normé séparable, et  une
loi sur sa tribu borélienne la loi qu’induit p dans le Banach E complété
de E. On suppose que

i) pour un couple 0  r  c  1 de nombres réels (r = 1/k) c. Ji divise ;uY
(cela supposant que jl1/k existe) :

ii) Le cofacteur v (de c. il) et il sont des lois indéfiniment divisibles.
Pour ii) il suffit que les puissances 1/n de il, v, existent dans E, pour

une infinité de n. Cela se traduit pour la mesure de Lévy F de ji par c. F  rF,
(une composante gaussienne peut exister, car a  2).

Alors le support S de f.1 est le translaté d’un cône tronqué.

Preuve. a) Concernant l’affirmation relative à ii), notons que, suivant
la preuve page 243 de [4 ] du théorème de Siebert, toutes les puissances
m/n (m  n, j2 prenant les valeurs en nombre infini supposées) de ;u sont
équitendues (de façon indépendante de n). Cela assure l’existence du demi-
groupe continu ilt (équitendu pour t  T), dans E. On n’utilisera ci-après
que les t multiples des ri, et la continuité en 0 sur ces t. L’existence de F

est assurée ainsi que l’expression susdite de (2’) par F, mais cela n’intervient

pas dans ce qui suit.
b) Nous suivons, en l’adaptant, par la translation ci-après, la méthode

de [3 ]. Choisissons t - 1 = 0 &#x3E; 0 et cnkn = en --~ 8 lorsque n - o0
(kn est un entier convenable). 

’"

Alors in = rnkn -~ 0 et dans E on a
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397SUR LE SUPPORT DE CERTAINES LOIS INDÉFINIMENT DIVISIBLES

- Dans toute la suite de cette preuve nous laissons tomber l’accent - sur

les lois dans E (mais non sur les supports S de  et Sn de Jin’
a

Une translation - b = , avec a E Supp v permet de supposer que
c-r

0 E Supp. v. En effet si les v. a. indépendantes ~ et 11 de lois ,u et v vérifient

cç -~- ri ’ ~i f.1r, on a + ~ : 0 appartient alors aussi au support du cofacteur vn
de pour car si (cn . = on a

soit vn+ 1 = (e. Vn) est cofacteur de cn + 1. ,u .
Ainsi c"S c Supp. après ce centrage que nous supposons maintenant

effectué.

c) Réénonçons le lemme 1. 3 de [8] ] (3 . 6) de [3 ], de façon générale,
dont la preuve n’est autre que celle de la proposition 3 de [5 ], formulée
alors de façon inutilement restrictive en b) et plus que maladroite en a).

LEMME 1. - Soit ,X un groupe topologique (séparé) et  une loi boré-
lienne 03C4-régulière.
On suppose que f.1 = et que, suivant un certain filtre ~ (d’éléments F),

vx - 6(0). Alors ,ua -~ ,u et, Sa, S désignant les supports de f.1, on a

(F décrivant le filtre et le trait - désignant la fermeture)

Preuve. - Pour ,ua ~ ,u il suffit de prouver la convergence pour f
uniformément continue à valeurs dans [0, 1 ] (alors lim &#x3E; sup 

pour tout ouvert ). Or dans pf = f (x + la contribution

de y e U, voisinage de l’unité tel que ) 1 f(x + y) - f(x)  G pour tout y de U,
diffère de moins de G de vaU . et celle de y E UC, de moins de vaUc de

f.1af On a bien Sans aucune restriction, ,u« -~ f.1 implique
l’inclusion S c 2e membre dans (5), la preuve étant celle de a) de [5 (1).

(~) On a plus, et c’est ce que nous exprimions dans [6] ] sous le terme de lim S~ (et lim)
au sens topologique : implique que tout voisinage U d’un point de S, coupe chaque
Sa pour les oc d’un élément convenable F du filtre, alors que (5) exprime seulement que U
coupe un Sa avec rx E F, pour tout F du filtre, ce qui est plus faible : lim Sa ci S c lim Sr
et donc 

_

S = lim Sa = lim S~ au sens topologique.

Vol. XVIII, n° 4-1982.



398 A. TORTRAT

Soit inversement x tel que tout voisinage U~ de x coupe ~ Sa aéf SF.
aEF

Choisissant U x U c V voisinage arbitraire de e, on a (pour chaque F)
&#x3E; 0 pour un et pour F tel que 2:: 2 1 pour tout a de F,

V &#x3E;- U .vU&#x3E; 1 U &#x3E; a - 2 03B1Ux o , c’est X E S. "

d)", Appliquons le lemme à (3) et (4). Pour x (quelconque) de S, il existe
Xn E Sn, avec x - Xn  £, pour des n arbitrairement grands (£ donné
quelconque).

Suivant b) on a cnx E Supp. rn donc 8nx E Supp. in et onx + xn E S.
Passant à la limite (suivant les n susdits) on obtient que x(l + 0) est à

distance  £ de S, soit t S c S, pour tout t &#x3E; 1. Pour x de S, 
Mais prenant maintenant 8 = 1, x de X et les xn comme ci-dessus, et x’ un
autre point de S. On a de même f)nx’ x’ + x E S donc à S.

COROLLAIRE 1. - Soit (E,0’) localement convexe et f.1 une loi sur la
tribu cylindrique ~ de E.
On suppose Eo désignant { x : y(x) = 0 si la loi f.1y de y( . ), égale 6(0) },

et po la trace de f.1 sur Eo et = que

i ) = 1 ,
ii) divise = 1/k) sur le cofacteur v ayant un 0-support S,,

(bien défini par v sur non vide,
iii) po et v sont indéfiniment divisibles ( : et v1/n existent pour tout n),

ou ont chacune une infinité de telles racines n-ièmes (sur 
Alors le 0’ -support de f.1 (nécessairement dans Eo) est le translaté d’un

cône tronqué.
Preuve. - ii) vaut a fortiori dans les Eou (quotients de Eo par « pU(x) = 0 »),

normés par pu(x) (cf. [5 ]). Les projections f.1ou ont, suivant le théorème,
des supports Su qui sont des cônes tronqués, si les cofacteurs vu ont 0 dans
leurs supports, soit si 0 E Sv’ Or l’hypothèse « S~ non vide » permet de
définir (par a E S~, quelconque), comme en b) du théorème, une translation
de J1 assurant que 0 E Sv’

Pour a  1, soit c  r  1, nous ne pouvons donner qu’un théorème
beaucoup plus restrictif.

THÉORÈME 2. - On suppose, au lieu de (2’), que
i) (6) divise c~ . Il

et (7) un c’. p divise / (un 1 entier, 0  c  r  l, 0  c’  1) ,

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



399SUR LE SUPPORT DE CERTAINES LOIS INDÉFINIMENT DIVISIBLES

et

et les deux cofacteurs de (6) et (7) sont indéfiniment divisibles,
alors 5 est un cône convexe à une translation près.

Preuve. - (6) équivaut, dans E, à

’ 

(6’) assure JB  

oo, pour 
toute semi-norme pB relative à un

disque fermé B hors duquel F est bornée (et il en existe qui sont compacts,
cf. [2], et [7] lemme 1 et théorème 2, mais on peut ici se borner à la boule
unité B de Ê). En effet

et on a

Cela assure une représentation sans translation de /1, et que S est le demi-
groupe fermé engendré par le support S’ de F, dans E(cf. [5 ], § 5).

De plus, (7), donnant c’ . F  l F, soit (dx c’), assure que x e S’,
implique c’x E S’, donc aussi tx pour tout t &#x3E; 0 (prendre c’nkn - t). Alors
S admet la même stabilité par x -~ tx, tout t &#x3E; 0.

Le même corollaire que pour le théorème 1, vaut, en remplaçant ii) par

pi divise c. po et un c’ . f.1 divise une ,u~ .
Par la même méthode on a aisément l’énoncé suivant :

THÉORÈME 3 (Lahcen Omari, cf. [4 ]) (*). i) Dans les conditions du théo-
rème 1 on suppose r = c et ,u symétrique, alors le support de J1 est un sous-
espace vectoriel.

ii) Dans les conditions du corollaire 1, on suppose toujours c  r  1

(soit a  1), et en outre que s’écrive - 1 2 Q(y) + (eiy(x) - 1 ) d F

(*) L’énoncé ii) est plus restrictif que celui du théorème 2, en ce sens que la condition
« c’ p divise l » (1 entier au lieu de r  1) suffit pour démontrer que S est un cône, tandis que
l’autre condition du théorème 2 : « divise c. J1 » intervient seulement pour assurer l’autre

hypothèse de ii) : que ,u est « sans translation, au sens fort, cf. les propositions 4 et 5 de [6 ].

Vol. XVIII, n° 4-1982.



400 A. TORTRAT

(ce qui n’implique que l’algèbre cylindrique de Eo) et que, dans les espaces
quotients complétés Eou, les Fu intègrent les normes dans les boules unités.
Alors S est un cône convexe.

3. PRÉLIMINAIRES A L’ÉTUDE DU SUPPORT S,
DE ,u E EN DIMENSION FINIE d

Nous nous donnons une loi f.1, du type de Poisson, donc bien définie
à une translation près par sa mesure de Lévy F. Rappelons (preuves immé-
diates, cf. [6] et [7]) que S est toujours « invariant » par le demi-groupe
fermé L(F) engendré par le support SF de F et 0 ( : S + S), et que si

d F est fini, S égale (après un éventuel centrage) 03A3(F).

Notre problème est de prouver que S est toujours un demi-groupe conte-
nant 0 (à une translation près, réserve éventuellement sous-entendue) et
de préciser au mieux la nature de S suivant les cas. Il est donc loisible de
supposer que, si petit que soit ~ &#x3E; 0, la restriction 

( 1 x 1 est une norme quelconque), n’est pas portée par un sous-espace de
dimension  d, et qu’on a

De même on peut, et nous le faisons, supposer F portée par le « quadrant »
~ x~ &#x3E;_ 0 ~ relatif à une base quelconque, et réduite à F~ (plus tard à 
Nous appellerons aussi d-ièdre toute partie qui s’exprime (pour une autre
base) comme le quadrant susdit.
Notons F~ la restriction de F à { x &#x3E; ~ }, C~ le cône des demi-droites OP~

où P~’ est un point du support de Ftl (nous écrirons P" E F~’ pour abréger),

Ctl la fermeture de ce cône, M~ = xdF, ~’~ le demi-groupe (fermé,

contenant nécessairement 0) engendré par le support de F~.
Enfin F désigne le cône des demi-droites limites en direction de suites

Pi -~ 0 (Pi E SF, 0), cône contenu dans tous les Cn . co( . ) et co( . ) dési-

gnent respectivement l’enveloppe convexe, et la fermeture de celle-ci.

LEMME 2. - i) r est fermé et contenu dans chaque donc cor c ~’,

(tout ri &#x3E; 0).
ii) Pour tout cône C (du quadrant) toute demi-droite A de co(C) appar-

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



401SUR LE SUPPORT DE CERTAINES LOIS INDÉFINIMENT DIVISIBLES

tient à un d-ièdre T ayant ses arêtes dans C (avec C = C u r si C est un C’’) :
A est une combinaison convexe de d arêtes de C.

Preuve de i). Soit in -~ i avec = 1, in E r. Notons p la norme de P
et choisissons des Pni « dans F » tels que 1/i, = Lni Ln’

Une suite in T oo existe telle que inin ~ i, donc Pnin ~ 0, on a bien 03C4 ~ 0393.
Si Pi = p1 (r + sj, avec 8i --~ 0 dans Rd, on a ( [ ] notant la partie entière)

donc ti e ~’’.

&#x3E; 0 ~ &#x3E; 0 ~ sont dans ~’’, ~ ti + t’i’ ~ y est donc

eor 

Preuve de ii). Supposons 0 frontière dans co(C). 0 appartient à un
hyperplan d’appui n sur C’’~ On peut vérifier (ce point intuitif n’est pas
tout à fait évident mais sans doute connu) que co(II n C) = n n cc’C.
Donc A E co(C n II). Ce cas « A frontière » ramène donc à la dimension d -1.
Si A n’est pas frontière, soit A’ génératrice extrémale (dans co C), de C.
Le demi-plan A’A (de frontière A’) coupe coC suivant l’hyperplan
d’appui II’, ce qui ramène au cas précédent.

Enfin pour d = 2 le résultat est immédiat et la preuve de ii) est ainsi
complète.

LEMME 3. - Soit A une direction asymptotique (lorsque 1’/ ! 0) pour

Mn° = c. a. d. une direction limite pour une suite ~~ ,~ 0.

A ne dépend pas de ~0 et ~ coC~ pour tout ~.
Preuve immédiate et connue.

PROPOSITION 1. - Pour chaque direction asymptotique A de M~(ri ,~ 0),
on est dans l’un des trois cas suivants :

ou A est intérieure à une suite de d-ièdres T~ d’arêtes E 0),
ou A est frontière dans coC’’, pour un ~ assez petit, donc tout 1’/ 

ou, en enlevant une partie bornée de F, et une partie portée par un sous-
espace (vrai), on est ramené au 1 er cas. 

~

Preuve. - Plaçons-nous dans le sous-espace affine E : xi = 1, et

désignons par ~, ~ 1 ... les traces de A, 01 ... ~2014~
Supposons que pour ~ ~ ~0, 03B4 ne soit frontière dans aucun coC~ (nous

gardons ici les mêmes notations pour les traces sur E des cônes), ni intérieure
à un polyèdre 61 , ... , ~d de sommets E C~. Suivant le lemme 2. 5 E une face
d’un tel polyèdre que nous notons T (comme le d-ièdre dont il est la trace

Vol. XVIII, n° 4-1982.



402 A. TORTRAT

~ 

sur E), soit par exemple la face b2, ..., ~d (pour un 11 fixé), portée par l’hyper-
plan II.

a) Si b est intérieur à cette face, portée par x trace de II, soit q un point
de E n CU qui soit du côté opposé à 5i 1 par rapport à 03C0 (et non dans 03C0).

Si q i la droite 616, il est loisible de supposer que 03B4103B4 n’est dans aucune
« ( j = 3, ... , d ), alors 6 est intérieur à

~ 1 ~2 ... donc aussi à un polyèdre T’ de sommets dans CU (et pas
seulement Ct1). Cela est impossible par hypothèse, c’est dire que 
que CU n E se réduit à une partie de 03B4103B4 en ce qui concerne la partie exté-
rieure au demi-espace défini dans E par 03C0 et 03B41. Ainsi si on retire de F~0
la partie portée par le plan Ai A, la face A~ ... Od devient frontière de tous
les  ~o.

b) Si b est seulement intérieur à bI ... bd, on raisonnera de même pour
prouver qu’hormis une partie bornée, F est dans le demi-espace limité
par II et contenant T, ou dans le sous-espace engendré par Ai, ..., DI -1, A.

COROLLAIRE 2. - Pour chaque direction asymptotique A (de M~, r~ ,~ 0),
on a l’un des trois cas suivants :

i)  E E, sous-espace de dimension minimale, d’  d - 1, d’appui pour
les C~ (: pour tout ~ ~ ~0, Cn a d’arêtes indépendantes dans E, et E est
dans l’hyperplan d’appui FI commun à tous ces C~’, E et FI ne dépendant pas
de ri), et A E un d’-ièdre d’arêtes dans r n E.

ii) A est intérieure à une suite de d-ièdres T~ d’arêtes dans C"j (~ J ,~ 0),
iii) en enlevant une partie bornée de F et une autre partie portée par un

sous-espace vrai, on est ramené au 1 er cas si fi x 1 d F demeure infini,
sinon il n’y a plus de problème). ~ "

Preuve. Supposons 0 frontière dans les coC~ (ri - rio). Fixons un ~.
A appartient à un hyperplan d’appui II pour C’’, et CU n II engendre le
sous-espace E~ contenant A. Lorsque 11 ,~, II est inchangé mais la dimen-
sion de E~ peut décroître jusqu’à rester égale à d’ (0  d’ - d - 1).
On choisit ~0 assez petit pour que E ne dépende plus de ri. Alors

A E co(E n C’’) et, suivant le lemme 2, on a, pour la suite ~~ (telle que

On notera que pour d = 2, on est toujours dans le cas i) (alors 0 E r)
ou le cas ü).

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



403SUR LE SUPPORT DE CERTAINES LOIS INDÉFINIMENT DIVISIBLES

Ainsi pour prouver (par récurrence) que S est un demi-groupe, on peut
se borner au cas i) où « A est frontière » (des car dans le cas ii) S = Rd
suivant le théorème 1 de [7].
Nous allons maintenant nous limiter au cas d’ = d - 1 (qui suffira pour

d = 3), lorsque 0 ~ r.
Si A est intérieure au quadrant initial, il existe un nouveau quadrant

contenant F (et remplaçant le premier), ayant d’ arêtes dans rI, soit

(ox2, ... , oxd) définissant le d’-ièdre To dans II, et oz (du côté de F p. r.

à FI). Suivant II et oz nous noterons

les représentations de M~ et d’un point P du support de F~.
Si A est frontière dans le quadrant initial, on se borne à une permutation

des coordonnées.
Si A = a x z E S, nous désignons par f (a) le minimum des cotes z de

ces points A (a fixé).
Posant a,~ = a + m,~, on vérifie aisément qu’on a

avec

Dans (9’) comme dans toute la suite, il faut entendre que 11 est un des 11j
d’une suite fixée une fois pour toutes (pour laquelle M,~ d~ A), 5 est par
contre arbitraire. Cette lim est d’ailleurs aussi une limite suivant la note ( 1 ).

LEMME 4. - On suppose que A (qui suivant le corollaire 2 E un d’-ièdre
Tl d’arêtes Er n II) est intérieure à un tel Tl(Tl c To).

Si le point c de A est tel qu’il existe des sommes = ei E c + Ti,
extraites de sommes E de (9’) dont les cotes ( : les Ez,~i - ~,~) ~ ô f(a), telles
que ci - c soit borné lorsque ~ ~ 0, alorsf(a-e)  f (a), c) = f (a).

Preuve. On peut approcher c i = l Pqi, qui est intérieur à Tl , par
1

03A3’1 = 03A3nlpl~, où les Pl~ E SF~ et ont des directions qui ~ vers celles de
2

la base de Tl , et où sup |pl~| = 0. Nous avons supposé c~1 borné
pour être assuré que la cote tend vers 0 avec 11, donc que lorsqu’on
remplace E 1 par E i , dans E, obtenant E’, on n’augmente pas ( : on ne peut

Vol. XVIII, n° 4-1982.



404 A. TORTRAT

que diminuer) à la limite la cote : tend vers f (a) comme ( puisque
f(a) est minimale). De la somme £[ , donc aussi on peut alors enlever
une partie qui ~ c, il reste de cote ~ z(03A3’), qui tend en projection
vers a - c, d’oùf(a - c)  f(a). Puisque S est invariant par A (0394 ~ co0393 ~ 03A3~
et E’’ invarie S), on a f (a’ + c) - , f’(a’) d’où la constance de f sur les droites
parallèles à A.

LEMME 5. - Pour d = 3, l’hypothèse du lemme 4 concernant un point c
de A, est vérifiée (pour tout c).

Preuve. 2014 Partageons 03A3 en L’ + L", suivant que les de L appartiennent
à l’angle ] ou 

a) Si ) 03A3’ | est bornée lorsque ~ ~ 0 (pour une sous-suite de 1]), on a
~ ~" ~ / ~ a,~ ~ -~ 1 et l’angle 8(ri) (mesuré par la pente ~x3/ ( a,~ ~ ) de ~" et
a" - 0. Les termes (de E") d’angle avec a~ (mesuré de même)  28(~)
ont donc une « abscisse totale suivant A » &#x3E; I, a,~ /2. On peut donc réaliser
avec une partie des termes de ~", une somme L1 qui, lorsque n - 0,
oscille par exemple entre 2c et 3c.

b) Sinon, choisissons les p,~ les plus grands de L’ (de toutes façons
1 PJ  et notons leurs coordonnées p. r. à 0394103942 formant l’angle Tl
(qu’on peut prendre ici maximum (c’est (coT) n II), avec ~1 c 
cl et c~ sont les coordonnées de c. Nous ajoutons de tels p,~ jusqu’à ce que
c i = (termes tous &#x3E;- 0) E + q 1, c 1 + 2~1 ] p1~ pour
P~ E S(F~0)). ci est borné (lorsque ~ ~ 0) car les ) le sont. Si ci
n’est pas &#x3E; 0, on peut ajouter un terme nPl1’ avec p,~ d2, obtenant c 1
tel que c i reste &#x3E; cl et que ci soit &#x3E; 0 (et  p~); la cote de E’ ainsi modifiée
(contenant ~ 1 ) n’en est pas, à la limite, augmentée (tend toujours vers f (a)),
ce qui prouve le lemme.

4. LE SUPPORT S EN DIMENSION 2 OU 3

Les lemmes 4 et 5 nous donnent le résultat suivant :

PROPOSITION 2. - Pour d = 3 et A E co(r) - est une constante q
et S égale R~ ou le demi-espace { z &#x3E;- q ~ suivant que q égale - oo, ou est fini.

Preuve. Soit A E S. On a A + Tl c S (Tl est l’angle maximal 03941O03942
dit ci-dessus).

Fixons a (projection de A) et soit A minimal : A = a x f(a) et A’ = A - c,
c décrivant A. Lorsque c -~ oo, tout point B = b x f(a) appartient à

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



405SUR LE SUPPORT DE CERTAINES LOIS INDÉFINIMENT DIVISIBLES

A’ + Tl donc à S; car A’ E S suivant le lemme 4 et Tl est dans L’la invariant S.

On a donc f (b) _ f (a) et par symétrief(a) - f (b) : :f(.) = q. Puisque le
réseau de sommet A’ construit sur la maille arbitrairement petite, de base
les P~ (où P~, P~ sont ceux de la preuve du lemme 4, de pente arbitrairement
petite avec ~ - p. r. à FI, et P,~ un point de SF de cote &#x3E; 0) est dans S,
faisant c ~ ~ et parce que A est intérieure à 03941O03942 (donc à tous les P2~OP3~
pour ~ assez petit), on a bien S = {z ~ q}.

Cette preuve couvre évidemment le cas où 0394 E r tout en étant intérieure

à Sinon on est dans la situation de la proposition 3 ou dans celle
du lemme 6 ci-après.

PROPOSITION 3. - On suppose que (d = 3)A Er et que n, hyperplan
d’appui, en A, des cônes coC’’, est tangent à tous ces cônes (donc aux C’~).
Alors on a encore f(a) = f (a - c), f ( . ) = q constante et S = {z 
. 

Preuve. - a) L’hypothèse signifie que pour chaque r~ il existe des P

de F~’, de cote arbitrairement petite p. r. à leur « distance » au plan AOz,
mesurée suivant un axe oy de n, dirigé du côté de Ai (p. r. à ox = A), et

cela des deux côtés de A (pour les projections p sur II). Il existe donc des P~,
P~ de F~, tendant vers 0 avec q et tels que leurs cotes z~, z~ soient  
et (dans = (x"’ y~) et de même pour p~). La pente de L (de (8’)),
p. r. à n, suivant oz, équivalente à f~,a(a)/~ a,~ ~ tend vers O avec r~ : il existe

donc une combinaison entière des P~, P~ ci-dessus, approchant en projec-
tion sur à ~ p,~ ~ 1 + p~ ~ 1 près, et de pente ~ (avec

donc la pente de L est elle aussi (lorsque q - 0) ~ Nous pouvons

supposer que les P~ de F,~, s’il en existe dans II et qui 0, sont seulement
dans l’angle [x200 ], car s’il y en avait aussi (soit P~ ~ 0) dans 

a" serait approché par une combinaison entière de ces P,~, P~ de cote nulle

et on aurait trivialement f(a) = - zd F ( = lim - ~,~). Prenant ~o assez

petit (F dans 1 . ( _ on peut supposer que tous les P~ de F,~, de projection
p,~ E ] (soit y(p,,)  0) sont de cote &#x3E; 0.

b) Décomposons L comme au lemme 5.
Si ) 1 ~ | a~ I/K (un entier K, lorsque ~ ~ 0, c’est-à-dire pour une

sous-suite de ~~), on prouve aisément que la pente de E" est  2(K + 
E" contient donc une partie £1’ de norme &#x3E;- ~ a,~ ~/2K dont tous les termes
sont de pente  4(K + = La pente minimale des P~ dont
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les P" E [A + 8,~, ox3 pris &#x3E; 0 signifiant que cet angle est dans ]),
et de ( &#x3E;_ ri’ est a2(o,~, ~’) l a2(8,~) &#x3E; 0 mais petite p. r. à 0~.

Les ( p,~ ~ sont donc  11’ si ai  (X~(0, ri’), ou font avec A un angle
 0~ (où 8,~ ~, 0 et (a~, 0)  8n). Puisque un de ces derniers peut être rem-
placé par d’autres p,~ ~ L" mais de normes arbitrairement petites et n’aug-
mentant les cotes ou les angles avec A qu’arbitrairement peu, pour extraire
de ~1 ( _ ~’ ainsi modifiée) une somme qui - c, on a bien f (a - c) 

c) Si au contraire ) ~"p,~i ~/) tend vers 0 avec ri, on a (suivant l’axe
oy = ox2 et la direction de an), lorsque ~ ~ 0 :

L’ contient donc des termes de pente (suivant o y et p. r. à ar)  
et de norme - ) ( a,~ ~/2. On en tire f (a - c)  ~ f(a) comme en b).

d) Ainsi, dans les deux cas, f est constante des droites parallèles ~à ~
(raisonner comme pour la proposition 2, avec c -~ a~ et Tl réduit à A).
Mais la fin de la preuve cette proposition vaut encore, identique, car

on dispose du même réseau P,~P.~ de pente arbitrairement petite p. r. à TI

pour affirmer que f ( . ) = q, puis du réseau de dimension 3 pour assurer

LEMME 6. - Soit d = 3, A E r arête du dièdre vrai nn’ (II et II’ étant
deux demi-plans) contenant les CU (pour 1] assez petit, soit r~ _ F est

réduite à Alors S est un A-cylindre.
Preuve. Prenons oz extérieure à IIII’, alors pour tout P E SF on a

(ox suivant A)

Soit A = a x g(a) un point de S, et une somme approchant A + M".
0~ étant l’angle (a~, A) mesuré par sa pente contient une

somme L’ dont les termes P"i ont des pentes  20~, et de norme totale
~ | a~ |/2. On tire donc de L’une somme L1 vérifiant | 03A31p~i - c | ~ ~0,
et dont l’ordonnée, donc aussi la cote, vu (9), ~ 0 0. Ainsi il existe £ obtenue

à partir de L en modifiant Xi de sorte ~ c, et que z(E) = g(a).
En retirant ~ 1 de ~ on obtient une somme approchant A - c. Ceci

prouve que S, invariant par toute translation suivant A, l’est aussi par
toute translation suivant - A, et prouve le lemme.

Remarque 1. Ainsi dans tous les cas (pour d = 3), S est un 1B-cylindre
mais nous ne l’avons prouvé, aux propositions 2 et 3 que très indirectement
(dans l’expression 0394-cylindre 0394 représente la droite entière de support A e r).
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Remarque 2. Pour la dimension d = 2, nous l’avons dit, seuls les cas i)
et ii) du corollaire 2 sont possibles. S = R2 dans ce dernier cas, et pour i),
A est « frontière » et la preuve précédente est valable. En fait le raisonnement
de la fin de la preuve de la proposition 3 montre que S est un demi-plan,
ou R2.

LEMME 7. - Si S est un A-cylindre (d fini quelconque) et si la A-pro-
jection ji de J1 a pour support S, un demi-groupe (fermé et contenant 0),
il en est de même de S car S admet S pour base.

Preuve. Soit A E S. On voit de suite qu’il existe des points An E S tels
que A.

Ainsi dans tous les cas, S est la fermeture de la A-projection de S. Si S est
un A-cylindre il est clair que S est la projection de S (si non An peut, dans
notre cadre, et sachant seulement S A-invariant, tendre vers l’infini asymp-
totiquement à la demi-droite À + A).

Ainsi nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 4. - Pour toute loi ,u indéfiniment divisible dans R2 ou R~,
i) Le support S s’écrit a + E, où E est un demi-groupe (additif, fermé)
contenant O et contenant le demi-groupe ~F(~ O) engendré par le support
de la mesure de Lévy F de J1.
L est unique, a est défini modulo le plus grand sous-groupe contenu dans E.

Si J1 est sans composante gaussienne, et si |x|~1 |x d F est fini, £ = 03A3F.

ii) Si F est portée par un « quadrant », et si = M~ est non

borné, S est un cylindre suivant toute direction asymptotique A de M~
(lorsque ~ ~ 0). En particulier si Mn est asymptote à une droite (de direc-
tion 0), ~ est le A-cylindre ayant pour base le demi-groupe 
F étant la mesure de Lévy de la 0394-projection  de ,u (SF est la fermeture de
la projection de SF).

iii) S est un A-cylindre pour toute direction asymptotique partielle,
c. a. d. relative à la restriction de F à un « quadrant ». Nous ne récapitulons
pas, de façon plus détaillée, les résultats obtenus pour d = 3, ajoutant seu-
lement pour d = 2.

THÉORÈME 5. - Soit d = 2, ,u du type de Poisson avec F de dimension 2
dans tout voisinage de O. Alors S égale R2 ou un demi-plan, et il en est

de même si J1 admet une composante gaussienne.
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Preuve. Il existe un quadrant (fermé) Q tel que |x|~1 xdFQ est infini
(FQ est la restriction de F à Q), et une direction asymptotique A E Q.
Ou F8 est de dimension 2 (tout 11 &#x3E; 0) et une fois enlevée une partie

bornée de FQ, le support est R~ ou un demi-plan. Cela ne change pas
lorsqu’on tient compte de cette partie enlevée ou de F - FQ, c. a. d. compose
avec un demi-groupe. D’ailleurs il suffit que F - FQ (par exemple) ait

un point (de son support) du côté opposé à FQ p. r. à la droite A, pour que
S = R2.

Si FQ n’est pas de dimension 2 c’est que (enlevée une partie bornée)
elle est portée par A, est la droite A et S est un A-cylindre. F - FQ
admet (dans son cône F) une autre direction A’ (qui peut être + A) limite
de P,~ ~ 0 (P,~ ~ droite A), qui se projettent sur une droite D = 
en des P~ -~ (avec les notations du lemme 7) a pour support D, ou une
« moitié de D », qui avec la droite A définit R2 ou un demi-plan pour S.

Remarque 3. Bill Hudson (communication écrite) a obtenu le résul-
tat S = a + E, dans R2, en supposant que 0 adhère à l’intérieur du support
de F, hypothèse assez forte, puisque SF dénombrable suffit à nécessiter
les développements qui précèdent pour l’étude de S.

Remarque 4. La propriété « S est un demi-groupe » ou « S égale un
demi-groupe contenant O » est étroitement liée, si ,u appartient à un demi-
groupe continu à la propriété Si 1 = St (St support de ,ut). On a en effet
la propriété qui suit :

PROPOSITION 4. - Soit  une loi borélienne et ’[-régulière dans le demi-

groupe topologique complètement régulier et possédant une unité e, non
nécessairement abélien, X. On suppose que  se plonge dans le demi-groupe
continu f.1t. Alors i) Si une infinité de supports Sl/n sont des demi-groupes
contenant e, on a St = Si : St s’étale mais ne s’agrandit pas lorsque t aug-
mente.

ii) Si Si c Si/2? Si est un demi-groupe. Si l’on sait il suffit de

Si c 2).

Preuve. - i) On a ... 
= (on prend n facteurs) et a pour

fermeture S 1 .
Donc Sl/n = Si, et de même les Sm~n donc les St par continuité.

ii) On a SiSi c S1/2S1/2 c Si
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Aussi bien (si et 

implique S1S1 ci Si.

Remarque 5. Supposons que dans Rn on puisse associer à une suite
croissante (convenable) Fn T F, de mesures, des F~, &#x3E;- Fn (ou de supports
contenant ceux des Fn) avec F, telles que

(10) 2xdFn = xdF’n (intégrales supposées absolument convergentes)

En ce cas, il est aisé de voir que SN est un demi-groupe. Il suffit d’ailleurs

que Fn et F~ non nécessairement T, mais toujours  F, tendent vers F en

ce sens que 1 F-p. s.
Soit alors G un groupe abélien localement compact, et Go = K x Rn

un sous-groupe compact ouvert de G de ce type (on sait qu’il en existe

toujours - K désigne un groupe-compact). Comme les caractères xo de Go
peuvent se prolonger par 0 hors de Go en des caractères ~ de G, la fonc-
tion go(x, xo) de Parthasarathy, relative à Go, peut être prise pour g rela-
tive à G (nulle si x ri Go, égale à go(x, TX) si x e Go, ix = xo étant l’image
canonique de x, x E dual de G, obtenue en confondant les x égaux sur Go).

Il s’ensuit que S support de f.1 E J(G) est un demi-groupe (après transla-

tion) s’il en est ainsi pour Go = K x Rn. Pour n = 0 c’est assuré. On peut
donc supposer F(K), = 0. Si la projection de F sur Rn satisfait à la condi-
tion (10) et si on pose (avec go(k x x, 1 x y) = 1) + x . y)

dual de K, kn E K ,

Fn étant la « restriction du début » mais relevée dans Go (ce qui est loisible),
les translations imposées (pour la convergence vers J1) aux e(F"), sont

- cn - kn avec cn = On voit facilement que si k est

une limite des k’n - 2kn dans K, S - k est un demi-groupe dans Go.
Ainsi l’étude de la possibilité de (10) fournit une approche peut être net-

tement plus simple que celle du § 3, adaptée semble-t-il à une mesure de

Lévy sans atomes dans Rn (pour n = 1 la conclusion est assurée, pour n &#x3E; 1

la question peut rester complexe), moins générale mais qui aurait l’avantage
de valoir pour un groupe abélien localement compact quelconque (au lieu
de R" seulement - il ne paraît pas qu’on puisse déduire le résultat pour
K x R" de sa validité pour K et R").
Dans un espace vectoriel de dimension infinie aussi, cette approche

est envisageable, utilisant le théorème 2 de Z. W., t. 60 (1982), p. 212.
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