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Transience de certaines chaines
semi-markoviennes

par

Hubert HENNION

Université de Rennes

RESUME. — On prouve que, sous certaines hypothéses de régularité,
une chaine de Markov sur I'espace E x R? qui commute aux translations
de R? est transitoire si d > 3.

ABSTRACT. — We prove that, under some regularity conditions, a Markov
chain on the space E x R? commuting with the action of R? is transient
if d>3.

(E, &) est un espace mesurable séparable, # et A désignent la tribu
borélienne et la mesure de Lebesgue sur R?.

Une chaine de Markov de transition P sur (E x R, & ® %) est dite
semi-markovienne si elle commute aux translations de R? c’est-a-dire si,
pour tout (u, x)€E x R4, A x Be& ®@ % et zeR?, I'on a

P((u, x), A x B) = P((u, x + 2), A x (B + 2))

Lorsque E est réduit a un point on retrouve la notion de marche aléatoire
sur R?, dans ce cas, si d > 3 et si P est adaptée elle est transitoire, il sagit
ici de généraliser ce résultat au cas de certaines chaines semi-markoviennes.

Dans la suite, désignant par Q la probabilité de transition de la chaine
de Markov obtenue par projection de P sur E et notant

P(u, A, B) = P((u, 0), A x B),
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278 H. HENNION

on considére les hypothéses suivantes :

Ho — Q est une chaine de Harris quasi-compacte,
H,; — Q est une chaine de Harris,
H, — P est étalée, c’est-a-dire : pour tout u € E, les mesures sur E x R¢

0 1P
2? n(u’ )

n=0

et m @ A ne sont pas étrangéres, m étant une mesure Q-invariante sur E.
Soit G le noyau potentiel de la chaine P.

THEOREME. — Supposons d > 3, alors

I) sous les hypothéses H, et H,, pour tout compact K = RY, Glgxk
est borné,

IT) sous les hypothéses H, et H,, il existe une suite (A,), d’éléments

de & croissant vers E telle que, pour tout compact K = R¢, G1 A, xK SOit
borné.

Remarque. — Dans les deux cas ci-dessus, si la mesure m posséde une
propriet¢ de régularité par rapport & une classe compacte de &, P est
dissipatif, il en résulte en particulier que, si Q est récurrente positive I'on a,
pour tout compact K « R%, Glg.x < + com® A p. p. Si, par contre,
m(E) = + oo, un exemple pris a [/] montre qu’il existe des compacts
K < R? tels que Glg,x = + oo sur une partie non négligeable.

J. Jacod dans [5] a obtenu pour le cas d = 1 un critére de récurrence
basé sur 'existence d’un moment, on trouvera dans [4] un résultat plus
proche du nétre. D’autre part, certains problémes relatifs aux marches
aléatoires (m. a.) sur les groupes se formulent commodément en termes
de chaines semi-markoviennes et peuvent conduire a des énoncés du type
précédent. Par exemple, si u est une probabilité adaptée sur le groupe
G, = SO(d) x R* des déplacements de R, la marche aléatoire droite
deloi psur G, est la chaine de Markov définie par la probabilité de transition

Pfu, x) = 0 * u(f) = ff (uv, x + uy)u(do, dy)

de sorte que P commute aux translations de R?, si d > 3 cette marche est
transitoire (B. Roynette [7]). Dans ses grandes lignes la premiére partie
de la démonstration du théoréme suit I'argumentation -de cet auteur et
notre résultat permet une généralisation de I’énoncé précédent sur une
idée de Y. Guivarc’h.
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TRANSIENCE DE CERTAINES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 279

COROLLAIRE. — Soient F et H, F > H, deux sous-groupes fermés du groupe
localement compact G tels que H soit distingué dans F, F/H isomorphe a
RY d > 3 et G/F porte une mesure G-invariante, alors, si p est une probabilité
étalée sur G, la m. a. de loi p sur I’espace homogéne M = G/H est transitoire.

Achevons cette introduction en fixant quelques notations.

Pour tout ne N, il existe un noyau de transition " de E x E dans R?
telle que, pour ueE, Ae& et Be &4

Pn(u’ A5 B) = J\Qn(u, dv)ﬂ:,u(B)
A

on a donc, en désignant par &, la masse de Dirac au point x € R? et en posant
p=n

P((u, x), A x B) = fQ(u, dv)d, * p,, (B)
et par suite A

Pn(u’ A’ B) = JQ(u’ dul) o Q(un— 1 dun)lA(un)uu,ul * L0k 'uunfla un(B) .

*
* %

Dans ce paragraphe, nous établissons I sous des hypothéses techniques
restrictives auxquelles nous nous raméneront ultérieurement.

On dira que la chaine semi-markovienne ° de noyau potentiel G a la
propriété @ si, pour tout compact K = R? G1g,g est borné. On notera | - |
la norme euclidienne et B, la boule fermée de centre O de rayon t de R

PROPOSITION 1. — Soit v une probabilité sur E et P une chaine semi-
markovienne satisfaisant a :

Hy : il existe ¢ > 0, De &, w(D) > 0, tels que, pour tout u, veE,
q(u, v) > clp(v);

H’, : il existe t > O tel que, si

S = {(u, v) :ueD,veD,J‘p(u, v, x)A(dx) >0},

B,
ou p(u, v, x) (resp. q(u, v)) sont des versions mesurables des densités de P(u, .)
(resp. Q(u, .)) par rapport dv ® A (resp. v), alors, sid > 3, P a la propriété ©.
Rappelons [6], page 181, que ’hypothése Hf implique I’existence d’une
probabilité m sur (E, &) telle que
Jim Q= 1;@m|| =0

[|- || désignant la norme d’un opérateur dans I'espace des fonctions mesu-
rables bornées sur E muni de la norme uniforme.
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280 H. HENNION
Ecrivons
/Ju,u = S(u’ v)au,v + (1 - S(u’ v))ﬁu,v

ou 0 < s(u, v) < 1eta, fsont des noyaux markoviens de E x E dans R?
ainsi définis, si (u, v) €S, a,,, est la normalisation de la partie absolument
continue de la restriction de Mup @ By, si (u, 0) ¢S, s(u, v) = 0.

LEMME 1. — Soit P une chaine semi-markovienne satisfaisant Hf, HY,

et k un entier fixé, désignons par P la chaine semi-markovienne définie par
le noyau

P(u, dw, dx) = J Qs 1(u, dv)Q(v, dw)g, ,(dx)

ou

Iz : (v, w) Gy + {1 : (v, w) |o
= — * — =S, w
:uu,w 2 s(v, w av,w au,w 2 0

alors

i) W, est centrée a support contenu dans B,,
ii) si P a la propriété @, il en est de méme de P,
iiiy P est irréductible.
Dans cet énoncé, comme ci-dessous, ¥ désigne I'image de la mesure ou
de la fonction t par 'application x — — x de R?.

Démonstration du lemme 1. — i) est clair, pour établir ii), nous utiliserons

le lemme de symétrisation et troncation suivant pour lequel nous renvoyons
a [2].

LEMME 2. — " désigne la transformation de Fourier dans R,

a) soit, sur R%, u une probabilité et ¢ une fonction borélienne bornée a
support compact, alors

e+ ) = Jl d() 12 fydy ,
b) sipsécritp =sou+ (1 —s)f,on0<s<1eta, B sont des probabilités

et, Si nous posons
B=casi+(1-2)s
=_—o*d - =10,
H 2 5 )%

| Ay | < Hy)

Soit ¢ telle que dans le lemme, d’aprés a)

on a

Pkn1E®¢ * (Y)(uO)z Q(“o: dul) e Q(ukn— 1 dukn)#uoul *.o.. *.uu;m_ luk,.((p * (7))
= JQ(UO, duy) . .. Qin- 1, dity) j |G | g | - - | Bl ) 1
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TRANSIENCE DE CERTAINES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 281

Notons les inégalités
D) ThmI<1 et Q| B < o)

et dans la formule ci-dessus majorons | i, (y) |en utilisant (1)sii # k — 1
et (2)sii= Ik — 1;il vient

Ple ® ¢ * (‘]S(uo)
< ka— (1o, dug— 1)Quy— 1, du)Qy— 1 (g, dutgy— 1)Q(Uk— 1, duizy)
Qo 1 (U — 1y duyy— 1)Qthen - 1 dukn)f‘ &(V) |2 ﬁuk_ 1uk(7)ﬁu2k_ 1u2k(?)
te ﬁuk"_ 1ukn(’y)d’y

soit, puisque la derniére intégrale s’écrit aussi

ﬁ“k~1uk * Elnk— 1U2% *...00% ﬁukn-lukn((ﬁ * 6) ]
Poule ® ¢ * dluo) < P1x @ ¢ * Plug) . 3)

Désignons par G, le potentiel de la chaine semi-markovienne P¥, si
t > 0, il existe k, et k, strictement positifs tels que

kilg, < 1p * 15, < kylp,,

en supposant que P satisfait & et en utilisant (3) on en déduit I’existence
de M tel que, pour tout ue E

Gilgxs(u, 0) <M d’ou, pour x € By, Gilpxs,, x) <M
d’aprés le principe du maximum cette inégalité reste vraie partout et on
conclut en utilisant la relation

G=1+P+ ... +P1G,. 4
Montrons que P est irréductible.

d
Soit (u, v)€ S et p > 0 posons —Zf = fuo et ff,=1inf{p, f,,} on a

~

do, , *

au.u ~ x
T = ﬁ,v*j;,v = f;fv* u,v

cette derniére fonction, convolée d'une fonction bornée et d’une fonction
intégrable, est continue et en choisissant p tel que f£ * £,(0) > 0, on en
déduit l'existence de r et se N tels que

do, ,*a,, 1
— > -1y avec V= By;
da r ° g fs>

Vol. XVIII, n® 3-1982.



282 H. HENNION

posant -
1 ( )doc,,,,)* Oy
= — u,

. Buo =3 SO0
il vient

1

s = U{(u, ) e > 1“} (5)
r,seN

Utilisant maintenant la propriété Hy de P, on a

P(u, dv, dx) > J Qy— 1 (1, dw)Q(w, dv)g,, (X)A(dx) = hy(v, x)v(dv)A(dx) (6)

ou l'on a posé

hy(v, x) = CH(»(D)* ! j 8w, X)V(dw)

si 'on définit h,, pour n > 2, par la formule

hv, x) = Jh,.-l(u, Yhi(v, x — y)(du)A(dy)
on a plus généralement,
P,(u, dv, dx) > h,(v, x)W(dv)A(dx) (7)
Draprés (5), il existe r et se N tel que, si

1
R={(w,v):gw,v2;lvs}, v®vR)>0

notons
R,(v) = {w:(w,v)eR} et D' ={v:vRyv)>0}

onavD’)>0et

V(D)k -1
r

hi(v, x) = C"V(D)""lj 8w V(dw) > C* VR, (0)1y (%),

R2(v)

donc hy > Osur D’ x V, il en résulte que h, > 0sur D’ x nV;et on conclut
que P est v ® A-irréductible, v/ désignant la restriction de v & D’. O

LeMME 3. — Il existe k, tel que P ait la propriété @.

Démonstration du lemme 3. — P est irréductible, nous allons prouver
quelle n’est pas récurrente au sens de Harris, ceci sera fait par la méthode
des fonctions barriéres en suivant la démarche de [7] dont nous rappelons
les deux résultats suivants.
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LEMME 4. — [7] ou [8] : Soit R une chaine de Markov sur (M, #), De M/
et f une fonction mesurable sur M tels que

0<f<l1, sup fz)=d < 1

zeD

Rf(z)= f(z)  z¢D

A
1—d

alors, si z¢ D,

R.[T< 4+ 0] <

ou T désigne le temps d’entrée de R dans D.
La construction d’une telle fonction reposera sur le

-2
,e>0,t>1

LEMME 5. — [7] : Soit d > 3, il existe a, 0 < o <

tels que, si T est une probabilité sur R* a support compact, centrée, de matrice
de covariance C satisfaisant a ||C — 1|| <'¢ I’on ait, pour tout x ¢ B,,

J b(x + y)t(dy) = b(x)
ou b est la fonction

1
b(y) =sup40,1 — —
| x|

Soit ¥ la matrice de covariance de la probabilité sur R? définie par

p = J‘ m(du)Q(u, du)ﬁu,v

s

puisque p > cJ‘nd(du)m(du)ﬁu,,} et que 7, , est adaptée pour (u, v)€ S, T est

définie positive, on supposera dans la suite que £ = I, en effet, on peut se
ramener a ce cas en remplagant 7, , par A(f, ,) ou A est un automorphisme
linéaire de R?. Posons encore

pilu, dx) = ij-l(u, dU)JQ(v, dw),,,(dx)

et désignons par 7; la projection de R? sur son i-éme facteur, puisque
Supp (#,,) = By, la fonction v — JQ(U, dw)ii, (m;m;) est bornée dans E
et 'on a donc, d’aprés Hp, uniformément en u

kLiIPw pulu, mimy) = p(mim;) = 0.

Vol. XVIII, n° 3-1982.



284 H. HENNION

Désignons par C,(u) la matrice de covariance de p(u, .); ¢, t, o étant
fixés par le lemme 5, il existe k, tel que

sug || Ceew) — 1|l <&

et par suite, pour tout ucE et x¢B,
Pl ® b(u, x) = jb(x + Y)pulu, dy) > b(x) = 15 ® b(u, x)

La fonction 1z ® b posséde évidemment toutes les propriétés de la

_fi)nction f du lemme 4, de sorte que, si T désigne le temps d’entrée de
P dansE x B,,ona

Pux([T < + 00]) < £2*[1 — b(x)]
il existe alors x, tel que
@(u,xo)( [T < + w]) < 1 s

la chaine irréductible P n’est donc pas récurrente au sens de Harris.
Soit alors f telle que 0 < f < Gf <1, d’apres (6)

Pf(u, x) > Jhl(v, VS, x + yWdv)Ady) = 1¢ ® glu, x) > 0,
la fonction k,(x) = J‘hl(v, ) f(v, x + y)A(dy) est continue pour tout v et

bornée par la fonction v-intégrable I(v) =
il résulte alors de I'inégalité

hy(v, y)A(dy), g est donc continue,

—

Gl ®g< GPf <Gf <1

IA

que P satisfait a 7.

*
* %

Nous allons maintenant ramener I’étude du cas général a I'application
de la proposition 1, pour cela il sera nécessaire d’utiliser des chaines semi-
markoviennes obtenues a partir de [P par itération et induction, la propo-
sition suivante précise les liens entre ces diverses chaines. On notera
a1, v, X) (resp q,(u, v)) une version mesurable de la densité de P,(u, dv, dx)
(resp Q,(u, dv)) par rapport a m ® A (resp m).

On désigne par P, la chaine obtenue par induction de P sur la partie

Annales de I’Institut Henri Poincaré-Section B



TRANSIENCE DE CERTAINES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 285

" J=D x RY Deé&, mD)>0; sous H, cette chaine est markovienne,
d’autre part
PJ = IJZ(PIJC)nPIJ
n>0

ou Iy et I,c désignent les opérateurs de multiplication par 1, et 1,c, ces
opérateurs comme [P commutent aux translations de R?, P, est donc semi-
markovienne.

PROPOSITION 2. — Soit P une chaine semi-markovienne possédant les
propriétés Hy et H, alors il en est de méme de P et, si Q est apériodique,
de P*,

Démonstration. — Soit t 1a période de Q, il résulte aisément de I'irréducti-
bilit¢ de Q et de la définition de la période que :

8)siA,Be &, m(A). m(B) > 0, il existe A’ = A, B’ = B, m(A’). m(B’) > 0,
n, et n,eN, tels que, pour tout n > n,

inf g, 4, 0)=¢>0

ucA’,veB’

LEMME 6. — Soit ue E et Be &, m(B) > 0, il existe n, et ny tels que pour
n > ng

J‘ pno + nt(ua w, x)m(dw)/l(dx) > 0
B x R4

Preuve du lemme. — D’aprés I'étalement de P, il existe n, tel que :
si A= {v : Jp,,a(u, v, X)Mdx) > 0 }, on ait m(A) > 0, soit alors A’, B’,
ny, Ny, h tels quen (8)
Py sy enlts dw, )

= j Pty 0; YN, + 0, WO, g5t "(dx)m{dv)A(dy)midw)
(

v,y)eA’ x R4

d’apres les propriétés classiques de la convolution ce dernier terme définit
une mesure absolument continue sur E x R? et 'on a donc, en posant
No = n3 + ny, N = n, et pour n > ny en utilisant (8)

Pny+ tn(u’ w, x)m(dW)i(dx)

= SJ Pus(t 0, )8, * 517 "(dx) L g (w)m(dv) A(dy)m(dw) ,
(

v,y)eA’ x R4

Vol. XVIII, n° 3-1982.



286 H. HENNION

intégrant en x e R?, puis en we B, il vient :

J‘ Do+ ulths W, X)m(dw)A(dx) > am(B’)j m(dv)J Dny(1, 0, Y)Ay) > 0
B’ x R4 A’ Rd

par définition de A’.
Revenons aux assertions de la proposition.
Supposons Q apériodique, d’aprés (8) QF est 1rreduct1ble et I'identité

0

ZQ" =I+Q+ ...+ Q"‘l)EQ"’
n=0

=0

montre qu’elle est nécessairement m-récurrente tandis que le lemme prouve
que P* est étalée.

La projection Q, de P, sur E coincide avec la chaine induite par Q sur D,
elle est donc récurrente au sens de Harris de mesure invariante 1. m
([6] page 77); pour établir I’étalement de [P, choisissons dans le lemme
précédent ue D et B = D, on en conclut que la partie absolument continue
de la mesure P, (1, Jn.) n’est pas nulle, et il suffit alors de remarquer
que pour tout Le & ® 4

no+tn

Pryronl(, 0), J A L) < 2 PYw 0, L). O
1=0
Achevons la preuve du théoréme.
Soient C,, C,, ..., C,_;, F la décomposition en classes cycliques de E

relativement 3 Q, Qc, et P,, les chaines induites sur C, et J, = C; x R
parQet P, siLeé ® 4,

t—1

GIL = ZGIJinL + GI(FXRd)ﬁLJ

i=0

le principe du maximum raméne I'étude des premiers termes de la somme
a celle des noyaux potentiels G,, des P; ; selon les hypotheses faites sur P,
ces chaines possédent les propriétés H, et H, ou H, et H, (proposition 2),
de plus les projections Qc, des P, sont apériodiques. Cette remarque
va nous permettre dans ce qui suit de nous ramener au cas ou Q est apério-
dique.

Preuve de I. — Sous I’hypothése H,, il existe k et p, 0 < p < 1, tels que,
pour ne N

sup Q(x, F) <

xeE

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B



TRANSIENCE DE CERTAINES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 287

et
k

Gl(FXR")r\L S ZinF S I-;—p",

de sorte que I'on est ramené a établir I pour les chaines P;, c’est-a-dire
en supposant en plus de H, et H, I'apériodicité de Q.
Soit alors De &, m(D) > 0, ny et ¢ > 0 tels que, pour tout u, veD,

Ano(U, V) = €,
siweEetneN

qn+no(ws U) = J;)Qn(w’ du)qng(u’ U) = £Qn(w7 D)ID(U)

Q étant quasi-compact et apériodique les probabilités Q,(w, -) convergent
uniformément vers m, de sorte qu’il existe un entier n, tel que, pour tout
wekE,

m(D)

2

qn1+n0(ws D) >¢& ID(U) .

Considérons la chaine Q" = Q,, ., €lle satisfait a H, avec v = m; d’aprés
la proposition 2, P’ = P™*" est étalée, plus précisément le lemme 6
montre que, pour tout ueE, la fonction

O 1
v —» lim Z—ZJ piu, v, x)M(dx)
t= + oo 2 B,
=0

n’est pas m-négligeable sur D, il existe donc [ et ¢ tels que

m® m({ (u,v) :u,ve Df pi(u, v, x)A(dx) > 0 }) >0;
Bt

la chaine P satisfait aux hypothéses de la proposition 1, ceci établit I,
compte tenu de (4).

Preuve de 1I. — Nous montrerons d’abord que G est propre.
Pour cela, commengons par remarquer que, puisque F est transitoire,
il existe une fonction f mesurable positive sur E telle que

n=0

Vol. XVIII, n° 3-1982.



288 H. HENNION

1
alors, si g = ?Qk f, g est strictement positive sur F et
k=0
| -
Ug = ?UQkfs ?Uf=2Uf<+oo
k=0 , k=0

la restriction de U a F est donc propre et il en est de méme de la restriction
de G aF x R? Il suffit dés lors de prouver que les noyaux G, sont propres,
soit d’établir cette propriété sous H,, H, et en supposant Q apériodique.
Soit De &, m(D) > 0, ny et ¢ > 0 tels que, pour tout u, ve D, g, (u, v) > e.
La proposition 2 montre que la chaine P} induite par P’ = P" sur
J = D x R? satisfait aux hypothéses de I, il existe donc f, f > 0 sur J,

f =0 sur J¢ telle que Gjf = ZP;"f <1 sur J, d’aprés le principe du

- n=0 0
. 1
maximum G’f = ZP"‘f < 1 partout, posons alors g = Z? P"f, on a
n=0 n=0
G’g < 1 et puisque J est récurrent g > 0 partout.
On achéve la preuve de II en faisant usage du
LEMME 7. — Soit P une chaine semi-markovienne étalée, les assertions

suivantes sont équivalentes :

i) le noyau potentiel G de P est propre,
ii) G satisfait a la conclusion de 11.

Démonstration. — 1l est clair que ii) implique i).
Prouvons que i) entraine ii). Soit f telle que 0 < f < Gf < 1 posons

1
gu, x) = Z > fp.,(u, v, Nf(v, x + y)m(dv)A(dy),

n=1

a cause de P’étalement et de f > 0, on a g > 0, d’autre part

O
Gg < G(Z?P"f> <1

n=1
Pour tout u, veE, la fonction kj (x)= Jp,‘(u, v, ) f(v, x + y)Ady) est

la convolution d’une fonction A-intégrable par une fonction bornée, elle

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B



TRANSIENCE DE CERTAINES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 289

est donc continue et bornée par Jp,,(u, v, y)A(dy); cette derniere fonction
étant m(dv) intégrable, gii(x) = Jp,,(u, v, ) f(v, x + y)m(dv)A(dy)est, elle aussi,

continue et bornée par 1; la convergence uniforme de la série permet
alors de conclure a la continuité de g(u, °).
Soit K, un voisinage compact de 0 dans R?, posons

1
A, = {u 1g(u, ) = ;11(0(')}
alors

E =L_JA, et Gl x, <rGg<r,

puisque l'on a aussi, pour ze R% Gl «,+2 < T, ii) en découle par un
argument de recouvrement fini.

Etablissons le corollaire.
On définit une action de F sur M = G/H par la formule

feF, kHeM, f.kH=kH

ceci a un sens car, si kH = k’'H, il existe he H tel que k’ = kh et H étant
distingué dans F, on a

f.(kKH) = KfH = khfH = kf(f " 'hf)H = kfH = [ .kH,

notons qu’il s’agit en fait d’une action de F/H sur M qui commute avec
l'action naturelle de G sur M, puisque

f.(gkH) = gkfH = g(f . kH)

Soient P et Q les m. a. de loi p sur M = G/H et G/F, elles s’écrivent

P¢(z) = j¢(g2)p(dg), QY(u) = J Y(gu)p(dg)

Q est soumise au théoréme de dichotomie de [3] de sorte que, soit le poten-
tiel de tout compact de G/F est borné auquel cas il en est de méme des
compacts de M pour le potentiel de P, soit Q est récurrente au sens de
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Harris par rapport 4 une mesure G-invariante sur G/F. Dans la seconde
éventualité soit E une section mesurable de G/F, M s’identifie mesurable-
ment 3 E x R? et P 4 une chaine semi-markovienne étalée sur E x R?,
le résultat établi ici montre qu’il existe une fonction f mesurable sur M,
0 < f < 1telle que Gf < 1; soit n, un entier tel que la partie absolument

continue p;, de p*" soit non nulle, la fonction continue f(z) = j f(gz)p; (dg)

satisfait 4 0 < f; <1 et Gf; < 1, il en résulte que le potentiel de tout
compact de M est borné.

*

k* %

Terminons en justifiant briévement les affirmations de la remarque.
Si la mesure m posséde une propriété de régularité par rapport a une
classe compacte de &, il existe une chaine de Harris Q en dualité avec Q
relativement & m [6], il est alors facile de vérifier que la chaine semi-marko-
vienne P définie par
P(u, dv, dx) = Q(u, dv) i, ,(dx)

est étalée et en dualité avec la chaine P relativement a la mesure m ® A
sur E x R% Draprés le théoréme, P est transitoire, P est donc dissipative.

O
Désignons par G le groupe obtenu en munissant R%¥ x R? du produit

(a, b)a’, b") = (ad’, b + ab’),

soit u une probabilité sur G étalée, a support compact et telle que

Jlog au(da, db) =0

La m. a. droite de loi p sur G, Z, = (U,, X,) est définie par le noyau semi-
markovien sur R%¥ x R?

Pf(a, b) = jf(aa’, b + ab’)u(da’, db’)

Soit (z,) la suite des temps d’arrét définis par 71, =0 ...
n=inf{n:n>7_,U,<U,  },
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on montre [/] que (X,,), converge P o, p. s. vers une v. a. X ; on en déduit
que, si t > 0 est tel que
P40 [XeB,]>0,

+ © = Eq,0 let(th):I < E(I,O)[ZIB,(Xn)} = Glgrs xp(1,0)
- 0

n=0 n=

en utilisant alors I'invariance & droite de G par l'action de G on prouve
Iexistence d’un voisinage V de (1, 0) et d'un s > ¢ tel que pour tout (u, x) e V

GIR: XB;(“’ x) = + 00. D
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