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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Dans cet article, en introduisant une notion de quasi-inté-
grabilité pour des intégrandes numériques définis sur Q x E, avec (Q, d, P)
un espace probabilisé et E un espace de Banach séparable, nous établissons
l’existence et l’unicité d’espérances conditionnelles pour de tels intégrandes.
Les résultats obtenus englobent les cas d’intégrandes de Carathéodory par
rapport à la topologie forte de E et d’intégrandes convexes normaux.

ABSTRACT. - In this paper we introduce a notion of quasi-integrability
for extended-real-valued integrands defined on Q x E, with (Q, d, P) a
probability space and E a separable Banach space, and we establish the
existence and the uniqueness of conditional expectations for such integrands.
The results are strong enough to cover the cases of Carathéodory integrands
with respect to the norm topology of E and of normal convex integrands.

INTRODUCTION

A la suite des travaux de Castaing [2], Neveu [9], Valadier [14] et Van
Cutsem [l7] relatifs au théorème de Radon-Nikodym multivoque et à l’espé-
rance conditionnelle d’une multi-application, Bismut [1], Daurès [7] et

Dynkin et Evstigneev [8] ont étudié les espérances conditionnelles de cer-
taines fonctionnelles intégrandes. Dans [1] Bismut définit l’espérance condi-
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338 L. THIBAULT

tionnelle d’un intégrande convexe, c’est-à-dire une application de
Q x E((Q, d, P) étant un espace probabilisé et E un espace de Banach)
dans R u { + ~} qui est A 0 R(E)-mesurable et qui est convexe par
rapport a la seconde variable, notion mise à la mode par Rockafellar [10]
et qui a trouvé toute une série d’applications dans plusieurs domaines des
mathématiques. Daurès dans [7] étudie l’espérance conditionnelle d’un
intégrande de Carathéodory réel, c’est-à-dire une application de SZ x E
dans (~ qui est mesurable par rapport à la première variable et continue
par rapport à la seconde pour certaines topologies sur E (voir [7]). Dans
le but d’étudier les espérances conditionnelles de multi-applications, Dynkin
et Evstigneev [8] établissent l’existence d’espérances conditionnelles pour
des intégrandes à valeurs dans fl~ et majorés en valeur absolue par des fonc-
tions intégrables indépendantes de la seconde variable. Dans ce travail
nous nous intéresserons aux intégrandes à valeurs dans R u ~ + oo} qui
sont semi-continus par rapport à la seconde variable et non nécessairement
convexes. Pour ce, nous introduisons une notion de quasi-intégrabilité
pour de tels intégrandes et, utilisant une idée de Dynkin et Evstigneev [8]
qui consiste à exprimer tout intégrande borné et semi-continu supérieurement
comme limite d’une suite décroissante d’intégrandes lipschitziens, nous
montrons l’existence d’espérances conditionnelles. Nous démontrons éga-
lement que nos résultats englobent les cas d’intégrandes de Carathéodory
par rapport à la topologie forte de E et d’intégrandes convexes normaux.
Disons pour terminer cette introduction que l’espérance conditionnelle
d’intégrandes de Carathéodory vectoriels et d’intégrandes normaux définis
sur Q x E~ et à valeurs dans R, E~ désignant le dual d’un espace de Banach
muni de la topologie de la convergence compacte, a été étudiée récemment
par Castaing-Clauzure [5].
Dans ce qui suit, E sera un espace de Banach séparable, (SZ, ~, P) un espace

probabilisé complet et f une application de Q x E dans ~ U ~ + 
Nous noterons ~(E) la tribu borélienne de E et nous désignerons par L
une sous-tribu P-complète de A et par B la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 1 dans E.

1. DÉFINITION. - Nous dirons que f est un A-intégrande semi-conlinu
inférieurement si f est A Q R(E)-mesurable et s’il existe un négligeable N
de d tel que la fonction f (a~, . ) soit semi-continue inférieurement pour
tout 

En vue de définir la notion de quasi-intégrabilité d’un intégrande semi-
continu inférieurement nous rappelons qu’une fonction numérique h de Q
dans R u { + ~ } est A-quasi-intégrable si h est d-mesurable et si sa
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339ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

partie négative h- définie par = est A-intégrable.
Pour A E ~sa~, la quasi-intégrale

est bien définie. De plus, il est évident et bien connu qu’une telle fonction h
admet une £-espérance conditionnelle 03A3-quasi-intégrable.

2. DÉFINITION. - Nous dirons qu’une application h de Q x E dans
R u { + oo} est A-quasi-intégrable si elle est A Q et

s’il existe une suite de fonctions réelles ~-intégrables telles que pour
tout entier n >_ 1

pour ©-presque tout m E Q.

Remarque. On vérifie sans peine que, si h est A-quasi-intégrable, pour
toute application /-mesurable X définie sur Q et à valeurs dans une partie
bornée de E la fonction numérique cv H h(cv, X(cv)) est A-quasi-intégrable.

3. PROPOSITION. - Supposons que E est un espace de Banach séparable
dual d’un autre espace de Banach et que f est un d-intégrande de Carathéodory
à valeurs dans R, c’est-à-dire f est A Q R(E)-mesurable et il existe un négli-
geable N de ~ tel que la fonction f (cc~, . ) est continue sur E pour tout cc~ ~ N.
Si f est ~-intégrable au sens de Daurès [7], c’est-à-dire si la fonction

est ~-intégrable pour toute partie équicontinue H de F, alors f et - f sont
des d-intégrandes semi-continus inférieurement quasi-intégrables.

Preuve. - Il suffit de prendre pour an la fonction définie par

Considérons le cas convexe.

4. PROPOSITION. Supposons que f est un A-intégrande convexe normal,
c’est-à-dire f est A Q R(E)-mesurable et il existe un A-négligeable N tel
que pour tout la fonction f (cv, . ) soit convexe semi-continue inférieure-
ment à valeurs dans R u f et non identique à + ~. S’il existe une
application Y de Q dans E’ scalairement ~-mesurable et telle que les fonctions

~~ ~~ et f *(co, soient ~-intégrables, où

alors f est un A-intégrande semi-continu inférieurement A-quasi-intégrable.

Vol. XVII, n° 4 - 1981.



340 L. THIBAULT

Preuve. Pour tout entier naturel n et tout élément x E nB nous avons

Ainsi il suffit de prendre pour an la fonction définie par

Remarque. S’il existe Y dans A, P) ou A, P) tel que
soit A-intégrable, alors les conditions de la proposition

sont vérifiées. D

En vue d’obtenir l’unicité de l’espérance conditionnelle d’un intégrande
semi-continu inférieurement et d’avoir des propriétés de composition,
nous définissons comme suit l’espérance conditionnelle d’un tel intégrande.

5. DÉFINITION. - Soit f un A-intégrande semi-continu inférieurement
A-quasi-intégrable. Nous dirons qu’une application g de Q x E dans
R u { + ce ) est une 03A3-espérance conditionnelle de f si g est un 03A3-intégrande
semi-continu inférieurement £-quasi-intégrable tel que

pour tout S E E et toute application X bornée et £-mesurable de Q
dans E.

Établissons l’unicité de l’espérance conditionnelle d’un intégrande semi-
continu inférieurement.

6. LEMME. - Soient gl et g2 deux applications 03A3 Q R(E)-mesurables de
S2 x E dans R U f + ~ } telles que pour toute application 03A3-mesurable X défi-
nie sur Q et à valeurs dans une partie bornée incluse dans un ouvert W de E les
fonctions X(03C9)), i = 1, 2, soient 03A3-quasi-intégrables et vérifient
pour tout S ~ 03A3

Alors il existe un négligeable NE!: tel que

pour tout ce ~ N et tout x E W.

Preuve. Il suffit de montrer que l’ensemble
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341ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

est un négligeable de E. Nous pouvons écrire

et

Il est clair que T est la projection sur Q d’un ensemble de la tribu X O ! (E).
Comme E est P-complète et E polonais, il s’ensuit du théorème III.23 de

Castaing-Valadier [4] que l’ensemble T est dans E.
Supposons P(T) > 0. Comme l’ensemble

et

est dans X Q9 ~(E) le théorème de graphe mesurable (voir Castaing-Vala-
dier [4]) nous donne l’existence d’une application X-mesurable X de T dans E
telle que E G pour tout w ET. Écrivons T = t JT,, avec

n>_ 1

et

Il existe alors un ensemble Tk de mesure strictement positive. Fixons un élé-
ment b E W avec Il b Il _ k et définissons une application £-mesurable Xl
de Q dans W en posant

En posant S = Tk nous obtenons

Comme la fonction 03C9~g2(03C9, X1(03C9)) est £-intégrable sur S et que P(S) > 0,
l’inégalité précédente est en contradiction avec la relation du lemme et donc
P(T) = 0. C

Nous pouvons ainsi donner le résultat suivant qui est une conséquence
directe du lemme 6.

7. PROPOSITION. - Soit f un d-intégrande semi-continu inférieurement
A-quasi-intégrable. Si gl et g., sont deux 03A3-espérances conditionnelles de f,
alors il existe un négligeable N de E tel que

pour tout ca ~ N et tout x E E.

Vol. XVII, n° 4 - 1981.



342 L. THIBAULT

8. DÉFINITION. - Soit W un ouvert de E. Nous dirons qu’une application h
de Q x E dans R est un A-intégrande lipschitzien sur l’ouvert W si :

a) pour tout x E W la fonction h(., x) est ©-intégrable ;
b) il existe une fonction A-intégrable réelle et positive ce définie sur Q

telle que pour tous x, y E W

Donnons une version simplifiée des propositions 2.6 et 2.10 de Thibault [12]
(voir aussi prop. 5 de Castaing-Clauzure [5] ; le cas d’intégrandes majorés
en valeur absolue par une fonction intégrable indépendante de la seconde
variable a été aussi considéré par Dynkin-Evstigneev [8], théor. 2-1 , p. 330).

9. PROPOSITION. Soit lz un A-intégrande lipschitzien sur un ouvert W
de E. Il existe z~n "E-intégrande lipschitzien g sur l’ouvert W tel que pour toute
application 03A3-mesurable X de Q dans une partie bornée incluse dans W la
fonction g(ca, X(03C9)) est une 03A3-espérance conditionnelle de la fonction

f (cv, X(cc~)). De plus, deux intégrandes vérifiant les propriétés ci-dessus
sont égaux sauf sur un ensemble de la forme N x W avec N 03A3-négligeable et
pour tous x, y E W et aa E Q

est une conditionnelle de a.

Preuve. Soit une suite dense dans W et soit gxn une 03A3-espérance
conditionnelle Si 03B2 est une 03A3-espérance conditionnelle de x
alors il existe un :£-négligeable tel que

pour tout 03C9 ~ Nm,n. En posant N = on obtient que pour tout

m,n

03C9 ~ N l’application xn H gn(co) de Z = { xn | n ~ N } est uniformément

continue et donc se prolonge de façon unique en une application continue
x H de W dans I~. Définissons g : Q x E -)- (~ en posant

x) = si N et x E W, et g(co, x) = 0 sinon.

On constate que

1 x) - y) ( ~ Il x - y Il pour tous x, y E W et co E Q,

que g est un 03A3-intégrande lipschitzien sur W et que, d’après le théorème
de la convergence dominée, pour tout x E W la fonction g(., x) est une

£-espérance conditionnelle de f ( . , x). Ainsi si X = a~XAi, avec 
/et i
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343ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

E-partition finie de Q et ai E W, est une application £-étagée de Q dans W
nous avons pour tout S E E

Soit maintenant X une application £-mesurable et bornée de Q à valeurs
dans W. Elle est limite uniforme d’une suite d’applications £-étagées à
valeurs dans X et donc d’après les égalités qui précèdent et le théorème de la
convergence dominée nous avons pour tout S E E

et le théorème est prouvé. m

Remarque. Nous dirons que g est une 03A3-espérance conditionnelle de f
sur W. 0

Nous allons maintenant démontrer que tout A-intégrande semi-continue
inférieurement défini sur S2 x E et A-quasi-intégrable admet une E-espé-
rance conditionnelle.

Nous commencerons par étudier le cas où la fonction ~f est majorée sur
Q x E en faisant apparaître comme dans Dynkin et Evstigneev [8] (lemme 2.1
et théorème 2.2, pages 330 et 331) une suite monotone d’intégrandes lipschit-
ziens. La nouveauté réside dans le fait que l’intégrande n’est pas en valeur
absolue majorée par une fonction intégrable indépendante de x.

10. LEMME. Soit f un d-intégrande semi-continu inférieurement A-quasi-
intégrable et majoré sur Q x E par un réel y et soit une suite de fonc-
tions réelles ~~-intégrables vérifiant la relation (1) pour l’intégrande f. Alors
pour tout entier n >_ 1 il existe une suite de d-intégrandes réels
lipschitziens sur la boule ouverte nB et un ~-négligeable Nn tel que pour tous
03C9 ~ N" et x E nB la suite est croissante avec

et

Vol. XVII, n° 4 - 1981.



344 L. THIBAULT

Preuve. Pour tout couple d’entiers n, m >_ 1 définissons une applica-
tion fn,m de D x E dans R par

x) = 0 sinon

où Nn est un A-négligeable en dehors est minorée par 
sur nB. Comme la tribu j~ est P-complète, alors il découle du théorème de
projection mesurable que pour tout x E E la x) est d-mesu-
rable. De plus, pour tout 03C9 E et tout x E nB la suite
réelle x))m> 1 est croissante et on vérifie facilement en utilisant la
semi-continuité inférieure de f (cv, . ) que x) = sup x). Enfin,

i

pour tous cv E S2, x et y E nB d’après la construction nous avons

et pour tout co en dehors du ~-négligeabl e Nn nous avons d’après (1)

Ainsi les fonctions fn,m sont des A-intégrandes réels lipschitziens vérifiant
les propriétés du lemme. D

Remarque. La formule (3) est inspirée d’une formule analogue définie
par une borne supérieure dans Dynkin et Evstigneev [8] et aussi dans Cas-
taing [3].

1 l . LEMME. d-intégrande semi-continu inférieurement A-quasi-
intégrable et majoré sur Q x E par un réel y. Alors f admet une 03A3-espérance
conditionnelle.

Preuve. Pour tout couple d’entiers n, m >_ 1, le A-intégrande
lipschitzien sur l’ouvert nB donné par le lemme précédent. D’après la pro-
position 9 il admet une £-espérance conditionnelle g’n,m sur nB pour laquelle,
d’après la proposition 9, il existe un £-négligeable Nn,m et une £-espérance
conditionnelle 03B2n de (ln tels que

Définissons maintenant une application gn,m de Q x E dans f~ en posant

Alors est aussi une £-espérance conditionnelle de l’intégrande 
chitzien f",m sur nB et gn,m est E Q R(E)-mesurable. De plus, pour tout

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



345ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

couple d’entiers m2 et tout n >_ 1 en utilisant une suite dense

dans nB et la continuité sur nB pour E-presque tout 03C9 E Q des fonctions
et ), on vérifie sans peine qu’il existe un £-négligeable

tel que

pour tous cc~ ~ et x E nB. Considérons maintenant l’application
E 0 R(E)-mesurable de Q x E dans R u { + ~ } définie par

pour tout x) E Q x E. Si nous posons

nous obtenons que pour tout entier n >_ 1, tout 03C9 ~ Mo et tout x E nB la
suite x))",> 1 est croissante et

De plus, si m et r sont deux entiers, alors pour tous entiers p, q >_ r, pour
toute application £-mesurable X de Q dans rB et pour toute partie E-mesu-
rable S de Q nous avons, d’après la relation (4), la proposition 9, le lemme
précédent et la croissance des suites 1 et ( f ) i

Ainsi, d’après le lemme 6, il existe un £-négligeable Ml tel que

pour tout Mi, tout y E rB et tous entiers p, q >_ r. Par suite, si nous
posons M = Mo u Mi et si nous définissons une application g de Q x E
dans f~ u { + 00 } par

Vol. XVII, n°4-1981.



346 L. THIBAULT

nous obtenons que g(ca, .) est semi-continue inférieurement pour tout
M et donc, d’après ce qui précède, que g est un 03A3-intégrande semi-

continu inférieurement 03A3-quasi-intégrable. Pour conclure que g est une
£-espérance conditionnelle de f il ne reste plus qu’à vérifier que g satisfait
la relation (2) de la définition 5. Soient donc S un élément de E et X une
application bornée et £-mesurable de Q dans E. Il existe un entier r >_ 1 tel

que X(co) E rB pour tout cc~ E Q. Ainsi l’égalité

se démontre comme la relation (5) et la preuve du lemme est terminée. D

12. PROPOSITION. - Soit f un A-intégrande semi-continu inférieurement
A-quasi-intégrable, alors f admet une 03A3-espérance conditionnelle.

Preuve. - Pour tout entier n >_ 1 définissons un A-intégrande semi-
continu inférieurement A-quasi-intégrable fn majoré par n sur Q x E en
posant

pour tout (co, x) E Q x E. Pour tout (m, x) E Q x E la suite ( f"(co, 
converge en croissant versf(w, x) et, d’après le lemme précédent, pour tout
n >_ 1, ln admet une L-espérance conditionnelle g". Pour tout S ~ 03A3 et toute
application bornée et L-mesurable X de Q dans E, d’après la définition 5,
nous avons

Ainsi, d’après le lemme 6, il existe un £-négligeable N tel que pour tout
et tout x E E la suite ~))~i 1 soit croissante. Définissons un

03A3-intégrande semi-continu inférieurement g en posant

Il ne nous reste plus qu’à montrer que g est 03A3-quasi-intégrable et vérifie
la relation (2) de la définition 5. Soit donc une suite de fonctions

réelles /-intégrables vérifiant les conditions de la définition 2 pour la

fonction f. Si, pour tout entier n >_ 1, /3n est une £-espérance conditionnelle
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347ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

de alors pour toute application L-mesurable Y définie sur Q et à valeurs
dans nB et tout S ~ 03A3 nous avons

JN

Ainsi, d’après le lemme 6, pour tout m en dehors d’un £-négligeable et tout
x E nB nous avons x) et donc g est :E-quasi-intégrable. On
prouve de façon similaire que la relation (2) de la définition 5 est vérifiée
et donc la proposition est démontrée. D

La proposition suivante donne une propriété importante de l’espérance
conditionnelle d’un intégrande semi-continu inférieurement.

13. PROPOSITION. - Soit f un A-intégrande semi-continu inférieurement
A-quasi-intégrable et soit g une :E-espérance conditionnelle de f. Si X est une
application :E-mesurable de Q dans E telle que la fonction X(cv))
soit A-quasi-intégrable, alors la fonction 03C9 ~ g(cv, est :E-quasi-
intégrable et est une :E-espérance conditionnelle de la fonction f (cv, 

Preuve. - Soient ( f (cv, X(03C9)))- et 03C8 = Écrivons
Q = Uan avec

n>_ 1

Si S est un élément quelconque de E, d’après la définition 5, nous avons pour
tout entier n >_ 1 en désignant par x~n la fonction caractéristique de Q~

et

Il s’ensuit donc

Vol. XVII, n~ 4 - 1981.



348 L. THIBAULT

et

et la proposition est démontrée. C

La proposition 12 admet les conséquences suivantes relatives aux cas
continu et convexe.

14. PROPOSITION. - Soit f une application de S2 x E dans ~ qui est un
A-intégrande de Carathéodory. Supposons que pour tout entier n > 1 il

existe une fonction réelle positive a" dans ~, P) vérifiant

pour si-presque tout ce E Q, alors il existe un "£-intégrande de Carathéodory
g tel que

pour tout S E E et toute application bornée et 03A3-mesurable X de Q dans E.

Preuve. Les applications. f ’ et - f sont des A-intégrandes semi-continus
inférieurement et A-quasi-intégrables. Il existe donc, d’après la proposi-
tion 12, des £-espérances conditionnelles gl et g2 de f et - f Ainsi, d’après
le lemme 6 et la définition 5, il existe un négligeable N de E tel que les fonc-
tions et g2(cca, . ) soient semi-continues inférieurement sur E pour
tout N et que x) = - x) pour tout N et tout x E E.

Par suite g = gi est un :£-intégrande de Carathéodory vérifiant les propriétés
voulues. D

Remarque. Cette proposition entraîne que, si E est un espace de Banach

séparable dual d’un autre espace de Banach et f un /-intégrande de Cara-
théodory pour la topologie forte de E, A-intégrable au sens de Daurès [7],
alors f admet une £-espérance conditionnelle qui est un 03A3-intégrande de
Carathéodory. 0

CAS CONVEXE : 1

15. PROPOSITION. - Soit f un d-intégrande semi-continu inférieurement
A-quasi-intégrable tel que la fonction f (cv, . ) soit convexe pour si-presque

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



349ESPÉRANCES CONDITIONNELLES D’INTÉGRANDES SEMI-CONTINUS

tout 03C9 E Q. Alors , f admet une 03A3-espérance conditionnelle g et pour 03A3-presque
tout a~ E Q la fonction g(cc~, . ) est convexe.

Preuve. Soit g une £-espérance conditionnelle de f donnée par la pro-
position 12 et soit M un £-négligeable tel que la fonction g(cc~, . ) soit semi-
continue inférieurement pour tout M. Considérons deux nombres

rationnels s, t E Q fi ]0, 1 [ avec s + t = 1.
Pour tout couple d’applications X, Y dans E, P) et tout S E E, nous

avons d’après la définition 1-3

Il existe donc d’après le lemme 6 un £-négligeable tel que

pour tous x, y E E et Ns,t. Posons

Alors si À et tt sont deux réels strictement positifs avec + tt = 1, il existe

deux suites de nombres rationnels strictement positifs (Àn)nEN et 
convergeant respectivement vers À et p et telles que Àn + Jln = 1 pour tout

n Ainsi, pour tout N, comme g(cc~, . ) est semi-continue inférieure-
ment, nous avons pour tous x, y E E

et la proposition est démontrée. D

16. COROLLAIRE. - Soit f un A-intégrande convexe normal pour lequel
il existe une application Y de Q dans E’ scalairement ~-mesurable et telle
que les fonctions

soient A-intégrables. Alors f admet une 03A3-espérance conditionnelle qui est
un "f.-intégrande convexe normal.

Preuve. C’est une conséquence directe des propositions 4 et 15.
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Remarque. - Ainsi nous retrouvons le résultat établi par Bismut [1]
pour des intégrandes convexes normaux avec E réflexif séparable.
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