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Processus additifs positifs dans L
par

R. EMILION

Laboratoire de Probabilités, Tour 56, 3¢ étage, Université Paris VI¢,
4, Place Jussieu, 75230, Paris Cedex 05

Soit { F,, t > 0} un processus additif positif dans L (X, #, p) relative-
ment a un semi-groupe d’opérateurs positifs (T,),» o dans L. Nous étudions

: . . . 1
dans cet article I’existence de la limite presque sire de - F, lorsque ¢ tend

vers 0*. Akcoglu et Krengel [/] ont étudié ce probléme dans LX, #, w
1 < p < 0. Les notations et les démonstrations étant proches de [/] nous
omettons volontairement certains détails.

DErINITIONS . — Soit (T,), > o un semi-groupe d’opérateurs positifs, dans L, ,
fortement continu. On ne suppose pas nécessairement le semi-groupe
défini a l'origine ¢t = 0 mais on le suppose localement borné, c’est-a-dire,

t
sup || T;|le < + 0. On pose S,f = JTsfds pour feL,.
0<t<1 0

S, f est égal a la limite en norme quand m tend vers I'infini des sommes
de Riemann R)f = f + T, f + ... + T 1f.
m m

Soit F = { F,, t > 0} un processus additif positif dans L, c’est-a-dire,
FelL] et F,,=F + TF, pour tout t et s > 0.

Pour t > 0 soit Z(F) le sous-ensemble de L, défini par f € Z(F) si et
seulement si il existe r > 0, s > 0, neN, f,, ..., f,e L} tels que

)r+ns<t.

1 z : .
i) T" - F, > T pour m=0, ..., n
r
i=0
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186 R. EMILION

iii) f = Z Ji- Ces fonctions ont été définies dans [/], par contre nous
i=0
avons modifi¢ la définition des fonctions W4(F) de [/] de la fagon suivante :

Pour tout t > 0 et E€ % et un processus F posons :

We(F) = sup {a > 0/Ne >0 3f e 2(F), IE’ € #,E' < E
avec |lalg — fl, <& et wEE)<e}.
Notons que I'ensemble des o n’est pas vide : o = 0 convient pour f = 0
et E' = E.
Onat <t = WF) < Wi(F)cart <t = P(F)c #(F).
Posons Wg(F) = lim YE(F).

Enfin, pour he Lao, h > 0, posons H, = S(S,h); appelons H le proces-
sus { H, t > 0} et notons C, = { S, h>0,H >0Ve>0}.
Nous obtenons alors la proposition suivante :

PROPOSITION. -— Soit F = {F,t> 0} un processus additif positif
dans L, tel que liréq Il 1l = 0, relativement a un semi-groupe d’opéra-
t—0+

teurs positifs localement borné. Supposons qu’il existe h > 0, he L, tel

1
que Yi(F) et Wg(H) soient finis pour tout E = C,, E€ % alors 11m F
existe p. p. sur C,. )

Remarque. — Si on ajoute des conditions a E, par exemple : 3a > 0,
30>0:E cE et f(E\E') < = ||S,1gll, > a pour un t > 0.

Nous voyons d’aprés [1] que Pe est fini.

La démonstration se fait grice a plusieurs lemmes :

LeMME 1. — Soit heLw, h > 0, supposons S;h>a >0 sur Ee #
alors VE' < E We(H) > o

1
Démonstration. — . H, — S,h fortement quand t — 0*. Donc Ve > 0

1
< ¢ donc pour t<t, on afH,>Slh—s p-p-

oo}

dt,>0:t<ty =

1
?H,—Slh

En particulier pour tout E’, E’ < E, 1E H, > (S;h — o)lg.
lg H > (o — &)l Cette inégalité prouve que (« — &)lp € Z(H) (voir

la deﬁnmon de Z(H) avec r =t, n =0, fo = (a — &)lg).
On a ainsi a — ¢ < Y& pour 0 < 1 < t,.
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PROCESSUS ADDITIFS POSITIFS DANS L, 187
Donc a — ¢ < Yg(H) et enfin yg(H) > o
LEMME 2. — Si f e &(F) alors Yu > 0 S,f < F,, voir []].

LEMME 3. — Soit F, un processus additif positif, ge L%, t, > 0. Sup-

posons que sup (F, —S,g) > OsurEe# alorsVe > 03E’e# : E' c E,
qeQ(to)

glp €2, (F) et WE\E) <.
(Q(t,) désigne I'ensemble des rationnels strictement positifs et inférieurs
a to).

Démonstration. — Soit ¢ > 0 et (q,);,.n 12 suite des rationnels de Q(t).

©
&

Soit ¢; > 0 tels que Zsi < 5
i=1
Par hypothése, pour presque tout x € E, 3g,(x) € Q(t,) : (F,,—S,,8)(x)>0.
Posons E; = { xe E/(F,, — S,,8)(x) >0} .
Soit o; > 0 suffisamment petit pour que si 'on pose

E; = { xe E/(F,, — S,2)(x) > o}
alors p(E\Ej) < &,

Puisque E = UE"’ soit n suffisamment grand pour que
i=1
€
E\ E|<=;
g < \u ) 2
on a alors ,u(E\UE,’) <e (1)
1

=
ad

Posons E’ = E; o =inf(xy, ..., a,) > 0. Par définition de linté-
i=1

grale IMeN:m>M = |[Rjig — S, g||l. <apouri=1, ..., n

Posons r = inf i et m; =gi; alors m; > M.
i=1,..., n M r
Sur Ef on a F), — S, g > a et |Rj" — S, ¢g| <« donc F,, — R™g >0
mi—1 mi—1
, (1 (1
sur E. Or F,, —Rjg=r ) T/| -F, — g ]; onadonc T/|-F,—¢g)>0
sur E;. = r = r
Posons K = max (m,, ..., m,); on a Kr <t, car my = q; < t, sur

k—1

! 1
E = E/ ona s T-F —g)>0.
(i ona sup Y 1i(1r, — )
i=0
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188 R. EMILION

Appliquons alors le lemme de remplissage de Chacon-Ornstein [2]
3do, ..., dx 1 €L} tel que d =d, + co.dg_y =g sur F’ et

k

. 1
ET,K“fdj<T,"—F, pour k=0,..,K—1:
r

j=0
ceci prouve que de Z,(F) (car Kr < t,); comme gll;, <dona

glp e Z(F) et wEE)<e ().

LEMME 4. — Soit F, et G, deux processus additifs positifs tels que
lim ||F ||, = lim ||G,]||, =0. Si sup (F;, — G,) >0 sur EeZ alors
t—>0* t—0+* 1eQ(to)

Ve>0 JE'cE et >0 tels que HE\E)<e et r<é= sup (F,—S,2)>0
1eQ(to)

sur E" pour tout ge 2(G) (voir [I] pour la démontration).

LEMME 5. — Si sup (F, -~ G) >0 pour tout t, > 0 sur Ee % avec
teQ(to)

ME) < + o, alors Ye>0 IE' cE: ME\E) <& et YgF) > ypdG)
VE” < E’ vérifiant y.(F) < + oo et Ve AG) < + .
Démonstration. — Donnons nous ¢ > 0 et g > 0 tel que Zs,- < ¢ Soit
i=1

aussi t; > 0 t;| 0. D’aprés le lemme 4, pour chaque i : 3E, J; tel que

WE\E;) < ¢ et sup (F, —S,g) > 0 sur E; pour tout ge 2;(G). Posons
r te Q(ty)

E' = mEi alors u(E\E’) < ¢. Soit E” = E’ tel que o = YpAG) < + 0.
i=1

Soit a > 0 quelconque, d’aprés les définitions

a a

W< e v <3, I>0: YpG) - Bl <3,
” ”n a ” ” a

#eG). B [Pl —gll. <3, MENED <.

a
On a alors ||alg, — gl < a et u(E"\E}') < 3
Comme ge Z;(G) (car g€2,(G) et p; < ;) on a d’apres le lemme 3

a
JE!” < E!, glg, € Z(F) et WENEY) < 3 car sup (F, — S,g) > sur E/.
teQ(ty)
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PROCESSUS ADDITIFS POSITIFS DANS L. 189

On a ainsi ||algy — glg |l < |lalg — gll. < a (car E{” < E}) et
WEMNEY) < w(E"\EY) + w(E\EY") < g + g = a. Comme a est arbitraire
positif, d’aprés la définition on obtient

a < YiF), donc o < YpdF)
YeAG) < YpAF).

Démonstration de la proposition voir [1]. — On considére h > 0 et on

1
suppose Yg(H) < + oo pour tout E < C,. Supposons que lign -F,
t->0%
n’existe pas sur un sous-ensemble de C,. t
On peut trouver alors E = C, tel que : 30 > 0, 8, > 0, f, >0, f, < B,

. . F

avec lim inf — < B, < B, < lim sup —, S;h>a sur E (0<u(E)< + ).
t-0+ H, t—0+ H,

On aboutit a une contradiction exactement comme dans [/ ] en trouvant

E” <E tel que f,¥g(H)> B,y (H) ceci est impossible puisque 0 <yg.(H)
et Y (H) < + oo par hypothese.
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