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A propos d’un résultat de Brailovsky
concernant une probabilité d’erreur
en analyse discriminante

par

J. R. BARRA
IRMA B. P. 53, 38041 Grenoble Cedex

Dans un formatisme plus rigoureux et sous des hypothéses plus géné-
rales, on retrouve par une méthode différente un résultat de [4]; de plus
on propose une explication & la situation apparemment paradoxale mise
en évidence par V. Brailovsky dans ce méme article.

1. INTRODUCTION

Considérons la structure statistique %, :
[Rk, '@Rk; N(ﬂo, Z)’ N(:ula 2)]
et la statistique, appelée fonction discriminante linéaire d’Anderson (cf. [/]) :
xeRY W(x) = 2(uy — po)= ™ x + U "o — 'y X7yt

Si les deux hypothéses { u, } et { u; } ont des probabilités a priori respec-

tives po et py, le test de 'hypothése { u, } contre 'hypothése { u; } défini
par la région critique :

Wx)> -2 log&

Po
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22 J. R. BARRA

rend minimum la probabilité d’erreur, qui vaut alors :

D D
pON<—3+c>+p1N<—3—c> (1)

143
Do

Py

I

ou :
D2

Il

1
1y — ﬂo)zwl(lh — M), €= Blog

Soit maintenant la structure statistique .

1 1
li[Rsk, Brsw, N(HOa ;l A) X N(#xs " A)

x N((1 — e)ug + eup, Z), o e R, eRk & = O,l} ;

en Analyse Discriminante, on considére le test de 'hypothése {&¢ =01},
de probabilité a priori p,, contre 'hypothése {&¢ =1}, de probabilité

a priori p,, défini par la région critique {H > -2 logg—l} ou la statisti-
Po
que H, directement déduite de W, est I'application

1o € R, l]1 eR:, xeRF — 2’(;11 - !Alo)zﬁlx + 'ﬁoz—lﬁo - tlthzfllzl .
Dans [4] Brailovsky étudie le cas particulier p, = p;, n=n" =N, et
1
calcule les deux premiers termes du développement limité en N de la pro-

babilité d’erreur correspondante au test ci-dessus; en particulier si A = X,
il retrouve un cas particulier d’un résultat d’Okamoto [3], a savoir que la
probabilité d’erreur est égale a :

D 1 _D3<D 2 ) s
N{ — = ¢ ¥l= 4 —(k—1)]+ 0N, 3)
< 2>+4N./2n y FptTh

Il étudie ensuite cette probabilité dans certains cas particuliers ou la
matrice A différe de X.

Dans le cas général, nous étudions ci-aprés, en menant les calculs diffé-
remment que V. Brailovsky, la probabilité d’erreur P associée au test
ci-dessus de {& =0} contre { ¢ = 1} ou on constate aisément que P est
une fonction de la seule différence u = pu; — .

On remarquera que la méme méthode sapplique si les covariances

de uo et py sont différentes, mais les formules finales sont moins intéres-
santes.
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RESULTAT DE BRAILOVSKY ET PROBABILITE D’ERREUR EN ANALYSE DISCRIMINANTE 23

2. DEVELOPPEMENT LIMITE A L’ORDRE 2
DE LA PROBABILITE D’ERREUR

Soit
= l(ﬁl - ;"(\))an([h - .ao)
F =2D + 'uoX " po — ' iy
G=—2D+"'mE  py — "WE g + 2UE (o — 1)

La probabilité d’erreur conditionnelle a (1o, 11;) est égale a :

F G
P0N<2 > + plN(2a>- 4)

Soit A une matrice telle que A'A = A, on peut écrire :

~ 1 ~ 1
o =—F4AZ, p =p+-——=AZ,

N J

ou Z et Z' sont des vecteurs aléatoires indépendants et de loi N(0, 1,).
Soit alors
D2 — lAZ_lﬂ

et soit Q la forme quadratique sur R* définie par la matrice

1'AZIA
2D?
on a:
F D D,_, D D ,
5=—3+c—ﬁa2+;Q(Z)—;Q(Z)
G D D, D ., D
5=—;—c+*\/—;a2+?Q(Z)——n~Q(Z)
o V4 z
5= )G )
NN AR NN
ou

gz”'“%‘y% o - 7

3{ (Zfl J)T °<1 ¥ i)
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24 J. R. BARRA

. . L1y . s .
ou, comme dans toute la suite, 0(— + ——,) désigne un infiniment petit dont
non

le produit avec n et le produit avec n’ tendent vers 0 quand n et n’ tendent
vers l'infini. On en déduit que :

F <1 1)
—=x+y+z+0{-+
20 n o n

ou

=G5 G A
x=c——,y=—-ld|{=—c|— — — .
27 2 )y 2
3D Q(2) (D Q(Z))
z=\——c¢)" —\=+c)
2 n 2 n
1 VA Z \|./D V4 D VA 2¢-D
; —‘a(—-— _ —> [3<__ c>— ¥ (— ; 3c> ——]« " 42.2)
2\~ W AT
ou g est la forme bilinéaire a Q.
D’autre part on a :

N<x+y+z+0<l+l,>>=N(x)
non

| X, 1 1
+ e Hy+z—zy|+0 -+,
J2n 2 non

et en prenant I’espérance mathématique en Z et Z’ il vient :

E(y) =0, E(y*) =" <1< +D>2+1< —B)2>

(y)=0, (J’)—W;C 3 nC ) >
foor [ (D 1 D)l

E(Z):_Z_'<<5+3C>;+3<C'—E n)

THAZ™Y) 1( D> 1( ~3;13)]
“opr w\CT2)TR\CT )

puisque ([2], p. 90) on sait que

1 o Tr(AZ™Y)
E(Q(2)) = E(Q(Z") = SISETr( AT 7'A) = T
D’autre part on a:

1
tyot = Bl—‘uZ"lA'AZ_ly — ﬁtuz—ll\z—lu.

4
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On a de méme :
G , , , 1 1
—=xX 4y +2+0-+=
20 no n
ou x’, y', z’ sont respectivement déduits de x, y, z par le changement :
c—> —c,a > —oa,n—->n,n - n.

En tenant compte de (1) et de (4) il vient :

P =P, + L0 L'_2|:E(Z) _ gE( yz)}

2n
X2 2 11
+ Pr [E(z’) - x—E(y’z):l + 0<— + —7>
/27 2 n o n

K = DPoP1 ex
NV 2=n

et en utilisant (2) on obtient :

en posant :

X x’ 1 1
P=P, + K[E(z) + E(z') — =E(y?) — ~E(y’2)] + 0(— + j>.
2 2 n n
On note alors :

1
S = —uZ AT !y, R=Tr(AZ"Y) - S

DZ
k=220
2D “hxn

et on obtient la formule finale

1 1\K|2 1 1
P=P+|{-+—=])-|=<R+KS|[+0-+—]. (5)
n n)4|D n n

On remarque que R et S sont des fonctions linéaires de A et que K’ est
toujours positif, P est donc une fonction croissante de R et S.

3. LES RESULTATS DE BRAILOVSKY

Soit X, la matrice diagonale qui a méme diagonale que X; Brailovsky
etablit la proposition suivante dont la démonstration est reprise dans [5].
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26 J. R. BARRA

THEOREME. — « Si 'u = (1,0,...,0) et si A = T, + BZ(B < 1) alors P
est supérieure a I'expression (3) ».

Brailovsky considére alors trois situations pratiques intéressantes et
relevant de ce théoréme.

a) Si a propos de la structure statistique ¥, on estime a priori successive-
ment et indépendamment les diverses composantes de Uo et de u, par des
echantillons de tailles respectives n et n’, alors on obtient & avec A = )P

’

n
2
soient entiers; Brailovsky considére le cas ou dans les échantillons respectifs
X =1 A i=1 k) X =1, 0= ... k}]
des lois N(uo, £) et N(y,, ), 11 manque des observations de la fagon sui-
vante : pour tout i =1, ..., k, la composante d’indice j c’est-a-dire OX‘
(resp. 'X¢ ) n est observée que si j e I, (resp. je I}) ou les parties I} (resp. I )
de {1, Jn ) (resp. {1, ..., An" }) sont telles que :

. . Y . r . \ " n
b) Soit maintenant / un rationnel supérieur a 1 et tel que An, An’, —,

Vi=1,...,k,cardlj = n,card I} =n

’

. ., . ., n
Vig i, =1,...k,card( gmlg)zg,card(lamlg);z.

Brailovsky estime alors y, et y; comme suit :

~ 1 . ~ 1 .
Vi=1,....k ;L},:~ZOX} ,u’l:—,ZlX;,
n n
Jely Jeli

et il obtient encore & avec :

1
A=Z,+-53,.
A

¢) Brailovsky suppose enfin que pour estimer p, (resp. y;) on dispose
d’un échantillon de taille n de la loi N(u,, £) (resp. N(u,, Z) et, en plus,
d’un échantillon indépendant du précédent et de taille yn (resp. yn’) de la
loi N(o, Z,) (resp. N(u;, Z,)), ot y est un rationnel donné tel que yn et yn’
soient entiers.

Soient X, (resp. X,), X§, (resp. X) les moyennes empiriques respectives
de ces 4 échantillons, Brailovsky estime y, et y;, respectivement par :

~  Xo + X% ~ X+ X
o1+ ! 1+
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et obtient encore % avec :
. X, + ! >
Tl AT

En particulier pour k = 2, en désignant par p le coefficient de corrélation
associé a X, on obtient :

1+ p?
V(Ea)=1—_—p—2, REZy) =1,

et donc si ‘u = (1,0), si ¢ = 0 (probabilités a priori égales) et si

2D2p2
OS‘/S 2 2_1,
D + 41 - p9)

la probabilité d’erreur est supérieure a celle obtenue en utilisant seulement
X, et X, comme estimateurs de p, et u;. Et Brailovsky cite pour conclure
les valeurs numériques :

¢c=0, D=3, P,=7%, p*=064, y<147

qui illustrent un cas ou il vaudrait mieux selon lui ne pas utiliser toutes
les observations dont on dispose.

4. DISCUSSION

Les résultats de Brailovsky ne sont pas valables quelque soit y, ce qui
en limite beaucoup la portée puisque p est un paramétre inconnu. Mais
la formule (5) permet une comparaison systématique de P a la valeur
obtenue pour A = X: plus précisément u n’intervient que par I'intermé-
diaire de D et de S et A apparait de plus par I'intermédiaire de T = Tr (AZ " 1).

En posant f = 10g& on est conduit a étudier le signe de
Po

D? n—n p?
T~k+<7—/3n+n,+§—l)(5—l) (6)

Or il existe ([2], p. 86) une matrice B telle que :

‘ 0
BB=3"!, BAB= (’0‘-... )

/’k
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ou 4y <, ..., </ sont les valeurs propres ordonnées de AX™!; alors en
posant
Bu

z=—
Il By ||

k

T=/+ ...+ 4; S:nyz?, (A <...<hszi+...+z2=1)
1

On constate que S est fonction de la seule position « relative » de la
direction de u par rapport & £ et A, et varie de 4, a 4,.

Une étude élémentaire montre qu’en général, pour une matrice A donnée,
le signe de (6) n’est pas constant pour tout y, c’est-a-dire pour tout couple
(S, D); il n’y a donc pas de conclusion générale possible sur le choix de
la matrice A.

En particulier dans le cas A = X, mis en évidence par Brailovsky, il
est facile de voir que 4y, ..., 4, sont les inverses des valeurs propres de
la matrice de corrélation associée a ¥, c’est-a-dire.

TiE IRl

et donc seule cette matrice intervient dans le signe de (6). On constate
encore que ce signe dépend de p.

Enfin la situation, paradoxale selon Brailovsky, que nous avons mise
en évidence a la fin du § 3, résulte selon nous, seulement de ce que dans les
cas b) et ¢) il existe un estimateur de variance moindre que celui utilisé par
Brailovsky ce qui explique la perte d’information artificielle.

En effet dans le cas b) on peut appliquer les techniques générales des
modeles linéaires sur plan d’expériences quelconque (cf. [2], p. 140); plus
précisément soit E* < [1,k] x [1,N] (N est la taille de I’¢chantillon
empirique considéré) 'ensemble des couples (i, j) pour lesquels on dispose
d’'une observation X;; I'¢lément aléatoire X = { X ;, (i,j)€ E*} est un
¢lément aléatoire gaussien a valeurs dans I'espace Q* des applications de E*
dans R, dont la loi est définie par :

E(X,)=m  Cov(X,,X,,) = {g e j 7&}
ou X = {p;;00,} et ol 'm=(my, ..., m)estsoit p, soit pu;. Soit V le
sous-espace vectoriel de Q* formé des applications de E* dans R qui ne

dépendent pas de j; alors, en munissant Q* de la norme définie par 'inverse
de la covariance de X, laquelle ne dépend que de X et est donc connue,
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la projection de X sur V est un estimateur de m qui est sans biais et de
variance minimum, donc meilleur que celui proposé par Brailovsky.

Enfin dans le cas ¢) un calcul simple montre que 'estimateur de pu,
(résultat identique pour u,) défini par :

1 1_\' 1_\!
Xo-ZdT4+-%,] + 3z +-3%,
y y Y

est sans biais, de covariance
1 1 -1
“ZlZ+-%) Z W)
Y Y

laquelle est inférieure a celle de l’estimateur choisi par Brailovsky. Il
reste & vérifier qu’en remplacant A par (7), la situation paradoxale mise en
évidence par Brailovsky disparait!

En conclusion, les précédentes réserves ne doivent pas faire oublier
I'intérét du travail de Brailovsky lequel a trés bien montré la nécessité
théorique et pratique d’étudier le comportement de la probabilité P quand A
est différent de Z.
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