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Sur l’espérance conditionnelle multivoque
non convexe

Michel VALADIER (*)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XVI, n° 2, 1980, p. 109-116

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

§ 1. INTRODUCTION

Étant donné (Q, U, P) un espace probabilisé, B une sous-tribu de U,
E un localement convexe, r une multi-application %-mesurable de Q dans E,
on peut définir et étudier l’espérance conditionnelle E~(r). Cela a été fait
successivement pour r à valeurs convexes compactes, puis convexes fer-
mées, puis fermées par Van Cutsem [23], Bismut [1], Valadier [18] (repris
dans Castaing-Valadier [3]), Neveu [10], Van Cutsem [24], Daurès [4],
Dynkin-Evstigneev [6], Hiai-Umegaki [7], Sainte-Beuve [14], Vala-
dier [19] [20], Castaing [2].
Une question qui vient naturellement à l’esprit est : lorsqu’existe une

famille de lois conditionnelles (P( . ~ cc~))~, E ~, a-t-on

Lorsque r est à valeurs convexes, il est facile de le vérifier en utilisant la
fonction d’appui (Daurès [4], Valadier [19] [20]). On se propose d’établir
cette propriété en l’absence de convexité.
On déduira de ce résultat que, si les P( . 1 w) sont sans atomes (ce qui

très généralement équivaut à l’absence d’atomes conditionnels), E~(r)
est à valeurs convexes. Cela étend un des résultats de Dynkin-Evstigneev
où E = et r est intégralement majorée.

(*) Université des Sciences et Techniques du Languedoc, place Eugène-Bataillon,
34060 Montpellier Cedex (France).
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110 M. VALADIER

§ 2. HYPOTHÈSES ET RAPPELS

Soit (Q, ~, P) un espace de probabilité, 113 une sous-tribu de %, E un
Banach séparable, rune multi-application %-mesurable de Q dans les
fermés de E (cf. Castaing-Valadier [3], ch. III, déf. 10, p. 68). On note

~, P) l’ensemble

et ~, P) désigne le quotient formé par les classes d’équivalence pour
l’égalité presque sûre. On suppose ~, P) ~ 0.
On peut définir E~(r) comme l’unique (classe de) multi-application

~-mesurable 0 à valeurs dans les fermés de E telle que

où adh désigne l’adhérence relative à la norme de ~, P) (cf. Hiai
et Umegaki [7], th. 5.1, p. 169, où r est supposée intégralement majorée).
On peut montrer ([19]) que E~(r) est aussi la borne supérieure essentielle
(cf. [17], prop. 1.14, p. 278) des singletons S-aléatoires cv --~ ~ E~(u)(c~)~,
u E ~, P) (cette idée remonte à 1971, cf. [18]).

§ 3. LIEN ENTRE ESPÉRANCE CONDITIONNELLE
ET LOIS CONDITIONNELLES

On suppose qu’il existe une famille de lois conditionnelles, c’est-à-dire
une probabilité de transition A) H P(A ~ de (Q, ~) vers (Q, ~)
telle que

Cela revient à dire que (P{ . [ est une désintégration de l’image de P
par

La formule (1) s’étend Q x Q - [0, oo] où   (g) 9î mesurable,
intégrable si elle est à valeurs dans £ :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



111SUR L ESPÉRANCE CONDITIONNELLE MULTIVOQUE NON CONVEXE

On retrouve (1) en prenant = On sait (Doob [5],
th. 9.1, p. 27 et Loève [9], th. A, § 26.1, p. 354) que pour fE ~1(SZ, ~, P)

f E P(. 1 ro)) pour presque tout a~
et

(cf. aussi les formules « symboliques » de Kolmogorov [8], ch. V, § 4,
formules (12) et (14)). Cela passe sans difficulté àfE U, P) (en scala-
risant). Pour une multi-application à valeurs convexes fermées (dans le dual
d’un Fréchet séparable) cette propriété a été démontrée dans [19], ~20]
(cf. aussi Daurès [4], l’idée de factoriser était de Tortrat).

THÉORÈME 1. Si ~ est dénombrablement engendrée on a presque sûrement

où adh désigne l’adhérence dans E (pour la norme) .

Le second membre peut être ( cc~).

Preuve. - 1) Soit û E ~, P). En appliquant la formule (2) à
m’) = Il u(a~’) Il, on voit que û E ~, P(. pour presque

tout M. De plus E sauf si cv E No où No est P-négligeable. Or un
P-négligeable No est, pour presque tout cv, P( . ~ négligeable (appliquer (1)
avec A = No, B = Q). Donc u E ~x, P( . ~ 1 w)) pour presque tout o,
soit pour N où N est P-négligeable.

2) Montrons que le second membre contient p. s. D’après
les propriétés de la borne supérieure essentielle ([l7], prop. 1.14 ou [20]
th. 1), il existe une suite dans ~, P) telle que

Comme

on a

d’où

3) On va mettre en évidence en 4) une famille dénombrable de sections

Vol. XVI, n° 2 - 1980.



112 M. VALADIER

P-intégrables de r qui soient, pour presque tout c~, denses dans
~, P( . ~ a~)). Notons (wn) cette famille. Alors

Par ailleurs

et comme

on en déduit

4) Soit (vn) une suite dense de sections mesurables de r. Posons pour

u est bornée et

Pour W E Q - N (N est défini en 1)), on a Un,k E Li(Q, ~, P( . ~ cc~)).
Pour simplifier, notons la famille D’après le lemme 1.3
de Hiai et Umegaki ([7], p. 153, je l’ai repris dans [19], lemme 6, p. 13),
si B > 0 et u E ~, P( . ~ cv)) sont fixés, il existe une %-partition de Q,
Ao, ..., An telle que

n

U - B (pour la norme de 9Ï, P( . I ~)))~
t=0

Soit ~ une algèbre dénombrable engendrant ~. On va utiliser la densité
de ~o dans 9[ pour l’écart (A, B) - P(A 41 B ) (Neveu [11], exercice 1.5.1,
p. 23).

Soit 11 > 0 tel que

Il existe une U0-partition Ao, ..., An telle que

(on peut approcher les Ai par des Ai pas forcément disjoints, remplacer Ai
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



113SUR L’ESPÉRANCE CONDITIONNELLE MULTIVOQUE NON CONVEXE

par puis ajouter à Ao la partie de Q non encore recouverte),
JÏ

d’OÙ

et

n

Or la famille des où n E Ao, ..., An est une U0-partition de Q,
1=O

est dénombrable. C’est la famille annoncée en 3).

COROLLAIRE. les PC. D) sont presque toutes sans atomes, 
est p. s. convexe.

On sait que si p( . ~ est sans atomes,

est convexe (Hiai et Umegaki [7], th. 4.2, p. 165); si le lecteur n’a pas cet
article sous la main, il peut retrouver la démonstration en particularisant
celle du théorème 2 ci-dessous.

Remarque. D’après Rohlin ([13], p. 51) (cf. aussi [21]), sous l’hypo-
thèse que P est portée par un lusinien et % et S sont dénombrablement
engendrées, dire que presque toutes les P(. sont sans atomes équivaut
à dire que (Q, ~, P) est sans ~-atomes. Dans le paragraphe suivant on va
montrer directement (sans utiliser le th. 1) que « (Q, ~, P) sans ~-atomes »
implique la convexité de 

§ 4. APPLICATION DU THÉORÈME
DE LIAPUNOV-SOLER

THÉORÈME 2. - Si (Q, ~, P) est sans ~-atomes, E ~(I~’) est p. s. à valeurs
convexes.

Remarque. - Ce résultat est obtenu par Dynkin Evstigneev ([6]) pour
E = !Rn et r intégrale.ment majorée. Ils obtiennent même mieux (cf. th. 1.2,
Vol. XVI, n° 2 - 1980.



114 M. VALADIER

p. 327) E~(L~) = r). Dans le cas de l’intégration (~ = ~ ~, Q})
cette formule signifie

et est connue au moins depuis 1963 (Richter [12], th. 2, p. 86).

Preuve. Il suffit de montrer que adh est convexe (on peut en
déduire que E~(r) est convexe soit en utilisant les propriétés de la borne
supérieure essentielle, soit en citant Hiai et Umegaki [7], th. 1.5, p. 154).
Soit u et v E ~, P), oc E [0, 1] et s > 0. On va montrer qu’il existe
A tel que

Il suffit pour cela de montrer

Soit w E ~, P) étagée telle que (M - v) - w Il  E (idée due à
Uhl [l6]). Comme w prend ses valeurs dans un sous-espace de E de dimen-
sion finie, on peut appliquer le théorème de Soler ([I S], prop. IV.12,

p. 94 ; [22]) : il existe tel que = On a

COROLLAIRE. - Si (SZ, ~, P) est sans ~-atomes,

Preuve. Il suffit de montrer :

(on écrit Q3 au lieu de (Q, ~, P)). Comme il y a convexité, il suffit de vérifier

l’égalité des fonctions d’appui en v E B, P)).

On a d’abord

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



115SUR L’ESPÉRANCE CONDITIONNELLE MULTIVOQUE NON CONVEXE

(puisque

(résulte de Castaing-Valadier [3], th. VII.7, p. 200 appliqué à

Pour les mêmes raisons
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