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Régression linéaire et estimation
par la méthode des moindres carrés

Ph. COURRÈGE, J.-L. PHILOCHE et P. PRIOURET

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. VII, n° 4, 1971, p. 253 -270.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SUMMARY. - The purpose ’of this paper is to present in a unified way
the general features of linear regression, mean square estimation and
Bayesian estimation. The emphasis is on the relations between these
methods. Hilbertian formalism is systematically used.

On se propose ici, en un expose autonome, de presenter dans le cadre
commun du modele statistique linéaire (1) ces trois methodes que cons-
tituent la regression lineaire, la methode des moindres carres et l’estima-
tion bayesienne. On insiste specialement sur les rapports existant entre
ces approches, rapports qui sont generalement peu explicites dans la litte-
rature statistique.
On commence (§ 1) par des enonces qui condensent les principales pro-

prietes mathematiques en cause. Puis (§ 2), on commente ces propriétés
du point de vue statistique en les situant par rapport aux trois methodes
ci-dessus. On donne enfin (§ 3) une demonstration complete des enonces
du § 1 en utilisant systematiquement le formalisme hilbertien qui est naturel
en la matiere.

(~) On se limite ici au cas de dimension finie. On reprendra le cas de dimension infinie
dans un prochain travail avec Alain BENSOUSSAN qui a deja traite du sujet dans son memoire
« Identification et filtrage », cahier n° 1 de 1’IRIA, fevrier 1969.
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§ 1 Enonce des résultats mathematiques en cause.

11. Mise en place de la situation. 2014 On designe par H et y des
espaces de Hilbert reel de dimension finie, et par X et Y les projections de
l’espace produit H  y sur x et y respectivement. On suppose donnee
une probabilite de transition x ~ Px de PI dans y (toujours supposes
munis de leurs tribus boréliennes), un élément m de y, une application
lineaire C de PI dans OJJ et un operateur lineaire symetrique positif E sur y
de telle sorte que, pour chaque x E x, Px soit du second ordre sur y avec
m + Cx comme moyenne et E comme operateur de covariance :

pour tous x E ~’, yl et (2) (3).
On designe de plus par J l’ensemble des mesures de probabilite du

second ordre sur X et, pour chaque 7r E J, par P03C0 la mesure de probabilite
sur X  y canoniquement associee et a la transition posant,
pour chaque fonction numerique borelienne bornée 03C6 sur X x y,

On notera la quantite ainsi definie.
Designant, pour chaque 03C0 E J, par 03BE03C0 la moyenne de 03C0 et par r 1t son

operateur de covariance, on remarque que P,~ est du second ordre sur
X  y (4) et admet pour moyenne et operateur de covariance les quan-
tites et A, donnees par,

(ce dernier point sera etabli au n° 3.1).

(~) Les produits scalaires sur f!l’ et ~J sont notes de la meme maniere : (xi, x~), (yi, y2)~
(~) En ce qui concerne rinterpretation statistique de ces notions, voir le paragraphe 2.
(4) Muni de la structure hilbertienne associee au produit scalaire

(~) C* designe l’opérateur lineaire adjoint de C defini par (Cx, y) = (x, C*y).
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1.2. Cas de la regression linéaire. - On désignera par R l’ensemble
des applications affines R de ~J dans ~’ (c’est-a-dire des applications de
la forme Ry = 03BE + Sy E X et S E X)). Les elements de R seront
simplement appelés estimateurs de X. Cela étant, on cherche a minimiser

X - RY ~2] (6), avec 03C0 donnée :

THÉORÈME 1. On suppose donnée une mesure de probabilite 03C0 appar-
tenant a ~. Alors,

(1) Il existe une application affine R1 ayant les propriétés équivalentes
suivantes (6) : ’ 

.

of Si E ~’) est tel que

(2) De plus, si E et sont inversibles, et si on pose, pour x E ~’ et y E 

les propriétés (i) a (iv) ci-dessus sont équivalentes aux propriétés (vi) et (vii)
ci-dessous :

(vii) Pour tout y E ~,

(demonstration au n° 3 . 2).

(6) RY designe 1’application (x, y) -> Ry de X  y dans et ~x~ la norme de x
dans ~’.

(7) Autrement dit, les variables aléatoires Y et X - RIY sont non corrélées.
(8) En particulier, cette equation a toujours une solution Si au moins ; et, cette solution

est unique des que + E est inversible ; ce qui est le cas si E est inversible. Par ailleurs
les propriétés (i) - (iv) determinent de façon unique la classe de la fonction RIY dans
l’espace L2x(X x y, PR) (voir le n° 3.2a).
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1.3. Cas de la méthode des moindres carrés. Théorème de Gauss-
Markov. On cherche encore a minimiser E03C0[~ X - RY ( 2] mais, contrai-
rement a la situation du théorème 1, 03C0 n’est plus donnée et on souhaite
un résultat valable pour tout 03C0 E J. Désignant par R# l’ensemble des
applications affines R de y dans X (de la forme Ry = 03BE + Sy) pour les-
quelles SCx = x pour tout x E X (9), on a,

THÉORÈME 2. - On suppose que 03A3 est inversible et que C est injective.
Alors,

(1) Concernant une application affine R E les propriétés suivantes
sont équivalentes

De plus, pour tout R (de la forme Ry = ~ + Sy), on a,

et, pour tout x E X,

(2) Il existe une application affine R2 et une seule ayant les propriétés
équivalentes suivantes :

(jj) Pour tout x E ~’,

où, pour x ~ X et y E pose,

En outre l’application affine R2 ainsi caractérisée est definie par

(demonstration au n° 3.4).

(~) ~%~ est non vide seulement si C est injectif, ce qui est postule ci-dessous.
eo) L’injectivite de C entraine que est inversible.
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D’autre part, designant, pour chaque par l’ensemble des

fonctions numeriques affines r sur y telles que

[en notant ici Eo au lieu de (Go mesure de Dirac de 8 E ~’ )], on a,

COROLLAIRE (Théorème de Gauss-Markov). L’application R2 définie
par (ju) (11) est l’unique element de R# ayant l’une ou l’autre des propriétés
(d’ailleurs équivalentes) (k) ou (kk) ci-dessous :

(kk) Pour tout x E ~’,

De plus, on a

(demonstration au n° 3.4).

1. 4. Comparaison des estimateurs R,~ et R~. - Supposant ici que
E est inversible et que C est injective, on designera, pour chaque ~c E ~,
par R,~ l’estimateur introduit par le theoreme 1,

et par R # l’estimateur introduit par le theoreme 2,

Les estimateurs R03C0 et R # ainsi définis seront appelés ici respectivement
la regression linéaire ( 12) de X sur Y (associée a la répartition a priori 03C0

de X) et l’estimateur de Gauss-Markov.
Ces deux estimateurs peuvent être situés mutuellement comme suit :

THÉORÈME 3. 2014 On suppose que 03A3 est inversible et que C est injective,
alors,

(l) Pour tout ~ E 

. (11) Sous les hypotheses du theoreme 2 ci-dessus. On peut étendre ie theoreme de Gauss-
Markov au cas ou ces hypotheses ne sont pas satisfaites, voir a ce sujet le travail de
J.-L. PHILOCHE ci-dessous, p. 271.

(l2) Le terme affine conviendrait mieux que le terme lineaire, mais ce dernier est consacre
par l’usage des statisticiens.
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et,

avec au moins pour un x E X l’inégalité stricte ; en particulier R03C0 ~ R # .
(ll) Pour tout ~ E ~,

(lll) Soit (03C0n) une suite d’éléments de dont les moyennes sont les mêmes
et dont les opérateurs de covariance sont inversibles. Dans ces conditions,
pour que

il faut et suffit que lim 0 (13) ; et on a alors,
n -i o0 

n

, pour tout x E ~’.

(demonstration au n° 3.5).

§ 2. Interpretation statistique des enonces du paragraphe 1.

21 Description de la situation : interpretation du modèle statistique
linéaire On envisage un systeme physique Y dont chaque
etat est repere par le couple (x, y) E f1’  y des valeurs que prennent les
deux variables X et Y (14), et on suppose, d’abord que seule la variable Y
est susceptible d’etre mesurée (« X est une variable cachee du systeme »)
et ensuite que, lorsque X prend la valeur x E ~’, une mesure de Y est regie

(13) On est dans ce cas si Fon prend pour ~" une probabilite (par exemple gaussienne)
telle que = 0 et = nI* pour tout n : autrement dit, Rn tend vers R # lorsque x s’etale
uniformement dans ~’.

e4) Le substantif « variable » est a entendre ici au sens de « caracteristique du sys-
teme J », et a priori pas toujours au sens mathematiquement fixe du terme « variable
aleatoire » employe en calcul des probabilites.
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par la probabilité Px sur y (15) ; la transition dans u etant

supposée connue (au n° 1.1, c’est une donnee) (16).
Cela etant, on cherche a estimer la valeur de la variable cachee X en

fonction affine d’une mesure y ~ y obtenue pour la variable Y. Plus pre-
cisement, on cherche a determiner une application affine R de OJJ dans Il"
de telle sorte que la quantite Ry soit une estimation de la valeur de

la variable X dans une situation ou une mesure de Y a fourni comme resul-

tat la valeur y E Afin de choisir l’estimateur R de X de façon optimale,
il est necessaire de preciser d’abord le role joue par la variable X et ensuite
ce que l’on sait (ou que l’on peut « raisonnablement » postuler) sur elle
a priori (1’). On distingue alors traditionnellement deux cas selon que X
apparait comme une variable aleatoire de repartition plus ou moins
connue (cas de la regression lineaire) ou comme un parametre fixe mais
inconnu (cas de la methode des moindres carres).

2.2. Cas de la regression lineaire. 2014 On admet dans ce cas que la

variable X est une variable aleatoire au meme titre que Y (i8), de telle sorte
que l’on peut considerer le couple (X, Y) comme une variable aleatoire
a valeurs dans X x fV. La repartition P03C0 de cette variable aleatoire est
alors entièrement determinee par la donnee de la répartition 03C0 de X et
de la repartition conditionnelle de Y dans X, laquelle est precisee par la
transition [on note que les caracteristiques du second ordre de P~
ne dependent que de celles de 03C0 et de (P x) ainsi que l’indiquent les rela-
tions (1.4) et (1. 5) du n° 1.1]. Cela etant, deux cas se presentent selon que
l’on considère 03C0 comme connue ou inconnue :

a) Lorsqu’on suppose connue la repartition ~c de X, on peut determiner
l’estimateur optimal au moyen des criteres (i) ou (ii) (theoreme 1, n° 1.2);
et il est clair alors que l’estimateur R,~ obtenu (« la regression lineaire de
X sur Y ») depend de 03C0 (par l’intermédiaire des caracteristiques du second
ordre 03BE03C0 et de 03C0; formule (1.14), n° 1. 4).

(1 s) Autrement dit, le processus de la mesure de Y est considere comme un tirage au sort
regi par la probabilité Px. On se placera ici en aval de cette formulation, sans chercher,
en amont, a preciser la conception de la probability qu’elle sous-entend (potentielle ou
frequentielle, etc...).

(16) Voir aussi le n° 2.7 a ce sujet.
(1’) C’est-a-dire comme une connaissance sur les mécanismes du systeme déjà acquise

avant l’experience en cause (mesure de Y). En ce sens, le modele introduit ci-des-
sus est aussi un a priori.

(’ g) Autrement dit, dans ce cas, aussi bien X que Y sont conditionnees par les valeurs
de paramètres (ou caracteristiques) du systeme dont on ne peut s’assurer de la stabilité
dans les conditions de l’expérience qui per met de mesurer Y.



260 PH. COURREGE, J.-L. PHILOCHE ET P. PRIOURET

b) Lorsqu’on ne suppose pas que la répartition 03C0 de X est connue, on
est amene a chercher un estimateur R ayant une propriété d’optimalité
uniforme lorsque 03C0 décrit J. La propriété (1) du théorème 2 (n° 1. 3) intro-
duit alors la classe [un peu plus large que celle des estimateurs sans
biais, le terme de translation 03BE n’etant pas necessairement égal a - 5 sm ;
debut du n° 1.3], et, dans cette classe, on peut determiner l’estimateur
optimal au moyen des criteres (j) ou (propriete (2) du theoreme 2, n° 1.3).
On note que l’estimateur R # ainsi obtenu (« l’estimateur de Gauss-Markov »)
est sans biais [propriété (kkk) du theoreme de Gauss-Markov (corollaire
du theoreme 2)].

Ainsi, via le theoreme 2, on voit clairement comment se situent mutuel-
lement et se distinguent la regression lineaire R1t et l’estimateur de Gauss-
Markov R # dans le cadre commun du modele statistique lineaire 
introduit au n° 2.1. Ce cadre est aussi celui de la methode des moindres

carres que l’on va examiner maintenant.

2.3. Cas de la methode des moindres carres. 2014 On admet dans ce

cas que la variable X constitue un parametre determine (19) du système J
considere, mais de valeur a priori inconnue. La methode des moindres
carres est alors basee sur le theoreme de Gauss-Markov (corollaire du
theoreme 2, n° 1. 3) : cherchant un estimateur ayant une propriété d’opti-
malité uniforme lorsque le parametre inconnu 0 decrit X, on peut deter-
miner l’estimateur optimal R # au moyen des criteres (k) ou (kk) ; le critère
traditionnel (kk) signifiant que, pour tout l’estimateur numerique
affine y  (x, R # y) donne a la variable aleatoire numerique (x, R~Y)
une variance minimum parmi la classe des estimateurs numeriques affines
sous biais (propriete (kkk)) de la forme lineaire (x, . ) sur ~’. On note que
l’estimateur R # ne depend que des caracteristiques du second ordre m,
C et E du modele lineaire et meme, fait important en pratique,
est invariant par les homotheties E --~ (r > 0) effectuees sur E.

2.4. Methode bayesienne. 2014 Elle consiste ici a partir de la situation
du n° 2.3 ou la variable X apparait comme un parametre determine du
systeme considere et a introduire en plus une information a priori concer-
nant X qui est representee par une probabilite 03C0 E J. Associant a 03C0 la

probabilite P03C0 sur X x on peut determiner un estimateur affine opti-
mal R1t comme au n° 2.2a au moyen des criteres (i) ou (ii) (theoreme 1).

(19) C’est-a-dire une caracteristique du systeme dont la valeur est entierement déter-
minee par les conditions de l’expérience qui permet de mesurer Y.
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Ainsi, du point de vue mathématique, rien ne distingue ce cas de celui
de la regression lineaire examine au n° 2. 2a ; et on pourrait faire une
remarque analogue en ce qui concerne le n° 2. 2b et le theoreme 2.

2. 5. Le rapport entre les estimateurs R03C0 et R # est precise par le theo-
reme 3 (n° 1. 4) : pour chaque 03C0, R03C0 est strictement meilleur que R # [pour
les criteres adoptés, propriétés () et (ll)], et R03C0 peut s’approcher arbitrai-
rement pres de R # lorsque la mesure 7c s’etale assez regulierement dans X
[propriété (1l1) (2°)]. Cette derniere propriété est particulierement explicite
lorsque R,~ et R # sont determines en minimisant les formes quadratiques J1t
et J respectivement (propriete (vi) du theoreme 1 et du theoreme 2).

2.6. Cas gaussien. - Lorsque la loi P~ est gaussienne, l’estimateur R1t
est optimal (par exemple pour le critere consistant a minimiser

E,~[~ ~ X - RY ~ ~ 2]) non seulement dans la classe ~ des applications affines
de y dans X, mais encore dans la classe des applications mesurables V
de y dans X telles que E03C0[~ V ~2]  + oo. De plus, R1t coincide alors avec
l’estimateur bayesien de X base sur Y, c’est-à-dire que R,Y est alors l’espé-
rance conditionnelle de X dans Y. Enfin, en ce qui concerne la methode
des moindres carres, lorsque chacune des lois Px est gaussienne, l’estima-
teur de Gauss-Markov R # coincide avec l’estimateur fourni par la methode
du maximum de vraisemblance.

2.7. Retour sur la regression lineaire. 2014 La situation generate de
regression linéaire de X sur Y correspond a la donnee d’une mesure de
probabilité du second ordre P sur X  y de moyenne  = (03BE, ~) et d’ope-

rateur de covariance 0394=(039411039412 039421039422 La situation envisagee ici [of p et
A sont donnes respectivement par les relations (1.4) et (1.5) (n° 1.1)]
est, en fait, equivalente a la situation generate des que 039411 est inversible :
il suffit pour le voir de poser 0393x = d11,C = 
l’opérateur 03A3 ainsi defini etant positif car il s’ecrit aussi AAA*, ou A designe
l’application lineaire (x, y) - y - Cx de X  y sur y. La presentation
adoptee ici correspond simplement a la mise en evidence dans les donnees
de la regression lineaire de Y sur X, laquelle est constitute (quelle que soit 7c)
par l’application affine x - m + Cx de ~’ dans ~J.

On peut donner une expression de cette propriété en termes d’optimalité bayesienne
generalisee de R # par rapport a la mesure de Lebesgue sur ~’. Mais Futilite statistique d’une
telle generalisation est discutable.
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§ 3. Demonstrations des enonces du paragraphe 1.

3.1. Étude préliminaire de - On note J = X x z = (x, y)
1’element courant de J et Z = (X, Y) l’application identique de iT. On
établit tout d’abord le résultat indique a la fin du n° 1.1:

LEMME. Les hypotheses étant celles du n° 1.1, P 1t est une probabilité
du second ordre sur J admettant 03C0 et 039403C0 pour moyenne et opérateur de
covariance, autrement dit :

En effet, le point a) résulte de ce que, pour tout ( = (03BE, ~) E J, la fonction
((, Z) = (~, X) + (r~, Y) est integrable sur ~, et,

Pour etablir le point b), il suffit, puisque A~ est symetrique, de le verifier
quand ~’ - ç. Or, pour ( = (~, ~, on a,

L’intégrabilité de ((, Z - resultant aussitot de celle des deux premiers
termes du membre de droite, on les considerera en premier lieu.

Tout d’abord .

puis,

mais, faisant intervenir, pour chaque x la moyenne m + Cx de Px,
on voit que,
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d’ou,

Un calcul analogue donne enfin :

et il ne reste plus qu’a regrouper tous les termes pour constater que

CQFD
De plus, les deux relations suivantes interviendront dans la suite : pour

tous A, B E et tous zl, z2 E iT, les fonctions (zl, AZ) et (z2, BZ)
sont de carre integrable sur fL, et,

il en resulte, en faisant parcourir a zi = z2 une base orthonormale 
et en sommant que

3 . 2. Demonstration du théorème 1. - Pour établir la propriété ( 1 )
on commencera par montrer 1’existence, de Ri e k satisfaisant (i), puis on
montrera les equivalences annoncees selon le schema :

a) Existence de Ri satisfaisant (i) : on considere l’espace de Hilbert
L~.(~, P~) avec son produit scalaire canonique,

L’ensemble H = { RY, R E ~ ~ est un sous-espace de dimension finie,
donc un sous-espace ferme de L~.(~, P 1t)’ et la projection Rl Y de X sur H
verifie

d’ou J’existence de Ri satisfaisant (i).
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b) (i) ==~ (iv) : Soit satisfaisant (i) ; R 1 Y est la projection de X
sur H dans L~.(~, donc R1Y est caracterise dans H par la relation,

mais cette condition entraine en particulier que,

et

La premiere de ces relations entraine que = E,~[X], ce qui
permet d’ecrire Ri sous la forme,

et la deuxième donne alors,

Or, pour un choix convenable de A et B, (3.2) (n° 3.1) entraine que,

de sorte que (3.4) s’ecrit aussi,

d’ou Cr, - (Cr~C* + = 0, comme on le voit en faisant parcourir
a S l’ensemble des applications de rang 1 de et par passage a

radjoint, on obtient la relation (1.7), puis la propriété (iv) d’apres (3.3)
et ( 1. 4).

c) (iv) ==> (iii) : de la premiere relation de (iv) on tire R 1 Y] = 0 ;
ce qui donne,

et, pour A et B bien choisis, (3.1) donne cette fois-ci

d’ou (iii) en vertu de (1.7).

note que, pour tout 

on en déduit que, pour tout dans l’espace L~(~, P,), (x, R1Y) est
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la projection de (x, X) sur le sous-espace ( (x, RY) ; R e k }, la propriété (ii)
en résulte.

ou désigne une base orthonormale de x.
Pour etablir la propriété (2), supposant ici que E et sont inversibles,

on va montrer successivement que

f ) (iv) ~ (vii) : il suffit de remarquer que, sous l’hypothèse que E
et r~ sont inversibles, on a,

En effet, la relation (3.6) equivaut a

et cette derniere relation est visiblement une identite.

g) (vi) => (vii) : On introduit en premier lieu un produit scalaire ( . , . ),~
sur X  y en posant, pour z = (x, y) et z’ = (x’, y’) x 

on constate alors que, pour et y E ~J,

pour tout y, J~(x, y) fournit donc le carre de la distance (prise au sens de
(.,. ),) entre et le point courant de la variete affine Vy = { (x, y) ; x }.
Pour chaque y E fV, un seul x 1 realise donc le minimum de la fonction
x --> J,~(x, y), a savoir 1’element xl tel que y) soit la projection de

sur Vy :

Apres explicitation, on constate que cette derniere relation equivaut a

equation dont le point x 1 = R1y donne par (1.9) est la seule solution.
Ceci acheve la demonstration du theoreme 1.
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3 . 3. Demonstration du theoreme 2. 2014 On etablira la propriété (1)
en montrant simultanement les equivalences

_ , , v i

Pour R E du type Ry = ~ + Sy, on remarque, en introduisant

que

et que, pour tout x 

Cela etant, pour un bon choix de A = B, les relations (3 . 2) et (3 .1) donnent

et

si bien, qu’explicitant les relations (3.7) et (3.8), on obtient

et, pour tout x E ~’,

On deduit aussitot des relations (3.9) et (3.10) que les propriétés (h) et (hh)
equivalent chacune a (hhh) [en effet si SC # et quand r,~ parcourt l’en-
semble des operateurs symetriques positifs sur ~’, le terme

(respectivement le terme ((I~. - C*S*)x, x) pour un au

moins) n’est pas borne].
La propriété (2) sera obtenue en etablissant les equivalences annoncees

conformement au schema

a) ( j) =~ (~)~ ~: On constate en premier lieu que H # - ~ RY ; R E ~ # ~
est un sous-espace affine de dimension finie de L~.(~, P.~), et que le sous-
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espace vectoriel parallele a H# est exactement constitue des ~ + SY
pour lesquels ~ et S E Dc, en definissant Dc par,

On remarque alors que, pour R2 verifiant (j), R2Y est la projection de
X sur H~ et satisfait donc

d’ou, utilisant le fait que R2 E R#, c’est-à-dire que R2y = 03BE2 + S2y avec

on obtient, en procedant comme dans la demonstration du theoreme 1,

ct

Verifiant ensuite que des que C*y = 0 (~~), puis explicitant
quand S = y Q x, on deduit de (3.13) que

il en résulte que S2I:y = 0 pour tout y tel que C*y = 0 ; donc il existe
A E ~’) verifiant = AC* ; donc aussi S2 = et, en por-
tant dans (3.11), AC*I:-1C = I~ ; et finalement, S2 = (C*E -1 C) -1 C*E -1,
ce qui, joint a la relation (3.12), acheve d’etablir ( jv).

b) ( jv) ==> ( jj) : Definissant R2y = ~2 + S2y par ( jv), on commence par
noter que,

exploitant ensuite la nullité de R2Y], on remarque, en utilisant
successivement (3.1), le fait que S2C = et (3.14), que pour tous ~ E ~’,
S E Dc et X - R2Y)(x, 03BE + SY)] = 0 ; ce qui montre precise-
ment, pour tout 7r et tout x E X, que, dans L2R(J, P,), (x, R2Y) est la .

projection de (x, X) sur le sous-espace affine ~ (x, RY) ; R E ~ # ~, d’ou
la condition ( jj).

Pour et 0 x est 1’element de ~’) défini par



268 PH. COURREGE, J.-L. PHILOCHE ET P. PRIOURET

c) ( jj) ==~ ( j) est immediat d’apres (3 . 5) (n° 3 . 2 e).
d) Enfin ( jv) => ( jjj) : Introduisant sur y le produit scalaire

on note que J(x, y) = ( y - (m + Cx), y - (m + Cx))~ fournit le carre de
la distance de y au point courant de la variete 
procedant alors comme au n° 3. 2g, on constate, etant donne qu’un
element x2 miniinise la fonction x -~ J(x, y) si et seulement si

or, cette derniere condition equivaut a x2 - R2y ou R2y est defini par
( jv); d’ou I’equivalence de ( jjj) et ( jv) et le theoreme 2.

3.4. Demonstration du theoreme de Gauss-Markov. 2014 L’équivalence
(k) ~ (jv) s’obtient en notant que chacune des propriétés (k) et (jv) est
équivalente a ( j) (d’apres le theoreme 2).

L’implication ( jv) => (kkk) n’est aussi qu’une simple verification ; on
en deduit en particulier que, R2 etant definie par ( jv),

(3.15) R2Y) = (x, 0) pour tout x et tout 0 E ~’.

On etablira 1’equivalence de (kk) et de ( jv) a l’aide du lemme suivant :

LEMME. - Pour tout x E ~’, tout r E existe R tel que :

En effet, on note en premier lieu que, pour r E il existe ~~y satis-

faisant = x et tel que ry = (r~, y - m) pour tout y E Designant alors
par M un supplementaire de Ker C* dans y tel que ~ E M, on constate
que C* est un isomorphisme de M sur ~’. Introduisant alors l’unique ele-
ment S* de tel que S*C*y = y pour tout y E M, on note que S*x = ~
et que C*S* = IX ; d’ou le résultat en definissant par,

On déduit du lemme que, pour tout x et tout 0 e ~’,

de sorte que, grace a la relation (3 .15) et l’implication ( jjj) ~ ( jj),

d’ou le fait que (kk) equivaut a ( jj) donc aussi a ( jv), et le theoreme de Gauss-
Markov.
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Remarque. - La substance algébrique du théorème de Gauss-Markov
peut être resumee ainsi : E etant inversible et C injective,

est l’unique application lineaire S de y dans X minimisant Tr (SES*)
ou, de façon equivalente (SES*x, x) pour tout x E ~’. En outre, pour chaque
y E S2y est l’unique element x de X minimisant la quantite

3.5. Demonstration du theoreme 3. 2014 a) I1 résulte tout d’abord des

propriétés (i) et ( j), (ii) et ( jj) (theoremes 1 et 2) de R03C0 et R # respectivement
que

et

1’egalite dans (3.16) (resp. dans (3 . 21) pour tout ne pouvant avoir
lieu que si R,~ = R # d’apres l’équivalence de (i) et de (iv) (resp. de (ii) et de
(iv)). Or, on va voir que R03C0 ~ R # pour tout 03C0 E il en résultera la pro-
priete (l) du theoreme 3. Pour montrer que R03C0 ~ R #, il suffit d’utiliser le
fait que R # est invariant par les homotheties effectuees sur E ce qui n’est
pas le cas de R~, ainsi qu’on le verifie aussitot.

b) Concernant la propriété (lll), l’équivalence de lim = 0 et de la

relation (1. 20) s’obtient aisement lorsque l’on prend sous la forme (1.9)
(propriete (vii)). Pour établir les relations (1.21) et (1. 22) sous l’hypothèse
lim =0, on constate, en portant l’expression (1.9) de dans

(3.9) et (3.10), (n° 3.3) que,

et

ou l’on a pose

On observe alors que, sous la condition lim = 0,n

ANN. INST. POINCARÉ, B-VII-4
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et [en utilisant Fidentite (I~. + I - (I + 

de sorte que

et

et il ne reste plus qu’a utiliser les relations (1.10) et (1.11) avec R = R #
pour obtenir 

’

et

pour tout ~c E ~, tout x E ~’.

Rapprochant enfin (3 . 20) de (1.16) et (3 . 21 ) de (1.17), on obtient les rela-
tions (1.18) et (1.19) (propriete (ll)) et les relations (1.21) et (1.22) (pro-
priete (lll), ce qui acheve la demonstration du theoreme 3.
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