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Convergence forte
des espérances conditionnelles
et des projecteurs d’un espace de Hilbert

par

DANG NGOC NGHIEM

RESUME. — L’objet essentiel de ce travail est de démontrer que la conver-
gence en ordre implique la convergence au sens de L” pour des suites d’espé-
rances conditionnelles.

SumMmARY. — In this paper, we establish that order convergence implies
LP-convergence for sequences of conditional expectations.

I. — CONVERGENCE FORTE
DES ESPERANCES CONDITIONNELLES

Soient (€, o7, P) un espace de probabilité, (%4,),.n une suite de sous-
o-algébres de ¢, on définit la convergence au sens L? de (4,) vers # — &/
par:

B, L% si pour tout feLPQ, o, P), la suite E#®?f des espérances
conditionnelles de f converge au sens L? vers E%f.
On définit :

A, =lim sup B, = m( \/ @,,,) et  B,=lim inf gnzv,((‘\ 93)

mzn mzn

L’un des résultats essentiels de ce papier est le théoréme suivant :
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THROREME 1-3. — Si lim inf 4, = lim sup %,. Alors la suite %, est
convergente au sens L? pour ¥ pe(l, + oof.
Ce théoréme admet une généralisation dans le cas des projecteurs ortho-

gonaux dans un espace de Hilbert qui sera traitée dans la partie II de
ce papier.
Dans toute la suite 4,, 4,, 4,, 8, désignent des sous-g-algébres de ..

THEOREME I-1. — Si (4,) et (4,) convergent vers £ au sens L? (1< p< o0)
et si 4, < B,, alors toute suite (4,), vérifiant %, = B, = B,, converge
vers la méme limite.

Démonstration. — Rappelons quelques propriétés des espérances condi-
tionnelles :

(1) E?=E’E* =E*E? p.s.si B %
(2) IE*f I, =11/, pourtout feL” (1 < p< o).
Puisque 4, < B, = B,, d’aprés (1) on a:
E%{f _ Eéﬁnf — E@X(Eﬁ;f _ Eg"f) VfELp‘
Donc, d’apres (2):
| E#f —E®*f ||,= | E*(E®f —E*f) ||, < || E®f —E*f ||,—0

quand n — oo par hypothese.
.Donc, au sens L”:

lim E#f = lim E#f = E*f  pour  VfelLr
Le théoréme est donc démontré.

COROLLAIRE 1. — Soit 0 la og-algébre triviale de 7 (6 est engendrée par
les ensembles négligeables). Si @, 5 0, alors toute suite (&,) vérifiant
A, < B, converge vers 0 au sens L? (1 < p < o0).

Démonstration. — En effet, 0 < #, = 4, et il suffit d’appliquer le théo-
réme I-1.

Conséquences du théoréme 1-1. — Pour pe(1, + oo, le théoréme suivant
est classique:

THEOREME [-2. — Toute suite croissante (resp. décroissante) 4, converge
au sens L? (1 £ p < o) vers lim sup 4, (resp. lim inf 4,). On en déduit

une condition suffisante de convergence:
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COROLLAIRE 2. — S’il existe une suite 4, vérifiant : &, < &, (resp. 8,< %,,)
et qui converge au sens L? vers 4 = lim sup 4, (resp. & = lim inf £,).
Alors 4, 5 %.

Démonstration. — Soit

B, = \/ B, (resp. B, = mgﬁ?n>,

mzn mzn

4, est une suite monotone convergeant au sens L? vers %, et on a
B, < B, < B, (resp. B, = B, < B,)
donc 8, B % d’aprés le théoréme I-1.

THEOREME [-3. — Si lim sup 4, = lim inf 8, = #. Alors %, converge
vers # au sens L? (1 < p < ).

Démonstration. — Solent
g=(a, o #=\/a,
mzn mzn

ona#,c B, < B,et(A,) et (4,) sont deux suites monotones convergentes,
on applique le théoreme I-1.

CorOLLAIRE. — Toute suite (#,) de g-algébre indépendantes est conver-
gente au sens L? (1 < p < oo) vers 6.

Démonstration. — D’aprés la « loi {0,1} » on a:
lim sup %, = lim inf &, = 6.

Remarque. — 1l n’existe pas de réciproque du théoréme I-3 (voir I'exemple
de Sidak [/]).
Mais on a un théoréme d’encadrement suivant de % :

THEOREME 1-4. — Si 8, B 2 (pe[0, «]). Alors nécessairement on a:
lim inf 84, = # < lim sup 4,.

On va d’abord montrer qu’il existe un encadrement plus précis de 4 qui
implique le théoréme 1-4:

— Soit B, = m lim sup %, le signe intersection porte sur toutes
By
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les suites extraites (4,,). On a évidemment :
A, < lim sup 4,

— Soit &, = \/ lim inf 4, le signe V porte sur toutes les suites

(Brg)
les suites extraites (4,,) de (%,). On a:

lim inf %, = B
TufOREME I-5. — Si B, B # (pe[l, + «]). Alors on a nécessairement :
Boc B R,
Et on a par suite:
liminf B, Boc BB, lim sup 2,

Démonstration.

1) B < %, : soit (4,,) une suite extraite quelconque de (4,), il suffit
de montrer que

Be# = Belilr(n sup 4,,..
Or, par hypothese :
E%wly B E%1; = 14

quand k — oo ; on peut donc trouver une suite extraite de (E# 1) que
je note (E#mlg),y qui converge p.s. vers lg:

I = lim inf E#wem 1y

1= m>1
le second membre est une fonction mesurable par rapport a li’{n sup 4,,.

On a donc Belil{n sup 4, pour VBe# et pour toute suite extraite

(B,) = BB,

2) By = A 1l sagit de montrer li}r‘n inf 8B, < % pour toute suite

extraite (4,,). Or
lim inf 8, = \/ ( ﬂ@)

k 12k

est la o-algébre engendrée par les ensembles A appartenant a toutes les
4, sauf pour un nombre fini d’indices £, il suffit de démontrer qu’un tel A
appartienne a 4.
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Or, ako tel que

ngko Aegnk = E‘Q"klA:lA
et
lim E#ul, — E#] .
k

Donc:
I,=E%1, = Ae4®;

on a démontré 4, c %.

II. — CONVERGENCE FORTE
DES PROJECTEURS ORTHOGONAUX
DANS UN ESPACE DE HILBERT

Sur Iensemble des projecteurs orthogonaux d’un espace de Hilbert
on peut considérer une relation d’ordre partiel (voir {2]). On obtient alors
des résultats analogues sur la convergence forte des suites des projecteurs
orthogonaux. On aurait pu d’ailleurs montrer ces résultats d’abord et
en déduire ensuite ceux de la partie I comme cas particulier.
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