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Éléments aléatoires

dans les espaces vectoriels topologiques

Salah AHMAD

Ann. Inst. Henri Poincaré,
Vol. II, nO 2, 1965, p. 95-135.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

CHAPITRE PREMIER

§ 1. ÉLÉMENTS ALÉATOIRES
DANS UN ESPACE VECTORIEL

1. Préliminaires.

Dans tout ce travail, nous ne considérons que des espaces vectoriels
réels. L’extension des résultats aux espaces vectoriels complexes ne pré-
sente aucune difficulté.

On dit qu’une partie M d’un espace vectoriel E est équilibrée, si pour
tout x E M, et tout x E R tel que 1 À [  1, on a : )or E M. Soit A et B,
deux parties de E. On dit que A absorbe B s’il existe (x > 0 tel que l’on ait
ÀA > B pour À ~ (x. Une partie A de E est dite absorbante, si elle absorbe
toute partie réduite à un point. On dit qu’une partie B d’un espace vectoriel
topologique E est bornée si elle est absorbée par tout voisinage de 0 dans E.
Si M désigne une partie d’un espace topologique, nous noterons par M

o

et M, son adhérence et son intérieur respectivement.
On dit qu’un espace vectoriel topologique est localement convexe si sa

topologie est définie par une famille de semi-normes. Si E désigne un espace
vectoriel localement convexe, nous désignerons par E’ son dual (l’espace
de toutes les formes linéaires continues sur E), par E* son dual algébrique,
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par E" son bidual (l’espace de toutes les formes linéaires continues sur E’
lorsqu’on munit ce dernier de la topologie forte : topologie de la conver-
gence uniforme dans toutes les parties bornées de E). E s’identifie en tant
qu’espace sans topologie à un sous-espace de E" qui s’identifie lui-même
à un sous-espace de E’*.

Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels mis en dualité par une forme
bilinéaire  x’, x ~, x’ E G, x E E. C’est-à-dire :

1. - Quel que soit 0 dans E, il existe G tel que

2. - Quel que soit x’ # 0 dans G, il existe x E E tel que

Pour toute partie M de E, on appelle polaire de M dans G l’ensemble :

Nous désignerons par a(E, G) ou simplement a, la topologie faible sur E
relativement à la dualité entre E et G, par Es l’espace E muni de la topo-
logie faible. Es est localement convexe séparé. Rappelons que G = E;
et E = G;.
Dans le cas où E est muni d’une topologie et G = E’, la topologie de E

sera appelée topologie initiale. Toute topologie localement convexe séparée
sur E, pour laquelle G reste le dual de E, sera appelée topologie compatible
avec la dualité entre E et G. Nous désignerons par G) la topologie
la plus fine sur E compatible avec la dualité entre E et G : c’est la topologie
de la convergence uniforme dans toutes les parties de G qui sont convexes,
équilibrées et c(E, G)-compactes. Signalons que si E et G sont deux espaces
vectoriels en dualité, les ensembles bornés dans E sont les mêmes pour toutes
les topologies compatibles avec la dualité entre E et G. Un espace locale-
ment convexe est dit tonnelé si tout ensemble convexe, équilibré, absorbant
et fermé dans E est un voisinage de O. Tout espace localement convexe
métrisable et complet (espace de Fréchet) et en particulier tout espace de
Banach, est tonnelé.

Soit E un espace vectoriel localement convexe, E" son bidual. Si E et EN
sont algébriquement identiques, nous dirons que E est semi-réflexif. Pour
que E soit semi-reflexif, il faut et il suffit que pour la topologie a(E, E’),
toute partie fermée bornée de E soit compacte. On dit que E est réflexif,
s’il est semi-reflexif et si la topologie initiale sur E est identique à la topo-
logie de la convergence uniforme dans les parties bornées de E’. Pour que
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E soit reflexif, il faut et il suffit qu’il soit tonnelé et que pour la topo-
logie a(E, E’), toute partie fermée et bornée de E soit compacte.

Soit E un espace vectoriel et soit une famille de sous-espaces
vectoriels filtrante pour la relation =, pour chaque indice «, soit 15a une
topologie localement convexe compatible avec la structure d’espace vec-
toriel de Ea, et telle que, si Ea c E3 la topologie induite sur Ea par bf3 est
moins fine que l3a. Soient ça l’application canonique de Ea dans E, 15 la
topologie localement convexe la plus fine sur E, rendant continues les ça.
13 est par définition la limite inductive des topologies 15a. Si les Ea forment
une suite croissante telle que 15a soit égale à la topologie induite sur Ea
par 1J(3 pour tout p > oc, on dit alors que L est la limite inductive stricte
des topologies 15a.
Dans un espace vectoriel topologique E, on dit qu’un ensemble S de

parties bornées est un système fondamental de parties bornées, si pour toute
bornée A de E, il existe une partie B E 58 contenant A.
Une partie M d’un espace localement convexe E est dite totale si le sous-

espace engendré par M est partout dense dans E. Pour plus de détails,
consulter [2], [3] et [4].

Soit E un ensemble quelconque muni de la topologie 15. Nous désignerons
par la a-algèbre des ensembles de Baire : c’est-à-dire la plus petite
a-algèbre pour laquelle toutes les fonctions numériques continues dans E

sont mesurables et par $’b la a-algèbre des ensembles de Borel : c’est-à-dire
la a-algèbre engendrée par les ouverts de ~. Dans le cas où E = Rn, nous
désignerons par lsn la a-algèbre des ensembles boréliens de Rn.

(0, ~, P) désignera toujours un espace de probabilité. Toute application
~ : ~ -~ R qui est .~ -93-mesurable est par définition une variable aléatoire.

2. Éléments aléatoires dans un espace vectoriel.

Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels mis en dualité par une forme
bilinéaire ( x’, x ), 8c la a-algèbre engendrée par la classe des sous-ensembles
de la forme : .

lorsque tX parcourt la droite réelle et x’ l’espace G.

Désignons, pour toute partie A’ de G, par :
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l’application qui fait correspondre à tout x E E l’élément :

Dans le cas où A’ = (x~, ..., on écrit X~ au lieu de XA,. Autrement dit,
l’application X~,~ n’est autre chose que l’application projection de E (iden-
tifié à un sous-espace de RG) dans RA’. Il est évident que quel que soit
B et quelle que soit la suite finie (x~ ..., xn) on a :

Les ensembles de ce genre seront appelés ensembles cylindriques de EGo
Ils forment une algèbre CG qui engendre Eo. Notons en passant, que pour
tout x, on a : x + Eo = 8c et que si B E 8~ il existe une suite dénombrable S’
qui dépend de B, telle que où ~s~ désigne la a-algèbre engendrée
par les ensembles de la forme :

DÉFINITION 1. - Soit (0,:1’, P) un espace de probabilité, (E, G) un couple
d’espaces vectoriels en dualité. Toute application :

qui est F-EG-mesurable, est par définition un EG-élément aléatoire ou sim-
plement un élément aléatoire dans E, s’il n’y a aucune confusion à craindre.

Proposition 1. Une application 03BE de Q dans E est un EG-élément aléa-
toire si et seulement si ( ~, ~ ) est une variable aléatoire, E G.

Proposition 2. Si 03BE1, Ç2 sont deux EG-éléments aléatoires, alors 03B1103BE1+03B1203BE2
est un EG-élément aléatoire docl, oc2 E R. Autrement dit, l’espace E des 
ments aléatoires forme un espace vectoriel.

La démonstration de ces deux propositions est immédiate.

Proposition 3. Soit (03BEn) une suite de EG-éléments aléatoires telle que

pour tout m E il, la suite (~(~)) converge vers E pour la topologie
faible, alors ~ est un 8~-élément aléatoire.
En effet, Vx’ e G, on a :

REMARQUE. - La proposition 3 reste valable si la topologie a(E, G) est
remplacée par une topologie plus fine qu’elle, et en particulier par une topo-
logie quelconque compatible avec la dualité entre E et G.
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Proposition 4. Soient E et G deux espaces vectoriels en dualité. S’il

existe un sous-ensemble C de G, tel que tout élément de G soit la limite
d’une sous-suite de C (pour une topologie compatible avec la dualité entre
E et G), alors : 

.

En effet, soit x’ un élément quelconque de G et soit (xnj la sous-suite
de C qui converge vers x’. On vérifie facilement que :

Exemples. - 1) E est le dual d’un espace métrisable et séparable G.
On peut prendre pour C une suite partout dense dans G. 2) E est l’espace "D"
des distributions qui est le dual de l’espace 3) des fonctions indéfiniment
dérivables à support compact dans Rn, muni de la topologie habituelle.
2) n’est pas métrisable, mais il y existe une suite qui vérifie la condition de
la proposition 4 [22].
DÉFINITION 2. - Éléments aléatoires négligeables et scalairement négli-

geables [6]. - Soit (Q, ~ P) un espace de probabilité, (E, G) un couple
d’espaces vectoriels en dualité, ~ : Q - E un 6~-élément aléatoire.

a ) S’il existe un H tel que P(H) = 1 et ~((ô) = 0, dw E H, nous dirons
que ~ est négligeable.

b) Si E G la variable aléatoire ( ~ ~ ) = 0 presque partout, nous
dirons que ~ est scalairement négligeable.

Il est évident b. Réciproquement, on a la proposition suivante.

Proposition 5. - S’il existe une partie dénombrable T’, totale dans G
pour une topologie 13 compatible avec la dualité entre G et E, alors tout
6~-élément aléatoire scalairement négligeable est négligeable.

Posons :

On a :

Soit maintenant w E T’étant totale dans (G, 13) et ( x’, ~) )
x’ ET’

une application linéaire continue sur (G, TI) telle que ( x’, ~(~) ) = 0 sur T’,
on en déduit que ( x’, ~) ) = 0 partout dans G, d’où : 

-
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3. Quelques considérations topologiques.

Soit E et G deux espaces vectoriels en dualité. Il est très important
de connaître les relations qui peuvent exister entre 80 et les topologies
compatibles avec la dualité entre E et G.

Soit E un espace localement convexe séparé, E’ son dual. Il y a lieu
de considérer sur E plusieurs topologies compatibles avec la dualité entre E
et E’, notamment :

1) La topologie initiale dont un système fondamental de voisinages de 0
est donné par les ensembles de la forme :

où Q’ est un sous-ensemble de E’, équicontinu dans (E, 13).

2) La topologie affaiblie a(E, E’) dont un système fondamental de voisi-
nages de 0 est donné par les ensembles :

Il y a lieu de considérer aussi d’autres topologies.
Il est évident que tout W(x1, ..., xn ; oc) est un ensemble cylindrique,

qui appartient donc à ~E.. Mais comme x + BE, === on en conclut que BE,
contient une base de a(E, E’).

Proposition 1. Soit E un espace localement convexe sépararable, E’ son
dual. S’il existe une partie totale dénombrable dans E, alors contient
une base de la topologie initiale 13 de E.
En effet, l’existence d’une partie totale dénombrable dans E implique

que toute partie équicontinue de E’ est relativement compacte et métrisable
pour a(E’, E) [4, p. 66, prop. 3]. Donc quelle que soit la partie équicontinue
Q’ de E’, il existe une suite (x) partout dense dans Q’ pour c(E’, E). Ce
qui donne :

COROLLAIRE. - Si E est métrisable séparable, en particulier si E est

un espace de Fréchet séparable ; alors, b étant la topologie de E, on a :
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En effet, d’après la proposition 1, 8~ contient une base de 13 et comme
tout ouvert de C est réunion dénombrable d’éléments d’une base, EE’ con-
tient tout ouvert de ’6. Ce qui achève la démonstration.

Proposition 2. Soit E le dual d’un espace vectoriel localement convexe

séparable G. Alors toute partie a(E, G)-compacte est Ba-mesurable.
Il suffit de démontrer que si V’ est un voisinage de 0 dans G, V’° E 80.

En effet V’° est équicontinu [4, p. 64, prop. 1]. Par conséquent, il est a(E, G)-
relativement compact [4, p. 65, prop. 2]. Mais V’° est a(E, G)-fermé [4, p. 52,
prop. 2], donc compact et métrisable pour a(E, G) [4, p. 66, prop. 3]. D’autre
part, on sait que BG contient une base de 6(E, G) [prop. 1] et que tout ensem-
ble (j’CE, G)-compact est contenu dans un V’° [4, p. 64 et 65, prop. 1 et 2],
d’où V‘° n 80 contient tous les ensembles boréliens de V’° [11, p. 221].

Or, si A’ désigne une partie dénombrable dense dans V’, on obtient :

Ce qui achève la démonstration.

Soit maintenant E le dual d’un espace normé séparable G. La fonction
Il x == x’, x ) est to-mesurable et toutes les boules appartiennent

à 6G’ bien que E muni de la topologie forte n’est pas nécessairement sépa-
rable.

LEMME DE SAZANOV [19, p. 407]. - Soient E et G deux espaces vectoriels
en dualité, TI une topologie sur E plus fine que a(E, G). Si (Cn) est une sous-
suite croissante de sous-ensembles 1£-compacts de E et si C = u Cn, alors :

La démonstration de ce lemme s’effectue facilement en remarquant que
les Cn sont aussi a(E, G)-compacts, que 8~ contient une base de la topologie
a(E, G) et que sur un ensemble K, toutes les topologies ~, comparables,
pour lesquelles (K, b) est compact, sont identiques.
Ce lemme permet de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3. Soit E le dual d’un espace de Fréchet G. Si on désigne
par l3c la topologie de la convergence uniforme dans les parties compactes
de G, alors :

Si en plus G est séparable, alors on a :
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En effet E est la réunion d’une suite croissante d’ensembles a(E, G)-
compacts et 13«compacts [4, p. 64]. Il reste à appliquer le lemme de Sazanov.
Dans le cas où G est séparable, on sait que E est la réunion d’une suite

croissante (Cn) de parties be-compactes et métrisables, donc :

n

d’où, si on obtient pour tout n :

Mais il est facile de vérifier que :

Ce qui achève la démonstration.

4. Loi d’un élément aléatoire dans E.

Soit (Q, ~ P) un espace de probabilité, (E, G) un couple d’espaces
vectoriels en dualité E un 6~-élément aléatoire. Désignons par m
la mesure définie sur (E, Ba) de la manière suivante :

Nous dirons que m et EG déterminent la loi de ~.

DÉFINITION 1. - Indépendance stochastique. Soit ( S2, ~ , P) un espace
de probabilité, (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité, 
une famille de 6~-éléments aléatoires dans E. Soient Ii, la deux parties
quelconques de I, (1 = 1, 2) la a-algèbre engendrée par

Nous dirons que est une famille de EG-éléments aléatoires indépen-
dants, si et 1 

sont indépendantes chaque fois que Il n 12 = 0.

DÉFINITION 2. - Soit (ç) une suite d’éléments aléatoires dans un espace
localement convexe. On dit que (ç) est stationnaire si :

ont la même loi Vi, m et p.
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§ 2. ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE
D’UN ÉLÉMENT ALÉATOIRE

DÉFINITION 1. - Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité,
et ç un EG-élément aléatoire dans E. Nous dirons que 03BE est scalairement
intégrable, si Vx’ E G, E ( ~’, ~ ) existe [6].

L’application :

qui fait correspondre à tout x’ E G la valeur E ( x’, ~ ), est par définition
l’intégrale de ~. I~ est une forme linéaire sur G, donc I~ E G*. Si 1~ E E
(identifié à un sous-espace de G), nous dirons que 1~ est l’espérance mathé-
matique de ç et nous la noterons E(Q. E(~) est donc, le seul élément de E,
s’il existe, qui vérifie la relation suivante :

Cette définition coïncide avec celle de Mourier [15] dans le cas où E est
un espace de Banach et G = E’. En effet, dans ces deux cas, les deux défi-
nitions coïncident avec celle de l’intégrale de Pettis.

Proposition 1. Si Eç2 existent, alors + existe b«1,
«2 E R, et est égale à + (X2E;2.
En effet Vx’ E G,. E ~ x’, + «2~2 ) existe et est égale à ~1 ~

+ Ç2 ). L’application :

est donc la somme des deux applications Ct2Eç2 qui appartiennent
toutes deux à E, donc elle appartient elle-même à E. Ce qui achève la
démonstration.

Nous allons démontrer une proposition qui permet, dans plusieurs cas,
de se ramener, dans l’étude de l’espérance mathématique d’un élément
aléatoire dans un espace vectoriel, à l’étude d’un élément aléatoire dans R .

Proposition 2. Soit E et G deux espaces vectoriels en dualité, xfl E G,
et H’ une base algébrique de G. Une condition nécessaire et suffisante
pour que Xo E E, est l’existence d’une partie K c E, compacte pour la
topologie 7(E, G) et telle que : .

quelle que soit la partie finie A’ de H’.
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La condition est nécessaire. En effet, il suffit de prendre pour K l’en-
semble formé du seul élément xo.
La condition est suffisante. En effet, soit K une partie de E qui est

a(E, G)-compacte de E, qui vérifie la condition de la proposition, et H’
une base algébrique de G. Désignons pour toute partie finie A’ de H’,
par CA" l’ensemble :

Il est évident que ÇA est un sous-ensemble de E, qui est non vide et a(E, G)-
fermé (par hypothèse).

Soit A;, ..., A~ un nombre fini quelconque de parties finies de H’, et

soit A’ = U A’. Il est évident que :

Les ÇA forment donc une famille de fermés dans le compact K, telle qu’un
nombre fini d’éléments de cette famille admet une intersection non vide.
Par conséquent, leur intersection est elle-même non vide. Soit x un élément
de E qui appartient à cette intersection. On a :

Donc x = xo. Ce qui achève la démonstration.

Proposition 3. Soit (12, Y, P) un espace de probabilité, (E, G) un
couple d’espaces vectoriels en dualité, ~ : Q -+ E un 6~-élément aléatoire
dans E qui est scalairement intégrable, I~ l’intégrale de %, et H’ une base
algébrique de G. Une condition nécessaire et suffisante pour que Eç existe
est l’existence d’une partie K de E compacte pour la topologie o-(E, G),
et telle que :

quelle que soit la partie finie A’ de H’.

En effet, la condition de la proposition signifie que I~ E E (proposition 2).
Ce qui achève la démonstration.

REMARQUES. - 1) Soit P une mesure positive bornée, qui n’est pas
nécessairement une probabilité et 03BE une application F-EG-mesurable.
Si 1~ désigne l’intégrale de ~ (définie de la même manière que l’intégrale
d’un élément aléatoire) et si :
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(K étant un sous-ensemble de Ea{E, G)-compact) quelle que soit la partie
finie A’ de H’, alors I E E.

2) Soit une famille d’éléments de G, et soit une famille

de nombres réels, qui a le même ensemble d’indices, alors on peut démontrer,
en procédant comme pour la démonstration de la proposition 2, qu’une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un élément xo e E tel

que ( ~, xo) = a.bx~, est l’existence d’un ensemble a(E, G)-compact K
de E, tel que l’on ait, pour toute partie finie Il de 1 :

où A’ est la sous-famille 

Proposition 4. 2014 Si ~ est un ~-élément aléatoire tel que ç appartient
presque certainement à une partie K de E, convexe et faiblement compacte
alors Eç existe et appartient à K.

En effet, quelle que soit la suite (xi, ..., xn) d’éléments de G, Xn(~) appar-
tient p. c. au sous-ensemble convexe et compact de Rn. ~ est donc
scalairement intégrable et

Il ne reste qu’à appliquer la proposition 3.

Cette proposition généralise le fait bien connu qu’un point aléatoire
dans R" essentiellement borné admet une espérance mathématique. Cette
proposition peut être démontrée directement [6].

REMARQUE. - Si P est une mesure positive bornée, et si ~ est une appli-
cation F-EG-mesurable telle que soit contenue dans un ensemble

convexe et a(E, G)-compact K de E, alors :

Proposition 5. - Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels, en dualité,
ç un 60-élément aléatoire laplacien qui détermine sur 8c la mesure de pro-
babilité m et m* la mesure extérieure induite par m sur l’ensemble des parties
de E. S’il existe une suite croissante (Cn) de parties convexes et compactes
dans E (pour une topologie compatible avec la dualité entre E et G) telle
que : m*(u Cn) = 1, alors E~ existe.
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En effet l’existence d’une suite (Cn) vérifiant les conditions de la propo-
sition implique que pour tout ce : 0  (X  1, il existe un n tel que :

pour toute partie finie A’ de G (chap. II).

Prenons ex > 1/2 et considérons l’élément aléatoire laplacien :

On a d’après (1) :

En remarquant que X2,(Cn) est convexe et compacte dans RA’, la démons-
tration s’achève en appliquant successivement le lemme suivant et la propo-
sition 3.

LEMME. - Soit X = (Xi, ..., Xn) un point aléatoire laplacien dans Rn.
Si K est une partie convexe fermée dans Rn pour laquelle on a :

alors EX E K.

En effet, le point EX est le point central de la distribution de X dans Rn,
c’est-à-dire que si 77 est un hyperplan passant par EX, il y a une probabilité
égale à 1/2 pour que X soit au-delà de 77.

Supposons que EX f K. Il existerait alors un hyperplan qui sépare stricte-
ment EX et K [3, p. 73], ce qui impliquerait que :

d’où une contradiction. Ce qui achève la démonstration.

REMARQUE. - Si ç est scalairement intégrable, et est tel que pour toute

partie finie A’ de G, le point EX~(~) est un point central de la distribution
de X2,(§), alors la proposition 5 reste valable même si ~ n’était pas laplacien.

Exemples. - 1) E est un espace de Fréchet séparable. En effet dans ce
cas toute mesure positive bornée est portée par la réunion d’une suite de
parties compactes [11, p. 40] et comme E est complet, on peut supposer
les Cn convexes [3, p. 81].

2) E est un espace semi-réflexif. avec m fortement tendue (chap. II).
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3) E est un espace vectoriel, limite inductive stricte d’une suite croissante
d’espaces de Banach réflexifs En.
En effet E est réflexif [4, p. 95, exerc. 17], et il admet un système fonda-

mental dénombrable d’ensembles bornés [4, p. 5], donc a(E, E’)-compacts.
4) E est le dual d’un espace de Fréchet G, muni de la topologie a(E, G).

Dans ce cas, E est la réunion d’une suite croissante de parties convexes
et o(E, G)-compactes.

5) E est un espace de Banach réflexif. Ce n’est qu’un cas spécial du 4.
Cependant, dans les deux derniers cas, on peut généraliser la proposition 4,

comme on va le voir dans la suite.

La proposition 2 donne lieu à quelques applications algébriques et topo-
logiques. A titre d’exemple, nous allons démontrer une proposition qui
généralise un théorème dû à Hahn [13, p. 23] et donner une démonstration
simple du théorème de Mackey [4, p. 68].

Proposition 6. - Soit E un espace vectoriel localement convexe semi-

réflexif, E’ son dual et I une famille d’éléments de E’, et I

une famille de nombres réels qui a le même ensemble d’indices. Une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un élément x E E, tel que
~, ~ ) = al. pour tout t, est l’existence d’un ensemble borné B dans E tel
que l’on ait :

pour toute sous-famille finie (x~, ..., x;~ de la famille et tout

La condition est nécessaire (évident).
La condition est suffisante. En effet, on ne restreint pas la généralité

si on suppose B fermé, convexe et équilibré [4, p. 5], c’est-à-dire o(E, E’)-
compact [4, p. 88].

Soit ..., xn) une suite finie d’éléments de B étant équilibré,
convexe et cr(E, E’)-compact, son image par l’application linéaire continue
n

ac x’ dans R est l’intervalle fermé : [- M, M], ce qui implique d’après les
i= 1

conditions de la proposition, que :
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par conséquent, il existe au moins un x E B, tel que :

Ce qui veut dire que tout hyperplan dans Rn qui passe par (a1)1, i ,~ ren-
contre X,,(B) étant convexe et compact dans Rn, cela revient à dire
que :

Il suffit pour achever la démonstration d’appliquer la remarque 2 sur la
proposition 3.

REMARQUES. - 1) Si E est le dual d’un espace tonnelé G, la proposition 6
reste vraie. En effet, dans un tel espace tout ensemble borné pour a(E, G)
est faiblement compact [4, p. 65].

2) Dans le cas d’un espace de Banach réflexif, la condition de la propo-
sition 6 devient :

où M est un nombre positif. 
’

3) Si E est un espace localement convexe quelconque, et si on remplace
borné par compact, la proposition 6 reste valable.

THÉORÈME DE MACKEY. - Soit E et G deux espaces vectoriels en dua-

lité. Pour qu’une topologie localement convexe séparée 13 sur G soit compa-
tible avec la dualité entre G et E, il faut et il suffit que 13 soit identique à une
6-topologie, où 6 est un recouvrement de E formé de parties convexes,
équilibrées et compactes pour la topologie faible cr(E, G).

Soit i5 = une famille de sous-ensemble de E compacts, convexes et

équilibrés, qui forme un recouvrement de E. (B:)CCEA forme un système fonda-
mental de voisinages de 0 pour la 6-topologie (topologie de la convergence
uniforme sur les Ba). Soit x une application linéaire sur G, continue pour la

6-topologie. Démontrons que x E E. Par hypothèse il existe un B: tel que
( x’, x ~ c E B:. B: étant absorbant, X2,(x) E pour toutes

les parties finies A’ de G, d’où x ~ Ba d’après la proposition 1.
La nécessité des conditions s’effectue comme d’habitude.
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Proposition 7. - Soit E le dual d’un espace métrisable, tonnelé et

séparable G et ~ un 6~-élément aléatoire scalairement intégrable, alors
E ~ existe.
En effet, il existe une suite croissante (Bn) d’ensembles a(E, G)-compacts

et convexes [3, p. 66], qui forment un système fondamental d’ensembles
bornés dans E. Les Bn sont en plus 6~-mesurables [§ 1, 3].

Soit (03BEn) une suite de EG-éléments aléatoires définis de la manière suivante :

Il est évident que E~n existe pour tout n (proposition 4). Soit Iç l’intégrale
de ~ et x’ E G. Il est facile de vérifier que :

d’où u { E~n ~ est faiblement borné, donc relativement compact et I~ E E.
Ce qui achève la démonstration.

Soit maintenant E le dual d’un espace localement convexe G, et ~ un
6~-élément aléatoire. Soit H un sous-espace de G, H° le sous-espace de E
orthogonal à H. H et E/H° sont mis en dualité par la forme bilinéaire

canonique :

En plus la topologie a(H, E/H°) est identique à la topologie induite sur H
par la topologie a(G, E) [4, p. 54]. On peut donc identifier (algébriquement)
E/Ho à un sous-espace du dual M de H considéré comme sous-espace
topologique de G. Soit 8n la a-algèbre engendrée par les ensembles cylin-
driques de M, relativement à la dualité entre M et H, et soit

l’application qui fait correspondre à chaque m la classe 03BE(03C9) E E/H° (c M)
de suivant la relation d’équivalence déterminée par H° dans E. Il est
évident que :

d’où la conclusion que 03BEH est un EH-élément aléatoire dans M. D’autre
part, si ~ est scalairement intégrable, on a :

ce qui implique que 03BEH est lui-même scalairement intégrable.
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Désignons par Je un. ensemble de sous-espaces de G possédant la propriété
suivante :

(P) Pour qu’un élément x de G* appartient à E, il faut et il suffit que
sa restriction à tout H e JC soit continue.

Proposition 8. Soit E le dual d’un espace localement convexe G et
03BE un EG-élément aléatoire, et Je un ensemble de sous-espaces de G possé-
dant la propriété (P). Pour que Eç existe, il faut et il suffit que EÇH existe
pour tout 

La condition est nécessaire : Supposons en effet que Eç existe, et soit
HeJC. Nous avons vu ci-dessus que 03BEH est scalairement intégrable. Dési-
gnons par On la classe d’équivalence de Eç suivant H° et par 1~ l’intégrale
de ça. On vérifie directement que pour tout x’ E H, on a :

ce qui implique que :

La condition est suffisante : en effet, soit I~, l’intégrale de ~ et supposons
que EÇH existe ~H Dans ces conditions, pour tout x’ E H, on a :

mais comme E~H est continue dans H (considéré comme sous-espace topo-
logique de G), on en conclut que I~ est continue dans H, ce qui achève la
démonstration.

Proposition 9. Soit E le dual d’un espace vectoriel localement convexe
G, 03BE un EG-élément aléatoire scalairement intégrable. Si Je = (G«) est une
famille de sous-espaces de G qui possède la propriété (P) et est telle que pour
tout ce, Ga soit métrisable, et tonnelé, alors E~ existe.
En effet, d’après la proposition 7, EçGex existe quel que soit ce donc E~

existe d’après la proposition 8.

COROLLAIRE 1. - Soit E le dual d’un espace vectoriel G qui est la limite
inductive d’une famille (Gex) d’espaces métrisables, séparables et tonnelés.
Si ~ est un 6~-élément aléatoire scalairement intégrable, alors Eç existe.

COROLLAIRE 2. - Soit E le dual d’un espace vectoriel G qui est la

limite inductive d’une famille (Goe) d’espaces de Fréchet et 03BE un EG-élément
aléatoire scalairement intégrable, alors E ~ existe.
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Soit Ii l’intégrale de §. Il suffit de démontrer que pour tout x, la restric-
tion de I~ à Goe est continue [3, p. 62]. et pour démontrer cela, il suffit de
démontrer que la restriction de I~ à tout sous-espace fermé et séparable
(donc tonnelé) de G est continue. Ce qui achève la démonstration.

Exemples. - 1) Soit E l’espace des mesures de Radon sur un espace
localement compact T. Si on considère la dualité entre E et l’espace G =X(7J :
espace des fonctions numériques continues dans T et à support compact,
et si ~ désigne un 6~-élément aléatoire scalairement intégrable, alors E~
existe.
En effet E est le dual de G = considéré comme limite inductive

des espaces de Banach J~(K) : espace des fonctions continues à support
contenu dans le compact K c: T, muni de la topologie de la convergence
uniforme [5].

2) Soit E = D’ l’espace des distributions de Schwartz. Si on considère
la dualité entre E et l’espace D des fonctions numériques indéfiniment
dérivables dans Rn à support compact. Si ç est un ~-élément aléatoire
scalairement intégrable, alors E~ existe.
En effet E = :1)’ est le dual de l’espace D qui est la limite inductive d’une

famille d’espaces de Frechet séparables [21].

Proposition 10. Soit E un espace de Fréchet séparable dont la topo-
logie est définie par une suite croissante (pi) de semi-normes et 03BE un 
ment aléatoire. Si existe pour tout i, alors E03BE existe.
En effet, soit x’ E E’. Comme x’ est continue, il doit y exister une semi-norme

p E (/?,) et un nombre positif a tels que :

d’où 1  x’, ~ ? ~  ap(~). Mais comme Ep() existe, E ( x’, ~ ~ existe. D’autre
part, ~ appartient presque certainement à une suite croissante (Cn) d’en-
sembles compacts [11, p. 40], qui sont 6~-mesurables (§ 1, 3, prop. 2).
Définissons maintenant une suite d’éléments aléatoires (~n) de la manière
suivante :

On obtient successivement :

ANN. INST. POINCARÉ, 
8
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"

2. - En passant, si nécessaire à une sous-suite de la suite 8n = .~ ~
~=1

et en appliquant la méthode du diagonale, on peut supposer que : 1

3. - Comme E Cn p, c., E(~n) existe [prop. 4].
n

4. - La suite hn = 03A3E03BEk forme une suite de Cauchy. En effet, pour
k=1

n, on a :

5. - hn tend vers un élément xo de E.
6. 2014  x’, xo ~ = E ( ~ ~ ) Vx’. En effet

ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE 1 (Mourier). - Si 1 est un élément aléatoire dans un espace
de Banach séparable, tel que Il existe, alors E~ existe.

COROLLAIRE 2. - Soient E un espace de Fréchet séparable, E’ son dual
~ un 8~-élément aléatoire tel que ~ appartient presque certainement à
un ensemble borné de E, alors E ~ existe.

Il est en effet évident que ~ est scalairement intégrable. D’autre part,
soit (pi) une suite croissante de semi-normes qui détermine la topologie de E.
Pour tout i, ~(~) est une v. a. essentiellement bornée. Donc existe.
Il reste à appliquer la proposition 10.

§ 3 LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES

Nous nous proposons d’étudier ce problème dans les cas suivants :

1. - E est un espace de Fréchet séparable.
2. - E est le dual d’une limite inductive d’espaces de Fréchet séparables.

Proposition 1. - Soient (Q, ~ P) un espace de probabilité, E un espace
localement convexe, 13 sa topologie initiale, E’ son dual, T’ une partie totale
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dans E’ pour a(E’, E) et (~n) une suite de ~-éléments aléatoires. Pour que
~n converge (pour ’6) p. c. vers un 8~-élément aléatoire ~, il faut et il suffit

qu’il existe un H tel que P(H) = 1 et tel que pour tout H, et tout

x’ E T’, LJ ( § «ù) } soit 13-relativement compact et ( x’, ~(co) ) converge.
Les conditions sont nécessaires : en effet, si (xn) converge dans E, U { x~ }

est 13-relativement compact et (xn) converge faiblement.

Les conditions sont suffisantes : en effet, soit w E H. U { 03BEi(03C9)} étant
C-relativement compact, il est a(E, E’)-relativement compact et par consé-
quent la suite (~(co)) a au moins un point adhérant ~(6)), pour a(E, E’).

le point ( x’, ~(~) ) est donc adhérant à la suite ( ( x’, ~t(w) ~ ). Mais
comme Yx’ e T’, ~ x’, ~(~) ~ converge, on obtient :

Supposons maintenant que ~j(c~) ne converge pas faiblement vers ~(~).
Il existerait donc une sous-suite ( ~~k(c~)} telle que ~) ne lui soit pas adhé-
rent. ~~k(w) ~ étant un sous-ensemble d’un ensemble faiblement

k >1

relativement compact, il existe au moins un point ~’( CI)) E E qui est faiblement
adhérant à la suite (~(~)). Par conséquent Vx’ E T’, ( x’, ~(û)) ) doit être
adhérant à (( x’, )), mais cette suite est convergente (comme sous-

suite d’une suite convergente), ce qui implique que pour tout x’ E T’,
on a :

Comme T’ est totale pour a(E’, E), on en conclut que :

ce qui est absurde ; d’où (~(co)) converge bien faiblement vers ~((ô). Mais

U { ~(~) } étant relativement compact pour 13, (~(cô)) converge aussi
!5=l

vers 1(ce) pour 1:).
Achevons la définition de §, en posant ~(co) = 0 H ; et démontrons

que ç est un ~-élément aléatoire. Soit ~~ : S~ -~ E définie de la manière
suivante :
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Il est évident que est un 8~-élément aléatoire. D’autre part, converge

vers ~(û)) quel que soit M, ce qui prouve bien que ~ est un 6~-élément aléa-
toire [§ 1, 2, prop. 3].

REMARQUE. - O. Hans a démontré une proposition analogue, dans le
cas d’un espace de Banach ainsi que dans le cas de l’espace des distributions
de Schwartz [12].

Proposition 2. Soit (Q, Y, P) un espace de probabilité, E un espace
de Fréchet séparable dont la topologie est définie par une suite croissante
de semi-normes (Pi) et (~~) une suite stationnaire de ~-éléments aléatoires.
Alors, si Vi, existe, il existe un ~-élément aléatoire ~o tel que :

pour la topologie de E p. c.

1. - E étant métrisable séparable, il existe dans E’ une partie T’ dense
partout pour la topologie a(E’, E) [4, p. 66]. E03BE existe [§ 2, prop. 10];

on a donc d’après le théorème bien connu de Birkoff : 1/n 03A3  x’, 03BE >
converge p, c. pour une x’ donnée; mais comme T’ est dénombrable, il

n

existe un tel que P(Ho) = 1 et tel que : 1/n 03A3x’, 03BE (03C9)> converge
i=i

~03C9 E Ho.

2. 2014 Les ~ étant tous de même loi, et E métrisable et séparable, on peut
trouver une suite croissante (Ck) de sous-ensembles compacts de E, telle que

Lj Ck p. c. Vi [11, p. 40]. D’autre part, E étant complet, on ne res-
k1

treint pas la généralité si on suppose que les Ck sont équilibrés et convexes
[3, p. 81 et 4, p. 5]. Par conséquent, pour tout n, on a aussi :

Définissons deux suites d’éléments aléatoires de la façon suivante :



115ÉLÉMENTS ALÉATOIRES DANS LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

n n

Désignons 1%n 03A3 03BEki et 1/n 03A3 Rki par zn et if respectivement. Il est évident
==i t==i

que :

a ) Ck étant compact, ~~ { z~ } est donc relativement compact. D’autre
n3I

part, pour un k donné, les ~7 sont de même loi et forment une suite sta-
tionnaire. Mais comme 03BEki ~ Ck, existe [§ 2, prop. 4] et ( x’, converge

p. c., pour tout x’ E T’. Il existe donc [prop. 1] un Hk E:F tel que ’la suite
soit une suite de Cauchy, Vo e Hk.

b ) On a :

Mais comme  oo, Ep(R)  00 et il existe donc une variable aléa-

toire ~p et un ensemble H~ tel que P(Hp) = 1 et

avec E (~p)  Ep(R) [lemme de Fatou]. Mais comme E~(~) existe, on
peut pour toute suite (am) de nombres positifs telle que Eam  00, trouver

une suite (km) d’entiers positifs telle que :

ce qui implique que hpm -~ 0 p. c. [théorème de Borel Cantelli]. Il existe

donc un ensemble Hp tel que P(Hp) = 1 et ~ 0 pour tout

Désignons par H l’ensemble

On a évidemment H E:F et P(H) == 1. Soit ce E H, p E (p~) et e un nombre
positif donné. On a :
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on peut trouver donc, un mo > 0, tel que :

et un no tel que :

ce qui implique :

mo étant ainsi choisi, la suite est une suite de Cauchy et il existe

un ni tel que :

Revenons maintenant à la suite (Ln). On a :

sup (no, ni). Ce qui prouve que est une suite de Cauchy
Ce qui achève la démonstration.

Soit G la limite inductive d’une famille d’espaces de Fréchet. Tout espace de
Fréchet étant tonnelé, G est lui-même tonnelé [4, p. 2]. Dans le dual faible
de G, toute partie bornée est faiblement relativement compacte [4, p. 65].

~ 

Proposition 3. Soit E le dual d’un espace G qui est la limite inductive
d’une famille d’espaces de Fréchet, et qui est séparable, une suite

stationnaire de 6~-éléments aléatoires scalairement intégrables, et telle
n

que U ~a 1 soit p. c. cr(E, G)-borné. Dans ces

n>1 1=1

conditions, Ln converge faiblement p. c. vers un élément aléatoire ~.

En effet, soit (xg) une suite dense dans G. Comme J est p. c.
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borné, il existe un tel que P(H) = 1, et tel que pour tout 6) E H,

il existe un ensemble B03C9 qui est a(E, G)-borné contenant ~ { }.

Ce qui implique que ~ Ln est faiblement relativement compact. D’autre
part ( x;, Ln ~ converge p. c. d’après le théorème de Birkoff, ce qui achève
la démonstration, d’après la proposition 1.

Proposition 4. Si on suppose en plus, dans la proposition 3, que les ~n
sont indépendants, alors Eçn existe et ç = Eçn p. c.

En effet,  x’, Ln ~ converge pour tout x’ E G, vers E(( x’, ~n ~) p. c.

d’une part et vers  ~’, ~ ) d’autre part. Ce qui implique que :

Ce qui achève la démonstration.

CHAPITRE II

§ 1. PROBABILITÉS TENDUES

E. Mourier [15], afin de généraliser le théorème de Bochner concernant
les fonctions caractéristiques dans le cas d’un espace de Banach séparable,
a introduit la notion d’élément aléatoire proprement dit : soit ~ un élément
aléatoire dans un espace de Banach E, m la mesure sur 6~, déterminée

par 03BE. S’il existe une suite d’ensembles ekE’-mesurables bornés, tendant
vers E et telle que lim m(ek) = 1, alors ~ est appelé élément aléatoire pro-
prement dit.
Nous verrons que tout élément aléatoire dans un espace de Banach

séparable est proprement dit. Cependant si E est un espace de Banach

non séparable, les boules ne sont pas 8~-mesurables et par conséquent
les ~-éléments aléatoires ne sont pas proprement dits. Ils ne le sont pas
a fortiori, dans le cas d’un espace localement convexe, qui ne possède pas
un système fondamental d’ensembles bornés.

Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité et Co l’algèbre des
ensembles cylindriques (relativement à la dualité entre E et G). Afin de
généraliser le théorème de Bochner, plus précisément le problème de pro-
longement d’une probabilité généralisée [définition 1] sur Co en une proba-
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bilité sur 8c, nous introduisant la notion de probabilité généralisée fortement
tendue, faiblement tendue et tendue. Ces notions sont inspirées des travaux
de Le Cam [7], Prohorov [18] et Getoor [10].

Désignons par CA, la sous-algèbre de CG définie par la partie finie A’ de G.
C’est-à-dire :

DÉFINITION 1. - Soit m une fonction d’ensemble sur Co dont la restric-
tion à tout LA’ est une probabilité. Nous dirons que m est une probabilité
généralisée.

DÉFINITION 2. - Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité
et m une probabilité généralisée définie sur Ce.

1) Nous dirons que m est une probabilité généralisée fortement tendue,
si pour tout (X : 0  (X  1, il existe une partie bornée Ba qui peut dépendre
de a, telle que pour toute partie finie A’ de G on a :

2) Nous dirons que m est une probabilité généralisée tendue si pour tout
0  1, et quelle que soit la suite S’ = d’éléments de G, il

existe une partie Boc,s’ qui peut dépendre de ce et de S’, telle que :

3) Nous dirons que m est faiblement tendue, si pour tout (X : 0  (X  1,
et quelle que soit la partie finie A’ de G, il existe une partir bornée 
qui peut dépendre de ce et de A’, telle que :

Si m est une probabilité sur 8~ elle détermine la loi d’un ~-élément
aléatoire. Nous dirons que cet élément aléatoire est fortement tendu,
tendu ou faiblement tendu, suivant que la restriction de m vérifie (1),
(2) ou (3) respectivement.

Proposition 1. Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité,
m une probabilité généralisée sur alors m est faiblement tendue.
En effet, soit A’ une partie libre finie de G, A’° le sous-espace de E

orthogonal à A’ et EA, un supplément algébrique de A’° dans E. EA, est
de dimension finie [2, p. 48]. Comme par hypothèse, l’image de m par X~,.
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dans RA’ est une mesure de probabilité, il existe pour tout ce : 0  ce  1

une partie mesurable bornée Ka dans RA’ telle que :

- 1

Soit Ba = X2,(Koe). Il est évident que Ba est bornée dans EA,

(XÂ‘ est une isomorphisme de EA, sur RA’) et par conséquent dans E muni
de la topologie faible, et on a :

Ce qui achève la démonstration.

Proposition 2. Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité,
m une probabilité sur 80 et m la mesure extérieure induite par m sur l’en-
semble des parties de E. S’il existe une suite (Bn) de parties de E bornée
(pour les topologies compatibles avec la dualité entre E et G) telle que :

alors m est fortement tendue.

Si Bn E 8c pour tout n, la condition (4) devient m (u Bn) = 1 et la pro-
position devient évidente. Supposons que les Bn n’appartiennent pas toutes
à 80 et qu’elles forment une suite croissante (ce qui ne restreint pas d’ailleurs
la généralité), Bn tend alors vers u Bn, et

[11, p. 53]. Soit maintenant oc : 0  1. Il existe d’après (5) un ma tel

que m*(Bn) ~ «. pour tout n > na.. Ce qui implique :

quelle que soit la partie finie A’ de G. Ce qui achève la démonstration.

Exemples. 1) E est un espace normé. On peut prendre pour la suite (Bn),
une suite croissante de boules de centre 0 dont la réunion est égale à E.

2) Soit E un espace vectoriel topologique, limite inductive stricte d’une
suite croissante d’espaces de Banach En. Comme il existe un système fonda-
mental dénombrable d’ensembles bornés pour tout En, il existe pour E lui-
même un système fondamental dénombrable d’ensembles bornés [4 p. 12].

3) E est un espace de Fréchet séparable. Si C désigne la topologie de E,
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on a EE’ = BC (chap. premier), d’autre part, toute mesure bornée positive
est portée par la réunion d’une suite de parties compactes [11, p. 40].

4) E est le dual d’un espace localement convexe métrisable G. Si la suite
décroissante (Un) forme un système fondamental de voisinages de 0 dans G"
la suite des polaires (Un) dans E forme une suite d’ensembles bornés dont
a réunion est E.

REMARQUE. - Dans les quatre exemples ci-dessus, les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) m est une probabilité sur fortement tendue.

b) m est tendue.
c) m est faiblement tendue.

Nous allons démontrer maintenant quelques propositions concernant
le prolongement d’une probabilité généralisée.

Proposition 3. Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité,
m une probabilité généralisée sur Co. S’il existe dans E un système fonda-
mental d’ensembles bornés qui sont a(E, G)-compacts, alors les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

a) m est complètement additive (donc prolongeable d’une seule manière
en une probabilité sur 60).

b) m est fortement tendue.
c) m est tendue.

En effet, d’après la proposition 1, on a : a) ~ b) et évidemment ~ =~ c).
Démontrons que c~ => a) . Soit (Cn) une suite décroissante d’ensembles

cylindriques telle que :

Nous allons démontrer que n C~ 7~ 0.

On ne restreint pas la généralité si on suppose qu’il existe une suite (x§)
d’éléments de G, formant un système linéairement indépendant et telle

que :

où X~ désigne l’application ..., xn) et Kn un ensemble fermé de Rn.

m étant tendue, - (x~), correspond une partie B de E
a(E, G)-compacte telle que :
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Comme quel que soit n, on obtient successivement :

L’image réciproque de par ~n, étant l’ensemble cylindrique Cn
lui-même, on en conclut que :

B étant a(E, G)-compacte et les Cn faiblement fermées (comme images
réciproques des fermés Kn par les applications a(E, G)-continues X~),
on en conclut que :

Ce qui achève la démonstration.

Exemples. - 1) E est un espace de Banach réflexif (comparer avec [10]
et [11]).

2) E est le dual d’un espace localement convexe métrisable G muni de la
topologie a(E, G).

3) E est un espace vectoriel topologique limite inductive stricte d’une suite
croissante d’espaces de Banach réflexifs En.

En effet, E est réflexif et admet un système dénombrable fondamental
d’ensembles bornés (donc a(E, E’)-compacts).

Proposition 4. - Soit E un espace localement convexe semi-réflexif

et m une probabilité généralisée sur ~. Une condition suffisante pour que m
soit prolongeable, d’une seule manière, en une probabilité sur 8~, est que m
soit tendue.

En effet, soit Cn une suite décroissante d’ensembles cylindriques telle
que :

Nous allons démontrer que n Cn # 0. Comme pour la proposition 3,
on peut considérer, sans restreindre la généralité, qu’il existe une suite (x~)
d’éléments de G formant un système linéairement indépendant et telle que :

où ~;~ désigne l’application (x~, ..., xn) et Kn un ensemble fermé de Rn.
m étant tendue, à a : (x~), correspond une partie B de E
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borné et cr(E, E’)-fermée, donc a(E, E’)-compacte (E est semi-réflexif) telle
que :

En procédant comme pour la proposition 3, on obtient :

Nous allons généraliser la proposition 3 dans le cas d’un espace de Fréchet
réflexif.

Soit E un espace de Fréchet, E’ son dual fort, H un sous-espace fermé
de E’ engendré par une suite d’éléments de E’ et H° le sous-espace de

E orthogonal à H. Les espaces E/H° et H sont mis en dualité par la forme
bilinéaire canonique :

Désignons par p l’application canonique de E sur E/H° et considérons
la a-algèbre BH engendrée par les sous-ensembles de E/H°, qui sont de la
forme : 

’

p est En effet

Dans la suite, nous considérerons E/H°, comme muni de la topologie
quotient par H° de la topologie initiale de E. Cette topologie est rappelons-le,
compatible avec la dualité entre E%H° et H. Ajoutons que si E est réflexif,
et si H est séparable, E/H° est un espace de Fréchet réflexif et séparable.

Proposition 5. Soit E un espace de Fréchet réflexif, E’ son dual et

m une probabilité généralisée sur Une condition nécessaire et suffisante

pour que m puisse être prolongée en une probabilité sur 6~, est qu’elle soit
tendue.

La condition est suffisante, d’après la proposition 4.
La condition est nécessaire : en effet, soit S’ une suite d’éléments de E’.

Désignons par H le sous-espace fermé engendré par S’ et par H° le sous-
espace de E orthogonal à H. Nous avons vu que l’application p : E ~ E/H°

est Désignons par tL la mesure mp sur BH. EjHO étant un
espace de Fréchet séparable, la mesure y est donc portée par la réunion
dénombrable d’une suite d’ensembles compacts et ~-mesurables. Par
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conséquent, pour tout ex > 0, il existe un ensemble compact K dans E/H°
tel que pour toute partie finie A’ de H on ait :

E/H° étant complet, on peut sans restreindre la généralité, supposer K
convexe et équilibré. H étant d’autre part séparable, il est réflexif. On sait
aussi que r(H, E/H°) est plus fine que la topologie de H (comme sous-
espace de E) [4, exerc. 5-b p. 79], mais H étant réflexif, ces deux topologies
sont identiques [4, p. 70]. K est donc l’image par p d’un ensemble convexe
équilibré o-(E, E’)-compact C dans E [4, p. 79, exerc. 5-b]. On a alors :

d’où :

pour toute partie finie d’éléments de S’. Ce qui achève la démonstration.

Proposition 6. Soit E le dual algébrique d’un espace vectoriel G, muni
de la topologie a(E, G), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) m est une probabilité généralisée sur Co.
b) m est complètement additive.
c) m est tendue.

En effet E muni de la topologie a(E, G) est isomorphe à un espace produit
RI [4, p. 60], et on peut identifier G à la somme directe algébrique R (1).

D’après le théorème de Kolmogorof, toute probabilité généralisée sur l’al-
gèbre des ensembles cylindriques d’un espace produit est complètement
additive, donc a ) + b). D’autre part, tout ensemble borné dans RI est
relativement compact. Donc si m est tendue, on peut démontrer que c) =>~,
en procédant comme on a procédé pour la démonstration des propositions 3
et 4. Reste à démontrer que b) ~ c ).

Soit (xi) une suite dénombrable dans G. On peut supposer sans restreindre
la généralité que les xi sont des applications projections, c’est-à-dire que
( xi, x ~ = sur un facteur Rl. Désignons par N l’ensemble des entiers
positifs et identifions RI à RN X RI-N. Il est évident que pour tout et :

0  et  1, il existe un compact Kat c RN tel que :



124 SALAH AHMAD

Soit B = Ka X où est un élément quelconque de Ri-N
on vérifie facilement que :

et par conséquent :

Ce qui achève la démonstration.

Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels et m une probabilité généra-
lisée sur Ce. Soit x~, ..., x~, n éléments quelconques de G. Désignons par mn

l’image de m dans Rn par l’application X~ = (x1, ..., ~).

DÉFINITION 3. - Soit (mk) une suite de probabilités généralisées sur Ce-
Nous dirons que les mk sont uniformément tendues, si pour tout t : 0  t  1

et toute suite (xn) d’éléments de G, il existe un ensemble borné B (pour les
topologies compatibles avec la dualité entre E et G) tel que l’on ait pour
tout k et n :

DÉFINITION 4. - Nous dirons que mk converge faiblement vers la proba-
bilité généralisée m, si pour tout n les mesures mk convergent faiblement
vers mn.

Proposition 7. Si E est semi-réflexif avec G = E’ et si les mk sont unifor-
mément tendues et convergent faiblement vers m alors m est tendue (donc
prolongeable en une probabilité sur 8~).
En effet, soit une suite quelconque d’éléments de G. Pour tout t :

0  t  1, il existe par hypothèse une partie bornée qui vérifie (1) de la
définition 3. Mais comme mk converge faiblement vers m, on a pour tout n :

Ce qui achève la démonstration.

REMARQUES. 1) Dans les exemples 1, 2, de la proposition 3, si m est
tendue, alors m est prolongeable d’une seule manière sur ~~ (la a-algèbre
des ensembles de Baire relativement à la topologie de la convergence uni-
forme dans les parties compactes dans G pour sa topologie initiale [chap.
premier, § 1, 3, prop. 3]).



125ÉLÉMENTS ALÉATOIRES DANS LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

2) Soit E, G, deux espaces vectoriels en dualité, m une probabilité
généralisée. ( x’, x ~ peut être considérée comme une variable aléatoire
qui suit la loi x’(m) (image de m dans R par l’application x’). S’il existe un
élément x dans E tel que :

on peut penser à appeler x espérance mathématique généralisée. La propo-
sition 3 du chapitre premier, § 2, sur l’existence de l’espérance mathéma-
tique reste valable dans ce cas.

3) Soit E un espace localement convexe et soit m une probabilité généra-
lisée sur Supposons qu’à chaque a : 0  a  1 correspond une partie
compacte K de E, telle que :

pour toute partie finie dans E’. m est évidemment fortement tendue, mais
elle est tendue aux sens de Le Cam-Prohorov [7, 18].

§ 2. CARACTÉRISTIQUE D’UN ÉLÉMENT ALÉATOIRE
DANS UN ESPACE VECTORIEL

La caractéristique d’un élément aléatoire dans un espace vectoriel loca-
lement convexe a été introduite pour la première fois par A. N. Kolmo-
gorof [14] dans le cas d’un espace de Banach. Parmi les travaux concernant
ce sujet, signalons en premier lieu les travaux de Mourier [15, 16, 17],
de Fortet [8], ainsi que les travaux de Le Cam [7] et Prohorov [7~].

DÉFINITION 1. - Soit G un espace vectoriel localement convexe,

p : G - C. Nous dirons que cp est définie positive si quels que soient la
suite finie ..., x~) d’éléments de G et les nombres complexes ti, ..., t,~,

on a :

DÉFINITION 2. - Soient E un espace localement convexe, E’ son dual

topologique et ~ : Q 2014~ E un ~-élément aléatoire. L’application E’ - C
définie par :

est par définition la caractéristique de l’élément aléatoire.
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Il est évident que cp(x’) est une fonction définie positive telle que p(0)== 1.
Elle est continue dans tout sous-espace de dimension finie de E (muni de
l’unique topologie compatible avec sa structure d’espace vectoriel) et elle
détermine la loi de ~ sur 8~ [I S].

Réciproquement, soit p : E’ - C une application de E’ dans C, qui pos-
sède les propriétés suivantes :

a) p(0) = 1.
h) p(x’) est définie positive.
c) tp(x’) est continue dans tout sous-espace de E’, de dimension finie.

Si (x;, ..., xn) est une suite finie libre d’éléments de E’, il est évident d’après
les hypothèses faites sur cp, que la fonction :

est une fonction caractéristique d’un élément aléatoire dans Rn, d’après le
théorème classique de Bochner.

Soit ti ; ... ; xn, fn) la fonction de répartition déterminée par T.
Il est facile de vérifier que les Fn vérifient les conditions habituelles de consis.
tance :

1) Les Fn sont des fonctions symétriques en (xi, ~).

~1 ~ ’ ’ * ~~ --E 1~ CO) = t1 1 ... ; tn~.

Soit mn la mesure de probabilité déterminée par Fn(x~, tl ; ... ; ~ tn)
sur 93n (a-algèbre des ensembles boréliens de Rn) et soit m la fonction d’en-
semble définie sur de la manière suivante :

Si D est un ensemble cylindrique défini par ..., et l’ensemble

D’ E c’est-à-dire si :

on pose :

On peut vérifier facilement que :

1) m(E) = 1.
2) m{D) > 0.
3) Pour toute partie finie A’ dans G, la restriction de m à est une pro-

babilité. Ce qui implique que m est additive sur et qu’elle est par consé-
quent, une probabilité généralisée.
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Dans quelles conditions, m est prolongeable en une probabilité sur 
E. Mourier a démontré le théorème suivant :

THÉORÈME (Mourier). - Soit E un espace de Banach séparable et
réflexif, cp(x’) une application de E’ dans le corps des complexes qui est
définie positive, continue dans E et telle que = 1, alors cp est une

caractéristique d’un élément aléatoire dans E, si et seulement si, elle satis-
fait à une certaine condition C [15].

Si m désigne la probabilité généralisée déterminée par p, la condition C
est équivalente à dire que m est fortement tendue.
Getoor [10] a repris le problème, dans le cas d’un espace de Banach

réflexif, mais non nécessairement séparable. La famille des distributions F"
déterminées par détermine un processus stochastique. Getoor démontre
que ce processus admet en général une représentation dans le dual algébrique
de E’. E étant un sous-espace de E’*, Getoor donne une condition nécessaire
et suffisante pour que ce processus admette une représentation dans E lui-
même.

THÉORÈME (Getoor). - Soit E un espace de Banach réflexif et cp(x’)
une fonction définie positive sur E’. Une condition nécessaire et suffisante
pour que 03C6 soit la caractéristique d’un EE’-élément aléatoire, est que :

1) p soit continue sur tout sous-espace de dimension finie de E’.

2) Pour tout sous-espace séparable Ei de E’ et pour tout a, b > 0, il

existe q (E;, a, b), tel que l’on ait, pour toute partie finie (x~, ..., dans E~
avec Il xi II = ~ 1

Badrikian [1] a traité le même problème que Getoor, en utilisant une
méthode différente, et modifie apparemment la condition C. En effet,
la condition C et celle de Badrikian sont, l’une comme l’autre, équivalentes
à dire que la probabilité généralisée déterminée par Cf> est fortement tendue.

En appliquant la proposition 3 de § 1, on obtient les trois propositions
suivantes :

Proposition 1. Soit E un espace de Banach réflexif, p : : E’ - C une
fonction définie positive et continue dans tout sous-espace de dimension
finie de E’ et telle que cp(O) = 1. Soit m la probabilité généralisée détermi-
née par Cf> sur l’algèbre des ensembles cylindriques ~. Une condition néces-
saire et suffisante pour que 03C6 soit la caractéristique d’un EE’-élément aléatoire
est que m soit tendue.

ANN. POINCARÉ, B-11-2 9
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Proposition 2. - Soit E le dual d’un espace métrisable G, p : : G -~ C
une fonction définie positive continue dans tout sous-espace de dimension
finie de G, et telle que = 1. Soit m la probabilité généralisée déter-
minée par p sur l’algèbre des ensembles cylindriques LG. Une condition
nécessaire et suffisante pour que cp soit la caractéristique d’un ~-élément
aléatoire est que m soit tendue.

Proposition 3. Soit E un espace vectoriel topologique limite inductive
stricte d’une suite croissante d’espaces de Banach réflexifs (En). cp : E’ - C
une fonction définie positive continue dans tout sous-espace de dimension
finie de E’ et telle que cp(o) = 1. Soit m la probabilité généralisée déterminée
par p sur l’algèbre des ensembles cylindriques Une condition nécessaire
et suffisante pour que cp soit la caractéristique d’un 8~-élément aléatoire,
est que m soit tendue.

Par application de la proposition 4 de § 1, on obtient la proposition sui-
vante :

Proposition 4. Soit E un espace localement convexe et semi-réflexif,
cp : E’ - C une fonction définie positive et continue dans tout sous-espace
de dimension finie de E’ et telle que = 1. Soit m la probabilité généralisée
déterminée par p, sur l’algèbre des ensembles cylindriques Une condi-

tion nécessaire et suffisante pour que cp soit la caractéristique d’un 
ment aléatoire, est que m soit tendue.

Par application de la proposition 5 de § 1, on obtient la proposition.

Proposition 5. - Soit E un espace de Fréchet réflexif et cp : E’ - C,
une fonction définie positive, qui est continue dans tout sous-espace de
dimension finie de E’, et telle que cp(o) = 1. Soit m la probabilité généralisée
déterminée par cp sur l’algèbre Une condition nécessaire et suffisante

pour que cp soit la caractéristique d’un ~-élément aléatoire, est que m
soit tendue.

Par application de la proposition 6 de § 1, on obtient la proposition :

Proposition 6. - Soit E le dual algébrique d’un espace vectoriel G.
Considérons la dualité entre E et G. Si cp : G - C est une application
définie positive, continue sur tout sous-espace de dimension finie de G,
et telle que = 1, alors cp est la caractéristique d’un EG-élément aléatoire.

Exemple. - Soit E le dual algébrique D* de l’espace D des fonctions
infiniment dérivables, et à support compact. Considérons la dualité entre
~* et 1). Alors toute fonction Cf> : !‘(~ -~ C qui est définie positive, et continue
sur tout sous-espace de dimension finie de G, et telle que = 1, est la
caractéristique d’un 8 -élément aléatoire (9].
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REMARQUE. - La proposition 6 montre que le processus stochastique
déterminé par une cp : G - C qui est définie positive, continue sur tout

sous-espace de dimension finie de G, et telle que = 1, admet une repré-
sentation dans le dual algébrique de G.
L’image d’un sous-ensemble d’un espace vectoriel, par une application

de la forme XÂ~ est souvent incommode. Cependant, dans le cas d’un espace
de Hilbert séparable, les méthodes de ce chapitre sont facilement appli-
cables. A titre d’exemple, nous allons démontrer un théorème démontré
déjà par Sazanov [20], en appliquant la proposition 2.

Proposition 7. - Soit E un espace de Hilbert séparable, (xl) une base
orthonormée dans E. Une condition nécessaire et suffisante pour que

E -~ C soit la caractéristique d’un 6~-élément aléatoire ~ tel que,
E Il ~ 112  oo, est que c~ soit :

a) définie positive et p(0) = 1,
b) continue pour la topologie de E,

où est la fonction de répartition déterminée par 

Les conditions sont évidemment nécessaires.

Les conditions sumsantes : Soit m’~ la probabilité généralisée déter-

minée par ..., un) = + ... + unxn) . Soit ce : 0  a  1 et

soit b un nombre déterminé par (X > 1jb. Si B désigne la boule dans E

de centre 0 et de rayon r = On obtient successivement :

Ce qui implique que m est fortement tendue, d’où notre assertion.

Le Cam a démontré une proposition qui peut être utilisée pour prouver
qu’une fonction p est la caractéristique d’un élément aléatoire tendu au
sens de Le Cam [§ 1, remarque 3].
Nous allons démontrer une proposition semblable, qui peut être utilisée

pour prouver qu’une fonction cp est la caractéristique d’un élément aléatoire
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au sens de § 1, définition 2. La démonstration s’effectue en modifiant légè-
rement la démonstration du théorème de Le Cam donné dans [18].

DÉFINITION 3. - Soit (E, G) un couple d’espaces vectoriels en dualité,
A’ une partie de G. Toute expression de la forme :

où ck est un nombre complexe quelconque, xk E A’ et x E E, est par défini-
tion un A’-polynôme trigonométrique.

Proposition 8. - Soit E un espace localement convexe semi-réflexif,
E’ son dual et p : E’ - C une application continue dans tout sous-espace
de dimension finie de E’, et telle que p(0) = 1. Une condition nécessaire
et suffisante pour que cp soit la caractéristique d’un élément aléatoire tendu
est que :

Pour toute suite S’ d’éléments de E’, et tout e > 0, il existe une partie B
dans E, bornée (donc 6(E, E’)-compacte) et un nombre 8 > 0, tel que les
inégalités

implique  e; pour tout S’-polynôme trigonométrique.

Les conditions sont nécessaires : si p est la caractéristique d’un élément
aléatoire tendu, alors E’ et Vs : 0  s  1, il existe une partie
bornée (donc a(E, E’)-compacte) B, telle que

où X~ est l’application définie par les n premiers éléments de S’ et m la
probabilité déterminée par c~ sur tE,. Soit 8 = eJ2 et q(x) un S’-polynôme
trigonométrique déterminé par les n premiers éléments de S’ - ce qui ne
restreint pas la généralité - et désignons par B l’ensemble cylindrique :
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Si q(x) satisfait aux conditions (1) et (2) de la proposition, pour B et 8==s/2,
on obtient :

mais :

et

Ce qui implique que :

Les conditions sont suffisantes : la démonstration s’appuie sur le lemme
suivant :

LEMME DE PROHOROV [18]. - Soit Q une mesure de probabilité sur Rn.
Si le compact K est tel que pour tout polynôme trigonométrique :

les inégalités :

impliquent l’inégalité :

alors :

Démonstration. Soit S’ une suite d’éléments de E’ et e : 0  e  1

et soit B et 8, la partie bornée de E’ et le nombre positif correspondant
à S’ et s et pour lesquels les conditions de la proposition sont vérifiées.
Désignons par mn l’image de la probabilité généralisée m déterminée

par p sur par l’application X~ déterminée par les n premiers éléments
de S’. Les conditions de la proposition impliquent que tout polynôme
trigonométrique dans Rn vérifie les conditions du lemme de Prohorov,

pour Q = mn et K = X~(B), ce qui implique :
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mais

donc m est tendue. Ce qui achève la démonstration.

Aux propositions 1, 2, 3, 5, 6, correspondent des propositions analogues
à la proposition 8, et dont la démonstration s’effectue comme ci-dessus
avec de légères modifications.
Nous allons démontrer une autre proposition qui permet dans plusieurs

cas, de reconnaître si une application cp(x’) est une caractéristique.
Soit E un espace vectoriel localement convexe et E’ son dual

muni d’une topologie 13 compatible avec la dualité entre E’ et E.

Soit = sup ( ~, x ) ~, où V’ est un voisinage de 0 pour b.
x’ eV’

Proposition 9. - Soit E un espace réflexif séparable, (c~n(x’)) une suite
de caractéristiques, mn la mesure de probabilité déterminée par çn(x’)
sur 8E,. S’il existe un V’, un a > 0 et s > 0, tels que l’on ait pour tout n :

et si pn(x’) converge vers cp(x’) et pn converge vers p uniformément dans un
voisinage de 0 dans E~ quel que soit le sous-espace de dimension finie E~
de E’, alors 03C6 est une caractéristique.
En effet dans ces conditions, 03C6 est définie positive et p(0) = 1. D’autre

part Wn (ui, ..., un) = + ... + converge vers

uniformément dans un voisinage de 0 dans Rn. ..., un) est donc bien
la caractéristique d’un élément aléatoire Xn dans Rn. Si on désigne par Xk
l’élément aléatoire dans Rn que détermine XZ converge en loi vers Xn.
Ce qui implique que Cf> est continue dans tout sous-espace à dimension finie
de E’. Soit m la probabilité généralisée déterminée par 03C6 sur l’algèbre CE,
des ensembles cylindriques de E. Désignons par Br le sous-ensemble de E
déterminé par Il x )( v, r. Br est borné, a(E, G)-fermé donc a(E, G)-
compact et &#x26;,-mesurable. On a donc
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Soit maintenant e > 0 donné et choisissons r de manière que s.

Il est évident d’après (1) que pour XJ = ~x~, ..., x~~ c G quelconque, on a :

Ce qui prouve que m est fortement tendue. Ce qui achève la démonstration.

REMARQUES. - 1) Cette proposition est particulièrement applicable
dans le cas d’un espace de Banach.

2) Si E, au lieu d’être un espace réflexif, est le dual d’un espace tonnelé,
la proposition 9 reste valable. Elle est particulièrement applicable dans le
cas où E est le dual d’un espace de Fréchet.

3) Soit E un espace réflexif non séparable, E’ son dual fort, H un sous-
espace séparable fermé de E’ et E/H° le quotient de E par H° (sous-espace
de E orthogonal à H). Désignons par CH l’algèbre des ensembles cylindriques
de E/H° et par 8H la a-algèbre engendrée par LH (relativement à la dualité
entre E/H° et H). Soit (cpn) une suite de caractéristiques définies sur E’.

Leurs restrictions sur H sont aussi des caractéristiques qui déterminent des
mesures de probabilité sur 8~.

Si ces restrictions vérifient (pour E/H° et H) les conditions de la propo-
sition 9, quel que soit H, alors cp est une caractéristique.
Nous allons terminer ce chapitre par la proposition suivante :

Proposition 10. - Soit E un espace vectoriel localement convexe qui
possède un système - fondamental de parties bornées et 8~-mesurables,

la caractéristique d’une mesure de probabilité m définie sur 8E’, alors
cp(x’) est uniformément continue dans E’ muni de la topologie forte.

Il faut démontrer que pour a > 0, il existe un t > 0 et un ensemble

borné B de E tel que :

pourvu que :

Or d’après la proposition 1, § 1, pour tout a > 0, on peut trouver un ensem-
ble borné Ba E BE, tel que m(Ba) > 1 - a/3.

Soit t > 0 tel que :
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Soit maintenant ~ ~ deux éléments de E qui vérifie (1) pour Ba.
On obtient :

Mais :

le deuxième terme du second membre est inférieur à 2a/3, car :

Quant au premier terme, il est inférieur à a/3 d’après (2). Ce qui achève la
démonstration.
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