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Estimation des résidus de la matrice de diffusion

associés à des résonances de forme I
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Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 71, n° 3, 1999, Physique théorique

AB STRACT. - The aim of this study is to estimate the résidu of the
scattering matrix associated with résonances for two-body Schrôdinger
operators with long range interactions in the semiclassical approach. We
assume that there are no caustics out of the classical forbidden area sur-

rounding the well. Then we obtain a semiclassical BKW expansion of the
resonating states in a neighborhood of some vanishing bicharacteristics
of the operator. This expansion allows us to find out an estimate of the
résidu of the kemel of the scattering matrix, which appears to be either
of the same order as the width of the résonance, or such depending on
the fact that (c~, c~’) belongs or not to a certain set explicitely described.
@ Elsevier, Paris

RÉSUMÉ. - Le but de cette étude est l’estimation semiclassique des
résidus de la matrice de diffusion ~(À) associés à des résonances de
forme, pour des opérateurs de Schrôdinger à deux corps P = 2014/~A +
V(x) où V est un potentiel à longue portée. En l’absence de caustiques,
nous obtenons un développement B . K. W à l’infini de l’état résonnant
au voisinage de toute bicaractéristique de P. Grâce à ce développement,
nous obtenons une estimation du résidu du noyau ~(Â, h, cv, û/) de ~(À),
qui se trouve être soit comparable à la largeur de la résonance, soit

benbern@zeus.math.univ-paris13.fr.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique - 0246-0211
Vol. 71/99/03/@ Elsevier, Paris



304 A. BENBERNOU-LAHMAR

beaucoup plus petit selon que (~,~/) appartient ou non à un certain
ensemble explicitement décrit. @ Elsevier, Paris

1. INTRODUCTION

On s’intéresse aux résidus de la matrice de diffusion ~(À) associés
à des résonances de forme, pour des opérateurs de Schrôdinger à deux
corps P = 2014/~A + V (x) où V est un potentiel à longue portée.

Les physiciens associent les résonances quantiques (qui sont observées
sous forme de pics sur la section efficace totale de diffusion d’une
réaction), aux pôles de la matrice de diffusion ~(À) pour des valeurs
complexes de À. Le but de ce travail est de voir si les pics que présente
la matrice de diffusion aux énergies proches des parties réelles des

résonances de forme ont une taille suffisante pour être physiquement
décelables. En fait, on va montrer que ce n’est pas le cas dans la

limite semi-classique h 2014~ 0, c’est à dire que les résonances peuvent
difficilement se déceler si on se contente d’observer la taille du noyau
de la matrice de diffusion à énergie réelle.

Pour cela, nous montrons que la taille des résidus du noyau
5’(A,/~~,~/) de la matrice de diffusion associés aux résonances de
forme est suffisamment petite pour compenser le fait que ces résonances
sont très proches du réel (comme cela pouvait d’ailleurs se dériver à partir
de ces résultats sur la section efficace totale : voir par exemple [ 18] ), et
peut même être beaucoup plus petite si c~’) n’est pas dans un certain
ensemble privélégié de directions dépendant du comportement géomé-
trique de V.
La théorie des résonances pour P a été développée dans un très grand

nombre d’articles [1,3,11,10,7], et il y a essentiellement deux manières
d’introduire les résonances : la première idée est d’utiliser des dilatations
analytiques [1,3] ou plus généralement des distorsions analytiques [11].
Elle consiste alors à construire des prolongements méromorphes des
éléments matriciels de la résolvante :

partant de m z &#x3E; 0, où ~p, 1/1 appartiennent à un espace ,,4 dense dans
sur lequel la dilatation ou la distorsion opère. L’ensemble des
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305ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

résonances de P est alors l’union des pôles de ces quantités (indépendant
du choix de ,,4.).
La deuxième idée [ 10] est, d’introduire des espaces de Sobolev adaptés

et de définir les résonances comme étant les valeurs complexes z pour
lesquelles (P 2014 z) n’est pas inversible sur ces espaces.

Les résonances lorsqu’elles existent sont situées sur le deuxième
feuillet : {z E C; &#x3E; 0, ~m z  0}.

Revenons maintenant à la matrice de diffusion. Isosaki et Kitada [ 13],
ont introduit des modificateurs indépendants du temps pour définir la ma-
trice ~(À) dans le cas à longue portée, en utilisant des idées géométriques
présentes dans les travaux de Enss et de Mourre. Ils utilisent ces modifi-
cateurs dans [ 14] pour étudier les singularités du noyau-distribution de
~(A) sur la diagonale X En particulier, ils donnent une formule
de représentation de ~(A) pour À E en fonction des valeurs au bord
de la résolvante + iû). En s’inspirant des travaux de Isosaki et
Kitada, Gérard et Martinez [5 ] ont montré qu’à l’aide de cette formule
de représentation, ~(Â) se prolonge méromorphiquement en À dans un
voisinage du réel comme opérateur continu sur les espaces de Gevrey

pour 1  s  ( 1 - (où 0  a  1 est le taux polynômial
de décroissance à l’infini du potentiel), avec des pôles exactement égaux
aux résonances de P. De plus, les opérateurs intervenant dans cette
représentation sont déterminés ce qui la rend utile même dans
le cas à courte portée.
Dans ce travail nous utilisons essentiellement cette formule pour

calculer le résidu ~(Â,/ï,~,~/) (noyau de S (~, ) ) en p, p désignant
une résonance. Nous avons besoin des développements des
états résonnants construits par Helffer et Sjôstrand [ 10] . L’un des

problèmes étant que la formule de représentation de ~(Â) fait intervenir
les états résonnants à l’infini, on considère seulement le cas où les
développements précédents peuvent être prolongés.

Précisons d’abord le cadre géométrique du problème. On suppose que
V est analytique et vérifie :

l’île (3 :== { V &#x3E; Ào} est bornée et connexe; 0 

On suppose également que V~(0) est défini positif, et que le champ
hamiltonien Hp de p (x , ~ ) _ ~ 2 + V(x) n’admet pas de trajectoire captée
d’énergie Ào au dessus de la mer Suivant [ 10], on dira qu’un point -

Vol. 71, n° 3-1999.



306 A. BENBERNOU-LAHMAR

de 90 est de type 1 s’il peut être relié à 0 par une courbe géodésique
minimale relativement à la métrique dégénérée V (x) dx2 (métrique de
Lithner-Agmon). On note ensuite L E l’ensemble des valeurs
d’adhérence lorsque t 2014&#x3E; +00 de

où je décrit l’ensemble des points de type 1. Soient /~ les phases
obtenues par Helffer et Sjostrand dans le développement B . K. W des
états résonnants dans la zone classiquement permise. On suppose que la
variété Lagrangienne ~±={~=y~(~)}ne développe pas de caustiques
après le prolongement par le flot Hamiltonien de P. Nous pouvons alors
prolonger les développements B.K.W jusqu’à l’infini, du moins au voisi-
nage de toute bicaractéristique de P issue des points de type 1. Grâce à
ces développements des états résonnants, nous montrons que (voir aussi
[2]):

1. L x (-L), Résidu(~(À, h, c~, ~); p) = 
où So désigne la distance d’Agmon entre 0 et a O.

2. x (-L),

où les réels m ~ sont liés au numéro de la valeur propre de
l’oscillateur harmonique 2014/~A + près de laquelle se
trouve la résonance p .

Dans un prochain travail, on envisage de généraliser ce résultat au cas
où des caustiques peuvent apparaître.

2. ETUDE DE LA MATRICE DE DIFFUSION

Soit P = -h2 0 + V avec V E ?) l’opérateur de Schrodinger
sur où h e]0,1] est un petit paramètre semi-classique. Nous
faisons l’hypothèse suivante sur V :

HYPOTHÈSE fonction x (r,~) ~ 
prolonge holomorphiquement pa rapport à r dans :

et vérifie : ~ 
’ dans D, où co et p sont des constantes

strictement positives.

Annales de l’Institut Physique théorique



307ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

Remarquons que même dans le cas à courte portée (i.e., p &#x3E; 1 ), on aura
besoin des constructions d’Isosaki-Kitada, et il ne nous semble donc,
guère possible d’obtenir des simplifications notables par rapport au cas à
longue portée (du moins avec nos techniques).

2.1. Représentation de la matrice de diffusion

Sous l’hypothèse (2.1) nous pouvons définir pour À &#x3E; 0, la matrice de
diffusion

Isozaki et Kitada ont donnés la formule de représentation suivante [ 14],
reprise dans le cadre analytique par Gérard et Martinez [5] :

où: .
- +10) désigne la valeur au bord de la résolvante de P.
- .~’o (~.) est défini pour

par :

où

Son adjoint Fô(À) est défini par :

où désigne la mesure du volume sur 
- Les opérateurs = 1, 2) sont les opérateurs intégraux de Fourier

de la forme :

associés à a~ ) ( j = 1, 2) où sont définis par :

Vol. 71, n ° 3-1999.
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1. B/! &#x3E; 0 tel que soit Coo et réelle dans :

avec - «1 «1  O «2  a’2  1 ; ou cos (x, ~) = x.~ |x|.|~| }
et y vérifie:
. l’équation eiconale : |~x03C6|2j + V(x) = ~2 ;
~ d a , ~8 E x ~1 ) ~ ~ 

2. Le symbole a~ admet un développement asymptotique lorsque h -~
0:

~ sont analytiques en r = x ~ et or = ~ pour or dans
un voisinage complexe de et r dans &#x3E; 4R , ~ ~m r ~ 
~ ~~e r~ } (8 &#x3E; 0 assez petit).

. 17) = 0 si cos (x, yy) E [cr~ , ou R ou 1171 ~ d .
~ 

~x~ &#x3E; R, 11] 1 voisin
de

3. Le symbole yy, h ) donné par :

et uniformément pour h ~]0, 1 ] , 8 &#x3E; 0, E2 &#x3E; 0.
- 1}, h) =. dans .

et uniformément pour h E ]0, 1 ], 8 &#x3E; 0,6~1 &#x3E; 0.
- Les opérateurs = 1, 2) sont les opérateurs intégraux de Fourier

défini par : ,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



309ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

D’après [14], L’amplitude de diffusion ~(À,/~~~/) s’écrit pour

presque 
~ tout ~, c~’ E en dehors des points singuliers sous la forme :

avec :

Comme cela, été Remarque par Yafaev (cf. [ 18]), notons que dans le cas
à longue portée 0  p  1, f présente en fait une singularité de Dirac sur
c~ = qui annule celle de ~ (c~ - ~/). Dans la mesure ou l’on s’intéresse
ici aux pôles de 5’(À), et que ceux-ci sont portés par g uniquement
qui, comme il est prouvé dans [5], se prolonge méromorphiquement par
rapport à À dans un cône complexe contenant cela n’aura cependant
pas d’incidence pour nos résultats.

2.2. Localisation des résonances et prolongement de la matrice de
diffusion ~(Â) à des valeurs complexes de À

On s’intéresse ici aux pôles de ~(Â). Puisque f introduit en (2.6)
se prolonge holomorphiquement en À complexe (voir [5]), nous allons
donc limiter notre étude à g(Â,~,~,~). Nous introduisons pour cela
une distorsion due à Hunziker [ 11 ] .

Pour ~,c réel, 1 J11 assez petit, on note l’opérateur défini par :

où

Vol. 71, n° 3-1999.
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et

est le j acobien de l’application :jc -~ je + Alors
- est un opérateur unitaire sur pour réel, et on pose :

où V~, = U~ D’après H.1, on voit que la famille +

1 ) -1 s’étend à ~,c complexe assez petit en une famille analytique
d’opérateurs compacts sur L 2 (II~n ) . D’autre part, Dx) est un
opérateur différentiel de degré 2, dont les coefficients sont Coo à
support compact, analytiques en 11- et dont les dérivées de tout ordre
sont0(!~!).

- Le spectre de P~ (~,c E C, 0  3~ ~  ~, 8 &#x3E; 0 assez petit) (voir
[7]) est discret près de Âo, inclus dans {z E CC: ~m z ~ 0} et est

indépendant de pour voisin d’un fixé (0  ~m  8). De
plus, si désigne l’ensemble des fonctions entières ~p sur C~n telles
que :

alors : &#x3E; 0, b~p, ~ E ~4, la fonction

se prolonge méromorphiquement en z près de Ào à partir de ~m z &#x3E;

0, et on a

&#x3E; 0 assez petit.

- est dense ~ dans L 2 (II~n ) , VJL E C,  8.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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Grâce aux propriétés de (respectivement et au fait que t2 (x , ~ , h )
(respectivement tl (x, ~, h)) soit exponentiellement petit en dehors de
la région sortante cos(x, 1}) ~ (12- - 8 &#x3E; 0, (respectivement entrante
cos(x, yy) ~  0) et 4R, pour ~m &#x3E; 0 on en déduit que,

avec £ &#x3E; 0, uniformément pour |x|  4R, 03C9 E E ]0, 1 ] et |m À «

Ainsi, ~(À, h, c~, c~’) se prolonge en une fonction méromorphe en À qui
s’écrit :

et dont les pôles en À sont ceux de /~(Â), c’est à dire les résonances
de P.

3. ETUDE DES RÉSONANCES ET APPROXIMATION B.K.W
DES ÉTATS RÉSONNANTS DANS LE CAS D’UN PUITS

DANS UNE ÎLE

Onse place maintenant dans le cadre de ( [ 10] Chapter 10), c’est à dire
que l’on suppose en plus : .

HYPOTHÈSE H.2. -
1. Il existe un ouvert borné connexe 0 C xo E 0 tel que:

2. V est analytique sur 
3. Ào est non captif, c’est à dire:

Vol. 71, n° 3-1999.
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~M

est le , champ , Hamiltonien 

On peut alors construire 
~ 

comme 
~ dans [6] une fonction fuite vérifiant :

A la fonction fuite G et à t petit, on associe une famille de variétés
I-Lagrangiennes notée 

et à la variété AtG on associe l’espace de Hilbert intoduit

par [ 10] .
Alors Helffer et Sjôstrand [ 10] ont montré qu’il existe un ensemble

c C discret tel que l’opérateur :

est bij ectif pour tout z E alors que, pour z e T~(~), 1 opérateur
est de Fredholm d’indice 0. Dans ce travail on s’intéresse aux résonances

obtenues par "effet tunnel" du puits de potentiel U à travers l’île 0.
Helffer et Sjôstrand ont montré qu’il y avait une bijection b entre les
résonances de P et les valeurs propres du problème de Dirichlet localisé
dans l’île suivant : Soit 0 la distance d’Agmon entre U et O~

Nous notons alors Po = PMo la réalisation autoadjointe de Po dans
L2(Mo) avec la condition au bord de Dirichlet sur aMo.

3.1. Etude des états résonnants

Soit ic,c 1 (h )  /~2(~),...,~ les m premières valeurs propres
(comptées avec les multiplicités) de Po, avec ~ Ào. On sait

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



313ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

d’après [10] que les sont de la forme Ào + hekj + O(h2),
avec ek~ E o~(2014A + En particulier, si ek~ est simple et
e &#x3E; 0 est assez petit, on aura :

On pose alors :

Notons pour tout j E { 1, ... , m } , u ~ la fonction propre normalisée de Po
associée à et p~ la résonance proche de 

Soit un voisinage complexe de que l’on définit par :

Alors, pour tout t &#x3E; 0 suffisamment petit, on pose :

où Rt(z) = ( P - est la résolvante en z de P pour z ft 
On note l’état résonnant de P défini par : 0/ j = où :

Xl E xi = 1 dans {y E 0, d(y, &#x3E; 17} 
_

- a~ est un coefficient de normalisation pour que (0/ j, ~k ~t t = ~~k,
~.=l+(5(e-~~). . _

- désigne le conjugué de E 1) car ~k E 1)
et G(x, -~) = -G (x, ~) (formule (3.3)). ((.,.), désigne le crochet
de dualité entre 1 ) et 1 ) défini dans [ 10] .
( . , . ) &#x3E;t coïncide avec .,.&#x3E;L2(Rn) sur des fonctions 

Selon [ 10], les états forment une base F C 1) des états
résonnants associés à n ht et vérifient :

Nous avons également (cf. [4]) :

Vol. 71, n° 3-1999.



314 A. BENBERNOU-LAHMAR

~~ est colinéaire à 0/ j défini par :

(où P~ est l’opérateur P agissant sur !)).

3.2. Approximations B.~.W des états résonnants

On choisit des coordonnées euclidiennes centrées en A) tel que:

..XI 
) est la normale extérieure de 6 en ce point.

Alors

~ -~ }Rn
La projection yr :

(;c~)~ (~,~),
est un difféomorphisme local près de (0,0). Dans un voisinage de ce

point, ~L se représente par:

où g est analytique près de 0, = 0, = 0. De plus g vérifie

l’équation eiconale :

7l -~ devient singulière exactement sur l’ hypersurface H C 11
donnée par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



315ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

Remarque 1. -

1. La caustique C = n(H) est une hypersurface analytique contenue
dons 0 et tangente en Xl à 

2. C est déterminée par xn + b(x’) = 0 où

Dans un voisinage de y ([-EO, 0[) + &#x26;(;c’)  0, x proche de 
On peut représenter f par la formule :

D’après [ 10], on peut prolonger f à xn + b (x’ ) &#x3E; 0. Nous obtenons
alors deux prolongements possibles f+ et f_ de f selon le choix de

où a(x’) = g(x’, ~(jc’)), G est analytique et G(x’, ~) 2014 s3,

/± est C 1, analytique dans le complexe évitant {xn + b = 0}. Pour ne pas
alourdir les notations davantage nous noterons / les prolongements des
bicaractéristiques à l’intérieur de l’île ou à l’extérieur de l’île. Et par y sa
projection. On notera il un voisinage de xl et :

Helffer et Sjôstrand parviennent à prolonger les développements B. K. W
à travers a O près d’un point de type 1 (en utilisant notamment un déve-
loppement en intégrales d’Airy près de 90). Dans S2+ nous obtenons :

(rappelons que f_ a été pris telle que 2014S~ /L ~ 0) où

est la réalisation d’un symbole analytique semi-classique au sens de [ 17] .

Vol. 71, n° 3-1999.
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sont des extensions holomorphes de f obtenu en complexifiant C
dans (C" et nous avons :

So (avec égalités sur les courbes intégrales de issues

des points de type 1 de Bd(x0, So) n a O ) .
DÉFINITION 3.1. -

1. On appelle points de type 1 tout point x dans Rn B O tel qu’il existe
y une bicaractéristique nulle de 03BE2 + V -I- Ào avec

2. On appelle point de type 2 tout point qui n’est ni de type 1, ni dans
So).

On a alors le résultat suivant pour 0/ j. D’après (Proposition 9.11 dans
N01 et Proposition 7.2 dans 4

avec localement uniformément près des points de type 2.

3.3. Représentation de la résolvante Rt(z)

Pour z ft z proche de Ào E M, on note Rt(z) l’inverse de

(Pt - z). Soit = = e~h + C7(h3~2) la valeur propre de Po
associée à une valeur propre simple ej de l’oscillateur harmonique -0394 +
2-1 ~-), et soit p~ = (h) + la résonance de P

la plus proche de On pose :

avec 8 &#x3E; 0 assez petit indépendant de h .
Pour z E &#x3E; 0 on considère le problème de Grushin suivant :

où

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



317ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

On trouve alors (formule 3.12 dans [4] ) :

où est un opérateur dépendant de manière holomorphe de z

dans 03A9j(h). De plus (cf. = O(h-1)). D’autre part At,ju =

Remarque 2. - Dans le cas où V est invariant par rotation, l’hypothèse
que ej est simple exclut en principe les états de Po autres que l’état fon-
damental. Cependant, la raison principale de supposer ej simple est que
l’on a alors existence d’un développement B KW pour l’état résonnant as-
socié à Dans le cas invariant par rotation, un tel développement BKW
pourrait probablement s’obtenir aussi pour j &#x3E; 1, en ramenant l’étude de
P à celle d’une suite de problèmes unidimentionnels. Il paraît donc rai-
sonnable de penser que notre résultat puisse être étendu également à ce
cas.

4. CALCUL DU RÉSIDU DE ~(Â,~,~)

Soit p~ un pôle de 5’(À,/~~,~/). Prenons comme contour fermé
autour de la résonance 03C1j un cercle centré en 03C1j et contenu dans 

que nous noterons v;(~). Alors d’après (2.6), (2. 8) :

où U,~ est défini comme ~ dans (2.9).

PROPOSITION 4.1. - assez petit, on a ,

où ( j = 1, 2) sont définies dans (§ 2.1 )

Vol. 71, n° 3-1999.
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Preuve. - Soit ,,4 l’ensemble introduit dans (2.11 ). On a alors (cf. [7] )

et donc Rt(z) agit sur 
Soit Mi 1 E ,,4., = le contour fermé autour de la résonance

p~ dans (où est défini comme dans (3.16)). D’après (3.18),
on a

Soit u E alors E ,,4 (G 1)). Nous avons donc en
particulier :

et par suite, pour v E 

Or les crochets .,.&#x3E;t coïncident sur L 2 avec le produit scalaire L 2, d’où :

Nous avons par ailleurs (cf. [7] ) :

et donc :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique * théorique *



319ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

étant dense dans L2, on en déduit que l’on peut appliquer la
formule précédente à :

D’où le résultat compte-tenu de (4.1 ) 0

5. ESTIMATION DU RESIDU EN L’ABSENCE DE

CAUSTIQUES HORS DE L’ÎLE

Intéressons nous au cas des points de type 1 : si la bicaractéristique
rencontre un point de type 1, le prolongement du développement B KW
n’est en général pas possible si la variété Lagrangienne ~1~ _ {~ =

développe des caustiques après le prolongement par le flot de

Np. On peut cependant éviter ce problème en faisant les deux hypothèses
géométriques suivantes : .

HYPOTHÈSE H.3.-F = C n ~O est une sous-variété de ~ O et

l’ensemble caustique C a un contact d’ordre 2 avec 0 le long de 7~,

i. e.,

En fait h est l’ensemble des points de type 1. Puisque |~V| ~ 0 sur
90,alors:
- Hp est transverse à h x {0} dans T(]R").

Vol. 71, n° 3-1999.
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Si nous notons F G le prolongement de r x {O} par le flot sortant
réel de alors 7~ est une sous variété isotrope, i.e. :

où or est la 2-forme canonique donnée par :

et donnée en coordonnées locales par :

HYPOTHÈSE H.4. -

Alors, près de 90, le Hessien transverse à 03C0x0393 de est défini

positif [ 10], et donc est une variété strictement positive, i.e. :

est définie positive sur n (or étant la 2-forme

symplectique canonique sur et u ---+ û est la conjugaison).
D’autre part n = h x 

Alors la variété 7l ~, qui se prolonge bien par le flot de Hp, reste
strictement positive, et se projette bijectivement sur la base grâce à (5.2).

Les et définies dans (3.14) se prolongent analytiquement dans
un voisinage de où y est une courbe bicaractéristique issue d’un
point de type 1. On en déduit que les développements de 03C8 et 03C8
données par (3.14) restent valables dans un voisinage de toute courbe
bicaractéristique issue d’un point de type 1.

Ces hypothèses vont nous permettre de donner une estimation du
résidu de S(03BB, h, 03C9, 03C9’), ce que nous énonçons dans le théorème ci-
dessous.
On dira qu’une quantité a(h) est uniformément par rapport à

h &#x3E; 0 assez petit si pour tout M ~ 0 il existe CM&#x3E; 0 et hM&#x3E; 0 tels

que : a (h ) ~  CMhM pour 0  h  hM, De plus, si ,8 (h ) &#x3E; 0 on écrira
= lorsque = 
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THÉORÈME 5.1. - On fait les hypothèses (H.1 ) à (H.4). Soit p~ une
résonance de P dans défini dans (3.16) et supposons que (3.4),
(5.1 ) et (5.2) soient satisfaites.
Notons L l’ensemble des valeurs d’adhérences de quand

t ~ 00.

Nous avons alors:

uniformément par rapport à h &#x3E; 0 asse.z petit.
2. Si (M, cc~’) E L x (-L), alors, V j E { 1, ... , N},

uniformément par rapport à h &#x3E; 0 assez petit, où m~ est défini en

(3.14) et (3.13) et N désigne le plus grand nombre de résonances

(qu’on a supposées simple).

La démonstration de ce théorème se fera dans toute cette section et par

étapes. Notons:

et

Nous allons estimer H2(c~’, h) et h) par rapport à h.

5.1. Estimation de h ) et HZ (c~’, h )

PROPOSITION 5.1. - Pour R &#x3E; 0, assez grand, il existe ~ &#x3E; 0 t.q.

pour h &#x3E; 0, assez petit, on a :

Où p désigne la résonance.
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Preuve. -

Grâce à l’hypothèse (H.1 ), on voit en utilisant le caractère elliptique de
Ào sur 47?} si R &#x3E; 0 est choisi assez grand, que l’on

a :

D’autre part, pour &#x3E; 0, nous avons :

avec 8 = ~(,c,~) &#x3E; 0 uniformément pour 47?, ~ = 
c~’ E E ]0,1] et « ~m ~. Nous obtenons :

On a une estimation analogue pour D’où la

formule (5.7).
On montre de la même manière la formule (5.8) de la Proposition

5.1. D

PROPOSITION 5.2. - Pour R &#x3E; 0, assez grand, on a :

uniformément pour h &#x3E; 0 assez petit.

Pour démontrer cette proposition nous allons énoncer plusieurs lemmes.
Commençons tout d’abord par estimer:
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On intègre donc sur la couronne 27~ ~ 4R. Cette couronne est

compacte et loin du puits de potentiel xo = 0.
De plus on sait que, dans en dehors de tout voisinage d’une

courbe bicaractéristique issue d’un point de type 1, nous avons (cf. [10],
Proposition 9.11 ) :

EnonÇons le lemme suivant:

LEMME 5.1. - Soit {Vi }iEl un recouvrement fini d’ouverts assez petits
de cR = {2R  Ixl ~ 4R} tel que:

Pour toute courbe bicaractéristique y issue d’un point de type 1 du

a O, et pour tout x E n cR , ~i E I tel que x E Vi et y vl (x ) ^~

a(x, .

Soit 9~ E d j E I tel que 8~ = 1.
Nous avons alors cv’ E Sn-1 ) :
l. Si Vj n’intercepte pas de courbes bicaractéristiques issue d’un point

de type 1, il existe e &#x3E; 0 tel que:

uniformément pour h &#x3E; 0 assez petit.
. 

2. Si Vj intercepte une courbe bicaractéristique issue d’un point de
type 1 :

Preuve. - Soit un recouvrement tel que défini dans le lemme.

On notera Il = {i E intercepte une courbe bicaractéristique issue
d’un point de type 1 } et I2 = I - Il .
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1. Cas où V~ n’intercepte pas de courbes bicaractéristiques issues d’un
point de type 

Estimons pour j E I2.

Puisque 8~ E nous intégrons donc sur un compact K~ qui
n’intercepte pas de courbes bicaractéristiques, sur tout compact de ce
type :

Ceci entraîne que :

avec ~, ~’ &#x3E; assez petit, et uniformément pour h &#x3E; 0 assez petit.

En prenant /1 = i/1’ (~c,c’ &#x3E; 0 assez petit), notons (x) _ (Ix 1) _
i/1’ X2 (Ix 1) = 0(1/11).

Puisque 03C62(x, 03BE) est réelle sur le réel, on a pour 4R :

car : sm p ~ = (~ (e-2so~ h ~ ~ d’où

où

D’après l’estimation sur L~(~), il existe donc CR&#x3E; 0 tel que :
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Pour assez petit (/? fixé) :

d’où la formule (5.14). On montre de la même manière la formule (5.15).
2. 57 Vj intercepte une courbe bicaractéristique issue d’un point de

Estimons pour j E /i :

Nous avons par ailleurs : ~ ~ ~~ mod 

où ~ &#x3E; 0 est arbitrairement petit. D’où, de manière analogue au cas

précédent :

est la fonction de phase :

Remarquons. que, dans le cas où V~ ne rencontre pas la région sortante,
t2 est exponentiellement petit et que par conséquent on montre aisément
que J = h ) .

Reste le cas où V~ rencontre la région sortante. Pour utiliser le

théorème de la phase non stationnaire nous allons montrer que la

phase x ~ 03A6(x, 03BE) n’admet pas de points critiques réels, et estimer

Du fait que |1£11-1 + = nous commençons par remarquer:
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où y = x + /_(y) = .fi - i/2 , y) = ~e f_ (Y) et .ÎZ(Y~ y) =
-S~/-(y) &#x3E; 0.
Dans (5.23) et dans toute la suite de cette section, ay désigne le gradient

holomorphe par rapport à y : ay 
En particulier, puisque f_ est holomorphe : = 2ayfl = -2iayf2.
On a alors :

Le.,

Montrons qu’il n’existe pas de points critiques dans la région sortante :

Sinon, en un tel éventuel point critique, nous avons d’après (5.24) :

et donc si 1 ~ 1 a été choisi assez petit et R assez grand indépendamment
l’un de l’autre : .

car dans la région sortante 9~ &#x3E; O. Nous allons montrer qu’en
fait pour tout ~- E }Rn B 0 on a : y) &#x3E; 0 avec y = ~ + 
ce qui conduira à une contradiction, D

Plus exactement nous allons montrer que: ~((9y/2)(y).y) ~ ~!y!
Pour cela nous énonçons le lemme suivant :

LEMME 5.2.- ~s &#x3E; 0 assez grand, Bc, &#x3E; 0/(~f2)(x).x  1 cs|x|
pour x dans un voisinage réel assez petit de 03B3(s) où )/ est une

bicaractéristique et /(0) est un point de type 1.

Preuve du lemme 5.2. - Près d’un point de type 1, yi E 90 et en
choisissant des coordonnées euclidiennes convenables (~j~) centrées
en yi telles que 7~ 9 0 soit de la forme {~ = O} et ~- est la normale
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extérieure au bord, f2(x) vérifie (cf. (3.11)) :

On obtient donc :

et le résultat pour s &#x3E; 0 assez petit. Ce résultat est prolongeable pour s
assez grand à tout voisinage de y (s) où y est une courbe bicaractéristique
issue d’un point de type 1.

Remarque 3. -
1. Nous avons dans Vj

En effet fl, f2 vérifient :

On a donc : = + (V - Ào) ou encore (~ f2)2 -
(~.fO2 - (v - Ào) où V(y)  Ào dans 

2. V f2 est orthogonal 
3. Les projections sur la base des courbes bicaractéristiques de p issue

d’un point de type 1 de a0 sont les courbes intégrales de V f2 car :
localement (voir [10]) : C 

où : if,R = {(x, if’x), x réel et = O} = A/ n M".
Si (jc(~)~(~)) est une courbe bicaractéristique de P issue d’un

point de type 1 de 9 0 alors sur cette courbe on a :

4. Notons = (jc(~)~(~)) la courbe bicaractéristique issue d’un

point de type 1 de 0 et y(s) = x(s) sa projection.
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x(s) et (s) vérifient le système de Hamilton-Jacobi associe à :
~ 2 -~- h (x ) - ~, n :

Du fait que V(y) = il existe jco et ~o tel que = Ào et
nous avons (cf. [5], formule 2.9) : b’s » 1

y(s) se comporte donc comme une droite à l’infini.
D’autre part, étant donné est tangent à /(~), on a :

avec a(y(s)) ë R, COO en et a ( y (s ) ) ~ 0 d’après (5.28)
Comme

on aura nécessairement a(y(s)) &#x3E; 0 Vs &#x3E; 0. Ceci entraîne donc :

Pour s » 1 =~(y(~).~).x(~) &#x3E; 0.

Car /./ - 2xo ~o + 4~ô s + (9(7~) ~ ~ ~ ~jc(~)! pour
s » 1.

Nous achevons ainsi la démonstration du Lemme 5.2. 0

Revenons à la preuve du Lemme 5.1. Ce qui nous intéresse en fait est
l’inégalité :

y ) &#x3E; ~ ~ Iyl où y E ~n est tel que : y = x petit).
En notant a = = ~m y. Nous avons :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique * théorique *



329ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

Par ailleurs :

et donc

Comme /i(jc) r-v O(|x’|2), Hess f1 &#x3E; 0, a = nous avons (tenant
compte de e y = x ) :

Etant donné que (cf. Lemme 5 . 2) : J~e ~ ~ f2 (x ) , x ~ &#x3E; ~ ( x ~ dans tout
voisinage d’une courbe bicaractéristique issue d’un point de type 1, on
a donc

On a une contradiction avec (5.25) et nous pouvons en déduire qu’il
n’existe pas de points critiques de la phase dans la région sortante :
91e cos(x, ç) E [03C3-2 - 8, cr2 + 8].

Pour terminer la preuve du Lemme 5.1, il nous reste donc à estimer
:

Par un développement de Taylor nous avons (pour 2jR ~ 4 R ) :

Comme t2 localise dans la région sortante, et que 2  7Z+ on aura dans
cette zone :
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Et donc :

Par un développement de Taylor de f_ au voisinage de x nous avons pour
N.’ « 1

et donc, puisque sur le réel ~m _ - ~ f 2 (x ) désigne ici le

gradient réel) :

Comme d’après ce qui a été dit précédemment ~f2(x).x 1 c|x| 1 avec

c &#x3E; 0 et que I~+. nous avons donc :

et donc, du fait que

On peut donc appliquer le théorème 
- de la phase non stationnaire 

~ à

phase ~ complexe " (cf. [ 12] ), qui donne :

Car = (9(1), ~ ~ 0, c &#x3E; 0. Nous venons de

démontrer la formule (5.16) du Lemme 5.1 et donc la formule (5.11 ) de

la Proposition 5.2.
Nous obtenons la formule (5.17) (respectivement (5.12)) du Lemme 5.1

(respectivement de la Proposition 5.2) avec une démonstration analogue
pour tl et en échangeant les rôles des régions entrantes et sortantes.
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PROPOSITION 5.3. - Pour R &#x3E; 0, asse,z grand on a : 1 2014L

uniformément pour h &#x3E; 0, assez petit.

Rappelons (2.9) : _ sur |Ixl 2 R .

Comme sur |x| R , t2 (x, 03BE, h ) = 0 par construction de t2 , on intègre
en fait sur la couronne cR: R  Ixl ~ 2R. Cette couronne est donc loin
du puits de potentiel xo = 0.

LEMME 5.3. - Soit un recouvrement d’ouverts assez petits de

Pour toute courbe bicaractéristique y issue d’un point de type 1 du

aO, et pour tout x E Tc’x(y) n cR, ~i E I tel que x E Vi et (y) r-v

a(y, h)e-.f(y&#x3E;/h. 
1

Soit 03B8j E b j E I tel que 03A3j~I03B8j = 1. On désigne par Lest
l’ensemble des valeurs d’adhérences de quand t -+ 
Nous avons alors:

1. Si Vj n’intercepte pas de courbes bicaractéristiques issue d’un point
de type 1 de â O :

avec s &#x3E; 0 uniformément pour h &#x3E; 0 assez petit.
2. Si Vj intercepte une courbe bicaractéristique issue d’uh point de

type 1 de ô O.
(a) Si -L
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(b) si L

Preuve. - Soit un recouvrement tel que défini dans le lemme.

On notera Il - f i E I / Vi intercepte une courbe bicaractéristique issue
d’un point de type 1 } et I2 = I - Il .

1. Cas où Vj n’intercepte pas de courbes bicaractéristiques issues d’un

point de type 1 de a O .
La preuve est identique à celle du Lemme 5.1 aller a lie ligne 2. Si V~

intercepte une courbe bicaractéristique issue d’un point de type 1 :

où

et  = 
Ona:

(a) Si -L, V~ a été choisi assez petit, et R a été choisi assez grand,
on voit que la n’admet pas de points critiques réels.

Estimons infVj m 03A6(x, 03BE)

En appliquant le théorème de la phase non stationnaire on obtient donc :
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d’où la formule (5.50) et donc la formule (5.4C) de la Proposition 5.3. La
formule (5.51 ) repectivement la formule (5.47) se démontre de la même
manière. 0

(b) Examinons maintenant les cas où c~’ E -L et c~ E L.

PROPOSITION 5.4. - Soit y - y (s), (s E une bicaractéristique
issue d’un point de type l, xl E y n {R  Ixl ( ~ 2R{, V un voisinage
assez petit de xl tel que (s, x’) (avec sl  s  s2 et petit) soient
des coordonnées orthonormales locales dans V (s désignant l’abscisse
curviligne sur y ), soit également 8 = al (s )(}2 (x’) E Co ( V ) tel que 82 = 1
prés de 0. Alors:

1. Pour E - L

2. Pour úJ E ~

est défini par (3.14).

Preuve de la Proposition 5.4. - Nous allons estimer :

où V est un ouvert tel que défini dans la proposition. A l’aide d’un
changement de coordonnées convenable sur on a avec ~ = 

Pour estimer l’intégrale J nous allons la décomposer :
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Notons

où x = et 03BE = (03BE’, 03BEn). Notons

Ona:

Puisque 03C9’ E - L , il existe un point critique 
x’c(xn) tel que x’c(xn) tend 0

vers 0 lorsque ~ (xn) tend 0 vers l’infini.

LEMME 5.4. - Si le point critique , x(xn) :
1. n’est pas réel alors:

2. est réel alors:

Preuve du lemme. - Si le le point critique est complexe alors le
théorème de la phase non stationnaire à phase complexe nous donne

Si le point critique x(xn) est réel alors

Le Hessx’x’ f1 i &#x3E; 0 puisque c’est le hessien transverse à 03A0x0393 de 
Donc ~’)) ~ 0, le point critique est non dégénéré.
On applique le théorème de la phase stationnaire à J1, on obtient :

où ~n ) est un symbole d’ordre 0. 0

Revenons à l’intégrale J et distingons deux cas, énonçons pour cela le
lemme suivant :
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LEMME 5.5.-

1. Si le point critique x’c(xn) est complexe alors :

2. Si le point critique est réel alors:

Preuve du lemme. - La première partie découle immédiatement du
lemme précédent.

Quant au deuxième cas, si nous notons

La phase a un point critique en jc~ qui peut être très dégénéré. On
ne peut donc pas utiliser le théorème de la phase stationnaire, et on a
seulement l’estimation suivante : ~C tel que :

Ainsi s’achève la démonstration de la formule (5.59). La formule (5.60)
se démontre de la même manière. o

Nous terminons la section par la proposition suivante:

PROPOSITION 5.5. - Sous les hypothèses des propositions précé-
dentes nous avons:

La preuve découle immédiatement des Propositions 5.1-5.4.
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5.2. Estimation du résidu de ~(À, h , 6~ c~’)

Tenant compte des estimations obtenues dans (5.1 ) et du fait que

p~ = C7(h), puisque

nous pouvons conclure que :

Nous avons ainsi démontré ~ le Théorème ~ 5.1.

5.3. Estimation de la matrice ’ ~(À)

où N désigne le nombre de résonances (qu’on a supposées simples) dans
1 (h ) . En appliquant le Théorème 5.1 on obtient :

D’après [10] et sous l’H othèse 5.1 -m pl est donné par :

où f (h ) est un symbole analytique d’ordre 0, d est la codimension de
la variété h des points de type 1. On obtient comme conséquence du
Théorème 5.1 et de (5.65) le résultat suivant :

THÉORÈME 5.2. - Sous les hypothèses du Théorème 5.1 nous 
ons:

pour j = 1

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



337ESTIMATION DES RÉSIDUS DE LA MATRICE DE DIFFUSION

uni, f ’ormément pour h &#x3E; 0 assez petit.
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