
ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

MARCEL DOSSA
Espaces de Sobolev non isotropes, à poids et problèmes de
Cauchy quasi-linéaires sur un conoïde caractéristique
Annales de l’I. H. P., section A, tome 66, no 1 (1997), p. 37-107
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1997__66_1_37_0>

© Gauthier-Villars, 1997, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’I. H. P., section A » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1997__66_1_37_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


37

Espaces de Sobolev non isotropes,
à poids et problèmes de Cauchy

quasi-linéaires sur un conoïde caractéristique

Marcel DOSSA

Université de Yaoundé-I, Faculté des sciences,
B.P. 812 Yaoundé, Cameroun.

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 66, n° 1, 1997. Physique théorique

RÉSUMÉ. - On résout localement ou globalement dans un cadre d’espaces
de Sobolev à poids, non isotropes, et sous des hypothèses de différentiabilité
minimale sur les données, le problème de Cauchy pour une classe de
systèmes d’équations quasi-linéaires hyperboliques du second ordre, les
données initiales étant portées par un conoïde caractéristique. Ce faisant,
amélioration et généralisation de la plupart des résultats précédents sur le
sujet. Applications physiques signalées.

ABSTRACT. - Local and global solutions of the Cauchy problem with
initial data on a characteristic conoid for a class of systems of quasi-linear
partial differential equations of second order are obtained on weighted,
non-isotropic Sobolev spaces with minimal differentiability conditions on
the data.
We thereby improve and generalize preceding results on the subject.

Physical applications are mentioned.

Le présent travail a pour objet la résolution d’une classe de problèmes
de Cauchy caractéristiques non linéaires.

Résoudre un problème de Cauchy caractéristique consiste à résoudre
un système d’équations hyperboliques dans un domaine Y délimité
par une ou plusieurs hypersurfaces caractéristiques sécantes (comportant
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38 M. DOSSA

éventuellement des singularités) portant les données initiales.

Les motivations physiques proviennent essentiellement de la théorie

de la Relativité Générale où les problèmes de Cauchy caractéristiques
interviennent naturellement dans de nombreuses questions d’existence :

(i) existence des solutions des équations d’Einstein ayant un

comportement prescrit sur certaines hypersurfaces caractéristiques telles

que le cône isotrope passé ou futur d’un point de l’espace-temps, l’infini
isotrope passé ou futur, les horizons, etc.

(ii) existence et caractérisation des espace-temps radiatifs ([27], [28]) ;
ces problèmes interviennent aussi :

(iii) en Relativité Générale Numérique ([23], [24), [25]),

(iv) en Cosmologie [26],

(v) dans l’étude des propriétés asymptotiques et des propriétés de

scattering de solutions d’équations physiques ([29), [30], [31]).
Sur le plan strictement mathématique et selon A. D. Rendall [22],

les difficultés rencontrées dans l’étude des problèmes de Cauchy
caractéristiques dépendent essentiellement des trois facteurs suivants :

1) le degré de non linéarité du système considéré, le cas le plus ardu
étant celui des systèmes quasi-linéaires (exemple : les équations d’Einstein
du vide en coordonnées harmoniques),

2) l’ordre de différentiabilité minimum exigé des données (coefficients
du système considéré et données initiales), les résultats les plus intéressants
étant, à cause des applications physiques, ceux obtenus sous les hypothèses
de différentiabilité les plus faibles,

3) la nature de l’hypersurface initiale ; le cas le plus simple et pour lequel
on dispose d’une étude assez complète est celui de deux hypersurfaces
régulières, caractéristiques et sécantes (cf [9], [ 10], [20], [21 ], [22], [39]) ; §
le cas du conoïde caractéristique, l’un des plus intéressants du point de
vue des applications physiques, présente, par rapport au cas précédent, de
nouvelles difficultés liées à la présence d’un point singulier : le sommet

du conoïde caractéristique.
Le présent travail est consacré à ce dernier cas, plus précisément à l’étude

du problème de Cauchy hyperbolique du second ordre avec donnée initiale
sur un conoïde caractéristique.

Voici quelques références bibliographiques sur ce sujet. L’étude de ce

problème a été d’abord entreprise pour les équations linéaires à coefficients
constants par R. d’Adhémar [32] (1905) et M. Riesz [33] (1949). Elle a

été étendue aux équations linéaires à coefficients variables par F. Cagnac
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([4], [5]) (1973) sous des hypothèses de différentiabilité de classe C"2

(m fini) sur les données et par F. G. Friedlander [18] (1975) sous des

hypothèses de classe C~ ; leur méthode reposait essentiellement sur la
construction d’une solution élémentaire. L’extension au cas quasi-linéaire
a été inaugurée par F. Cagnac dans [3] (1980). Dans ce travail, F. Cagnac
considère dans le domaine Y intérieur à un demi-conoïde C de de

sommet 0 et d’équation x° = S ..., le problème de Cauchy pour
un système de N équations aux dérivées partielles (Er) de N fonctions
inconnues (wr) de n + 1 variables réelles xQ de la forme suivante :

de type x0-hyperbolique avec A°° &#x3E; 0 et la forme quadratique Aij Xi Xj
définie négative (~~=1~2,...,~), avec des conditions initiales de la
forme suivante :

Pour n = 3 et sous des hypothèses de différentiabilité sur les données
f tvr) de classe respective C3t+2 C3t+2 avec t &#x3E; 6 et

moyennant la condition supplémentaire suivante notée ( 0~ ) : « les wr
vérifient au point 0 les équations (Er) et toutes les équations dérivées
jusqu’à l’ordre t - 2 », il réussit à transformer le problème (*), (**) en
un problème à données initiales nulles qu’on peut résoudre à l’aide de la
théorie de Leray [40] ; il obtient ainsi un résultat d’existence et d’unicité

pour (*), (**) dans (Y) (t &#x3E; 6), Y étant un voisinage de 0 dans Y.
Dans [22] A. D. Rendall conjecture l’inutilité de la condition (0~). Dans
[12] (cf. aussi [35]), M. Dossa propose, pour n quelconque E N*, une
nouvelle méthode de réduction du problème (*), (~) en un problème à
données nulles qu’on peut résoudre à l’aide d’une variante de la théorie
de Leray [40], ce qui permet, sous la seule hypothèse que les données

sont de classe respective C2t+2 C~, (7~+2 avec t &#x3E; ~ 2 + 1 ’
de résoudre le problème (*) , (**) dans (Y), Y étant un voisinage de
0 dans Y ; on y montre notamment grâce à une judicieuse combinaison des
résultats de [3] et [ 18], l’inutilité de la condition (0t), démontrant ainsi la
conjecture de A. D. Rendall ; on y montre aussi un résultat de régularité
Vol. 66, n° 1-1997.



40 M. DOSSA

CCXJ pour le problème (*) , (**), améliorant et généralisant ainsi des résultats
précédents de A. D. Rendall [22] et F. G. Friedlander [18]. Dans [34], une
preuve plus directe de la conjecture de A. D. Rendall est proposée.
Le présent travail développe une nouvelle méthode de solution qui conduit

à des résultats dont la nouveauté par rapport aux travaux antérieurs ([3],
[12], [18], [22], [39]) dont ils intègrent d’ailleurs tous les acquis positifs,
réside dans :

. l’optimalité de l’ordre de différentiabilité minimum exigé des données,

. la possibilité d’aborder des problèmes d’existence globale, c’est-à-
dire l’existence de solution définie dans tout l’intérieur d’un demi-conoïde

caractéristique infini,
. l’applicabilité de ces résultats aux théories de Jauge (équations de

Yang-Mills-Higgs) et à la Relativité Générale (équations d’Einstein du

vide), (cf [37], [38] et [39]).
Il s’agit d’une méthode de point fixe, déployée dans un cadre d’espaces

fonctionnels convenables, et reposant sur une combinaison du théorème
d’existence CCXJ de [12] (cf aussi [35]) et des inégalités énergétiques
directes établies pour le problème linéaire à données initiales non nulles
associé au problème (*), (**) . Les espaces utilisés, généralisation naturelle
inspirée de ([10], [13], [16]) des espaces CP (Y) sont, grosso modo, de
la forme Pm + Em où :

. Pm est l’espace des polynomes de d°  2 (m - 1) sur 

. Em est un espace de Sobolev avec poids formé de fonctions tendant
vers 0 en un certain sens en 0 et défini par une norme Il X Il où apparaissent :

1) les dérivées de X sur l’intérieur Y du demi-conoïde C jusqu’à l’ordre
m et les dérivées de X sur C jusqu’à l’ordre 2 m - 1 (condition nécessaire
dans tout problème de Cauchy caractéristique du 2° ordre),

2) des poids placés pour contrôler deux phénomènes d’explosion liés à la
n

géométrie du conoïde C (qu’on peut supposer) d’équation XO == ~/ ~ (xi ) 2 :
V .=i

~ l’explosion quand t - 0 des constantes de Sobolev associées aux
domaines Gt = Y n {XO = ~}, ~~ == C f1 Gt,

~ l’apparition, dans les dérivations sur C, de facteurs qui explosent au
voisinage de 0.

Le travail est divisé en cinq chapitres. Le chapitre I est consacré à la
formulation précise des principaux résultats obtenus. Dans le chapitre II,
on décrit diverses propriétés des espaces fonctionnels utilisés : structure

banachique ou hilbertienne de ces espaces, densité des fonctions C°° dans
ces espaces, inégalités de Sobolev vérifiées par ces espaces, comportement
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des constantes de Sobolev en fonction de certains paramètres géométriques
du problème, lemmes de substitution; ces propriétés constituent les

principaux instruments des calculs ultérieurs des chapitre III, IV et V.

Le chapitre III est consacré à la résolution du problème de Cauchy linéaire
associé au problème (*), (~). Au chapitre IV, on résout localement le
problème (*), (**). Le chapitre V est consacré à la résolution globale,

n

dans l’intérieur Y du demi-conoïde infini C d’équation x° _ ~/~ i=1
du problème de Cauchy caractéristique non linéaire :

où a et b sont deux fonctions positives, n = 1, 2 ou 3, p est un entier
impair tel que 1  p  +00 si n = 1 ou 2, p = 3 si n = 3.

CHAPITRE I

FORMULATION PRÉCISE DES
PRINCIPAUX RÉSULTATS OBTENUS

1.1. Notations et espaces fonctionnels utilisés 
.

Soit n un entier &#x3E; 2.

C désigne le demi-conoïde de sommet 0 dans d’équation :

y est l’intérieur de C. Si  6JO, +00 [, x = ((z°, ..., x;") E Y;
~ ~  ~}; = Y; Gt = {(~, ..., xn) e = ~};

Vol. 66, n° 1-1997.
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Pour v = définie sur Ct, on pose :

(si le second membre existe) où du ( ~t ~ est la mesure induite sur ~~ par
dx1 ... dx n .

On pose aussi :

Pour X = définie sur Y, on pose :

(si les seconds membres des égalités existent).
C~ (Yt) est l’espace des restrictions à Y~ des fonctions COC) sur 

est le sous-espace de COC) (Yt) formé des fonctions dont les
dérivées de tous ordres sont nulles en 0 ;

Cp~ (Yt) est le sous-espace de C°° (Yt) formé des fonctions dont les
dérivées jusqu’à l’ordre p sont nulles en 0 ;
FP (Yt) est défini par la norme :

FP (Ct) est défini par la norme :

FP (Ct) est la fermeture dans FP (Ct) de l’espace des restrictions à Ct
des fonctions de C~ 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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FP ~Yt ~ est le sous-espace de FP (5l) défini par la norme :

où [ ] indique la restriction à Ct.
’ 

F’P (Y~) est le sous-espace de FP (5l) défini par la norme :

FP ~Yt ) est la fermeture de C~ (~) dans FP (~).
est l’espace des fonctions X définies sur ~’~ , telles que

(C) est l’espace des fonctions X définies sur C, telles que :

P~ (x) est l’espace des restrictions à Y~ des fonctions-polynômes sur
de d0  k.

KP ~~’~ ~ est défini par la norme :

KP (Ct) est défini par la norme :

KP (Yi) est le sous-espace de KP (x) défini par la norme :

Dans la suite, on utilisera aussi les notations suivantes : 
’

Vol. 66, n° ° 1-1997.



44 M. DOSSA

1.2. Résultats d’existence

1.2.1. Le cas linéaire

On considère le problème de Cauchy linéaire du second ordre

qu’on peut noter sommairement :

avec :

Hypothèse (Lm)
. mo, ml, rn2, m sont des entiers naturels vérifiant les conditions

et

. les données (~4~), B, C, F’, ~ vérifient les conditions de structure :

Annales de Henri Poincaré - Physique théorique
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THÉORÈME 1. - Sous l’hypothèse (Lm), m &#x3E; 2, on a :

1 ) la donnée initiale 03C6 = 03C6/CT + 03C61 du problème de Cauchy ( 1.2.1 ) peut
se redécomposer sous la forme : 03C6 = u/CT + 1 où :

appartient à ~’? (YT ) et vérifie au point 0 l’équation (£)
(obtenue à partir de l’équation (~~ de ( 1.2.1 ) en remplaçant A~~ , B, C, F,
u respectivement par B, C, F, fi) ainsi que les équations dérivées
jusqu’à l’ordre 2 (m - 2).

. 1 E {(1TI (CT).
2) Le problème de Cauchy linéaire (1.2.1) possède une solution unique

~ - E p2 (m-1 ) (YT) + F’"z (YT) . Cette solution se décompose en :

Cette solution u vérifie pour tout 0 ; T] les inégalités énergétiques
suivantes :

Vol. 66, n° 1-1997.
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CI et C2 étant des constantes &#x3E; 0, fonctions croissantes des constantes
T, h2, K et dépendant éventuellement des coefficients des fonctions-
polynôlnes A03BB , B, C, F, avec :

où :

S est la sphère-unité de de centre l’origine

3) Si de plus 11 E (CT), alors F’~ (CT) et u~ E (YT) et
vérifie pour tout t E ]0, T] l’inégalité énergétique :

C3 étant de même nature que Ci et C2.

1.2.2 Le cas quasi-linéaire

On considère d’abord le problème de Cauchy quasi-linéaire du second
ordre :

avec :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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Hypothèse 

THÉORÈME 2. - Sous l’hypothèse m &#x3E; n /2 + 1, on a :
1) la donnée initiale 03C6 du problème de Cauchy (1.2.8) peut se

redécomposer en :

avec :

= appartenant à et vérifiant au point 0
l’équation (~~ et les équations dérivées jusqu’à l’ordre 2 (m - 2),

Vol. 66, n° 1-1997.
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2) Il existe To E~ 0, T] tel que le problème de Cauchy ~1.2.8) admet dans
le domaine Y~o une solution unique

Cette solution se décompose en :

3) Si les A03BB  sont C~ et indépendants de u et si Çi E É" (CT) alors:

4) Si f ~~~, u, Du) est linéaire en DU, on peut remplacer la condition :

THÉORÈME 3. - Existence globale dans YT.
Sous les mêmes hypothèses et notations que le théorème 2, on pose :

On suppose en plus :
f ~xa ; 0; 0) = 0 et les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux

variables u et Du sont C2 "z-3 .

Alors il existe un réel d &#x3E; 0 tel que  d, la solution
u + ui est globale, c’est-à-dire To = T.

1.2.3. - Un résultat d’existence globale dans le domaine non borné Y~ .
On considère maintenant le problème de Cauchy non linéaire :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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THÉORÈME 4. - Existence globale dans 
Sous l’hypothèse (~4~)? 2, on a :

1) la donnée initiale Ç du problème de Cauchy (1.2.10) peut se

redécomposer en cP == + ~1 où :

w ~ est un polynôme sur Q~n+1 de d°  2 (m - 1) vérifiant au point 0
l’équation non linéaire : _

d’inconnu w et les équations dérivées jusqu’à l’ordre 2 (m - 2),

2) Le problème de Cauchy non linéaire (1.2.10) admet une solution

globale unique u (définie sur Y 00 tout entier) appartenant à p2 (m-l) (Y 00) +

Cette solution se décompose + ui avec Ul E (Y~ ~ .
3) Si de plus on a :

alors la solution globale u E Coo ~~’~ ) .

1.3. Remarques

a) A condition de ne pas utiliser les espaces de Sobolev de puissance
strictement fractionnaire, les théorèmes 1, 2, 3 et 4 fournissent les meilleurs
résultats possibles en ce qui concerne l’ordre de différentiabilité minimum
exigé des données et en ce qui concerne l’écart minimum entre l’ordre
de différentiabilité des données et celui de la solution ; l’extension du
théorème 4 au cas m = 1 est facile compte tenu des inégalités de Sobolev
du chapitre II. Il est évident que, moyennant un affaiblissement convenable
des non-linéarités de A À/-L et f par rapport à l’inconnu u, on peut abaisser
l’ordre de différentiabilité exigé des données jusqu’à la valeur minimale
m = 1 (cf. partie B de [38] pour des détails sur cet aspect du problème).

b) On peut montrer, comme dans [13], que l’épaisseur To du domaine
d’existence YTo du problème quasi-linéaire (1.2.8) ne dépend que de la
norme :

avec :

Vol. 66,n° 1-1997.
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l’entier m1 étant défini par :

Cette remarque permet de retrouver, par un raisonnement classique, les
résultats de régularité C~ obtenus dans [12] et [13].

c) Les théorèmes 1, 2 et 3 peuvent s’appliquer aux équations de Yang-
Mills-Higgs en jauge de Lorentz, aux équations d’Einstein du vide en
coordonnées harmoniques, au système conforme régulier des équations
d’Einstein (cf. [37] et [38]).

CHAPITRE II

PROPRIÉTÉS DES ESPACES FONCTIONNELS
UTILISÉS ET AUTRES PRÉLIMINAIRES TECHNIQUES

2.1. Propriétés

2.1.1 PROPOSITION. - Les espaces KP (Y~ ) , K~° (Ct), KP (Yt ) , FP (Yt ~ ,
FP (T~), F’P (~)? FP (C~ ) , munis de leur norme respective sont des espaces
de Banach.

Preuves. - cf. preuve 1 de l’appendice 2 de [38].

2.1.2. PROPOSITION (cf. [20], p. 205). - Soit (uk) une suite convergeant
faiblement dans l’espace de Hilbert KP (Yt ) vers une fonction u.

Soit

l’enveloppe convexe de l’ensemble {uk | k ~ N}.
Alors il existe une suite d’éléments de telle que 

converge fortement dans KP (E$) vers u.
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Preuve. - cf. preuve 2 de l’appendice 2 de [38].

2.1.3. THÉORÈME. - (i) C~ (Vt) est dense dans K~ (Ct) .
(ii) C’~ (Yt ) est dense dans KP (~).
Preuve. - cf preuve 3 de l’appendice 2 de [38].

2.1.4. THÉORÈME. - Inégalités de Sobolev.
Les notations et définitions étant celles introduites ci-dessus dans

1.1, il existe des constantes c strictement positives et indépendantes de
(u, v, w, f, t) telles que :

Vol. 66, n° 1-1997.
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Si P est un polynôme sur on a aussi

avec

Idée de la preuve du théorème 2.1.4. - Le point essentiel de la

démonstration des inégalités du théorème 2.1.4 consiste à préciser la

dépendance en t des constantes de Sobolev sur les boules Gt et les (n - 1 ) -
sphère 03A3t. On y arrive, en se ramenant, par l’intermédiaire d’homothéties
convenables de rapport t, à des inégalités de Sobolev sur Gl et ~1 (à
constantes de Sobolev indépendantes de t).

Preuve du théorème 2.1.4. - cf preuve 4 de l’appendice 2 de [38].

Quelques théorèmes de substitution

On notera C~ (Y~ x W) l’espace des fonctions numériques f définies sur
Yt x W et admettant des dérivées jusqu’à l’ordre k continues et bornées
sur Yt x W . C~ (~ x W) sera muni de la norme : Il file; 

sup D03B2w f (x, 
(x, z.u)EYt xW

2.1.5 . THÉORÈME. - Soient des fonctions um E F~° (Yt ~ , m == 1, ..., .~.

Soit W un ouvert de R~. Soit f une fonction numérique définie sur Yt x W
telle que f E (Yt x W) et f (x, 0) = 0 V x E Yt . Soit P le polynôme
de Taylor d’ordre 2 r - 1 au point (0, 0) de la fonction f et fi = f - P.
Supposons : fi E (Yt x W) .

Supposons :

application de x dans W.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique


