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Section A :

Physique , théorique.

ABSTRACT. Necessary and sufficient conditions insuring one bound
state of given (l, m) and bounds on the number of {l, m) states are obtained
for bispherical and toroidal potentials. The results are valid for separable
potentials 11) i. e. ’1) (Ch ,u - cos 11) - 2 is a function only of ,u.
In particular, thèse results are applied to the study of a double three dimen-
sional square well.

RÉSUMÉ. - Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’obtention
d’un ou plusieurs états liés et des bornes sur le nombre d’états liés pour
l’équation de Schr0153dinger sont obtenues en coordonnées bisphériques
et toroïdales. La séparation des variables impose que la classe de potentiels
envisagés soit restreinte aux potentiels à une seule variable

Ces conditions sont appliquées au cas du double puits de potentiel carré
en coordonnées bisphériques.

1. INTRODUCTION

Il existe une littérature abondante sur les spectres d’énergie et sur les
conditions d’existence d’états liés pour des potentiels centraux, mais
il n’en est pas de même pour des problèmes quantiques à deux centres.
Nous avons déjà approché des problèmes de ce type pour des coordonnées
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208 M.-C. DUMONT-LEPAGE ET A. RONVEAUX ,

sphéroïrlales [1] [2] où les potentiels sont localisés dans un ellipsoïde (pro-
late ou oblate).
Pour des potentiels de portée finie attachés à chaque centre, la méthode

L. C. A. O. [3] peut être utilisée pour le calcul des valeurs propres du système,
uniquement si la distance entre les centres attractifs est grande par rapport
à la portée des potentiels ; mais aucun résultat ne semble connu dans le
cas de faible séparation. Dans cet article, nous donnons quelques résultats
simples caractérisant les états liés de systèmes à deux centres et à inimité
de centres (tore).
Le système de coordonnées le plus approprié pour l’étude des systèmes

à deux centres est celui des coordonnées bisphériques (surface du 4e ordre).
Nous traitons de façon similaire le cas d’un potentiel attractif agissant à
l’intérieur d’un tore à l’aide des coordonnées toroïdales. Ces deux systèmes
sont en effet très voisins et de plus, ils permettent la séparation de l’équation
de Schr0153dinger moyennant le même facteur de modulation.
Nous comparons les conditions obtenues pour un double puits carré à

trois dimensions à celles bien connues du simple puits carré.
Les techniques utilisées sont les mêmes que dans le cas sphéroidal [1] [2]

et les conditions nécessaires et suffisantes obtenues pour un ou n états liés
sont du même type que celle de Jost-Pais [5] et Calogero [6] [7], connues
pour un potentiel central.

2. SÉPARATION DE VARIABLES
POUR L’ÉQUATION DE SCHR0152DINGER

EN COORDONNÉES BISPHÉRIQUES ET TOROIDALES

Les coordonnées bipolaires planes (~, 1]) sont liées aux coordonnées

polaires (~±, ~) relatives à deux points fixes (pôles) 0- et 0 + distants de
2a, par les relations :

Par une rotation autour de la droite des pôles, les coordonnées
bipolaires planes donnent naissance au système de coordonnées bisphé-
riques (ju, 1], 4» et pour tout point de l’espace, on a [8] :

Les surfaces de coordonnée ~ = constante sont des sphères de rayon

R = 20142014 où d représente la distance du centre de la sphère au milieu de
Ch 

[0_, 0+l.
Poincaré - Section A
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Une rotation d’angle 03C6 autour de la médiatrice de [0-, °+] ] engendre
le système de coordonnées toroïdales (/1, ’1, 4» pour lequel en tout point
de l’espace on a cette fois [8] :

L’équation de Schr0153dinger à énergie nulle (h = 2m = 1) :

avec le potentiel 11) suppose partout attractif r,)  0), n’est

séparable dans les deux systèmes de coordonnées qu’après avoir posé :

L’équation (4) se présente alors sous la forme :

L’opérateur Laplacien prend les 2 formes suivantes en coordonnées bisphé-
riques et toroïdales :

Enfin, pour assurer la séparation complète de l’équation (6) en 3 équations
différentielles d’une seule variable chacune :

le découplage des équations radiales (/1) et angulaires (11) impose que le
« potentiel réduit )) :

soit fonction de la seule variable p.
Ce potentiel réduit est décrit par la fonction 

3. ÉTATS LIÉS A ÉNERGIE NULLE
EN COORDONNÉES BISPHÉRIQUES

II est aisé de voir que la dépendance (~, 4» de la fonction 4» est
du type 03C6) = Pml(cos ~)eim03C6(|m |  l, m et l entiers) j8]. Il reste donc
à étudier l’équation radiale
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pour un potentiel attractif placé à l’intérieur des deux sphères  =  0

et  = + &#x3E; 0 entourant respectivement les pôles CL et 0+, c’est-à-dire :

Cette équation radiale est remplacée par l’équation de phase [9]

déduite de la méthode de variation des constantes de Lagrange.
La phase est définie par :

la solution générale de (10) s’écrivant :

Les conditions limites et les conditions d’intégrabilité de la fonction

d’onde (  ao se transforment en conditions limites pour la phase :

lorsque le potentiel g(,u) est asymétrique.
Un potentiel g(,u) symétrique (pair), engendre des solutions M(~) paires

et impaires auxquels cas les conditions limites pour S(~c) sont :

Une transformation homographique appropriée au cas impair et au cas
pair change la phase S(,u) en une fonction solution de l’équation
de Riccati :

avec les conditions initiales

A) Existence d’un état lié

Les critères d’existence d’un état lié (B8(/, m)) sont alors déduits par
une technique décrite antérieurement et utilisée dans des situations très

diverses [10].
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211ÉTATS LIÉS DE POTENTIELS BISPHÉRIQUES ET TOROÏDAUX

CONDITIONS NÉCESSAIRES

CONDITIONS SUFFISANTES

Une condition suffisante de ce type ne peut être obtenue dans le cas
asymétrique.

L’existence des intégrales dépend de la forme asymptotique de 
donc du potentiel.

B) Nombre d’états liés

Des bornes supérieures et inférieures sur le nombre d’états liés sont
déduites par une technique semblable à celle décrite par Calogero [7] pour
un potentiel central et que nous avons généralisée [77].

PREMIER TYPE DE BORNE SUPÉRIEURE

avec

où
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DEUXIÈME TYPE DE BORNE SUPÉRIEURE

Pour déduire des bornes supérieures du deuxième type, le raisonnement
décrit dans [11] doit être adapté au cas particulier présent du potentiel
symétrique. La discussion doit porter sur le comportement de la fonction

( - et non sur celui de la phase les rôles des extrémités de l’inter-

valle [a, b] (ici [~c+, oo [) doivent permuter et la fonction /M doit devenir

et u2(,u) étant définis par les relations (28).
Par conséquent, la fonction f ’(,u) est positive et bornée par

Pour autant que h(,u) = a 2 ~ g(~) ~ u2(,u) soit différentiable par morceaux,
décroissante et intégrable sur [~+, une nouvelle borne supérieure
sur le nombre d’états liés s’écrit :

v est la constante de couplage positive du potentiel réduit g(~) = 

Remarquons que ceci n’est valable que pour un potentiel ~asymétrique.

BORNE INFÉRIEURE

La technique décrite dans [11] revient à compter le nombre de pôles de

la fonction (cas symétrique) ou 20142014, (cas asymétrique) et à définir

Jl 
u 1 (/1 )

Une première expression d’une borne inférieure au nombre d’états liés
s’écrit alors dans les trois cas:

où { { x}} représente la partie entière positive de x.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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Cependant, le raisonnement utilisé pour 20142014 
et 

2014. peut 
être adapté à A( )

et SM en définissant = en changeant les rôles de 1 et 2,
M~(~)

ce qui donne dans les trois cas:

Notons que les pôles éventuels de /(ju) n’altèrent pas la valeur de nl,m.

4. ÉTATS LIÉS A ÉNERGIE NULLE
EN COORDONNÉES TOROIDALES

La séparation de l’équation (6) en coordonnées toroïdales donne lieu
cette fois à une dépendance (r~, de la fonction F(,cc, ~, 4» du type

[12] et l’équation radiale s’écrit :

Remarquons que les nombres quantiques l et m, entiers, varient ici

indépendamment l’un de l’autre.
Caractérisons à présent le nombre d’états liés d’un potentiel attractif

agissant à l’intérieur d’un tore défini par ,u = ,uo, c’est-à-dire :

Dans ces variables, le potentiel ne peut plus être symétrique et les conditions
d’existence d’états liés sont déduites comme précédemment [1] [11] .
En effet, la solution générale :

est définie à partir des fonctions toroïdales positives suivantes [12] :

de sorte que l’équation de phase s’écrit :

Vol. XXX, n° 3 - 1979.
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Les fonctions toroïdales à l’extérieur et à l’intérieur du tore ont le compor-
tement suivant au voisinage de  = 0 et  -+ oo ( 12), ( 13), ( 14) :

1

Les conditions d’intégrabilité et de continuité de la solution engen-

drent ensuite les conditions limites suivantes sur la phase :

s(~ _ --+ 00 ; co) = 0. (41)

Le choix des solutions ul et u2 est donc tel que un pôle de la phase à la
surface du tore = caractérise l’existence d’un état lié, et les conditions
recherchées sont immédiates.

A) Existence d’un état lié

CONDITION NÉCESSAIRE

Les intégrales convergent pour des potentiels suffisamment petits asympto-
tiquement.

B) Nombre d’états liés

Les techniques de recherche des bornes sur le nombre d’états liés [77] ]
s’appliquent ici avec les mêmes modifications que celles signalées dans le
cas bisphérique.

Annales de l’Institut Poincaré - Section A
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Les bornes supérieures U l’ U2 sur le nombre d’états liés sont de la
forme (25), (26) avec :

Si la fonction ~c))2 décroît, et puisque :

la borne supérieure du deuxième type s’écrit :

avec 
Z

oB/"/ ’~Br-7 B’" ~ -7’

Enfin, la borne inférieure sur le nombre d’états lies s’écrit :

4. APPLICATION : POTENTIEL CONSTANT

A) Coordonnées bisphériques

Il est intéressant de particulariser les conditions d’existence d’états liés
pour un double puits de potentiel carré défini de la façon suivante :

Vol. XXX, n° 3 - 1979.
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Ce potentiel n’engendre pas de «( potentiel réduit )) g(,u), aussi, doit-il être

approché par les deux fonctions v,(~c, 11), v2(~c, ’1) suivantes :

et

Les conditions d’existence et les bornes sur le nombre d’états liés sont

alors calculées en sachant que si V1(,u, r~) (respect. V(J1, r~)) supporte
n états liés, n) (respect. r~)) étant plus profond en supporte égale-
ment n.

Les conditions nécessaires ou suffisantes (20), (21 ), (22), (23) et (24)
s’écrivent donc pour l’état fondamental (l = tn = 0) :

Des trois bornes supérieures sur le nombre d’états liés (25), (26) et (31),
la troisième est la meilleure pour des puits symétriques profonds (Vo grand)
car elle dépend de i/Vo au lieu de Vo; elle s’écrit pour l’état l = m = 0:

Il est malaisé " de " choisir l’un ou l’autre 
" type 

" de " borne " inférieure " tant leurs

expressions diffèrent; il faudra O dans chaque ’ cas particulier choisir la relation
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donnant la meilleure borne, c’est-à-dire la plus grande. Les inégalités du
premier type (32) s’écrivent pour I = m = 0.

Pour un potentiel de portée asymétrique, suivant la valeur du deux
expressions différentes existent pour la borne inférieure du premier type :

ou bien

Signalons est la seule solution négative de

Les bornes inférieures du deuxième type (33) prennent les formes sui-
vantes pour l’état fondamental l = m = 0 :

POTENTIEL DE PORTÉE SYMÉTRIQUE, CAS IMPAIR

si

ou bien

où ~ ~ est la solution positive unique de l’équation

Vol. XXX, nO 3 - 1979.



218 M.-C. DUMONT-LEPAGE ET A. RONVEAUX

POTENTIEL DE PORTÉE SYMÉTRIQUE, CAS PAIR

POTENTIEL DE PORTÉE ASYMÉTRIQUE

ou bien

où ~~ est la solution positive unique de l’équation

Il est déjà clair à ce stade-ci que les conditions pour un potentiel à portée
asymétrique sont généralement moins bonnes que pour un potentiel à

portée symétrique. En effet, si les deux sphères deviennent identiques,

et l’implication (54) devient :

Cette inégalité est, de façon évidente, moins contraignante que (52) et (53).
Une remarque semblable pourra être faite au moment du passage asympto-
tique de la condition nécessaire.

Il est en effet intéressant de voir ce que deviennent toutes ces relations

lorsque les deux sphères sont très éloignées l’une de l’autre (c’est-à-dire
~c _ -~ - ~ et ~c + --~ -t- oo). Dans cette hypothèse, la relation

se réduit simplement à

Il n’y a plus aucune distinction entre les solutions paires et impaires,
ni même entre le potentiel à portée symétrique et asymétrique; on pourrait
s’attendre aussi à retrouver les conditions connues d’un potentiel constant
dans une seule sphère de rayon R puisque, les sphères étant infiniment
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distantes, elles n’influent plus l’une sur l’autre. Cependant, ces constatations
ne se retrouvent pas toujours dans les expressions asymptotiques des

résultats (52) à (67).
Les conditions nécessaires ou suffisantes (52), (53), (55), (56) dans le

cas symétrique se réduisent asymptotiquement aux conditions nécessaires
ou suffisantes obtenues pour un potentiel constant agissant dans une sphère
de rayon R [5] [6] :

tandis que la condition nécessaire dans le cas asymétrique (54) devient

Des bornes supérieures et inférieures sur le nombre d’états liés, aucune
ne se ramène aux bornes pour une seule sphère de rayon R [7] :

mais elles ne les contredisent pas. En effet, les bornes supérieures (57) et (58)
donnent la borne asymptotique

Dans le cas symétrique, les bornes inférieures du premier type (59 et (60)
se réduisent trivialement à :

et celle du deuxième type

Les bornes (61) et (66) d’un potentiel asymétrique sont conceptuellement
les mêmes, elles changent uniquement les rôles de ~c_ et elles se réduisent
donc asymptotiquement à la même expression, qui dans ce cas est la même
que pour un potentiel symétrique, c’est-à-dire (79).

B) Coordonnées toroïdales

Un potentiel constant agissant dans le tore de surface ~ = ,uo &#x3E; 0,
c’est-à-dire

vol. o
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n’engendre pas non plus de « potentiel réduit » g(~c); il devra donc être

approché par les mêmes fonctions 11) et V2(,u, ~) que dans le cas
des coordonnées bisphériques. Cependant, les conditions d’existence
d’états liés sont inextricables. Pour I = 111 = 0 par exemple, elles
se ramènent à des intégrales dans lesquelles interviennent des produits
d’intégrales elliptiques complètes de première espèce étant donné les rela-
tions [15] :

Ce cas ne sera pas étudié ici.

6. CONCLUSIONS

Étant donné les difficultés de calculer analytiquement les états liés d’un
potentiel bisphérique ou toroïdal, il est utile de savoir a priori si le potentiel
supporte ou pas des états liés de nombres quantiques (l, m) donnés, et,
dans l’affirmative, de connaître des limites sur ce nombre d’états liés. Notons
par exemple, que l’équation de Schr0153dinger radiale en coordonnées bisphé-
riques a comme solutions des fonctions de Heun confluentes (non encore
tabulées) pour des potentiels réduits constants.

En coordonnées bisphériques, les solutions de l’équation radiale sont
indépendantes du nombre quantique m; m et l étant liés par la relation

1 m ~  l, chaque état l d’énergie nulle est dégénéré (2l + 1) fois. En coor-
données toroïdales par contre, l’équation radiale dépend des nombres

quantiques l et m qui sont indépendants l’un de l’autre.
Les fonctions et sont liées aux fonctions 

et les relations [15]

Les conditions (42), (43) et les bornes (46) à (48) sont donc valables quel que
soit le signe du nombre guantique m si m représente sa valeur absolue.
L’état (l, m) d’énergie nulle est dégénéré 2 fois.
Un potentiel bisphérique ou toroïdal quelconque V(t) doit en fait être

approché par les potentiels
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et cette approximation est inévitable si l’on veut séparer les variables et
donc ramener le problème à un problème unidimensionnel. L’étape suivante
la plus naturelle consiste à calculer le spectre approché à partir de l’Hamil-
tonien construit avec les potentiels différences et avec les fonctions propres
utilisées dans cet article.

Remarquons enfin que si les résultats obtenus en coordonnées bisphé-
riques sont valables non seulement pour des distances entre les centres des
sphères grandes par rapport à la portée des potentiels, mais aussi pour des
centres proches, ils ne s’appliquent pas au cas de deux sphères tangentes.
Le système de coordonnées doit alors être adapté à cette géométrie parti-
culière [16]. Ceci fait l’objet d’une autre étude.
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