HELENE KERBRAT-LUNC
Champs de Yang et Mills variés

Annales de I'l. H. P, section A, tome 21, n°4 (1974), p. 333-339
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1974__21_4 333_0>

© Gauthier-Villars, 1974, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’. H. P,, section A » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NumbaM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1974__21_4_333_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :

Vol. XXI, n° 4, 1974, p. 333-338. Physique théorique.

Champs de Yang et Mills variés
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43, Boulevard du 11-Novembre-1918, 69100 Villeurbanne

RESUME. — On calcule la variation du tenseur de courbure d’'un champ
de Yang et Mills défini sur I'espace-temps courbe V,. Les équations d’un
champ de Yang et Mills varié sont mises en évidence et on évalue le commu-
tateur d'un champ de Yang et Mills varié défini sur I'espace-temps de
Minkowski.

1. CHAMP DE YANG ET MILLS CLASSIQUE.
RAPPELS [/]

Soit V, I'espace-temps de la Relativité Générale et &(V,) I'espace fibré
principal des repéres orthonormés de V,. Son groupe structural est le
groupe de Lorentz homogéne complet L(4).

Soit G un groupe de Lie linéaire de dimension N d’automorphismes
d'un espace vectoriel K de dimension n. Nous supposons qu'il existe un
homomorphisme # du groupe G sur le groupe L(4).

Soit E(V,, G, p) un espace fibré principal de groupe structural le groupe
de Lie G, de base I'espace-temps V,. Nous. introduisons un homomor-
phisme H de E(V,, G, p) sur &(V,) associ¢ a 'homomorphisme h ainsi
qu’une connexion infinitésimale Q sur I'espace fibré principal E(V,, G, p).
Un champ de Yang et Mills associé a la connexion infinitésimale Q est
défini de la maniére suivante.

Soit { G;} une base de l'algébre de Lie du groupe structural G. Les
G(l = 1,...,N) sont les générateurs infinitésimaux de G. La matrice
de la connexion Q s’écrit dans cette base : Q = A'G, ou bien Q,=A\G,
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334 H. KERBRAT-LUNC

ou u=0,...,3 est I'indice de I'’espace-temps V, et a, b = 1, ..., n I'indice
de I'eéspace vectoriel K.

Les coefficients A!, sont appelés composantes locales du champ de
Yang et Mills associé au groupe de Lie G sur l'espace-temps V,. La
connexion infinitésimale Q décrit le potentiel du champ. Le champ de
Yang ct Mills est défini par les composantes du tenseur de courbure asso-
cié a la connexion Q, cC'est-a-dire par :

(1 . 1) Rab).u = a).Ql‘;u - auQab). + Q‘:‘}.mn - quQ‘l.;l'

Les équations du champ peuvent étre calculées en partant d’un principe
variationnel. La densité du Lagrangien sera définie par la formule :

1
(1.2 $=ZR"““R,,““ ou ab=1,...,n et Au=0,...,3.

Ce lagrangien utilisé par Yang et Mills en 1954 [2] est adopté par analogie
avec la théorie du champ électromagnétique. C’est I'invariant le plus simple
qui puisse étre construit & partir du potentiel du champ défini par la
connexion infinitésimale Q sur I'espace-temps V,. Par un calcul simple
nous obtenons les équations du champ de Yang et Mills sur I'espace-
temps courbe V, sous la forme suivante :

(1 3) V).Rbalu + Qg).chlu - ngulecA" =0
ou V, définit la dérivation covariante par rapport a la métrique de I'espace-
temps V,.

L'étude des bicaractéristiques indique que le systéme (1.3) est sous-
déterminé. Il apparait nécessaire d’ajouter une condition supplémen-
taire (1) que nous écrivons sous la forme covariante suivante :

(1.4) V*(le - fom) =0.
Qo) est la connexion obtenue par extension triviale de la connexion rie-
mannienne [/].

V¥ indique la dérivation covariante sur les tenseurs (Q — Q) par rap-
port a la connexion Q, et la connexion riemannienne I,. Nous donnons
en appendice les expressions explicites des dérivations V et V en coordon-
nées locales.

La condition (1.4) est I'analogue de la condition de Lorentz pour le
champ électromagnétique.

2. LE CHAMP DE YANG ET MILLS VARIE

Comme nous l'avons rappelé dans le paragraphe précédent le champ
de Yang et Mills classique, macroscopique, est décrit par un systéme
d’équations différentielles (1.3) du second ordre, fortement non linéaires.

Pour la quantification de la théorie nous allons étudier le champ micro-
scopique décrit par des équations du champ de Yang et Mills varié. Le
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CHAMPS DE YANG ET MILLS VARIES 335

procédé de variation des équations classiques, fréquemment employé
dans les théories physiques, permet de linéariser les équations du champ
en passant d’un potentiel Q considéré comme un point d’une variété a son
vecteur tangent 6Q2. Nous nous trouvons alors devant un probléme infini-
tésimal a la place d’'une théorie globale. Physiquement, les équations
d’un champ varié décrivent une perturbation autour d’une solution don-
née des équations du champ macroscopique.

3. VARIATION DU TENSEUR DE COURBURE
D’'UN CHAMP DE YANG ET MILLS

Pour établir les équations du champ varié nous calculons tout d’abord
la variation du tenseur de courbure d’'un champ de Yang et Mills associé
a un groupe de Lie linéaire G sur I'espace-temps courbe V,.

Considérons une variation infinitésimale arbitraire de la connexion Q.
Nous notons cette variation :

3.1 o0, = wp, ou np=0,...,3 et ab=1...,n
w est un tenseur, section d’un fibré vectoriel produit
r=F®@F®T*V,
ou F(V,, K, n) est le fibré vectoriel associé au fibré principal E(V,, G, p).
F* est le fibré dual de F et T*V, le dual du fibré tangent a la variété V,.
wp, sont les composantes de w dans une trivialisation donnée d’une
section du fibré vectoriel T

Pour u fixé, wj,dx* est une l-forme tensorielle locale sur V, a valeurs
dans l'algébre de Lie /(%) du groupe structural G.

La dérivée covariante de w par rapport a la connexion Q s’écrit en coor-
données locales :

(3.2) D,wp, = Vwp, + Q0f, — Qw8

| _ q v a
ou Vawgu = aawbu - Falwbv

est la dérivation covariante par rapport a la métrique de I’espace-temps V,
(I3, sont les symboles de Christoffel associés a V,).

D'autre part la variation du tenseur de courbure (1.1) s’écrit en coor-
données locales :

(33) 5Rab1u = aaw‘l;u - auwgl + w:uml - Q:lwgu'

Compte tenu de (3.2) la variation du tenseur de courbure s'exprime par
la formule suivante :

(3.4) 6Rab}.u = D;.wg‘, - D“a),’h.

Une expression analogue a été trouvée par A. Lichnerowicz [3] pour la
variation du tenseur de courbure du champ de gravitation.
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336 H. KERBRAT-LUNC

4. EQUATIONS DU CHAMP DE YANG ET MILLS VARIE

Nous varions les équations (1.3) d’'un champ de Yang et Mills défini
sur I'espace-temps courbe V,. La métrique de V, sera supposée fixée. Les
équations du champ varié s’écrivent :

(4.1) V,0R®* + @l R, 4+ Qb 6R M — i ,R® M — Q. 6Rb 4 = 0,
En abaissant les indices grecs du tenseur de courbure nous obtenons :
(42) (Vlékbaxp + wfﬂ.Rcaxp + ngaRcaxp - wfz).Rbcxp - aléRbcxp) g#p = 0

En remplagant le tenseur R et sa variation 6R par les expressions (1. 1)
et (3.4) ainsi que les dérivées covariantes par (3.2), nous écrivons les équa-
tions du champ varié sous la forme suivante :

(4.3) {0D,w}, — D,wh,) — Ti(D,wh, — D,wk,)
;;:(waza - DawZK) + w?l(ax apfzfm + mx inszx)
+ Qlc,l(waZp - Dpw:;x) - w:l(ax apng + szQf:p dp cx)
aA(wa,c,p - Dpw?x) }glxgyp = 0

Nous remplagons également les dérivées covariantes Dw par les expres-
sions (3.2). Les équations du champ varié¢ sont alors du type :
(4.4) {0,000, — 0,0,05, + termes en dérivée premiére de w

+ terme en w } g*g" = 0
On trouvera l'expression explicite des équations (4.4) en annexe.

Nous nous proposons d'exprimer les équations (4.4) sous une forme
covariante. Pour cela il nous faut écrire les formules explicites des déri-
vées covariantes secondes du tenseur w. Un calcul direct donne :
(45) D}.Dpwzx = 6).6()(‘02»: - r;xaleV - r}t.xapwzv

- rzpavwz:c + Q?palwfm - Qﬁpalw?x + leapwaczx ala ng -0 rvx('ozv
+a)./ b c a}. gx + r;.pr\‘a‘xwzu rApr wnx + rlpm wb
+r1xr“ aﬂ - r;_ﬂb w + r;xgzpw r Qb Q;
_Qd.anpwdx m). pK cn - aJ.de cx + qlg‘zpwdx'
Nous avons également une expression analogue par D;D,w}, que nous
n'écrirons pas.

Remarquons que I'équation de Ricci s*écrit ici :

(46) Rbcpiwfnc - R° ap).wcx + ‘%‘“‘lp ap = (D D). DADp)wSK’
ou ##*,, est le tenseur de courbure de I'espace-temps V.

En substituant dans les équations (4.4) les formules (4.5) et en utilisant
I'équation du Ricci (4.6) nous obtenons les équations du champ de Yang
et Mills varié sous la forme covariante suivante :

(4.7 D*D,w}, — D,D*w}, + R® Fw, — R¢ ,,,,xw“
. .. Re* —RCX S + Rl =0,
ou #*, est le tenseur de Ricci de V. + R0 c o o
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Nous définissons le laplacien « généralisé » [3] du tenseur w par la for-
mule : .
(4.8) Awp,=—D"D,w}, +(R%,* —R® %)+ (R, —R 5wl — R* b
L'opérateur A ainsi introduit est auto-adjoint.
En utilisant la formule (4.8) nous écrivons les équations d’'un champ
de Yang et Mills varié défini sur I'espace-temps V,.
4.9) Aw}, + D,D*w}, = 0.
Pour compléter ces équations nous ajoutons les conditions supplémen-
taires (1.4) variée qui s’écrit sous la forme :

(4.10) VH{wi, — wlps) =0

Ou o, est une variation infinitésimale de la connexion Q,, extension
triviale de la connexion riemannienne de V,. L'expression explicite de
la dérivée V est donnée en annexe.

5. CHAMP DE YANG ET MILLS VARIE
SUR L’ESPACE-TEMPS DE MINKOWSKI

Sur un espace-temps de Minkowski la condition supplémentaire (4.10)
s'écrit :
(5.1) D*wb; = 0.
En effet sur I'espace-temps plat la connexion riemannienne w,,, est nulle
ainsi que son extension Q.

Par conséquent la dérivation covariante V est dans ce cas égale a la
dérivation covariante D.

Compte tenu de (5.1) les équations du champ de Yang et Mills varié
défini sur I'espace-temps de Minkowski sont de la forme :

(5.2) Awb; =
ou A est le laplacien généralisé (4.8) qui s'écrit ici
Awj, = — D*D,w}, + (R%,* — RE% )t + (R,* — R%S, )b,

Daprés une théorie établie par Lichnerowicz [3] nous savons qu'il
existe pour I'équation (5.2) un noyau élémentaire E'PX{x, x’) défini dans
Fouvert U x U de (V, x V,). EP(x, x’) est antisymétrique en x et x’
dans U x U p est égal a I'ordre du tenseur w. Le noyau E?(x, x’) est
unique (voir [3]). Le propagateur tensoriel G(x, x’) relatif a I'opéra-
teur A (4.8) est dans ce cas égal au noyau E(x, x’). Il est donné par une

expression du type : ”
P

GP(x, x") = (At)Dy(x, x)
)
ou ¢ est le bitenseur de transport défini par Lichnerowicz [3], et A est le

produit antisymétrique d’ordre p.
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o étant le « potentiel vecteur » du champ de Yang et Mills varié, le com-
mutateur [w(x), w(x’')] est un bi-tenseur distribution & valeurs scalaires,
ayant pour chaque x’ € U < V, son support dans et sur le conoide carac-
teristique I'x' défini au point x’ de la variété V,.

Ce commutateur est de plus antisymétrique en x et x’ et il satisfait aux
équations du champ varié (5.2). Il est de la forme :

(5.3) [@hi(x), w5 1Ax")] = Kip 12X, x) = A.Dy(x, x')
ou A est un coefficient qui dépend du choix du groupe structural G.

Dy(x, x’) est le propagateur scalaire associé a I'opérateur A sur l'espace-
temps de Minkowski, appelé le propagateur de Jordan-Pauli [3)].

Je remercie Monsieur Lichnerowicz pour l'aide précieuse qu'il m'a
apportée au cours de mes recherches.
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ANNEXE 1

FORMULES EXPLICITES DE DERIVATIONS COVARIANTES

1. V‘,(Q,‘,A - ‘)(ao)bl) = Vﬂ(ml - ‘):0)51) + (r(‘o)f-‘ll(mi - ‘):0)01) - qo)bﬂ(ml - Q(ao)f‘-)
2. Vu(mu - Qfo»u) = a#(mn - Qfolhu) - r;A(Q:ll - QfO)bu)'

ANNEXE 2

FORME EXPLICITE DES EQUATIONS (4.4)

[alexw:p - alepw:x - r:paszv + r;xalwgv - r;xaaw:p + r:xaprG - rlalpasta + r:pauw:x

- stalwgp - praa\w:x + mpaiw?x + Qf@xwfw - 'Q:Aepw:x - nlaxw:p + mlapw:x
- alr:prV + alr;xw:v + r;xr:pw:v - :xrhw:v + r:pr:an‘:v - r;pr:xw:v - :x‘):aw‘aa

+ r:xmaw:p + I‘:,‘Qf,wf,, - r:pflfwng - r:pgglw:v + r;,(Q:),wfn + r:p():lw?v - r;fon.wfv
+ alngxw:p - 61‘)1‘":“0:') - algfpw:x + 5192,50’3.( + ax Q:pwfa + apngw:l - axmpw:l - apmxwgl
+ Qf:xQ:pmfx - mpmxw:l + Q:lmxw:p - Q:l‘):xw:p - mlmpw‘:x + Q:l‘):pwsx - szQ:pwiz

+ Q:pnjxw:/l - mlmxw:p + 9219:.‘“’59 + mlggpw:x - maﬂc’pwz.‘]g“g” =0
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