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RESUME. — La premicre partie est consacrée a lintégration des
équations de Newman-Penrose dans le cas de I’espace minkowskien.

La seconde partie consiste en I’étude des transformations de Bondi-
Metzner dans I’espace minkowskien avec symétrie axiale, mais avec la
coordonnée radiale de Newman-Penrose.

1. INTRODUCTION

Le formalisme de Newman-Penrose a été développé dans [1]. Ce forma-
lisme conduit aux trois groupes d’équations (4.2), (4.4) et (4.5) de [1].
Dans ces équations entrent les trois groupes d’équations suivants :

— Les composantes des vecteurs du repére.
— Les coefficients de spin construits a4 partir de ce repére.

— Les scalaires du tenseur de Riemann dans ce repére.

Newman et Penrose montrent qu’on peut obtenir, sans restriction
essentielle, les simplifications suivantes des coefficients de spin :

1) K=:=7=0, o =0, t=%24+ 3

que nous adopterons dans ce travail.



52 R. PONS

Finalement, les fonctions inconnues sont :

— Les trois composantes réelles U, X! (i = 2, 3 dans toute la suite)
et les trois composantes complexes o, z¢ du repére.

— Les neuf coefficients de spin 0,0, 7; 2, 3,7 et 2, o, v. Rappelons
que, d’aprés (1), ona:p=petrv=1a+ 3.

— Les scalaires W¥,, @,,, et A(A=0,1,2,3,4; m,n=0,1, 2) qui
déterminent le tenseur de Riemann dans le repére utilisé.

Dans ce travail, nous allons considérer le cas de I’espace minkowskien.

Le tenseur de Riemann est alors identiquement nul. Dans les équations
de Newmann-Penrose, nous devons introduire :

(2) ]'F.\ = (I)mn =A=0.

Le troisiéme groupe d’équation (4.5) de [1] est alors satisfait trivia-
lement, et il ne reste plus que les deux groupes d’équations (4.2) et (4.4)
avec les simplifications (1) et (2). Le but du présent travail est l'inté-
gration de ces équations. Dans la suite, nous aurons besoin de la forme
asymptotique de la métrique en coordonnées radiatives (z° = u, ' =,
z* = 0, 2 = o) caractérisées par :

(3) g = g = g% = 0.

D’apreés [2], cette forme asymptotique est :

gg“—l O<;>’ gi__l+0<F>’ g_0<r_2>’
22 1 ! /1\ 25 1
@ -9 =g 0(;.,)7 g -‘O(r_:’>’

( B —— 1 1
= 05 )

\

Comme Newman et Penrose, nous choisissons pour la coordonnée
radiale ' = r, un parametre affine de la bicaractéristique, ce qui nous
donne :

) 9t =1.

Les autres composantes g+’ sont données en fonction des composantes
du repére par les relations (6.6) de [1] :
g =2 (U — wa),
) gt =X — (5 4+ Fa),

g7 = — (29 +E),
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2. INTEGRATION DES EQUATIONS

On distinguera trois types d’équations :
— Equations radiales : équations qui contiennent I'opérateur D = ((;_r .
— Equations d’évolution : équations qui contiennent ’opérateur

d
ar!

7] Jd .

— Les autres équations : dans lesquelles n’interviennent que les
opérateurs
d vi 4 S
=+ oz, et o.

0

L’ordre de résolution sera dicté par des considérations techniques.

1. Equations radiales

On remarque que les équations radiales pour o et ¢ forment un sous-
systéme indépendant. On commence donc par intégrer ce systéme :

{Dp:p'z—l-ac?,

@) Do =2po.

En éliminant ¢, on obtient une équation du second ordre pour o :

® p"— 69 p+40°=0; o' =Dop.
Pour intégrer cette équation, il suffit de poser :
p=— LW
T 2w
On trouve alors
WIII — 0,
d’ou la solution :
1 2Pr+Q
®) P=T"3PrIQr+R

Les constantes d’intégration P, Q, R ne pouvant pas étre toutes nulles.

Pour o, on trouve alors :
k

(10) = PrFIQrI R’
avec
11 kk = Q> — 4 PR.
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On peut distinguer trois classes de solutions :

(@ P=0, alors o = —-} +0 ( rl) Les surfaces u = Cte sont alors
asymptotiquement tangentes aux cones caractéristiques.

() P=0,Q=0:0 =—2ir +0 <rl2> Les surfaces u = Cte sont asymp-
totiquement tangentes aux cylindres caractéristiques.

(¢ P=Q =0:0=0c =0. Les surfaces u = Cte sont alors des plans
caractéristiques.

Dans la suite, nous nous limitons au premier cas et nous utilisons,
pour p et o, les formes suivantes :

(12) o0 = — ——ia—~'~) g = —A————;’
(r+ap —AA (r+ a3 — AA
ol

A=A(bH 9eC, a=a (9, 9)eR.

Nous intégrons maintenant les équations radiales de 7 et £% Ces équa-
tions ont la forme :

13) Df=pef+5f.
La solution de cette équation est, compte tenu des équations (7) :
f=—fip—fis, Dfi=0.
Nous aurons donc :

{7:—119—-?10, Dz, =0;

(14) . » o .
g=—2gip—tio DE =0

Les équations pour « et 3 forment un systéme dont la solution est :

a=_‘119_516,

(15) B=—Bip—ao,
D11:D.31=0.

Les équations pour 2 et p forment un systtme du méme type.
La solution est donc :
= —110— 40,
(16) p=—thp—ho,
DA =Dwp=0.
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Les autres équations radiales se laissent aussi intégrer sans diffi-
cultés (voir [3]) mais conduisent & des expressions longues. Pour les
abréger, nous remarquons, comme Newman-Unti dans [4], qu'on peut,
4 l’aide d’une rotation nulle de la tétrade, obtenir 7, = 0.

On a alors :
17) T =0.
Les équations pour v, v, X! deviennent ainsi :
Dy=Dv=DX!=0,

leurs solutions étant :

i

D"’0=D‘JO=DX%=O.

(18) r=m v=w, X=X

Avec (17), I’équation pour » devient du type (13) et a, par conséquent,
la solution

(19) W= —00— w7} Dw, =0.
L’équation pour U devient :
DU=—-(G0+7=—00+ 7)
et a donc la solution :
(20) U= —(to+7)r+Us; DU, =0.

Avant de procéder a l'intégration des équations non radiales, nous
utilisons la forme asymptotique (4) de la métrique, afin d’obtenir quelques
simplifications des résultats déja obtenus. On obtient ainsi :

1) Yo+ T0=0, U=—%, Xj, =0;
et

£l 7 £ 7
avec

x—¥=@k+1)5-

Il n’y a qu’une relation entre les fonctions y et 4. Pour ne pas avoir,
dans la suite, des formules compliquées par cette indétermination, nous
faisons un choix en prenant :

™
= L= =
X—O’ 2)
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soit
bl 1 i
22) H=

Vasin 6

$YY

b J—
-1 T

2. Résolution des équations d’évolution

Compte tenu des résultats antérieurs, un examen rapide des équations
d’évolution de %’ et de w fournit les simplifications suivantes :

23) To—vo=0, v =0.
Avec (21), on a donc
(24) Yo = 0.
. JoF . .
Dans la suite, on note% = F pour toute fonction F.

En introduisant dans les équations d’évolution pour p et & les expres-
sions (12) et (16), on trouve :

. 1
(25) a= [ + Q, 1 = Ly,
A = X1.
Compte tenu de ces résultats, les équations d’évolution pour w, £,
a, 3, 2 et i donnent aisément :

(26) O'J;=éil--:5t1=61=i1=[l1:0_

3.”Intégration des équations contenant les opérateurs J et J

Compte tenu des résultats antérieurs, 1’équation contenant 1’expres-

sion 0% — o%! §’écrit, avec 0; = 9,
T
S0 — B0 =2 (@ — w ).
En utilisant (22), on obtient :
©7) v = — cotghe .
22

Avec (17) et (1), I’équation contenant ox — 63 s’écrit :
Z dlal‘f'gll 0iay = — B+ 4 aa,
ce qui nous donne :

(28)

S
I
I

DO =
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=

L’équation contenant ds — oo devient alors :

(29) oA —Fdia=4a0A + v,

ce qui fournit directement 1’expression de w, en fonction de A et a.
L’équation contenant 61 — du s’écrit :

B0 —E O =473, A

Remarquons que cette équation peut s’obtenir en dérivant (29) par
rapport a4 u et en tenant compte de (25) et (26).

Avec (22) et (28), cette équation prend la forme :

sin 0‘;}61 +1i d"l + 2 cos 02, = 0.

L’intégration de cette équation nous donne :

S 1 0 .
(30) 2 = mf<Log tgél +i <p>,
out f est une fonction holomorphe arbitraire de la wvariable complexe
z = Log tggl + io.

Or, d’aprés (25), on a
A=I1U +A0(9,@).

Pour que o soit réguliére sur toute la sphére r = Cte, il faut que 1,
le soit aussi. En utilisant le théoréme de Liouville, pour les fonctions
holomorphes, on peut alors montrer (voir [3]) que f= 0, donc

31) 2, =0.
On remarque que, avec (28) et (31), (25) nous donne :
(32) i=A=0.

L’équation contenant 6@ — dw n’a pas été employée. En y reportant
les valeurs trouvées pour o, !, 2, et A, on trouve une condition sur A :

e 1 _
(33) [ 55— do 4 3cotgh — 2] (A — A)
21 0? -
+sin6[COtg6 +()Odo:|<A—A)=O'
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En résumant ces résultats, on voit que la solution des équations
dépend de deux fonctions arbitraires : la fonction réelle a = a (9, 9)
et la fonction complexe A = A (9, ©); mais les parties réelle et imagi-
naire de A sont liées par (33).

En introduisant ces résultats dans (6), on trouve les expressions
détaillées pour les composantes ¢g**. Un calcul élémentaire permet alors
de déterminer les composantes gu.. Le résultat final est que la métrique
a la forme suivante :

(G4) ds* = du* + 2 dudr + %(@ + w)dudd — %sine(a, — w)dudo
v

— [+ a?*+ (A+A) (r+a)+ AA] a0
+2i(A—A)@ +a)dido
—sin? 0 [(r + @)* — (A + A)(r + @) + AR]do?;

avec »; donné par (29).

3. TRANSFORMATIONS DE BONDI-METZNER
POUR L’ESPACE MINKOWSKIEN

Les transformations de Bondi-Metzner pour I’espace minkowskien ont
déja été étudiées par Metzner dans [2] pour le cas a symétrie axiale
et avec la coordonnée radiale définie d’aprés Bondi.

Ici nous nous limitons également au cas a4 symétrie axiale, mais nous
allons refaire les calculs en adoptant la définition de la coordonnée
radiale donnée par Newman et Penrose.

- Nous partons des coordonnées particuliéres (i, T, 0, ©) pour lesquelles
la métrique minkowskienne a la forme habituelle :

(35) ds* = du* + 2duadr 2 (d0? + sin® 0 dg?),

et nous cherchons les transformations de coordonnées permettant de
passer aux coordonnées radiatives générales (u, r, 0, ) caractérisées par
les conditions (3) et (5) et le comportement asymptotique (4).

A cause de la symétrie axiale, on prendra ¢ = ©.

En répétant la premiere partie des calculs de Metzner, faisant appel
a des coordonnées « mixtes » (u, ", 0, 9), on déduit des conditions

g =¢.=0:
g 6 = p (u, ) — arc sin <%q (ui, 9))’
/

36 . )
e a=s(@f) +@ —¢)—r,

8§y =g po.
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Afin de faire coincider les axes de symétrie dans les deux systémes
de coordonnées, on doit avoir :
limp =limq =0,
6>0 0>0

lim p = =, lim ¢ = 0.
6>m 6>=

37

En utilisant (36), la condition g., = 1 donne sans difficulté :

(39) G — Pug) F — ¢)° =1 + v (1w, 9),

v (u, 0) étant une nouvelle fonction arbitraire.

L’utilisation des conditions asymptotiques permet de réduire le nombre
des fonctions arbitraires. Nous donnons directement le résultat des

calculs.
Le fait que r et ¥ doivent tendre simultanément vers - co implique :

(39) Su — Puq > 0.

En remarquant que la partie principale de g.., lorsque r tend vers 4 oo,
est — r?, on trouve :

(40) Py = £ (Su — pu Q)
On choisit le signe positif afin que 0 et § varient dans le méme sens.
La partie principale de g,, est égale & 1, ce qui nous donne :

@ ran
s, +2v, —q, = 1.
En écrivant que go. est d’ordre r°, on obtient :
Suf) = Qu Po,

ce qui peut également s’obtenir en dérivant la relation s) = ¢ py par
rapport a4 u, en tenant compte de p, = 0.

Enfin, en demandant que g¢;; ait pour partie principale — r*sin? 6,
on obtient, avec ps > 0 :

(42) sin 0. ps = sin p.

Cette équation se laisse intégrer immédiatement et donne :
| —
(43) tg2—e tgz, v = Cte.

La fonction p (9) est ainsi déterminée par (43).
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On détermine_s (u, 0) en intégrant (38) avec p, =0 :
4 s(u, 9 =pyu+S(),

S (9) étant une fonction arbitraire de 0.

La troisieme des relations (36) nous donne alors :
45 ,0) = 59,
(45) ¢@o="2

La derniére fonction » (u, 6) sera déterminée par 'intégration de la
derniére équation (41) :

46) v (1, 6) = ;<1 +2 po> u+V(0),

V (9) étant une deuxiéme fonction arbitraire de 6.

Les transformations cherchées dépendent donc de deux fonctions arbi-
traires S (0) et V (0) et d’une constante ».

Ceci contraste avec les résultats de Metzner qui ne contiennent,
en dehors de la constante v, qu'une seule fonction arbitraire.

Comme le mentionne Metzner, la constante v décrit une transformation
de Lorentz dont la vitesse a la direction de I’axe de symétrie et la valeur

v=cthv.
En éliminant cette transformation de Lorentz, c’est-a-dire en mettant
v = 0,
on peut étudier les supertranslations.

Les relations (43) a (46) donnent alors :
ds

@ PO =9 g=qO =50, v=0O=V0; (¥=5)
Les transformations cherchées prennent ainsi la forme :
\ =0 —arc51n<sl>,
r
jEmuESO - $7) — 7,
i — S") =r + V (9).

(48)

Ces formules décrivent les changements de coordonnées transformant
le cone de lumiére en une autre hypersurface caractéristique admettant
le méme axe de symétrie.
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En calculant tous les coefficients de la métrique a l’aide de (48),
on obtient I’expression du ds* dans les coordonnées (u, r, 9, 9) :

49) ds* =du* +2dudr +2(S" + V')dudh
—[r— (8" —V)]2dH — sin? O [r — (S’ cotg 6 — V)2 dz2
En comparant les formes (34) et (49) de la métrique, on constate d’abord
que la symétrie axiale entraine :
(50) A=A, 0, = Wi.
On a, de plus, les relations suivantes :
{ a+A=V -8,

51
¢D a— A=YV — § cotg 0.

La relation (29) donne alors :
(52) V2w, = A" —a' +2Acotgh = — (S + V'),

ce qu'on obtient aussi directement par la comparaison de (34) et (49).

Notons finalement que Newman-Unti montrent qu’on peut toujours
imposer la condition

(53) a=0

qui semble étre utile en pratique pour I’étude du rayonnement gravi-
tationnel. En adoptant (53), nous déduisons de (51) :

(54) 2V = 8" + S cos 0.

Cette relation signifie que lorsqu’on adopte (53), les transformations
ne dépendent plus que d’une fonction arbitraire, comme dans le cas de
la coordonnée radiale de Bondi.
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