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Nouvelles considérations sur le modèle statique

I. 2014 La fonction de source

C. BOURRELY (*), J. MANDELBROJT
et J. PASCALE

Physique théorique, Faculté des Sciences,
Place Victor-Hugo, 13-Marseille (3e).

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. VI, n° 3, 1967,

Section A :

Physique théorique.

SOMMAIRE. - Une fonction de source est calculée dans le modèle de Chew

et Low à partir du potentiel nucléon-nucléon en utilisant un « procédé de
convergence canonique ». Sans utiliser de paramètres arbitraires (cutoff
par exemple) et sans introduire la masse du nucléon, on trouve que notre
fonction de source est négligeable pour M &#x3E; 6~. (lL, masse du méson 7?).

ABSTRACT. - A source function in the Chew-Low model is calculated
from conditions on the two nucléon potential by using a « canonical conver-
gence procedure ». Without the use of arbitrary parameters (such as a
cutoff) and without introducing the mass of the nucléon, our source function
is found to be negligible for 6) &#x3E; 6~. (fl, mass of the m meson).

I. - INTRODUCTION

Dans un article précédent, l’un de nous (J. Mandelbrojt [1]) a introduit
un procédé canonique de convergence dans l’espace des impulsions, basé
sur des considérations d’analyse fine dues à S. Mandelbrojt [1] et [2]. Nous

(*) Une thèse partiellement basée sur cet article doit être présentée par C. Bour-
rely à l’Université d’Aix-Marseille en vue d’obtenir le titre de « Docteur ès
Sciences ». -
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résumons ici une de ces propriétés ; elle relie le support de la transformée
de Fourier d’une fonction à son comportement asymptotique dans l’espace
des x (nous en donnons ici un énoncé moins général que celui donné dans
l’article [2] mais suffisant pour le but que nous poursuivons).

C(x) (x &#x3E; 0) étant une fonction non décroissante et continue, on considère
la classe des fonctions F qui satisfait aux conditions suivantes :

2° F(k), la transformée de Fourier de F, a un support compact contenu
dans l’intervalle (- 8, + 8).

3op(0)= 1.

Il est bien connu que la condition 2° entraîne que F(x) est la restriction
d’une fonction entière F(z) de type exponentiel Õ, et que F(z)  
(  es~ s’ ~, si C{x) &#x3E; 0). On sait également qu’une condition nécessaire et
suffisante pour que les conditions 1 ° et 2° soient compatibles est que

c’est-à-dire qu’il existe des fonctions 0 satisfaisant aux conditions 1°

et 2° si l’intégrale (1) converge. Si cette intégrale diverge et si F satisfait
aux conditions 1 ° et 2° alors F « 0.

Considérons alors le produit infini

2014 étant l’abscisse du point où C(x) passe par la valeur n. Ce produit converge
fin

uniformément dans tout compact, puisque si l’inégalité (1) a lieu  oo.

En fait ce produit infini converge uniformément dans chaque compact du
plan complexe quand on remplace x par z = x+ iy. II(x) est donc la restric-
tion à l’axe des x d’une fonction entière IT(x) (définie par le produit infini (2)
lorsque x est remplacé par z). S. Mandelbrojt a montré [2] que

La propriété essentielle que nous retenons de [2J est que lorsque l’inéga-
lité (1) a lieu : pour toute fonction F qui est la restriction d’une fonction
entière F(z) satisfaisant aux conditions F(o) = 1 et | F(z) 1  e03B4|y|-C(|x|)

(z = x -~ iy) (la transformée de Fourier de F a donc son support compris
dans l’intert:alle (- 03B4, 03B4) et | F(x)| [  e-C(| x |)) on a 03B4 &#x3E; x étant une



247NOUVELLES CONSIDÉRATIONS SUR LE MODÈLE STATIQUE

constante positive indépendante de F. Certaines conditions de régularité de
croissance doivent être satisfaites par C(x) (en fait dans [2] l’inéga-
lité à laquelle satisfaisait F(z) était [ F(z) 1 au lieu

de F(z)  es~ y 1-o~~ X ~ ~ mais la démonstration reste valable avec cette

dernière inégalité). Remarquons que si les quantités - comprennent les
~-/t

multiples d’un nombre 1 (q &#x3E; 0 entier), ex tend vers 1.
q

L’énoncé que nous avons souligné peut s’exprimer en disant que le

« cut off » minimum que l’on peut mettre à une fonction F tout en respec-

tant les conditions 1 ° et 3° est «80. Au lieu de couper une fonction F(k) à
ce « cut off » minimum, on peut, de façon plus cohérente simplement rem-

"’" 
, 

"’" 
, 

placer F(k) par la fonction II(k). Notre procédé canonique de convergence
consiste à faire cette substitution.

Lorsque 1 u 2 du diverge, mais 1  oo (par exemple

pour == f1.1 u 1), aucune fonction F 0 (non identiquement nulle)
satisfaisant à la condition 1 °, ne peut avoir un support compact, mais la
fonction n(x) définie par l’expression (2) existe encore et notre procédé
canonique de convergence consiste encore dans ce cas à remplacer la fonc-

tion F(k) par ll(k). Plusieurs raisons que nous énoncerons ci-après justifient
cette façon de procéder :
- Le produit infini qui définit ll(x) converge encore dans chaque compact

de l’axe des x et en fait dans chaque compact du plan complexe lorsque x
est remplacé par z = x + iy, si bien que notre procédé est bien défini.

- Lorsque F(k) est remplacée par fl(k) les conditions 1 ° et 3° sont encore
satisfaites.

- peut s’écrire de la façon suivante

où A(/j) == 1 pour /c ) a; d(k) == 0 pour |k| &#x3E; a.

Nous pouvons alors décrire la construction de la fonction II(x) de la
façon suivante : on prend la fonction 0394(k) qui est la transformée de Fourier

oc 201420142014. Son support qui est (- a, a) est augmenté à chaque intégration
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successive, simultanément la valeur de la fonction obtenue dans l’espace
des impulsions est diminuée surtout aux extrémités de son support, autre-
ment dit à chaque intégration le support de la transformée de Fourier est
augmenté par un processus d’étalement de la transformée de Fourier,

la fonction elle-même étant multipliée à chaque étape par 
sin 

. Ces

augmentations successives du support de la transformée de Fourier semblent
être les plus petites possibles compatibles avec le fait que la fonction finale

sin décroisse comme e-C(| x D. Autrement dit, une défor-
. /
mation aussi faible que possible est faite sur une fonction ayant un support
compact (dans l’espace des impulsions) pour lui donner un comportement
donné à l’avance pour 1 x 1 

~ 
~

- Lorsque (1) converge, on sait que le support (- 8, + 8) de F(k) est lié
au comportement de F(z) dans le plan complexe d’après l’inégalité
1 F(z) 1  es! y )-C(I x D. La fonction Õ y 1 est du plus petit ordre possible

compatible avec le fait que J 0 dx  oo ; si nous avions

F(z)  avec cp(u) ~0, alors on aurait nécessairement F = 0
(même si (1) converge).

Si nous considérons maintenant le cas où (1) diverge, nous avons
1 nez) 1  où, à un certain point de vue est la fonction
de croissance la « moins rapide » permise pour qu’une fonction F(z) non
identiquement nulle puisse satisfaire à l’inégalité |F(z) 1  

avec j C(u) u3 du  ~. Autrement dit y 1) joue ici (quand on a l’iné g a-

lité (3)) le rôle que jouait la fonction 8 1 y 1 quand on avait l’inégalité (1).
est de la forme

où A est une constante numérique (on a pris pour simplifier == 0

pour 0 ~M ~ 1).
Comme nous l’avons indiqué c’était grâce au fait que 03C6(t) = 03B40t que nous

~~

avions n(M) = 0 pour M j &#x3E; 3o (lorsque l’on a la condition lo).
Lorsque l’on n’a pas l’inégalité (1) mais l’inégalité (3), la manière de

~~

décroître de IY(M) est équivalente au fait que p(~) a la forme (4) si bien qu’il
~~

n’est pas déraisonnable de supposer que ne doit pas décroître plus
~~

rapidement que n(M).
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II. - LE POTENTIEL NUCLÉON-NUCLÉON
DANS LE MODÈLE DE CHEW ET LOW

L’hamiltonien de source fixe pour le système de deux nucléons interagis-
sant par l’intermédiaire de mésons en ondes P est :

où - r est le vecteur joignant les deux nucléons, v(k) est la fonction de source
, ~ ~ ~

à symétrie sphérique et aa (k) et aoe(k) sont les opérateurs de création et
d’annihilation du champ de méson, ce l’indice de charge.

~

E(r) étant une valeur propre approximative de H2(r) pour l’état fonda-
mental des deux nucléons, le potentiel peut être calculé en prenant

fêtant la constante de couplage renormalisée.

III. - CONDITIONS
SUR LA FONCTION DE SOURCE

Si l’on veut que la théorie de la source fixe ait un lien avec la théorie des

champs, V(x) devra quand 1 x - oo tendre asymptotiquement vers le

potentiel qui correspond à l’échange d’un méson, lequel est obtenu en

remplaçant v(k) par 1.
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Ainsi doit satisfaire les conditions suivantes

Définissons

On voit facilement que la condition (Al) est équivalente à la condition (A2)

Les conditions de (A2) ne sont pas tout à fait les mêmes que les conditions
du 1 ° et 3° de l’introduction. Car il est évident que la première condition
de (A2) ne correspond pas à 1 F(r) 1  pour tout r, mais dans la cons-

truction de la fonction II(k) il est raisonnable de supposer que c’est l’expres-
sion de e-C(r) pour r grand qui joue un rôle fondamental, c’est ce que nous
vérifierons par la suite.

Envisageons la discussion dans le cas concret.
Les théories sur le potentiel nucléon-nucléon montrent que l’on peut

définir qualitativement trois régions, la région extérieure «(J.r &#x3E; 1,25) où
l’échange d’un pion est dominant, la région intermédiaire (0,7  ~.r  1,25)
où les processus d’échange de deux pions et plus sont importants, et la région
intérieure (tLr  0,7) dans laquelle on ne possède pas d’information [4].
En résumé nous avons la situation suivante.

( V1(r) pour ~.r &#x3E; 1,25 potentiel dû à l’échange d’un méson,
, V2(r) pour 0,7  t-Lr  1,25 potentiel phénoménologique dont on

V(r) = peut fixer une borne supérieure et

~ inférieure,
B V3(r) pour  0,7 inconnu.

Nous écrirons.
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Dans ce cas les conditions de (Bl) s’expriment comme.

est obtenu en dérivant deux fois en particulier

La fonction C(r) n’est pas déterminée pour &#x3E;r  0,7, mais les (Ln étant

calculés à partir de l’équation entier, le calcul montre que la

valeur de C(r) pour  0,7 n’intervient pas puisque l’on trouve

1 /~.1 &#x3E; 0,7/~.
Suivant le procédé de convergence canonique nous prendrons comme

fonction F(r)

..........

Le paramètre a est calculé par la condition de normalisation 11(0) = 1.
"’" 

,

La transformée de Fourier H(k) est représentée sur la figure 1 et v2(k)
est donné par la relation

En conclusion on voit que la condition (B2) remplace la condition (A2)
dans le cas concret, et satisfait aux conditions 1° et 3° de l’introduction.

Pour voir comment varie II(k) lorsque l’on modifie C(r) pour les petites
valeurs de r (on conserve le même comportement asymptotique) nous avons
tracé une courbe obtenue en modifiant 1 2 3 (1), voir figure 1.

. ~

Les résultats numériques montrent que les deux fonctions n(A;) et 
sont simultanément négligeables pour m - 6~. On peut en conclure que
l’intervalle en dehors duquel II(k) est négligeable est lié au comportement

(~) Les {ii ~ ~3 que nous avons pris pour construire IIM(x) correspondent
a C(r) = 2014 log ~ + -r Log r pour x &#x3E; 
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asymptotique de C(r), de là au comportement asymptotique du potentiel.
..

La forme précise de n(k) dépend par contre du comportement du potentiel
pour tout r et en particulier dans la région intermédiaire.

FIG. 1. - fI(k) et en fonction de 

iv. - CONCLUSION

La fonction de source obtenue à partir du procédé de convergence cano-
nique d’après la condition (B2) est très semblable dans l’espace d’impulsion
à une fonction dont l’extrémité du support serait m -- 6~. C’est en fait
cette valeur que Chew et Low ont déterminée empiriquement pour obtenir
la valeur expérimentale de la résonance (3/2, 3/2).
Remarquons finalement qu’il peut sembler à première vue naturel de

trouver une fonction de source dont l’extension dans l’espace d’impulsion
(c’est-à-dire l’intervalle où les contributions de II(k) sont « importantes »)
est de l’ordre de la masse du nucléon, mais il faut souligner que nulle part
dans les calculs nous n’avons introduit la masse du nucléon.
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Complément. - B. U. Korenblum a démontré récemment [5] que la
constante « correspondant au théorème de S. Mandelbrojt que nous

résumons à la fin de la page 246, satisfait à la double inégalité 2  «  1.
7C

Ceci apporte une justification supplémentaire à notre procédé canonique
de convergence.
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APPENDICE

Dans l’espace des je la fonction canonique est la transformée de Fourier de
-~ ’- , 2014~-

avec

les » sont déterminés par l’équation

Les trois premiers ont pour valeur

Pour le calcul numérique de la transformée de Fourier nous avons pris 400 valeurs
de yn.
Le paramètre de normalisation « a » est évalué par la condition

on trouve a = 0,256.

(Manuscrit reçu le 14 novembre 1966).


