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Diffraction

d’une onde électromagnétique plane

par un cylindre elliptique d’axe parallèle à l’onde.
Extension à une bande plane

et à une fente à bords parallèles dans un plan
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Section A :

Physique théorique.
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I. - INTRODUCTION

Le présent article se rattache à trois Notes aux Comptes Rendus de
l’Académie des Sciences (10). Le problème est résolu rigoureusement au
moyen des fonctions de Mathieu et des fonctions modifiées de Mathieu.
Les cas des deux polarisations sont traités, correspondant soit au vecteur
électrique incident, soit au vecteur magnétique incident parallèle à l’axe du
cylindre. ,
Le problème de la diffraction d’une onde plane par un cylindre ellip-

tique a déjà été traité par différents auteurs [5] [7] [8] [9], mais ceux-ci
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s’attachent au cas où la longueur d’onde x est grande par rapport à la dis-
tance focale 2c de l’ellipse de section droite, parce que les séries obtenues
convergent plus rapidement dans ce cas. Comme nous le verrons au para-
graphe 3, la convergence de ces séries reste bonne lorsque au contraire la
longueur d’onde est petite par rapport à cette distance focale. Il faut retenir
davantage de termes dans ces séries, mais cela ne doit pas constituer un
inconvénient grave, avec les machines à calcul puissantes dont on dispose
actuellement et les procédés de l’analyse numérique.
Ce problème du mode de convergence des séries qui expriment le champ

électromagnétique dans le cas de la diffraction par un cylindre elliptique
est, à notre connaissance, traité ici pour la première fois. Comme nous le
verrons aussi à la fin du paragraphe 3, la convergence n’est pas uniforme

par rapport au paramètre A = 2014, lorsque ce paramètre parcourt tout le
demi-axe réel, h &#x3E; 0. Il en résulte qu’on ne peut pas obtenir d’expression
valable du champ électromagnétique en reportant dans ces séries les expres-
sions asymptotiques, h - + oo, des diverses fonctions de Mathieu et modi-
fiées de Mathieu qui y figurent. Les formules des deuxième et troisième
Notes de [10], exprimant E et H, dans ce cas h » 1, sont donc inexactes.
Par contre, les formules de ces deux Notes, relatives aux valeurs asympto-
tiques correspondantes des fonctions de Mathieu et modifiées de Mathieu
gardent toute leur valeur et peuvent être utilisées pour d’autres applications.
Le problème de la diffraction par une bande à bords parallèles dans un

plan est aussi, à notre connaissance, traité rigoureusement et complètement
pour la première fois.

II. - CAS DU CYLINDRE ELLIPTIQUE
DE SECTION QUELCONQUE

Nous prenons des coordonnées du cylindre elliptique, t et z, reliées aux
coordonnées cartésiennes correspondantes, x et y, par la formule

c désigne la demi-distance focale du système double orthogonal d’ellipses
et d’hyperboles homofocales.
Le cylindre elliptique diffractant correspond à z = zo et les deux demi-axes

de sa section droite sont :
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Fie. 1. - Coordonnées du cylindre elliptique,
cylindre diffractant, onde plane incidente.

L’axe du cylindre est perpendiculaire au plan (x, y) et l’onde incidente est
parallèle à cet axe. Elle dépend du temps r, au moyen du facteur et

l’axe Ox fait l’angle oc avec la direction de propagation de cette onde. Nous

supposons que le champ électrique correspondant E est parallèle aux géné-
ratrices du cylindre (polarisation horizontale).

L’équation de Helmholtz se sépare en une équation de Mathieu vérifiée
par les fonctions angulaires (dépendant de t) :

et une équation de Mathieu modifiée, vérifiée par les fonctions radiales
(dépendant de z) :

Nous avons pour l’onde incidente [1, p. 185] :
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où Eo est une constante et où cen et sen sont les fonctions de Mathieu,
classiques, normées par

et sont les fonctions de Mathieu modifiées, d’exposants carac-
téristiques respectifs n et - n et définies par leurs expressions asymptotiques
pour z - oo :

les Jn sont les fonctions de Bessel classiques et

A l’onde incidente (5) s’ajoute une onde diffractée, de façon que le champ
électrique total, qui est parallèle à l’axe du cylindre z = zo, soit nul sur
ce cylindre supposé parfaitement conducteur.
Ce champ électrique total a pour expression :

Les fonctions Mc(4)n et solutions de l’équation modifiée (4), sont
choisies de façon que l’onde diffractée satisfasse à la condition de rayonne-
ment de Sommerfeld. Il en est bien ainsi, puisque, pour z - oo,

où est la fonction de Hankel classique.
Dans le cas de la polarisation verticale, c’est le champ magnétique qui

est parallèle aux génératrices du cylindre diffractant. Le champ électrique
est normal à celui-ci et sur le cylindre z = zo, nous devons avoir Et = 0.

L’équation de Maxwell,
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La formule (7) est alors remplacée par

Ho est une constante et le signe prime indique la dérivation par rapport
à z, prise pour z = zo.

III. - ÉTUDE DE LA CONVERGENCE
DES SÉRIES OBTENUES

Nous savons que les développements des fonctions, qui figurent dans (7)
et (8), exprimés suivant les puissances de h, sont en même temps asympto-

tiques en - [7, p. 89, théorème 10].q n ~p
Pour cen et sen, nous avons [1, p. 125] :

Pour Mc~ et nous appliquons les quatre formules (46), p. 205

de [1]. La première s’écrit :

où :

est le terme constant du développement de ce2n (z, h2) en série de cosinus.
Nous avons [1, p. 122 et 125] :
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Et les expressions asymptotiques des autres quantités qui figurent dans (10)
résultent de (9) qui s’applique aussi si z est complexe. Nous obtenons ainsi :

Les calculs sont analogues pour et Il vient fina-
lement pour z &#x3E; 0 :

Ces formules peuvent être dérivées par rapport à z :

Restent les fonctions et leurs dérivées par rapport à z. A
cet effet, nous appliquons les quatre formules (41), p. 201 de [1], valables
et dérivables quel que soit z. Écrivons la première :

Pour h - 0, nous avons :

et pour p = 0,

où C est la constante d’Euler;

n tendant vers l’infini, le terme correspondant à p = 0 dans la série (15)
n’intervient évidemment pas, d’après (16), pour déterminer le terme prin-
cipal de cette série. D’autre part, pour p &#x3E; 0, le produit Jp (he-z) X 
est asymptotiquement indépendant de h. Le terme principal, pour h - 0 (ou
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n -7 co), de la série (15) est donc, d’après (16), celui qui correspond à
n = n et nous obtenons : 

.

Les calculs sont analogues pour et Il vient
finalement :

Il nous suffit maintenant de rassembler les formules (9), (13) et (18) pour
avoir les expressions asymptotiques, n - oo, des termes généraux des
deux séries qui figurant dans (7). Pour la première, nous obtenons :

Et pour la seconde,

La convergence des deux séries de la formule (7) est donc très bonne,
même pour h grand, à cause de n ! au dénominateur, et des calculs numé-
riques sont toujours possibles.
Pour les deux séries de la formule (8), (13) est à compléter par (14) et (18)

par (19), nous trouvons pour les deux termes généraux :

Les mêmes conclusions s’appliquent que pour les deux séries de
la formule (7).

Les formules (20) et (21), ainsi que celles relatives au cas de la polari-
sation verticale, méritent d’ailleurs un examen plus attentif. Le premier
terme de chaque crochet est relatif à l’onde incidente plane, le second à
l’onde secondaire ou diffractée. Si nous faisons varier z de zo à + ce, les
deux séries relatives à l’onde plane ne sont pas uniformément convergentes
par rapport à z. Et en effet, comme nous le verrons au début du paragraphe 6,
en reportant dans la formule (5) les expressions asymptotiques, z ~ + ce
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des fonctions modifiées de Mathieu qui y figurent, on obtient deux séries
divergentes. Au contraire, dans les mêmes conditions, les séries relatives
à l’onde secondaire sont uniformément convergentes par rapport à z. Il

en résulte, comme nous le verrons aussi au paragraphe 6, qu’il n’y a pas de
difficulté à reporter dans ces séries les expressions asymptotiques, z - + oo,
des fonctions modifiées de Mathieu qui y figurent.
Au sujet de la convergence uniforme par rapport à h, le résultat est le

même pour les deux ondes incidente et diffractée : il y a seulement conver-

gence uniforme sur une partie bornée ou compacte du demi-axe réel positif.
Mais si h parcourt tout le demi-axe h &#x3E; 0, il n’y a plus convergence
uniforme.

Nous n’avons pas le droit de reporter dans ces séries les expressions
asymptotiques, h - + oo, des diverses fonctions de Mathieu et modifiées
de Mathieu qui y figurent. En le faisant, nous obtenons des séries qui sont
encore convergentes mais qui ne représentent plus les ondes dont il s’agit.

IV. - CAS DE LA BANDE PLANE

Soit une bande plane suivant Ox, centrée à l’origine et de largeur 2c,
elle correspond à Zo = 0. (7) et (8) s’écrivent alors :

V. - CAS DE LA FENTE

A BORDS PARALLÈLES DANS UN PLAN

Soit 2c la largeur de cette fente, symétrique par rapport à l’origine et

pratiquée dans le plan y = 0. Nous lui appliquons le théorème de Babinet

[11, p. 105-113] qui permet de déduire le champ électromagnétique corres-
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pondant à cette fente de celui qui correspond à la bande du paragraphe
précédent.
Nous supposons que l’onde incidente va de bas en haut, 0  (X  r
Nous étudions d’abord le cas de la polarisation horizontale.
Au-dessus du plan fendu, 0  t  1t, nous appliquons (5-114) de [11] et

obtenons :

Au-dessous du plan fendu, 2014 03C0  t  0, nous appliquons (5-112) de [11].
L’onde plane réfléchie est, r désignant la distance à l’origine :

Il vient ainsi :

Cas de la polarisation verticale. Au-dessus du plan fendu, nous appli-
quons (5-115) de [11] et obtenons : "

Au-dessous du plan fendu, nous appliquons (5-113). L’onde réfléchie est
cette fois :

Il vient alors :
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VI. - CAS OU LE POINT D’OBSERVATION

EST TRÈS LOIN DU CYLINDRE

(DE LA BANDE OU DE LA FENTE)

Ce cas correspond à z » 1. La relation (1) nous donne alors :

r désignant la distance de l’origine au point d’observation. Et (6) :

Nous remplaçons maintenant les fonctions de z qui interviennent dans les
formules exprimant les résultats, par leurs expressions asymptotiques.
Pour z - + oo, nous avons :

Les expressions asymptotiques, n - + oo, du paragraphe 3 nous montrent
alors que les deux séries de la formule (5) deviennent divergentes. Nous

garderons alors l’onde plane sous sa forme élémentaire, E0e-ikr cos (t-03B1).
Par contre, les diverses séries, qui expriment l’onde secondaire, H~ ou Es,

restent convergentes et leurs sommes tendent vers zéro 

Dans le cas du cylindre elliptique quelconque, nous obtenons ainsi, avec
la polarisation horizontale :

Et une formule analogue correspondant à la polarisation verticale.
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Dans le cas de la bande plane, h) = h) = 0. Pour la

polarisation verticale, nous avons :

Considérons maintenant la fente à bords parallèles. Au-dessus de celle-ci,
(24) nous donne :

Ici, E représente le champ total, à grande distance. Ce champ s’annule

comme 1 r.

(27) nous donne une formule analogue.
Au-dessous de la fente, nous déterminons l’onde secondaire. (26) et (28)

nous fournissent :

VII. - AUTRES COMPOSANTES

DU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE

Ces autres composantes nous sont données par les équations de Maxwell :

1. Cas de la polarisation horizontale.

Le champ électrique a une seule composante qui est parallèle à l’axe du
cylindre (de la bande ou de la fente). C’est celle que nous avons calculée.
Le champ magnétique

possède deux composantes perpendiculaires à E :
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Il n’y a pas de difficulté à dériver terme à terme les différentes séries que
nous avons écrites. La convergence des séries obtenues reste la même.

2. Cas de la polarisation verticale.

Il n’y a qu’à échanger les rôles du champ électrique et du champ magné-
tique. Une seule composante, déjà calculée, du champ magnétique, deux
composantes du champ électrique.
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