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Étude des milieux continus élastiques
et thermodynamiques en relativité générale

Jean-François BENNOUN
(Institut Henri Poincaré).

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. III, n° 1, 1965,

Section A :

Physique théorique.

RÉSUMÉ. - Ce travail a pour but la construction d’une théorie relativiste

des milieux continus, tenant compte du fait que, dans le cadre de la relativité

générale, seules les variations des grandeurs physiques sont accessibles à
l’expérience. La première partie est consacrée à la mise en évidence des
propriétés de structure des milieux élastiques : après avoir établi la forme des
équations de liaison décrivant les états variés de tels milieux, je mets en évi-
dence un groupe d’équations permettant de poser complètement le problème
de l’élasticité en relativité générale. J’étends ensuite cette étude à une

thermodynamique relativiste fondée sur une interprétation tensorielle du
second principe; j’étudie, à l’aide d’une hypothèse de continuité relative
au taux de variation de la densité d’entropie totale, les variétés caractéris-
tiques du. problème posé et je dégage la forme générale de l’équation des
fronts d’onde thermodynamiques. J’effectue enfin une application de cette
étude générale au cas de l’isotropie.

ABSTRACT. - This work is devoted to the formulation of a relativistic

theory of continuous media, taking in due consideration the fact that,
within the general theory of relativity, only the variation of physical quan-
tities is operationally accessible. In the first part, we deal with the structure
of elastic média : linking equations are established, which describe the
variation of states ; the problem of elasticity in general relativity is then fully
described. Such a study is aftewards extended through a relativistic thermo-
dynamics, founded on a tensorial interpretation of the second principle;
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a continuity hypothesis related to the rate of change of the entropy density
enables to study characteristic initial manifolds, and to set the relativistic
équation of thermodynamics wave front. The work concludes with an

application of the theory to the isotropic case.

INTRODUCTION

Le problème de la représentation des sources du champ de gravitation
en relativité générale est lié de manière fondamentale à la résolution d’une
difficulté d’ordre conceptuel : la relativité générale, basée strictement sur
le principe d’équivalence faible, admet la validité des lois de la relativité
restreinte à l’intérieur d’un repère local d’inertie, à condition de modifier
en chaque point de l’espace-temps la valeur des étalons de mesure locaux.
Cette situation a pour conséquence au point de vue de la description des
milieux matériels créant le champ, que la définition d’un état de référence
naturel du milieu, nécessaire pour l’établissement d’une échelle absolue de
mesure des grandeurs d’état, perd toute signification physique, et donc que
la représentation globale du milieu à l’aide d’équations d’état ne peut plus
être envisagée.

Cette difficulté peut cependant être surmontée à condition d’abandonner
la description classique des états d’un milieu matériel en faveur de la des-
cription de la variation des états du milieu au cours de son évolution. Ce
point de vue constitue l’idée directrice de ce travail, dont l’objet est l’étude
d’une représentation des milieux continus compatible avec la relativité

générale.
Dans le chapitre premier de ce travail, je tente de montrer, à partir

d’une analyse des fondements de la relativité générale, la nécessité de l’in-
troduction du point de vue des états variés dans la construction d’une théorie
relativiste des milieux continus.

Au cours du chapitre II, je considère une situation physique précise rela-
tive aux milieux élastiques adiabatiques, et je construis le groupe des équa-
tions de liaison décrivant les états variés de ces milieux. Je pose ensuite

selon un schéma adapté au point de vue des états variés le problème de
la liaison du champ de gravitation avec ses sources.

J’étends ensuite cette représentation aux milieux continus thermodyna-
miques, en précisant les postulats de base de la thermodynamique relati-
viste ; cette étude constitue l’objet du chapitre III.
Au cours de la recherche des classes de variétés caractéristiques du pro-
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blême des milieux continus thermodynamiques, développée dans le

chapitre IV, j’établis la forme générale de l’équation des fronts d’onde
thermodynamiques.
En illustration de cette étude générale, j’applique dans le chapitre V les

résultats précédents au cas particulier des milieux isotropes. Après avoir
proposé une définition de ces milieux adaptée à la relativité générale, je
mets en évidence certaines propriétés des fronts d’onde thermodynamiques
se propageant dans les milieux isotropes ; pour conclure, j’étudie en exemple
la structure du champ de gravitation créé par une classe particulière des
milieux continus thermodynamiques isotropes.

CHAPITRE PREMIER

LE PROBLÈME DE LA REPRÉSENTATION
DES MILIEUX CONTINUS EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE

1. Fondements de la relativité générale.

Le problème de la représentation des sources du champ de gravitation
est lié de manière étroite à la signification des principes de la relativité géné-
rale ; dans le but de poser ce problème dans toute sa généralité, nous nous
proposons de refaire brièvement le chemin qui mène de la mécanique clas-
sique de Newton à la théorie de la gravitation d’Einstein.
La mécanique newtonienne suppose essentiellement (1) :
i) L’équivalence des systèmes de référence au repos les uns par rapport

aux autres, ce qui assure l’existence des systèmes d’inertie.
ii) L’équivalence des systèmes d’inertie pour la détermination de l’espace

et du temps.
iii) Le principe d’action à distance.
A partir de ces postulats, on déduit les conséquences suivantes :

a) A chaque système de référence S est associé un espace à trois dimen-
sions qui peut être muni d’une structure de variété euclidienne, et un temps
unique valable sur tout cet espace, les horloges ayant été synchronisées au
moyen d’un signal de vitesse infinie.

b) En un point d’un tel repère newtonien S, la mesure du champ de gra-
vitation tel qu’il est décrit par la théorie de la gravitation de Newton (1679),

(1) Cf. S. Kichenassamy (1964).
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s’identifie à la mesure de l’accélération d’un corps d’épreuve placé en ce
même point, ce champ possédant la caractéristique empirique remarquable
d’être indépendant de la nature du corps d’épreuve (Eotvôs (1889), Dicke
(1962)). C’est ce fait qui est à l’origine du résultat purement contingent de
la proportionnalité entre la masse passive gravitationnelle, concept d’origine
théorique, et la masse d’inertie d’un corps; par le postulat de l’identité
entre ces deux masses, et en vertu de l’identité entre les masses gravitation-
nelles passive et active, conséquence stricte des principes de la mécanique,
se trouve achevé le processus d’unification du concept de masse, tel qu’il
intervient dans l’énoncé de la loi fondamentale de la dynamique.

c) Lorsque l’espace associé à S n’est pas source d’une action gravita-
tionnelle sur les corps en présence, tout point matériel libre admet par rap-
port à S un mouvement de translation uniforme, ce fait constituant le fond
du principe d’inertie; les systèmes d’inertie S sont définis de manière absolue.

L’invariance de la mécanique newtonienne sous le groupe de Galilée,
assure donc qu’il est impossible de mettre en évidence le mouvement de
translation uniforme d’un système de référence S par le seul moyen d’expé-
riences mécaniques effectuées à l’intérieur de S; c’est cette situation que
décrit le principe de relativité newtonien.
On sait qu’Einstein (1905) a été conduit, par une analyse critique de la

notion de simultanéité à distance, à étendre ce principe pour toutes les
expériences, mécaniques et optiques, effectuées à l’intérieur de S; un tel
principe de relativité restreinte conduit à adopter comme groupe d’invariance
des lois de la physique le groupe de Lorentz.
La relativité restreinte admet (2) :

i) De même que la mécanique classique, l’équivalence des repères au
repos relatif pour la détermination de l’espace et du temps; ce postulat
conserve à l’espace-temps les propriétés attribuées à l’espace et au temps
newtonien, et entraîne de la même manière l’existence des repères d’inertie.

ii ) La propagation de la lumière isotrope et à vitesse constante par rap-
port à tout système d’inertie.

Cette théorie conduit à l’abandon de l’espace et du temps absolus de
Newton; elle laisse cependant la possibilité de mettre en évidence le mou-
vement accéléré d’un système de référence S par rapport à un système

(2) Ces deux postulats suffisent à fonder entièrement la relativité restreinte, le
caractère de réciprocité des systèmes de référence en translation relative uniforme
s’en déduisant strictement; cf. S. Kichenassamy (1964).
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d’inertie, au moyen d’expériences physiques internes à S et faisant inter-
venir les forces fictives d’inertie.

Cependant le principe d’équivalence d’Einstein (1916), fondé sur l’iden-
tité entre masse (passive) gravitationnelle et masse d’inertie, ne permet pas
de distinguer localement entre champ d’inertie et champ de gravitation
homogène; cette situation entraîne que dans une région de l’espace-temps
suffisamment petite pour que l’on ne puisse pas déceler la source du champ
de gravitation, le système de référence S peut être assimilé à un système
d’inertie. En revanche, si l’on considère une région étendue de l’espace-
temps, S ne constitue plus un système d’inertie du fait que l’on peut dans
ce cas caractériser le champ gravitationnel. Cela signifie qu’en chaque point
du système de référence S deux événements ne sont plus caractérisés par
les mêmes intervalles de longueur et de durée. La présence d’un champ
de gravitation a donc pour effet de modifier en chaque point la structure
géométrique de l’espace-temps ; le système de référence S est constitué par
le raccord d’une infinité de systèmes d’inertie, et l’espace-temps est repré-
senté par une variété à connexion linéaire.

Ainsi, la représentation de l’espace-temps par une variété à connexion
linéaire traduit la situation créée par l’équivalence locale entre champ
d’inertie et champ de gravitation homogène. Est-ce qu’il s’ensuit que cette
équivalence est forte, c’est-à-dire que les lois de la relativité restreinte, y
compris leur contenu numérique, sont valables dans un repère d’inertie,
indépendamment de la position de ce repère dans l’espace-temps ? En fait
non, car S ne constitue pas un véritable repère d’inertie, les étalons de mesure
ne coïncidant avec ceux de la relativité restreinte qu’à des infiniment petits
près. L’équivalence entre champ d’inertie et champ de gravitation est faible,
et cette situation semble bien la seule décrite par l’expérience d’Eotvôs (3).

2. Les postulats de la relativité générale.
La présence d’un champ de gravitation conduit à représenter l’espace-

temps par une variété à connexion linéaire. Einstein a précisé cette concep-
tion en munissant cette variété V4 d’une structure riemannienne définie par
la métrique de type hyperbolique normal (signature : - 2), supposée régu-
lière :

2.1 ds2 = (ce et tout indice grec = 0, 1, 2, 3).
Les coordonnées locales (xY) n’ont qu’une signification purement topo-

logique, les caractéristiques géométriques de V4 et la définition des étalons

(3) Cf. S. Kichenassamy (1964).
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de mesure locaux ne pouvant être obtenues qu’à travers la métrique (2.1).
Conformément à l’interprétation de la théorie, les ga3 sont identifiés aux

potentiels de gravitation. La détermination locale de ces potentiels est

obtenue en admettant que :

i) Dans les domaines de V4 vides d’énergie non gravitationnelle, la métri-
que est régulière et satisfait aux équations d’Einstein du cas extérieur :

et désigne le tenseur d’Einstein de V4 :

R ocr3 le tenseur de Ricci, et R la courbure scalaire de V4.

ii ) Dans les domaines de V4 meublés par une distribution énergétique
à laquelle est associée la densité d’impulsion-énergie Toct3, les g03B103B2 supposés
réguliers satisfont aux équations d’Einstein du cas intérieur (4) :

iii ) Sur les hypersurfaces frontières limitant les distributions énergétiques,
les potentiels de gravitation et leurs dérivées premières sont continus,
conformément aux conditions de raccordement de Schwarzschild.

Ces postulats sont compatibles avec une hypothèse de différentiabilité
de V4, que l’on admet être de classe C2 - C4 par morceaux (5).

L’arbitraire sur le choix des coordonnées est assuré par l’existence des

quatre identités :

où i7 désigne l’opérateur de dérivation covariante relatif à la métrique .

ces identités, conséquences des identités de Bianchi, entraînent en vertu de
(2.4) les quatre équations de conservation de la densité d’impulsion-énergie :

(4) Le choix des unités adopté dans ce travail est tel que c = 1, c désignant
la vitesse de la lumière dans le vide, et x = 1, où x = 803C0Gn/c2 est la constante
d’Einstein, et Gn la constante de gravitation newtonienne.

(5) Cf. A. Lichnerowicz (1955). -
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Ces équations jouent le rôle de conditions de compatibilité lors de la

recherche de solutions exactes des équations de champ; lors du calcul de

solutions approchées, leur intégration sur le domaine de V4 représentatif
de l’évolution du milieu matériel fournit la conservation de l’énergie totale
et le mouvement des sources du champ.

3. Le problème de la représentation des sources du champ de
gravitation.

La description des sources du champ de giavitation est assurée par la
donnée de la densité d’impulsion-énergie Tcx(3 apparaissant dans le second
membre des équations d’Einstein du cas intérieur. La construction d’une
théorie relativiste de la matière consiste dans la caractérisation de la struc-
ture de Tcx(3 à l’aide d’hypothèses d’origine phénoménologique adaptées aux
propriétés du milieu matériel considéré. La mise en forme précise d’un
tel problème demande que l’on revienne à nouveau sur la signification des
principes de la relativité générale.
Nous avons vu que cette théorie est basée strictement sur le principe

d’équivalence faible, ce qui revient à admettre que si les lois de la relati-
vité restreinte restent valables à l’intérieur d’un repère local d’inertie, la

présence d’un champ de gravitation a cependant pour effet de modifier
soit la valeur des étalons de mesure locaux, soit, ces étalons restant identiques
à ceux de la relativité restreinte, la valeur des grandeurs physiques. Il va
de soi que ces deux interprétations sont strictement équivalentes au point
de vue du contenu numérique des lois de la relativité générale, mais le
choix de l’une d’elles est lié de manière profonde à la compréhension de
la théorie de la gravitation d’Einstein. .

On sait que S. Kichenassamy (1964) a été conduit à admettre que la
présence du champ gravitationnel modifie la valeur des étalons de mesure
locaux, de telle manière que les phénomènes d’une région petite de l’espace-
temps soient décrits par les mêmes nombres que ceux qui leur sont attribués
dans un véritable repère d’inertie (6) (7).

(6) Le lien entre le temps propre associé à un système de référence S lié à une
particule d’épreuve, et l’accélération de S par rapport au système d’inertie So
lié au laboratoire a pu être explicité dans le cas d’un mouvement uniformément
sur-accéléré de S par rapport à So; cf. S. Kichenassamy (1965).
0) Cette interprétation permet en particulier de donner une explication satis-

faisante du phénomène de décalage vers le rouge, qui distingue, dans l’effet global,
l’effet Dôppler classique de l’effet purement gravitationnel. 

’



48 JEAN-FRANÇOIS BENNOUN

Une telle interprétation conditionne le point de vue adopté pour l’étude
du problème de la représentation des milieux continus en relativité générale.
Il est nécessaire, pour bien comprendre ce point, d’effectuer un retour sur
la manière dont se pose le problème analogue en mécanique classique :
il revient dans ce cas à la détermination des équations d’état du milieu
matériel qui relient les grandeurs d’état, caractéristiques des propriétés
physiques du milieu, aux grandeurs caractéristiques de la configuration de
ce milieu. Les grandeurs d’état possèdent une signification absolue, en ce
sens qu’elles caractérisent l’état du milieu matériel par rapport à un état
de référence défini a priori de manière absolue, c’est-à-dire avant toute
action d’une influence extérieure au milieu. L’hypothèse que l’on puisse
définir un tel état de référence naturel est tout à fait fondamentale en théorie
classique des milieux continus, bien qu’elle ne soit pas toujours formulée
de manière explicite.

Or, la définition d’un état de référence naturel cesse d’être possible en
relativité générale, puisque le milieu considéré est lui-même source d’un
champ de gravitation qui contribue à modifier la valeur des étalons de
mesure destinés à caractériser un tel état. Il s’ensuit qu’il est impossible
d’attribuer aux grandeurs d’état caractéristiques du milieu des valeurs
absolues, et donc que la représentation des milieux matériels en relativité
générale ne peut plus s’effectuer à l’aide des équations d’état du milieu.
Cette difficulté conceptuelle, mise en lumière pour la première fois par
Synge (1959), doit conduire à une modification radicale des idées classiques
concernant le problème de la représentation des milieux continus.

Si la représentation au sens classique d’un milieu matériel nous échappe,
nous pouvons toujours décrire celui-ci à partir des caractéristiques connues
d’un état antérieur infiniment voisin jouant le rôle d’état de référence; en
d’autres termes, il est possible d’attribuer à la variation des états d’un
milieu matériel au cours de l’évolution de ce milieu une signification phy-
sique intrinsèque, c’est-à-dire indépendante de la définition d’un état naturel
de référence (8). La densité d’impulsion-énergie cesse d’avoir une signi-
fication physique absolue, seule la variation de cette grandeur restant acces-
sible à l’expérience. Le problème de la représentation des milieux matériels
est donc ramené à celui de la détermination des états variés du milieu consi-

déré, compatible avec l’interprétation admise de la relativité générale.

(8) Ce point de vue a été également envisagé en mécanique classique, dans un
but différent, notamment par C. Truesdell (1955), W. Noll (1955, 1958), B. Berns-
tein et J. L. Ericksen (1958) ; cf. B. Bernstein (1960).
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Ce point de vue, suggéré initialement par Synge (1959), est celui que nous

adoptons ici, et dont nous exploitons systématiquement les conséquences
en vue de l’élaboration d’une théorie relativiste des milieux continus.

CHAPITRE II

REPRÉSENTATION
DES MILIEUX CONTINUS ÉLASTIQUES

4. Introduction.

Notre but est la construction d’une théorie relativiste de l’élasticité en

accord avec le point de vue des états variés.
Le problème de l’élasticité apparaît déjà d’une grande importance en

relativité restreinte, à cause de la trop grande particularité de la classe des
mouvements rigides dans le cadre d’un espace-temps de Minkowski, puisque
de tels mouvements ne possèdent que trois degrés de liberté (9) ; en particulier,
ainsi que l’ont montré Herglotz (1910) et Noëther (1910), les mouvements
rigides non irrotationnels constituent toujours une isométrie de M4.
La situation semble être moins restrictive en relativité générale, où les

mouvements rigides au sens de Bom (1°) possèdent bien les six degrés de
liberté requis; cependant, on montre (il) que les mouvements rigides des
milieux matériels représentés à l’aide d’une densité d’impulsion-énergie de
type normal se produisent toujours avec une vitesse angulaire constante.
La considération de situations physiques données rend donc nécessaire
l’étude de mouvements de types plus généraux.
Le problème de l’élasticité en relativité générale a été posé initialement

par Synge (12) (1959). Dans le but de supprimer les difficultés liées à l’action

(9) M. Born (1909), G. Herglotz (1910), F. Noëther ( 1910) ; cf. W. Pauli (195~
§ 45.

(1°) N. Rosen (1947), G. Salzman et A. H. Taub (1954); cf. Pirani et Williams
(1962).

(11) C. B. Rayner (1959), F. A. E. Pirani et G. Williams (1962), R. H. Boyer
(1965).

(12) Le problème de l’élasticité en relativité générale a été notamment abordé
par J. L. Synge (1959) et C. B. Rayner (1963); citons également les travaux de
J. M. Souriau (1958), A. Bressan (1963), B. de Witt (1963), qui adoptent un point
de vue strictement classique.

ANN. INST. POINCARÉ, A-III-I 4
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du champ gravitationnel, cet auteur introduit un groupe d’équations de
liaison destinées à décrire les états variés des milieux élastiques; cependant
ces équations ne semblent pas entièrement satisfaisantes, du fait de la non-
équivalence entre la définition du taux de variation des contraintes et celle
du taux de variation des déformations que cet auteur adopte (13). La théorie
proposée peu de temps après par Rayner (1963) réintroduit les difficultés
liées à la définition d’un état de référence naturel du milieu élastique en
présence d’un champ de gravitation, cet auteur étant contraint, pour carac-
tériser un tel état, d’introduire une métrique d’espace auxiliaire totalement
étrangère à la relativité générale (12) ; on peut cependant déduire, par varia-
tion des équations de Rayner, un groupe d’équations de liaison qui ne pré-
sentent plus les difficultés des équations de Synge (13). De telles théories
présentent de toute manière un caractère arbitraire, en ce sens qu’elles ne
précisent pas les hypothèses de structure du milieu sous-jacentes aux équa-
tions envisagées.
Nous nous proposons, au cours du travail qui suit, de construire une

théorie de l’élasticité compatible avec la relativité générale, suivant les idées
développées précédemment. Nous mettrons tout d’abord en évidence la
structure de la densité d’impulsion-énergie décrivant le caractère élastique
du milieu considéré, pour en déduire, par un processus de variation, les

équations de liaison du milieu reliant le taux de variation des contraintes
au taux de variation des déformations. Nous restreignons cette étude au
cas des milieux élastiques adiabatiques, et sans interaction avec un champ
extérieur autre que gravitationnel, de manière à dégager nettement les pro-
priétés caractéristiques de ces milieux; nous étendrons ultérieurement cette
représentation à une classe plus large de milieux continus.

A. - Détermination de la structure de 

Nous nous proposons de montrer dans cette section que, sous une

hypothèse simple réalisant la transposition en relativité de l’hypothèse
de Cauchy-Green sur les milieux élastiques, la densité d’impulsion-
énergie révélant cette structure est de type normal, avec une densité

des contraintes décrite par un groupe de six équations d’état, que nous
déterminerons.

(13) Cf. J. F. Bennoun (1963).


