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Rangements optimaux de carrés unité
dans une bande infinie(*)

SAÏD EL MOUMNI(1)

RÉSUMÉ. - Nous déterminons les rangements les plus denses de carrés-
unité dans une bande infinie de largeur f du plan euclidien I1$2, lorsque
1.~2.

ABSTRACT. - We détermine the densest packings of unit squares into
an infinite srip of width f in the Euclidean plane II~ 2, when 1  :~  2.

1. Introduction

Le but de cette note est de déterminer les rangements les plus denses de
carrés-unité dans une bande infinie de largeur f du plan euclidien R~. Ce
problème nous a été proposé par R. Kenyon (E.N.S. de Lyon).

L. Fejes Tôth a proposé, en 1971, un problème analogue avec des
cercles-unité au lieu des carrés-unité. Pour .~  1+B/3/2 la solution est facile;
d’après R. K. Guy [G], J. Molnâr a résolu en 1978 le cas où £ = 1 + 
(n C N), et le cas £  1 + B/2 fut résolu par F. Kertész en 1982 (non
publié). Les résultats les plus récents sont dus à Z. Füredi [F2] en 1989 pour
£  1--~~.

Soit B = ] -00, [ x [ -f/2 , .~/2 ~ une bande infinie du plan euclidien
I~8 2, et soit BL = [-L/2 , , L/ 2 ~ x ~ -.~/ 2 , .~/ 2 ~ . Un rangement de carrés-unité
dans B est une famille de carrés-unité fermés contenus dans B et dont les
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intérieurs sont disjoints deux à deux. La densité d~ d’un rangement 7Z de
carrés-unité Ci {i E Î~) dans B est défini par:

d~ = limsup 1 ~ 1.
L~~

Ci~BL

on prouve aisément que cette densité peut aussi être définie par:

où

Nous allons démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME . La densité maximale d’un rangement de carrés-unité
dans une bande infinie de largeur .~ vaut :

Nous comptons publier prochainement des résultats analogues pour
d’autres intervalles de variation de .~.

Remarque . - Nous n’avons pas défini la densité d’un rangement R par

dR = lim 1 lL 03A3 1?Z 
L~~

car cette limite n’existe pas toujours, comme le montre l’exemple suivant :
étant donnée la suite (an) définie par

r ao = 0 , ai = 1, a2 = 2, ~ = 4

~ a~~.2 ~ 3a~ pour 1~ > 2 ,
pavons les rectangles ~ a2n a2n+1 -1 , 1 ~ et [ -a2n+1 -a2n ~ X [ -1 , 1 ~ ]
par des carrés-unité (pour tout n Pour ce rangement de carrés-unité
dans B, on a

de sorte que la limite 1 n’existe pas.
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Démonstration du théorème

Soit A la droite d’équation y = 0 située à égale distance des deux bords
de B. Comme on suppose £  2, l’intersection de A avec tout carré-unité Ci
contenu dans B est un segment fermé et nous poserons Ci n A = .

Il y a deux possibilités :

(1) si pi et q appartiennent à deux côtés opposés de Ci, alors 1 ;

(2) si pi et qi n’appartiennent pas à deux côtés opposés de Ci, désignons
par hi le minimum des distances des quatre sommets de Ci aux bords
de la bande B, par si l’unique sommet de Ci situé à distance hi d’un
bord de B et par ai l’angle formé par un des côtés issu de si et la
droite parallèle aux bords de B et passant par s2 (0  ai  ~r/2) ;
on a

|piqi| = sin 03B1i + cos 03B1i + hi 
2014 l/2 sin 03B1i cos 03B1i

;

or la fonction = (sin x cos ~) est décroissante
sur l’intervalle 0 , ~r/4 ~ ] et croissante sur l’intervalle ~r/4 , ~r/2 ~ ;
donc, quel que soit a ~ ] 0 , 03C0/2[,

sin 03B1 + cos 03B1 - l/2 sin 03B1 cos 03B1 
~ f(

03C0 4 ) = 22-l;

on en déduit que 22 - l.

En résumé, quel que soit le carré-unité Ci contenu dans B, on a

|piqi| ~ 1 ou .

A présent, distinguons deux cas.

{I). - Si 1 ~ .~  2B/2-1, alors 2~-.~ > 1 et par conséquent 1,
quel que soit le carré-unité Ci dans B. Dès lors, si on désigne par Ci, ... , Ck
les carrés-unité contenus dans BL, l’inégalité évidente (en
effet les segments ouverts , q2 [ sont disjoints deux à deux) entraîne

1  L, autrement dit
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On en conclut que

(II). - Si 2~/2 - 1 ~ ~  2, alors 2~ - ~ ~ 1 et par conséquent
~~ ~ ~ quel que soit le carré-unité Ci dans B. Dès lors, si

on désigne par Ci, ..., Ck les carrés-unité contenus dans ~, l’inégalité
entraîne (2~5- ~)~ ~ L, autrement dit

On en conclut que

Or, lorsque 1  .~  2V2 - 1, le rangement sur la figure 1 a pour densité
1 /.~.

Fig. 1
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et, lorsque 2B/2 - 1  .~  2, le rangement représenté sur la figure 2 a pour
densité 1 /.~( 2 ~ - .~) .

Fig. 2

Ceci termine la démonstration du théorème. 0
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