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Un domaine d’holomorphie de la solution
d’un problème de Cauchy homogène

DOMINIQUE SCHILTZ(1)

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IX, n°3, 1988

RÉSUMÉ.- On considère le problème de Cauchy homogène pour un opéra-
teur différentiel linéaire à coefficients holomorphes. On suppose que les
données de Cauchy sont holomorphes dans un ouvert strictement pseudocon-
vexe au voisinage d’un point, dans lequel la multiplicité des hypersurfaces
caractéristiques issues de la frontière de cet ouvert est constante. On montre
alors que la solution du problème se décompose en somme de fonctions holo-
morphes chacune dans un domaine délimité par l’une de ces hypersurfaces.

ABSTRACT. - We consider the homogeneous Cauchy problem for a linear
differential operator with holomorphic coefficients. We assume that the
Cauchy data are holomorphic in an open set, strictly pseudoconvex in
a neighborhood of a point, where the multiplicities of the characteristic
hypersurfaces issuing from the boundary are constant. We then show that
the solution of the problem can be written as a sum of functions, each of
them being holomorphic in a domain delimited by one of these.hypersurfaces .

1 - Introduction

L’objet du présent travail est de décrire la structure analytique de la
solution d’un problème de Cauchy à données holomorphes, au voisinage du
bord d’un domaine d’holomorphie commun à ces données de Cauchy.
On désigne par x = (x°, x’) un point de X = On note pour tout

j E {0,1, ... , n~ : 8~ = âx et

on emploie les notations habituelles pour des multi-indices a ~
a’ 6 Nn.

(1) U.F.R. de Mathématiques, Université Lille I, 59655 Villeneuve d’Ascq Cédex



Soit w un domaine de S _ ~ x E = 0 ~ . Soit W un domaine de
contenant On considère le problème de Cauchy

où a(x, = ~~ est un opérateur différentiel linéaire d’ordre m

à coefficients holomorphes dans W, , 1 pour a = (m, 0, ... 0), et
wo, w1,... , , wm-1 sont des fonctions holomorphes dans w.

Il résulte du théorème de Cauchy-Kowalewski appliqué en chaque point
de w qu’il existe des domaines n de X contenant w dans chacun desquels
il existe une unique solution holomorphe au problème (1.1). Nous décrirons
ici l’allure de l’un de ces ouverts au voisinage d’un point y de âw. Nous nous
placerons pour cela sous les hypothèses suivantes : :

- âw est de classe C~ et w est strictement pseudoconvexe en y ;
- le point y n’est pas un point critique de ôcv pour l’opérateur a(x, ax ) :

cette hypothèse signifie que les bicaractéristiques issues de la direction
complexe orthogonale à 8w en y sont de multiplicité constante. On notera
Jl leur nombre.

Dans la section 2, nous énonçons des résultats de décomposition d’une
fonction holomorphe dans w en somme d’une fonction holomorphe sur un
voisinage de y E âw et d’une intégrale du type de celle intervenant dans la
formule de Cauchy-Fantappiè. Cette intégrale dépendra d’un paramètre e
quand f n’est pas continue sur (;J près de y.

Ensuite nous étudions les sous-variétés réelles caractéristiques pour un
opérateur différentiel holomorphe. C’est l’objet de la section 3.

Dans les sections suivantes, nous établissons le théorème de décomposi-
tion que voici : :

THÉORÈME 1.1. , Soit y un point non critique de âw. Supposons w
strictement pseudoconvexe en y. Il existe alors une boule Do de centre y
dans X possédant les propriétés suivantes :

a) Chaque hypersurface caractéristique Kj issue de aw partage Do en
deux domaines : soit Dj celui qui contient Do n w;

b ) Il existe des fonctions j = 0,1, ... , holomorphes sur DI, telles
IL

que la fonction u = soit une solution du problème de Cauchy (1.1~;
~=o



cette solution est holomorphe uniforme sur

Les conseils de Monsieur le Professeur Jean Leray m’ont été précieux; je
l’en remercie bien sincèrement.

2 - Localisation de la formule de Cauchy-Fantappiè

Sous ses diverses formes (cf. LERAY [10] [12], HENKIN [6], HENKIN-
LEITERER [7], KRANTZ [9]), la formule de Cauchy-Fantappiè permet d’ex-
primer une fonction holomorphe de plusieurs variables complexes par une
intégrale sur un cycle. Nous avons à limiter cette intégrale à une partie de
ce cycle, voisine d’un poit de la frontière d’un domaine d’holomorphie de
cette fonction.

Soit w un domaine de en (n ~ 2). Soit y E âw. Supposons âw de classe
C2 au voisinage de y, et w strictement convexe en y (cf. HENKIN-LEITERER
[7] p. 67). Soit u un voisinage ouvert de y dans aw. 
une application de classe CI telle que, pour tout z E cr, l’unique hyperplan
complexe de C’~ tangent à 8w en z admette l’équation

si (*(z) est l’image de ((z) dans l’espace projectif complexe associé à Cn,
on désigne par E l’image de 03C3 par l’application z ~ (03B6*(z), z).
On définit deux formes différentielles 8(z) et ~(~) par :

où le terme surmonté d’un°°°°°est omis dans le produit extérieur.

On a alors le

THÉORÈME 2.1.- On conserve les notations précédentes. Soit f une
fonction définie et continue sur w U 03C3, à valeurs complexes, holomorphe
sur w. La fonction f définie par .



est holomorphe sur un voisinage de y dans ce voisinage, qui dépend de
w et o, est indépendant de f. .

Ce théorème établi dans [13] est à rapprocher d’un résultat de KRANTZ
([9~, théorème 5.3.6) dans lequel la décomposition de f utilise une partition
de l’unité subordonnée à un recouvrement ouvert de o~w.

Pour traiter le cas d’une fonction f non continue sur w près de y, on
utilise la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. Soit w un ouvert de RN (N > 2). Soit y E âw. Soit
W un voisinage de y dans RN. Supposons âw de classe CZ dans W et w
strictement convexe en y. Dans l’espace des hyperplans de RN, soit t~ un
voisinage de l’hyperplan p(y) tangent à aw en y.

Il existe alors une famille continue décroissante de domaines
de RN ayant les propriétés suivantes :

Do = w au voisinage de y;

0394~ est strictement convexe ;

est une hypersurface fermée de classe C2, dont le bord est de classe C2;

alors x appartient à une hypersurface ~0394~ unique;
L ’application

définie par la condition p(x) est tangent à 8~E en x quand x E est

continue sur et de classe C1 dans 



Cette proposition est démontrée dans [13].
Revenons à un ouvert w E en dont la frontière est de classe C2. Soit

y un point de ôw en lequel w est strictement convexe. Soit une

famille de domaines de en ayant les propriétés décrites dans la proposition
2.1. Pour tout E E [0,1], il existe une application 03B6~ : ~0394~ ~ CnB{0}, de

classe CB telle que pour tout x E ~0394~, l’unique hyperplan complexe de en
tangent à ~0394~ en x admette l’équation  03B6~(z), x - z >= 0; on notera 03B6*~(z)
l’image de (f(Z) dans l’espace projectif associé à en.

Pour tout E E [0, l], on note

vu la proposition 2.1, 7c est une hypersurface de classe C2, de bord 
On désignera par r E l’image de âDE par l’application

et 03A3~(resp 03A3*) la restriction de cette application à 03C3~ (resp 03C3*) : vu..ce qui
précède, £* est indépendant de E.

Soit f une fonction holomorphe dans w.

PROPOSITION 2.2. Conservons les hypothèses et les notations précé-
dentes. Pour tout E on définit fE par . 

’

La fonction lE est holomorphe dans en outre :

En effet, il résulte de la formule de Cauchy-Fantappiè sur Ae que l’on
peut écrire :

expression indépendante de e.
Il résulte de la proposition 2.2 qu’il existe une unique fonction f o, à

valeurs complexes, définie et holomorphe sur Ao, telle que :



THÉORÈME 2.2. Conservons les hypothèses et les notations précé-
dentes. Alors la fonction f définie par f (x) = f( x) - fo(x) est holomorphe
sur un voisinage de y dans ce voisinage qui dépend de w et a~*, est

indépendant de f. .

Preuve . - Vu ce qui précède, on a

donc f est holomorphe hors de la réunion des hyperplans affines réels
tangents à ~* ; comme y appartient à To et Ao est strictement convexe,
y n’appartient pas à cette réunion qui est évidemment fermée, d’où le

théorème.

3 - Hypersurfaces caractéristiques

Nous énonçons ici brièvement les définitions et résultats utilisés dans la
suite; un exposé plus complet est présenté dans [13].

Soit X une variété analytique complexe de dimension n + 1 (n E N*).
Soit TX le fibré vectoriel tangent à X. Pour tout x E X et toute forme
linéaire réelle £ sur TxX, il existe un unique élément ~ du dual complexe

de TxX tel que

l’application l H ~ est un isomorphisme du dual de TxX relativement à R
sur le dual de TxX relativement à C, et nous identifierons désormais ces
deux espaces au moyen de cet isomorphisme.

Soit V une sous-variété de classe C~ de X muni de sa structure de
variété différentiable réelle de dimension 2n+2; pour tout x E V, soit 
l’orthogonal dans T*xX de Ti V considéré comme sous-espace vectoriel réel
de TxX, pour la dualité

L’ensemble



est appelé fibré conormal réel de V dans X ; si V est une sous-variété

analytique complexe de X, N* V coïncide avec le fibré conormal complexe
de V dans X.

Soit G une hypersurface analytique complexe de T * X telle que toute

équation analytique irréductible h(x, ~) = 0 de G dans un ouvert U de T*X
soit un polynôme homogène de degré ~ relativement à ~ : on peut alors
choisir U = T * U, où U est un ouvert de X .

Une sous-variété réelle V de classe C~ de X sera dite caractéristique si
son fibré conormal dans X est contenu dans G.

Sit v(x) = 0 est une équation locale de V, ceci équivaut à :

dans un système de coordonnées locales de X.

Soit S une hypersurface analytique complexe de X on suppose que S
n’est nulle part caractéristique, autrement dit que

Soit W une hypersurface réelle de classe C~ de S muni de sa structure
de variété analytique réelle(dimR W = 2n - 1). Un point x E W est dit
critique s’il existe ~ E Nx W tel que (x, ~) E G et soit tangent à S
en x.

Considérons un point non critique x de W. Choisissons des coordonnées
locales au voisinage U de x dans lesquelles S admet l’équation : XO = 0. Soit
w(x‘) = 0 une équation de W ~ U (x’ = (x1, ... , xn)). Alors on a

Comme S n’est pas caractéristique, on a

de sorte que le polynôme h(o, x’, go, ~’) est de degré ~ par rapport à la
variable De plus, comme x = (0, x’ ) n’est pas un point critique, si 
est racine de l’équation



alors on a

Il en résulte que l’équation (3.1) en ~o admet ~ racines deux à deux
distinctes, qui sont de plus des fonctions R-linéaires de k. Donc N;W n G
est constitué de la réunion de ~u droites réelles de TzX de même origine, et
deux à deux distinctes. Ceci établit le caractère de multiplicité constante
d’un point non critique de W.

On en déduit le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. Soit X = Cn+1. Soit S l’hyperplan complexe de X
d’équation x° = 0. Soit un polynôme homogène de degré ~c en

ç = (03BE0,03BE1,...,03BEn), à coefficients holomorphes dans un ouvert U de X
rencontrant ~S’. Soit T une hypersurface réelle de classe C2 de S. Soit T’ le
complémentaire dans T de l’ensemble de ses points critiques. Au voisinage
de T’, la caractéristique V contenant T’ est unique.

T’est une singularité de V ; au voisinage de chaque point de T’, V se
décompose en ~C hypersurfaces régulières , j = 1, ... En chaque point
de T’, les  hyperplans tangents à ces  composantes de V sont deux à deux
distincts.

, 

4 - Le problème de Cauchy à données méromorphes
résolu par Hamada

Notation 4.1 . Soit a(x, âx ) un opérateur différen-
tiel holomorphe dans X = C’~+~, défini au voisinage de y = (0, y’). Soient
g(x, ~) = le symbole principal de l’opérateur a(x, âx ) et
h(x, ç) le produit des facteurs irréductibles distincts de g(x, ~) dans l’anneau
H[g] des polynômes à n + 1 indéterminées sur l’anneau des fonctions

holomorphes dans un voisinage de y. Soit  le degré de h relativement à
1.

Notation 4.2 . - Soient S l’hyperplan de X d’équation x° = 0 et S* son
dual. Soit r~’ E S* tel que y ne soit pas un point critique de l’hyperplan réel
de S d’équation Re  r~’, x’ - y’ >= 0 pour h (voir section 3). Alors les
racines ~(1)o , ... de l’équation en ~o

sont deux à deux distinctes.



Il existe une boule ouverte W de X de centre y sur laquelle a(x, âz ) est
holomorphe, et un voisinage ouvert demi-conique strictement convexe r de
r~’ dans S*, ne dépendant que de a(x, âx ), tels que les propriétés suivantes
sont vérifiées.

A) II existe ~c fonctions a~ (x, ~’ ), j = 1, ... , ~c, holomorphes et deux à
deux distinctes sur W ~x r, telles que l’on ait

de plus ces fonctions sont positivement homogènes de degré 1 relativement
.

Cette propriété est une simple conséquence du théorème des fonctions
implicites dans le cas holomorphe.

Notons W’ = W n S‘ : : alors pour tout z’ 
, 

E W’ et tout (’ E F,
z = (0, Zl) n’est pas un point critique de l’hyperplan réel de S d’équation
Re  ~’, x’ - z’ >= 0 pour h. Notons pour tous les j E ~1, ... , ~~ et

1

B) Le problème de Cauchy holomorphe du premier ordre

possède pour tout (z’, ~’) E W’ x F une unique solution ~ holomorphe
dans W; ; sa valeur, notée z’, ~’), est holomorphe sur W x W’ x r et
positivement homogène de degré 1 relativement à ~’’.

C’est un cas particulier du théorème de Cauchy ; l’homogénéité de x~ rela-
tivement à ~’ provient de ce que, pour tout t > 0, la fonction t z’, t~’)
est aussi solution du problème (4.3).

Notons pour tout (z’, ~’’) E W’ x r :

Evidemment ~(z’, ~’) est l’hyperplan complexe de S passant par z’ et
normal à 03B6’, et 03BA1(z’, 03B6’),...,03BA (z’, 03B6’) sont les  hypersurfaces caractéris-
tiques complexes de W issues de ~(z’, ~’’). L’hypersurface JC~ (z’, ~’) est en-
gendrée par les projections sur X des bicaractéristiques issues des points
(0, x’, ~~ (o, x’, ~’‘)) quand x’ décrit ~’’).



C) Pour tout ~’) E W’ x r et tout k E ~0, ... , m -1~, le problème de
Cauchy à données méromorphes

possède une unique solution u~. ] holomorphe sur le revêtement universel de
W( ~’’); sa valeur sera notée v(x, z’ ~’’); la fonction (x, z’, ~’’) H
v(x, z’, ~’’) est holormorphe sur le revêtement universel de l’ensemble

et est positivement homogène de degré -n relativement à ~’’.
Le problème (4.4) a été résolu par HAMADA (2~ [3~ [4], qui donne de sa

solution v[. ] la forme suivante :

la fonction (x, z’ , ~’ ) H z’ , ~’’ ) est holomorphe sur W x W’ x r et posi-
tivement homogène de degré -n relativement à ~’; pour tout j E ~1, ... , ~c~,
la fonction ( x, z’ , ~’ ) ~ z’ , ~’’ ) est holomorphe sur le revêtement uni-
versel de l’ensemble

et est positivement homogène de degré -n relativement à ~‘ ; cette fonction
peut se mettre sous la forme suivante donnée par HAMADA [3] [4] :

où les fonctions (x, z’, ~’) H z’, ~’~ sont holomorphes sur W x W’ x r
et positivement homogènes de degré v-n relativement à ~’ pour tout n E N.
Ici on désigne par c’ un vecteur de S, choisi de façon que



La réunion de ces vecteurs c’ constitue donc un demi-cône convexe ouvert
+00

de S. D’autre part, la série B~ est absolument et uniformément convergente
v=I

sur tout compact contenu dans le revêtement universel de 

La proposition suivante montre que dans (4.6) on peut remplacer

Gj(x, z’, 03B6’) log ~j(x,z’,03B6’) 03B6’,c’> par Gj (x, z’, 03B6’) log ~j(x, z’, 03B6’) : on obtient
ainsi l’énoncé donné par Y.HAMADA. "

PROPOSITION 4.1.2014 On a

Preuve . - La fonction

appartient à un germe de X holomorphe sur W’~~(z’-, ~’‘).
Vu (4.5) et (4.6), il en est de même de la fonction

Or : d’une part, chaque fonction

appartient à un germe de X holomorphe sur W~; ; d’autre part, chaque
fonction

appartient à un germe de X, localement holomorphe sur W’ B~(z’, ~’ ), qui
croît de 2i7r quand x’ décrit dans ~’B~(z’, ~’) un lacet ayant avec P(z’, ~’’)
le coefficient d’enlacement 1.

Donc la fonction



appartient au germe de X, holomorphe sur W’, qui est identiquement nul.
D’où (4.8).

5 - Choix d’une détermination uniforme
de la solution du problème de Cauchy

Soient X = et S l’hyperplan de X d’équation x0 = 0. On désigne
par A un domaine borné de S dont la frontière â0 est de classe C’2. On

suppose A strictement convexe au sens usuel (cf. VALENTINE [14], p.94).
Soient y = (0, y’ ) E ôA, et ~’ E S* tel que

r~‘ est donc un vecteur de défini au produit près par un réel
strictement positif.

Employons la notation 4.1 - Supposons que y n’est pas un point critique
de â~ pour h (voir section 3). Alors les racines y~ ? ... , de l’équation
en r~o

sont deux à deux distinctes.

Il existe W et F tels que les propriétés A, B, C décrites dans la section
4 sont vérifiées.

Notons a un voisinage fermé de y dans 9A contenu dans W’ = W n S.

Soit ~’’ : ~ --~ ~S’*~~0~ une application de classe CI telle que pour tout

donc ~°~z’~ est un vecteur de Tz, (8a~; la fonction ~’ est définie au produit
près par une fonction de classe CI sur cr, à valeurs strictement positives.

Choisissons alors o~ assez petit pour que l’application Ç’ envoie 7 dans F.

Avec les notations de la section 5, nous poserons pour tout z’ :

Notation 5.1 . . - Nous noterons Kj la j-ème hypersurface caractéristique
réelle issue de : d’après le théorème 3.1, elle est engendrée par les



bicaractéristiques complexes issues des (0, (~)) quand z = (0, décrit

7. ..

Nous choisirons dans X une boule ouverte V de centre y et de rayon
assez petit pour que tout j ~ {1,..., /~}, l’hypersurface ~ la divise en deux
domaines ; nous noterons Dj celui des deux domaines qui contient A FI V.

Nous allons montrer que la fonction ~ ~ ~(~~,~(~)) est uniforme
dans D~ donc que la fonction z - ~(~,~,~(~~)) est uniforme dans

Notons pour tout (z’, ~’’~ E W x r :

Nous poserons pour tout z’ 

Soit r > 0 un nombre assez petit pour que les propriétés suivantes soient
vraies pour tout z’ E r : :

(5.1) Les projections sur X des parties où  r des bicaractéristiques is-
sues des (x,03BEj), où x = (o, x’ ) E P(z’ ) f1 W’ et 03BEj = (03BBj(0,x’,03B6’(z’)),03B6’(z’)),
sont des arcs analytiques complexes sans singularités, engendrant une h y-
persurface réelle de ~; ;

(5.2) Comme paramètre de x E Kj(z’) nous emploierons sa coordonnée
Xo et, non pas l’ensemble de ses autres coordonnées, mais le point x’ de
P(z’) f1 W’ dont est issue la bicaractéristique (engendrant Kj(z’)) contenant
~. Alors sur Kj(z’), le j acobien de l’application ( x ° , x’ ) H x et de son inverse
sont bornés en module par une constante indépendante de z’ E r.

Notons :

E’ est une partie de S contenant 7, et disjointe de A puisque A est
strictement convexe; tout point de P(z’ ) autre que z’ est intérieur à E’
dans S ; le point z’ appartient au bord de E’ ; donc :

LEMME 5.1. ac~ est ouvert dans S’;



b~ {E’, 0} est une partition contenant V’ = V n S si le rayon de V est
choisi suffisamment petit; plus précisément,

Notons : :

évidemment E~ est une partie de V dont l’intersection avec S est égale à
E’ n V ; évidemment Ej contient Kj. .

LEMME 5.2. a~ est ouvert dans X ;

b~ est une partition contenant V si le rayon de V est choisi

suffisamment petit : plus précis ément,

La démonstration de ce lemme est donnée dans [13] : elle revient à

"transporter" le résultat du lemme 5.1 le long des bicaractéristiques issues
des 

La signification intuitive de ce lemme est la suivante : les hypersurfaces
caractéristiques Kj(z’) de X, , issues des hyperplans réels P(z’ ) de S,
enveloppent, quand z’ décrit cr, l’hypersurface caractéristique I~~ de X, ,
issue de l’hypersurface 03C3 de S enveloppée par les P(z’ ).

LEMME 5.3. - a ) Un point x de V appartient à si et seulement si

b~ Un point x de V appartient à Dj si et seulement si

Preuve.-Rappelons que = x~ (x, z’, ~’(z’)), où ~’(z’) est tel
que pour tout x = (0, x’ ) E 0 on a



La fonction x ~ ~j(x, Zl) est constante le long des projections des bi-
caractéristiques issues des points (0, x’, où x’ E P(Zl); ; donc x =
F(x°, x’, z’) est sur l’une de ces projections si et seulement si

ceci prouve la partie a) du Lemme 5.3.
Si V est choisi assez petit, on déduit alors du Lemme 5.2 que x appartient

à D j n V si et seulement si

de plus Dj est connexe et contient A sur lequel, vu la définition de ~’’(z’ },

d’où (5.7) vu la continuité de la fonction . Si x appartient à V, (5.7)
équivaut donc à x E Dj. . Ceci achève la démonstration de la partie b) du
Lemme 5.3.

de déterminations uniformes des fonctions vj et v, qu’a définies le
C) de la section 4. Soient j E ~1, ... , E Dj, z’ E r. D’après le Lemme
5.3 : .

par définition de c’ E ,S’ :

Donc : le nombre complexe

n’est pas un nombre réel négatif ou nul.

Dans toute la suite on désigne par log Z une détermination du logarithme
complexe sur CBR.

La fonction

est, pour tout z’ E cr, uniforme et holomorphe dans D; : il en est donc de
même de la fonction


