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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

SUR UNE

FORME CANONIQUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES

Par S. LATTES,

Professeur a I'Université de Toulouse.

INTRODUCTION

Ce travail a son origine dans la théorie des systémes d’équations différentielles
du premier ordre & coefficients constants. On sait que la discussion d’un pareil sys-
téme revient en définitive & la réduction d’une substitution linéaire & sa forme cano-
nique (‘). La forme canonique généralement adoptée a cet effet est la forme cano-
nique de M. Jordan (*) comprenant plusieurs groupes d’équations analogues au
groupe suivant :

X,=S8¢, X,=x,+S8z, ..., X,=z,_, +Sz,
ot S est une racine de I'équation caractéristique de la substitution ou du systéme
d’équations différentielles donné.

Mais d’autre part une méthode élémentaire d’intégration consiste & ramener, par
des dérivations et des éliminations successives, I'intégration du systéme proposé A
celle d’une ou plusieurs équations différentielles linéaires dépendant chacune d’une

(*) Voir, par exemple, Goursar, Cours d’analyse mathémalique, t. 11, 2° édit., p- 4875.
(*) Jorbax, Traité des substitulions, pp. 114-126.

Fac. de T., 3¢ S., VI. o
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seule fonction inconnue. Or, une équation différentielle linéaire d’ordre m se raméne
immeédiatement au systéme d’équations du premier ordre

dx dx, dx dx

— 2 __ m—1
=X

—> =, — ey eeeee , —A— =
dt 2 dt 3 dt Lo s dt a,x, + a,z, + + ALy s

et & ce sysiéme correspond la substitution linéaire (*)

(I) Xl - ‘1:2’ X?,:x's L 4 X”l—l :wm ) Xm - alxl + a‘zxa + M + amxm ‘

La comparaison des deux méthodes m’a suggéré I'idée que toute substitution
linéaire devait pouvoir étre ramenée & une forme canonique formée de plusieurs
groupes analogues au groupe (1).

Le but principal de ce Mémoire est de démontrer la proposition suivante, relative
a Iexistence d’une pareille forme canonique :

Toule substitution linéaire, & délerminant non nul, peut étre transformée en une
substitution de la forme '

Ca Xazwe’ Xﬂ_mii’ """ ’ X"l'i:mﬂl’ Xﬂl:aiwl + a'ewa + +amxm’
(C) Ce Yzzyﬂ’ Y‘z:y:x’ """ ’ Yp-—1 :yp’ Yp:blyl +b~:yﬂ+“‘+bpyp’
C, Z =z, Z,=z, ... v Ly, =z, L, =cz 400z, + ..z,

que nous appellerons forme canonique (C) et qui est formée d'un ou plusieurs groupes
d’équations C,, G,, C, que nous appellerons groupes canoniques. Chacun des polynémes

AS)=8"—@a, """ —...—aS—u,
AS)=S" —b S — . —bS—1b,.
AB)=8"—¢S™" —..—c¢S—c¢,

JSormés a Uaide des coefficients de C,, C,, C, est divisible par le polynéme suivani (*).
Ajoutons que les coefficients a,, a,, ..., b, b, ....c,, c,. ... qui figurent dans (C)
sont des fonctions rationnelles des coefficients de la substitution primitive et que cette
forme canonique peut se déduire de la substilution primitive par des opérations ra-
tionnelles. Au contraire, la forme canonique de M. Jordan contient comme coeffi-
cients les racines de I'équation caractéristique et il faut adjoindre ces racines au
domaine de rationalité auquel appartiennent les coefficients de la substitution pour

(*) Cette substitution se rencontre aussi, dans des circonstances analogues, dans la
théorie des équations linéaires aux différences finies. Voir mon Mémoire Sur les suites ré-
currenles non linéaires et sur les fonctions générairices de ces suiles (Annales de Toulouse,
3¢ série, t. III, p. 58).

(*) Sar la réduction des substitutions linéaires (Comples rendus, t. CLY, 1912, p. 1482).
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pouvoir transformer, 4 laide d’opérations rationnelles, la substitution donnéé en
la substitution canonique.

Pour établir I'existence de la forme canonique (C), on peut avoir recours a la
théorie classique des diviseurs élémentaires et au théoréme fondamental de Weiers-
trass (voir plus loin, chap. I, n° 3) ou bien chercher une démonstration directe qui
permette en méme temps de préciser la nature des opérations a faire pour effectuer
la transformation. ‘

Dans le Chapitre I, je donne sans démonstration ceux des résultats classiques de
la théorie des diviseurs élémentaires qu'il m’a paru indispensable de rappeler; puis
je montre comment on peut se servir de cette théorie pour obtenir la forme cano-
nique (C). Les deux formes canoniques correspondent a deux modes différents de
décomposition en facteurs du déterminant caractéristique A(S) : l1a forme de M. Jor-
dan correspond a la décomposition de A(S) en diviseurs élémentaires, la forme nou-
velle (C) & la décomposition de A(S) en produits élémentaires (*) : les polyndmes
A,(S), A,(S), A(S) ... sont en effet égaux aux produits élémentaires successifs.

Dans les Chapitres II et ITI, & peu prés complétement indépendants du Chapitre I,
jabandonne la théorie des diviseurs élémentaires et je déduis la forme canonique (C)
de la substitution donnée par une méthode qui ne fait pas appel au calcul du déter-
minant caractéristiqué et de ses mineurs. Dans cette méthode, le calcul des détermi-
nants est remplacé en somme par un calcul d’itération de formes linéaires : pour
obtenir le premier groupe canonique C,, par exemple, on applique plusieurs fois de
suite la substitution donnée & une forme linéaire P, & coeflicients arbitraires et on
obtient ainsi une suite de formes linéaires P,, P,, P, ... dont chacune est I'itérée (ou
la conée’quénte) de la précédente; on s’arréte la premiére fois qu’on obtient une forme .
linéaire P, ,, dépendant des précédentes. La relation

m-+4

(2) v Pm—H :alpi + agpe + e + amplu

qu’on obtient alors nous donne les coefficients a,a, ..., a,, du premier groupe cano-
Iiique C, qui contient précisément m variables. Les groupes canoniques suivants
C,.C,, ... s'obtiennent aussi par un procédé d’itération qui sera développé au Cha-
pitre IIL o

Cette méthode introduit directement les groupes canoniques C,, C, C,, ... sans
quon ait & calculer au préalable ni 1o déterminant caractéristique, ni ses mineurs.
Il en résulte qu’ellé pourrait constituer une méthode d’introduction des diviseurs élé-
mentaires dans la théorie des subslitutions linéaires sans recours au calcul des déler-
minants : on pourrait, en effet, définir les produits élémentaires comme étant les
polyndmes A (S), 3,(8), ... relatifs-& 1la forme canonique (C);-la méthode d'itération

(*) La définition des produits élémentaires sera rappelée plus loin (chap. 1, n° 6).
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que nous venons d’'indiquer montre comment sont définis ces polyndémes: on verra
aussi (chap. II et III) qu'elle met en évidence le rdle d’invariants qu’ils jouent
et les rapports qu’ils présentent avec les éléments géométriques (points, droites,
multiplicités linéaires quelconques) invariants par la substitution. En se placant &
ce point de vue, certaines propriétés des diviseurs élémentaires, qui n’ont pas été
établies sans difficulté dans la théorie classique, se présenteraient tout naturelle-
ment comme conséquence des définitions. C’est ainsi que la méthode de calcul
de A(S), A(S), ... montre immédiatement (chap. III, n° 2) que les degrés de ces
polynémes vont en décroissant ou du moins ne croissent pas; si donc on décom-
pose A(S), A,(S), ... en facteurs linéaires, on voit que les exposants des diviseurs élé-
mentaires successifs correspondant a un méme facteur linéaire vont en décroissant
ou du moins ne croissent pas, proposition qui a donné lieu & de nombreuses recher-
ches (*). Mais je ne développerai pas davantage ce point de vue, que je me borne &
signaler ici.

Le Chapitre II est relalif au cas ou la substitution réduite comprend un seul
groupe canonique ou, pour employer le langage classique, au cas ot A(S) comprend
un seul produit élémentaire. Jai développé plus particuliérement ce cas simple et
j'ai appliqué la forme canonique (C) relative & ce cas & la résolution de quelques
problémes concernanl les substitutions linéaires, par exemple & la détermination des
multiplicités linéaires invariantes par une substitution linéaire donnée. Les mémes
problémes auraient pu é&lre traités lorsque la substitution comprend plusieurs
groupes canoniques, cas qui fait I'objet du Chapitre III; mais je me suis borné dans
ce Mémoire au cas le plus simple.

Chaque groupe canonique C,, correspondant & un polyndéme A(S), peut étre dé-
composé en plusieurs groupes analogues que j'appelle des groupes sous-canoniques
et qui correspondent & une décomposition de A,(S) en facteurs premiers entre eux
deux & deux. La décomposition de A(S) en facteurs irréductibles dans le domaine de
rationalité des coefficients de la substitution conduit ainsi & une forme sous-cano-
nique de C, comprenant autant de groupes sous-canoniques que de facteurs irréduc-
tibles. C’est ce que je montre dans les n* 11 et 12 du Chapitre II. En particulier, on
peut déduire de 14 la forme canonique de M. Jordan en adjoignant au domaine de
rationalité les racines de I'équation caractéristique (chap. 11, n° 13).

La théorie des substitutions linéaires, de leurs transformations, de leur réduction
rationnelle & des formes canoniques a donné lieu, depuis Weierstrass, & un grand
nombre de travaux. J'aurai 'occasion d’en signaler quelques-uns au cours de ce
travail; on trouvera une bibliographie plus compléte dans IEncyclopédie des sciences

(") Voir & cc sujet larticle Sur la théorie des formes et des invarianls, de M. J. Dracw,
dans 'Encyclopédie des sciences mathématiques, tome I, (2¢ volume), page 395.
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mathématiques (*). Bien que la méthode de réduction que je donne dans les Cha-
pitres II et I1I soit, je crois, nouvelle, quelques points de contact avec certains tra-
vaux anlérieurs n’ont pas pu manquer de se présenter au cours de ce travail. Voici
ceux dont jai eu connaissance depuis la publication de ma premiére Nole sur ce
sujet : ‘

M. Burvsipg, dans un travail (*) ou il se propose comme but essentiel de montrer
par quelles opérations on pent passer d'une substitution donnée i la forme cano-
nique de M. Jordan, a été amené A considérer une substitution linéaire du type C,,
contenant un seul groupe canonique : mais il emploie seulement cette substitution
comme moyen auxiliaire pour arriver 3 la forme canonique de M. Jordan, sans la
considérer elle-méme comme une forme canonique et il ne donne pas la forme cano-
nique (C), formée de plusieurs groupes canoniques, qui convient au cas général. Le
procédé d’itération d’une forme linéaire P,, qui constitue le principz de la méthode
de réduction que j'adopte, se trouve aussi employé dans ce Mémoire de M. Burnside.
Il conduit & la relation (2) indiquée plus haut, qui relie un certain nombre de

conséquentes successives P,,P,. ..., P Mais l'auteur ne donne pas les relations

m-+1°
analogues qui nous conduiront (chap. IIl) aux divers groupes canoniques et & la ré-
duction compléte de la substitution donnée a la forme (C).

A un autre point de vue, la relation (2) n’est pas autre chose que la relation
donnée par FroBevius (*) entre les puissances successives A', A%, A®, ... d’une substi-
tution linéaire A. Mais au lieu d’établir cette relation entre les puissances de la
substilution elle-méme, nous I'établissons entre les résultats P,, P,, ... des opéra-
tions A, A%, ... appliquées & la forme linéaire arbitraire P,. Cette relation de Frobe-
nius se trouve déja sous une autre forme dans le célébre Mémoire antérieur de
Lacuerre Sur le calcul des systémes linéaires (*).

Le probléme de la réduction d’une substitution linéaire a4 une forme canonique
par des opérations rationnelles, ou plutdt le probléme équivalent relatif aux fais-
ceaux de formes bilinéaires, a été étudié par divers auteurs. Frobenius, Kronecker,
Landsberg ont démontré sous forme rationnelle le théoréme de Weierstrass, qui se
trouve a la base de cette réduction (*), c’est-a-dire qu’ils ont démontré que deux fais-
ceaux de formes bilinéaires ayant les mémes diviseurs élémentaires peuvent étre

(*) Voir I'article de M. J. Drach déja signalé.

(*) W. Burnsipe, On the reduction of a linear Subslilulion lo ils canonical Form. (Pro--
ceedings of the London Mathematical Society, t. XXX, 1899, p. 180).

(*) FroBenwus, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen (Journal de Crelle,
t. LXXXIV, 1878). En réalité, il s’agit dans ce Mémoire de la relation entre les puissances |
successives symboliques d'une forme bilindaire; mais on en déduit immédiatement la
relation entre les puissances successives d’une substitution linéaire.

" (*) Journal de UEcole Polytechnique, LXII® cahier, 1867, ot OEuvres de Laguerre, t. 1

pp. 228-233.

(*) On trouvera plus loin (chap. 1, n° 3) 'énoncé de ce théoréme.

’
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réduits I'un & l'autre par des transformations rationnelles par rapport aux coefficients
des deux faisceaux.

M. Lavpsserc (') donne pour une forme bilinéaire la forme réduite
‘/Elyz + xgyz + tee + xn—ayn + .’U”(C‘y” - cgyn—i + C:;yn——z + R = cnyq) ’

d’oti I'on pourrait déduire immédiatement pour la substitution linéaire la forme ré-
duite C :

Xlzyz‘ Xz:y:i’ """ ) Xll—l:yu7 X'It:clyll—ciylt—l+'.'icnyl"

Cette forme s’applique au cas ou le déterminant caractéristique comprend un
seul produit élémentaire (mineurs de A(S) premiers entre eux). M. Landsberg ne
s’occupe pas explicitement des substitutions linéaires dans son Mémoire qui est con-
sacré aux formes bilinéaires. De plus, la forme réduite (C), relative au cas général,
n’est pas indiquée. ) '

M. Nicorerti(*) a repris plus récemment le méme probléme de la réduction ra-
tionnelle d'une substitution linéaire A une forme canonique. Il traite le probléme
d’une fagon trés générale en supposant que les coefficients de la forme canonique
doivent appartenir & un certain domaine de rationalité donné auquel appartiennent
aussi les coefficients de la substitution donnée. Toutefois, la méthode de M. Nicoletti
ne met pas explicitcment en évidence parmi les diverses formes canoniques qu'on
‘peut adopter, la forme (C) dont je m’occupe dans ce travail. D’autre part, cette mé-
‘thode est entitrement différente de la mienne : elle est basée sur des identités assez
compliquées entre les mineurs d’'un déterminant et sur la résolution. déduite de ces
identités, d’un systéme de congruences linéaires dont les modules sont certains divi-
seurs du déterminant caractéristique. ,

Je signalerai pour terminer le livre récent de M. Harop Hirrox (*) sur la théorie
des substitutions linéaires. Il contient un exposé de tous les résultats classiques avee
quelques recherches de l'auteur. La théorie des diviseurs élémentaires (Invariant-
"F"actors) y est développée trés simplement. Dans ce livre, dont la publication est
postérieure & celle de ma premiére Note, M. Harold Hilton indique la forme cano-
nique (C) qué jai proposée et qui fait I'objet de ce Mémoire (*) : en méme temps

(*) G. LanpsBerG, Ueber Fundamenlalsysteme und bilineare Formen (Journal de Crelle,
_ t. CXVI, 1896, p. 342).

(%) O. NicoLerT, Sulla riduzione a forma canonica di una sostituzione lineare omogenea e
di un fascio di forme bilineari (Annali di Matematica, série 3, t. XIV, p. 265).

(*) HarorLp Hirtox, Homogeneous linear Substitutions (Oxford, at the Clarendon Press,
19)14).

(*) Loc. cil., chap. 11, § 6, A second canonical substitution.
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qu’il cite ma Note, M. Harold Hilton, d’aprés quelques références bibliographiques
que j'avais eu l'occasion de lui communiquer, indique MM. Nicoletti, Landsberg et
Burnside comme ayant fait usage de la forme canonique (C). En réalité, les travaux
de ces auteurs ne touchent & la forme (C) que par les quelques points de contact

que je viens de signaler, et cette forme ne se trouve indiquée explicitement dans
aucun de ces travaux.




CHAPITRE PREMIER

Définitions et résultats classiques. — Formes canoniques
des substitutions linéaires.

[4] Formes réduites d'une substitution linéaire. — Soit A une substitution linéaire,

a déterminant non nul, faisant correspondre les variables X, X,, ..., X, aux varia-
bles x,. x,, ..., x,. Supposons qu'on applique aux variables x, d’une part et aux va-
riables X, d’autre part, une méme substitution linéaire T & déterminant non nul; de
la sorte, aux variables x; correspondent des variables y,, et aux variables X, des va-
riables Y;; les variables Y, sont liées aux variables y, par une substitution linéaire
qui, avec les notations habituelles, est désignée par T™'AT et qu'on appelle, comme
on sait, la transformée de A par T.

Les deux substitutions A et T™'AT sont dites équivalentes ou semblables. Si 1'on
considére x,, x,, ..., x, comme les coordonnées homogénes d’un point P de I'espace
: X,. .., X

a n—r1 dimensions et X comme les coordonnées d’un point P' du
méme espace, la substitution A qui fait correspondre P' & P est une homographie

[ L n
de I'espace & n— 1 dimensions. La transformation T peut s’interpréter comme une
transformation de coordonnées : x,, x,, ..., &, sont alors les anciennes coordonnées
et ¥,, ¥, ..-. ¥, les nouvelles coordonnées du méme point P. L’homographie qui était
définie par la substitution A dans I'ancien systéme de coordonnées est définie dans
le nouveau systéme de coordonnées par la substitution transformée T*AT (*). Nous
supposerons toujours dans la suite qu’il s’agit d'une homographie non dégénérée,
c’est-d-dire que le délerminant de la substitution A n’est pas nul.

On peut chercher & disposer des coefficients de la substitution T de fagon que la
transformée de A par T prenne une forme réduite : on appelle ainsi une substitution
qui, en dehors de coefficients purement numeériques, ne contient comme coeflicients
que des invariants de 'ensemble des subslitutions T™'AT transformées de A, ou A
est donné et T arbitraire. Il est bien évident qu’aucune transformation linéaire ne
pourra faire disparaitre ces invariants qui par définition ont la méme valeur pour la
substitution A et pour toutes ses transformées TT'AT, quelle que soit la substi-
tution T : ce sont des nombres indépendants de systéme de coordonnées adopté pour
définir 'homographie donnée.

(") Pour les substitutions linéaires considérées a ce point de vue, voir PiNcHERLE et
AwaLpi, Le operazioni distributive e le loro applicazioni all’ Analisi (Bologne, 1gox, Zani-
chelli, écit.).
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Remarquons que la forme réduite R n’est pas unique. Tout d’abord, si on la
transforme par une substitution & coefficients numériques queléonque. on obtient
une nouvelle forme R’ qui, comme R, ne contiendra que des coefficients numériques
et les invariants : R’ est donc encore une forme réduite au méme titre que R. En
outre, si 1,1, ..., Ip constituent. un systéme d’invariants indépendants, toute fonc-
tionde I,,1,, ..., 1, estaussi un invariant et un systéme de p fonctions indépendantes
quelconques de I,,1,, ..., T, constitue, au méme titre que I.1,,...,I, un systéme
d’invariants indépendants. On dira que les deux systémes sont équivalents. L’aspect
de la forme réduite dépend donc du systéme des invariants indépendants qu’on
adopte pour les faire figurer dans cette forme réduite.

[2] Equation caracléristique. Diviseurs élémentaires. — L’existence d’un systéme
d’invariants et sa détermination résultent de la théorie des diviseurs élémentaires.
Rappelons briévement les définitions et les points fondamentaux de cette théorie (*).

Soit donnée la substilution linéaire

Xi:ai,ixl + al,zxz + .t ai.nxn’

(A) ‘\-2: a%,lxl + aq,zags + i + az,u‘rn’

Xn: an,lwl + an,zxz + b + all,nx". *

On appelle équalion caractéristique ou équation en S de cette substitution,
I'équation

a|,1 - S aa,s ax,n
AS) = a, a,,—S ... a,, Y
a Ay eeees S

nyn

Le premier membre A(S) s’appelle le déterminant caracléristique de la substi-
tution.

Soient S, S,, ..., S, les racines distinctes de I'équation et a,, a,, ..., o, leurs ordres
de multiplicité, de sorte que

AS)=(S—8)"1(S—8)%...(S—8,)%,
S,.8,. ..., 8, étant différents. On démontre qu'on peut eettre chacun des facteurs
de A(S), par exemple (S—S,)*, sous la forme
(S8—8)"=(8—38,) (S—S,)r ...(S—S,)e»

(*) On trouvera une exposition compléte de cette théorie dans les ouvrages suivants :

L. Savvage, Théorie générale des systémes d’équations différentielles linéaires et homo-
génes, chap. it (Paris, Gauthier-Villars, édit. 1895 et Annales de Toulouse, t. VIII et IX).

HarorLp Hivrton, loc. cit., chap. 1, Invariant-factors (p. 50).

Voir aussi I'article cité plus haut de M. J. Dracn, dans I'Encycl. des Sciences mathém.

Fac. de T., 3° S., VI. 2



10 S. LATTES.

d’un produit de puissances de (S—38,) dont les exposaats ¢, ¢,, ..., €,. de somme a,,
possédent les propriétés suivantes : la plus haute puissance de (S—S8,) qui di-
vise A(S) est

(S — S‘)"o+¢1+'--+"p;

la plus haute puissance de (8 —S,) qui divise & la fois tous les mineurs du premier
ordre de A(S) est

(S R S')ei+e2+, -oteps

la plus haute puissance-de (S—S,) qui divise & la fois tous les mineurs du second
ordre est

(S —_ S')P‘=+ ..o tep
et ainsi de suite;

la plus haute puissance de (S —S8,) qui divise & la fois tous les mineurs d’ordre p
est

(S—S8,):

enfin les mineurs d’ordre p 4 1 ne sont pas tous divisibles par S —S,.

Chacun des facteurs (S — S« s’appelle un diviseur élémentaire de A(S) ou de la
substitution linéaire, et si 'on décompose de méme chacun des facteurs de A(S) on
obtient la décomposition de A(S) en ses diviseurs élémentaires. Les exposants
e, ¢, ..., e, des diviseurs élémentaires fournis par un méme facteur (S—S,)™ de A(S)
vérifient les inégalités

en>el>ez>"'>el)’

c'est-a-dire qu’ils forment une suite non croissante.

[3] Invariants. — L’'importance des diviseurs élémentaires provient de la propo-
sition suivante :

Les substitutions linéaires T*AT (ransformées de A par une subslilution quel-
conque T ont les mémes diviseurs élémentaires que A.

Réciproquement, si deux substitutions linéaires A et B ont les mémes diviseurs élé-
menlaires, la substitution B est la transformée de A par une certaine substitulion T .

Cette proposilion est due & Weierstrass ou du moins elle résulte aisément d'une
proposition analogue de Weierstrass relative aux faisceaux de formes bilinéaires (*).

(") Pour la démonstration, voir par exemple :

Harowp Hivrox, loc. cit., p. 52.

L. SauvaGr, loc. cil., pp. 33-50. Le théoréme y est démontré pour les faisccaux de formes
bilinéaires.

Sur l'identité des deux problemes, le premier relatif aux formes bilinéaires, le sccond
relatif aux substitutions linéaires, voir Encyclopédie des Sc. mathém., loc. cit., p. 477.
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En disant que les diviseurs élémentaires sont les mémes pour une substitution A
et pour sa transformée B, on condense en un énoncé unique un double résultat :
1° les déterminants caractéristiques A(S). A,(S) des substitutions A et B admettent
les mémes racines avec les mémes degrés de multiplicité; 2° la structure de A(S) et
de A(S) relativement & une racine quelconque S, est la méme, c’est-a-dire que si la
racine S; annule tous les mineurs d’ordre 1, 2, ... de A(S) jusqu'aux mineurs d'un
certain ordre p, elle annule aussi les mineurs de méme ordre de A,(S), et le plus petit
des ordres de multiplicité qu’a cette racine dans I'ensemble des mineurs d’un certain
ordre est le méme pour A(S) et pour A (S).

La proposition précédente nous fournit un systéme d’invariants de la substitution
linéaire. On peut les distinguer en deux catégories :

1° Les invariants numériques. Ce sont les racines S,,8,, ..., S, de I'équation ca-
ractéristique.
2° Les invariants de structure. Ce sont les exposants des diviseurs élémentaires

correspondant aux diverses racines.

Toute substitution B admettant les mémes invariants numériques S, S,, ..., S,
que la substitution A et ayant la méme structure, c’est a-dire, les mémes diviseurs
élémentaires, est la transformée de A par une certaine substitution linéaire T : en
outre, si les cocfficients de cetle substitution B ne dépendent que de S, S,..... S,
cette substitution B pourra étre considérée comme une forme réduite ou forme cano-
nique de la substlitution A, ou si I'on préfére de 'homographie définie par cette

substitution.

[4] Forme canonique classique ou forme canonique de M. Jordan. — La forme
canonique classique généralement adoptée dans les questions d’Analyse ou intervien-
nent les substitutions linéaires, par exemple dans la théorie des équations différen-
rentielles linéaires ('), est la forme canonique de M. Jordan.

1° Supposons d’abord que la substitution donnée admette un seul diviseur élé-
mentaire d’exposant n, de sorte que

AS)=(S—8,)".

(*) Voir, par excmple, Goursat, Analyse, t. I, »° édit., p. 449. La forme canonique
adoptée a cet endroit est formée de plusieurs groupes analogues au suivant :

Y, =sy, Y,=s(, +y) ... , Yp =s(Y,—, + yp) ;
ce n’est pas tout a fait la forme de M. Jordan, mais elle s’y raméne par la transformation
Yi=sY,

Voir aussi, méme ouvrage, p. 487.
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La forme réduite de M. Jordan est alors la suivante :
(I) Yazsiyi’ Yz:y4+sly«z’ """ ’ Yn:yn-i-}-styn‘

2° Supposons que A(S) admette deux diviseurs élémentaires d’exposants p, g et
soit o :
AB)=B—=S8)"(S—=8)"

la décomposition de A(S) en ses diviseurs élémentaires; S, et S, peuvent étre dis-
tincts ou non.
La forme réduite de M. Jordan est alors la substitution obtenue en écrivant I'un
4 la suite de 'autre deux systémes pareils au systéme (1), 'un relatif & S, 'autre
relatif & S,.
Soit, par exemple :
AS)=(8—S8,)'(8—8,).

La forme réduite sera :

Y,=S8,y,, Y,=y,+8y, Y,=y.+8y, Y,=y+8Sy,,

(2) . , , ‘
Y:;:bzys’ Y6=y5+52y67 X,:ys—*—b\"

20 177

S, et S, peuvent étre égaux ou différents. Dans les deux cas, on vérific immédiatement
en formant le déterminant caractéristique A(S) et ses mineurs que la substitution (2)
admet les mémes diviseurs élémentaires (S—38,)*(S—8S,)* que la substitution pro-
posée et que, par suite, c’est bien une transformée de la substitution donnée.

3° En général, soit

AB)=(S—S)1 (S —8)2...(S—8)

la décomposition de A(S) en ses diviseurs élémentaires. (S,, S,, ..., S, sont donc des
nombres distincls ou non.) La forme réduite de M. Jordan est la substitution obtenue
en écrivant 'un & la suite de l'autre p systémes analogues au systéme (1) relatifs res-
pectivement aux p diviseurs (S — S;)¢: de A(S). Sil’on appelle, avec certains auteurs(*),
produit direct de deux substitutions linéaires dépendant de variables différentes la
substitution obienue en écrivant 'une & la suite de l'autre les deux substitutions
données, on peut dire que la forme réduite de M. Jordan est le produit direct des
formes réduites, telles que (1), correspondant respectivement aux diviseurs élémen-
taires (S — S,)er, (§—S,)%2, etc. On vérifie immédiatement que la substitulion ainsi
obtenue est bien une forme réduite de la substitution donnée en constatant qu’elle
admet les mémes diviseurs élémentaires que la substitution donnée, ainsi que le
montre immédiatement la forme du déterminant caractéristique de cette substi-
tution.

(') Cf. Hawvorp Hivrox, loc. cit., p. 26.
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.[B) Réduction d’une substitution linéaire par des opérations rationnelles. — La
forme canonique de M. Jordan exige la connaissance des racines de I'équation carac-
téristique A(S)=—=o0. On ne peut donc pas l'obtenir en général par des opérations
rationnelles en partant de la substitution donnée. .

Supposons que les coefficients de la substitution donnee apparllennent a un cer-
tain domaine de rationalité R ne comprenant pas I’ensemble de tous les nombres

réels ou complexes : les invariants S, 8,,..., S, qui figurent dans la forme cano-

o
nique de M. Jordan n’appartiennent pas en général au domaine R. On peut se pro-
poser de n’introduire comme invariants dans la forme réduite que des fonctions des
coefficients de la substitution donnée qui appartiennent au domaine R et d’obtenir
en outre cette forme réduite par des transformations rationnelles dans le domaine R.
Cest le probleme de la )educnon rationnelle des substitutions linéaires & des formes
canoniques. Ce probléme a donné lieu & divers travaux que nous avons signalés dans
I'Introduction. :

Nous allons montrer qu'on peut trouver une forme réduite dont les coefficients
soient des fonctions rationnelles des coefficients de la substitution donnée.

‘A cet effet, nous rappellerons d’abord comment on peut trouver un systéme d’in-
variants indépendants rationnels par rapport aux coefficients de la substitution

donnée.

-[6] Systeme d’invarianls rationnels par rapport aux coefficients de la substitution
donnée. — La théorie classique des diviseurs élémentaires fournit un pareil systéme.
Soit, par exemple. une substitution linéaire dont le déterminant A(S) décomposé en
ses diviseurs élémentaires ait la forme

f(S =SB —=8)E—8)E —8)58—5
3) A= (8—=S8,)' (=8, §—8,) (S —5,),
(S—S8,'(8—8,) (S—8,),
(8—S8,) (8—8,); ‘ o
S,.8,,8,.5,, S, sont des nombres différents et les diviseurs élémentaires cdrrespon-
dant & une méme racine ont été placés dans une méme colonne dans l'ordre des

5

exposants non-croissants. Dans ces conditions :
la plus haute pulssance de (S—38,) qui divise A(S) est

( — 5 )31—2-rz<|—l ,

la plus haule puissance de (S—S,) qui divise le p. g. c. d. des mineurs du pre-
mier ordre de A(S) est
(S . S )ﬁ~.-z H
la plus haute puissance de (S — S) quidivise le p. g c. d. des mineurs du second

ordre de A(S) est
(S — S,)’ ,
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la plus haute puissance de (S —S8,) qui divise le p. g. c. d. des mineurs du troi-
siéme ordre de A(S) est

(S—s)";
enfin les mineurs du quatrieme ordre de A(S) ne sont pas tous divisibles par
S—S5,.
On peut énoncer des résultats analogues pour les bindmes

S—8,, S—S,, S—S,. S—§

s

Effectuons maintenant le produit des facteurs bindmes situés dans une méme
ligne de A(S) mis sous la forme (3) et soient A (S), A,(8), A(S), A(S) ces produits.
Nous les appellerons les produits élémentaires (') et I'on aura

AS)=3,(5). A,(8). A,(5) . 8,(8),

c'est-a-dire que A(S) s’obtient en multipliant entre eux les produits élémentaires
successifs.

Ces produits élémentaires peuvent étre obtenus sans connaitre les diviseurs ¢é1é-
mentlaires et en particulier sans connailre les racines de 1'équation caractéristique.

- On peut les obtenir rationnellement & partir de la substitution donnée. Posons en
effet :

D,(8) = 4,(8)- A,(8) . 3,(8) - A,(9),

Dg(S) == A‘.’(S) ° As(s) * Aa(s) ’
D:)(S) - Aa(s) * AA(S) ’
D,(S) = A,(8).

En décomposant chacun de ces polyndmes en facteurs bindmes, on voit que
D,(S) est égal au déterminant caractéristique A(S),
D,(S) est le p. g. c. d. des mineurs du premier ordre de A(S),
D,(S) est le p. g. c. d. des mineurs du second ordre de A(S),
D,(S) est le p. g. c. d. des mineurs du troisi¢tme ordre de A(S);
enfin les mineurs du quatri¢me ordre sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Les polynémes D, (S), D(S), D,(S), D(S) peuvent étre obtenus par de simples di-

visions algébriques. Ces polyndmes une fois obtenus, on en déduit les produits ¢é1é-
mentaires

N DS D)

= D)’ A( )_DJ(S)’ A )-—mv A,8)=D,5).

(") Cette dénomination est celle que M. J. Dracu propose d’adopter dans son article de
Y'Encyclopédie des Sciences mathématiques (I, 2, p. 394), au lieu du terme classique de pre-
mier, second, troisi¢me, etc., diviseur élémentaire qui préte a confusion, les mots diviseur
é.émentaire ayant déja regu un autre sens.
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Remarquons que d’aprés la formule (3), chacun des produits élémentaires est
divisible par le produit suivant.

Lorsque les mineurs du premier ordre sont premiers entre eux dans leur en-
semble, il y a un seul produit élémentaire égal & A(S) lui-méme.

La décomposition de A(S) en ses produits ¢1émentaires fournit un systéme d’inva-
riants qui présente I'avantage d’étre obtenu rationnellement & partir de la substitu-
tion donnée. Ce systéme est équivalent au systéme d’invariants donné au numéro 3;
comme lui, il comprend deux catégories d’invariants : \

1° Les invariants numdériques. Ce sont les coefficients des produils élémentaires
A(S), AL(S), ..

2° Les invariants de struclure. Ce sont les degrés de ces produits élémentaires
A(S), A(S), ...

En introduisant ces nouveaux invariants, la proposition de Weierstrass énoncée
au n° 3 prend la nouvelle forme suivante :

Pour quune substitution linéaire B soit transformée d’une aulre substitution
linéaire par une cerlaine substitution T, il faut et il suffit que A et B aient les mémes
produits élémentaires.

[7] Nouvelle forme canonique (C) contenant les invariants rationnels définis au
numéro précédent. — La nouvelle forme canonique (C) dont je me propose d’établir
I'existence s’obtient de la fagon suivante :

1° Supposons d’abord que les mineurs du premier ordre du déterminant caracteé-
ristique de la substitution donnée soient premiers entre eux dans leur ensemble,
autrement dit qu'aucune des racines de I'équation en S n’annule a la fois tous les
mineurs et soit

§—aS""'—a, 8" —...—aS"—aS—a,=o0
I'équation caractéristique.

On peut alors transformer la substitution donnée de fagon a lui donner la forme
canonique suivante :

) Y,=vy,, Y,=y,, ... v Yoo =y, Y,=ay t+ay +..+ay,.

On peut le démontrer a l'aide du théoréme fondamental de Weierstrass, pris
sous la forme rappelée & la fin du numéro précédent. Il suffit de former le détermi-
nant caractéristique de la substitution (4). Ce déterminant est :

—S 1 o 0 e o
o —S 1 o} o
o o —S 1 o
o o o o —S I
a, a, a,_, a—>S
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Si I'on ajoute aux éléments de la premiére colonne ceux des colonnes suivanltes
multipliés respectivement par S, 8%, ..., §*™*, ce qui ne change pas les produits é1é-
mentaires, il devient

o) I o o) o

o —S 1 o o

o o o) o I
SS& a a ... ... a—S

en posant

S =a,+aS+..+a8"—8"

et il est égal au signe prés a f(S), c'est-d-dire au premier membre de I'équation
caractérislique. D’autre part, parmi les mineurs du déterminant, il y a un détermi-
nant égal & I'unité, celui obtenu en supprimant la premiére colonne et la derniére
ligne. Donc les mineurs sont premiers entre eux dans leur ensemble. Par suite, la
substitution (4) est bien unc forme réduite de la substitution donnée.

Dans cette forme réduite figurent les fonctions symétriques des racines de 1'équa-
tion en S au lieu des racines qui figurent dans la forme réduite de M. Jordan. Elle
s’applique, quel que soit Uordre de multiplicité des racines, pourvu qu’aucune racine
n'annule & la fois tous les mineurs du premier ordre du déterminant caractéristique.

2° Supposons maintenant que le déterminant caractéristique soit décomposable
en plusieurs produits ¢élémentaires (n° 6) ct soit par exemple

A,(8) 8,8) 3,(8) =0

I'équation caractéristique dont le premier membre est le prodilit des trois produits
élémentaires suivants (*) :

Aﬁ(s) — Sm _— amsm—i P am_l
AS) =S — 0,8 —b, 8" —...—bS—b,
A,8)=8"—¢S"" —¢, ST —...—¢S—c,.

3 M—2
st — ... —aS—a,,

Le premier facteur A (S) est divisible (n° 6) par le second A,(S) et le second facteur
A,(S) est divisible par le troisiéme A (8S). ’

(") Les polynomes A,(S), A,(S), A,(S) définis comme p. g. c. d. de certains polynomes
ne sont définis qu'a un facteur constant prés. On peut donc toujours supposer, comme
nous le faisons, que le coefficient du terme de plus haut degré de chacun de ces poly-
nomes est +1. Alors le déterminant caractéristique est égal a + A,(8) A,(S) A,(S) suivant
que la substitution a un nombre pair ou un nombre impair de variables.
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On peut alors transformer la substitution donnée en une substitution obtenue
en juxtaposant trois substitutions analogues & (4), les substitutions partielles étant
formées respectivement avec les facteurs A (S), A(S), A(S). On obtient ainsi la
forme canonique

§ X,==z,, X,=x, ... , X =x,, X,=ax, +ax,+..4+a,x,,
o) Y,=y, Y,=y, ... , Yp_lzy;’, Yp=b,y‘ + b,y, +...+bpyp,
(Z,:zz, Z,=z, ..... y Ly, =2z, Z,=c¢z +¢2, +...+¢c2,

dans laquelle nous avons d(signé certaines des variables en nombre m par les
" lettres @, certaines autres variables en nombre p par les lettres y et enfin les g autres
variables par les lettres z. L.e nombre total des variables est n—=m + p + q.

La forme canonique (3) est le produit direct (*) de plusieurs substitutions analo-
gues a (4) formées a partir de déterminants caractéristiques respectivement égaux
a A,(8), A,(S), A(S). ,

Le déterminant caractéristique de la substitution (5) est du type

.

A, 0 o
o A, o |,
o o A,

c’est-a-dire que les éléments situés dans les cases notées 4A,, 3, A, forment trois dé-
terminants analogues au déterminant caractéristique de la substitution (4) et égaux
au signe prés a A,(S), A,(S), A,(S), et que tous les autres ¢éléments situés dans les
cases notées zéro sont nuls. Un raisonnement classique et facile (*) permet de déduire
de 1a et du fait que A, est divisible par A, et A, par A, que le déterminant admet
pour produits élémentaires successifs A (S), A,(S), A(S).
| Puisque la substitution donnée admet les mémes produils élémentaires que la
substitution (3), on peut la transformer en la substitution (5), el, par suite, cette
derniére est bien une forme canonique convenant au cas général.

Nous appellerons cette forme canonique la forme canonique (C) pour la distinguer
de la forme canonique classique.

D’aprés les travaux signalés dans l'introduction relativement & la démonstration
sous forme rationnelle du théoréme de Weierstrass, on peut passer par des opéra-
tions rationnelles de la substitution donnée aux substitutions canoniques (4) ou ().

(*) Ce terme a été défini au n° 4.
(®) Voir, par exemple, HaroLp Hivrox, loc. cit., chap. i, § 4. — L. Sauvacg, loc. cit.,
:n 53 et 67. :

Fac. de T., 3¢ S., VI. 3
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Les deux Chapitres suivants contiennent une méthode pour effectuer cette transfor-
mation, méthode qui établira d'une nouvelle fagon la légitimité des formes cano-
niques (4) et (5).

Exemple. — Soit une substitution & quatre variables. La forme.canonique (C) est
I'une des cingq substitutions suivantes :

(I X =y, Y=z, Z—=t, T=ax 4 by + cz + dI.
an X=y, Y=z, Z=ax + by 4 cz. S oS —bs—a
T —di. divisible par S —d.
X=y, Y =—=ax + by.
(11 ‘ wt by
Z=t, T=uaz + bt.
X=y, Y =ax + by.
7. S*— S —a
V) JZ=cz divisible par § — c.
T=ct
X—=ax
Y:ay
v
™ Z=uaz
T=at.

La premic¢re ‘comprend un seul groupe canonique, la deuxiéme et la troisiéme
comprennent deux groupes canoniques, la quatriéme comprend trois groupes cano-
niques, la cinquieme comprend quatre groupes canoniques. Le nombre des groupes
canoniques est égal dans chaque cas au nombre des produits élémentaires.

[8] Poinls doubles ou péles de la substitution donnée. L’équation caracléristique
et les diviseurs élémentaires au point de vue géométrique. — L’équation caractéristique
s'introduit tout naturellement dans ’étude des substitutions linéaires lorsqu’on con-
sidére une pareille substitution comme une homographie d’un espace linéaire & (n— 1)
dimensions défini dans un systéme de coordonnées homogénes (x,, =,, ..., x,) ainsi
quil a é1é expliqué au n° 1. 11 n’y a évidemment dans cette fagon d’envisager les
substitutions linéaires qu'un langage nouveau, mais ce langage géométrique est
commode lorsqu'il s’agit de propriétés invariantes communes & toutes les transfor-
mées T7'AT d’'une méme substitution A. Les substitutions linéaires ont été étudiées
a ce point de vue surtout par quelques géométres italiens; ils ont utilisé les résul-
lats de la théorie des diviséurs élémentaires pour classer et étudier les homographies
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en méme temps qu’ils ont résolu ainsi sous forme géométrique certains problémes
de la théorie des substitutions linéaires .

Nous utiliserons plus loin quelques-unes de ces notions géométriques relatives
aux substitutions linéaires et dans ce but nous rappellerons ici quelques définitions
et quelques résultats. _

On appelle point double ou péle de 1'homographie un point qui coincide avec son
homologue. ‘

Supposons ’'homographie définie par les équations (A) du n° 2. Les coordonnées
homogénes x,, x,, ..., x, d'un pdle sont des nombres non tous nuls qui doivent

vérifier les équations

a,,x +a,c,+..4+aqa 2, x4+ ta,x, -
x x

1 2

all,lxi + ctt + an,'twn - S
- b
X

n

en désignant par S la valeur commune des rapports précédents.
Ce systeme s’écrit : |

g (a,,—S)x, + a,, T, 4 oo 4 a,,%,=o0,
) ) a,,z, +(a,,—S)x, + ... + a, ,r,=o,
\ (RN + an,ewz + .+ (an,n - S)xn: o

En ordonnant ces équations et en écrivant qu’elles admettent un systéme de solu-
tions formé de nombres non tous nuls, on obtient I'équation caractéristique
A(S)=o.
Supposons A(S) décomposé en ses produits élémentaires et soit

AGS) = 4,(S) A(S) ... A(S).

1° Soit S une racine annulant A (S), mais n’annulant pas les produits suivants;
autrement dit, soit S une racine n’annulant pas a la fois tous les mineurs de A(S); si
on remplace S par cette racine dans le systéme (6), le tableau des coeflicients de ce
systéme est de rang n. Donc A cette racine correspond un pdle et un seul.

(*) Voir en particulier :

BerTing, Inlroduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi (Pise, Speerri, édit. 1go7),
ouvrage didactique contenant les résultats essentiels d'un grand nombre de Mémoires.

Parmi les Mémoires originaux, nous citerons les suivants :

SeGRrE, Sulla leoria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio lineare ad un nu-
mero qualunque di dimensioni (série 3, t. XIX des Memorie Lincei).

PREDELLA, Le omografie in uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni (Annali di
Matematica, série 2, t. XVII, 188¢g-go).
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Supposons que toutes les racines remplissent cetle condition, autrement dit que
les mineurs du déterminant soient premiers entre eux dans leur ensemble. Aux
n racines distinctes ou confondues de I'équation A(S)= o correspondent alors n poles
distincts ou confondus. Dans le cas actuel, le nombre des péles est donc fini.

2° Soit S une racine annulant les r premiers produits élémentaires A,, A, ..., A,
sans annuler A . La racine S annule donc le déterminant A(S) et tous ses mineurs
de degré n— 1, n—a2, ..., jusquaux mineurs de degré n —r + 1 et elle n’annule
pas tous les mineurs de degré n — r. Le tableau des coefficients du systéme (6) est de
rang n—r. A cette racine correspondent une infinité de poles dont les coordon-
nées homogénes sont des fonctions linéaires et homogenes de r parameétres arbi-
traires : ces poles constituent un espace & r— 1 dimensions contenu dans l'espace
donné. 11 y a donc un espace & r— 1 dimensions, dit espace fondamental de 'homo-
graphie, dont chaque point est un point double de 'homographie. Aux diverses
racines annulant A la fois A, A,, ..., A, sans annuler A ,, correspondent divers
espaces fondamentaux : mais une conclusion précise au sujet du nombre de ces
espaces ne peut étre tirée de ld qu’en introduisant les ordres respeétifs de multipli-
cité de la racine S considérée comme appartenant aux polyndémes A (S), A(S), ...,
A,(S) ("). Nous n’utiliserons d’ailleurs pas dans la suite ces résultats sous leur forme
géométrique et on pourrait étudier d'une fagon plus aisée ces espaces fondamentaux
sur la forme réduite de 'homographie que nous obtiendrons au Chapitre III.

[9] Mulliplicités linéaires invariantes par la substitution donnée. — De méme
qu’on a cherché au numéro précédent les points invariants ou points doubles de
I'homographie donnée, de méme on peut se proposer de chercher les droites inva-
riantes, les plans invariants ou, pour employer un langage plus correct lorsqu’il y a
plus de quatre variables, les multiplicités linéaires & & paramétres (k=o, 1. 2, ..
n — 1) invariantes par la substitution donnée.

.y

Nous ne ferons pas ici la recherche systémalique de ces multiplicités, car la solu-
tion de ce probléme se présente d’'une facon plus simple lorsque la substitution est
prise sous la forme réduite (voir par exemple chapitre II, n° 8). Mais nous démon-
trerons néanmoins la proposition suivante que nous aurons & utiliser au début du
chapitre suivant. '

TuEorkME. — Toule mulliplicité linéaire invarianle par une substitution linéaire
donnée conlient au moins l'un des poles de la substitution.

Soit M une multiplicité¢ linéaire & k paramétres (k< n), invariante par la substi-
tution (ou homographie) donnée A. Les coordonnées homogénes d’'un point quel-

(") Cest précisément sur la valeur de ces ordres de multiplicilé que M. Predella base sa
classification des homographies dans le Mémoire cité plus haut. Nous renvoyons le lecteur
a ce Mémoire pour une discussion compléte.
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conque P de cette mulliplicité pourront s’exprimer par des fonctions linéaires et
homogenes de & + v paramétres u,, U,, ..., Uy, (coordonnées paramétriques du
point P) :
=y U, o Uyt o Uy (i=r1,2,...,n).
I homologue P’ de P dans 'homographie est par hypothése un nouveau point de
la méme multiplicité M et il a par suite des coordonnées de la forme

Xizai,iUn + ai,sUz + + ai,k»!lUkvu (l= I,2,... n)'

Les coordonnées paramétriques U, U,. ..., U, du point P’ sont des fonctions
lindaires et homogénes des coordonnées u,, u,, ..., u,.,, du point P, soit

U=k, + 7,0+ o+ A, Uy (i=r1,2,....,kk4+ 1)

avec un déterminant des %, ; différent de zéro.
Cherchons un point P de cette multiplicité M confondu avec son homologue P'.
On devra avoir '

d’ol1 pour déterminer S I’équation

ho—S Ay Ay ko
A N, —S "
2 22 2, k-
) (S) - ' - =0
)‘k+m 7‘1:4 12 )‘k+|/,kve ' S

11 existe au moins un nombre S, vérifiant cette équation (le cas ou il y en aurait
un seul est celui o1t cette équation aurait ses racines égales). A ce nombre S, corres-
pond au moins un point P confondu avec son homologue P’ et I'on aura pour les
coordonnées paramétriques de ce point '

U,=Su U,=S,u,, ... , U

e

ket bl uk+n ’

d’ott 'on déduit pour les coordonnées homogénes x; les relations

X,=S,x (i=r1,2,..,n)

i
qui prouvent que le point P ainsi obtenu est un pole correspondant & la racine S, de

I'équation caractéristique A(S)= o de la substitution (*). Ainsi la multiplicité M con-
tient au moins 1'un des poles de la substitution.

(*) On pourrait aller plus loin ct démontrer que A(S) est divisible par &(S). Mais cette
proposition sera démontrée sous une autre forme, équivalente et plus simple, au chap. I,
n° 8 et au chap. III, n° 3.



CHAPITRE II

Forme canonique (C) des substitutions linéaires admettant un nombre fini
de poles.

[1] Réduclion d'une substitution lindaire & la forme canonique (C) par ilération
dans le cas ou la substitution admel un nombre fini de péles.
Soit donnée la substitution linéaire

./ ¢ — b2

l ‘\1 =a,x, + a,, T, + .+ ATy s
2 \Xe :amx; + anxg + + awxn’
(I) <.

( Xn:a:uwa + anzxz + + annxn

dont nous supposons le déterminant différent de zéro.

Soit A(S) le déterminant caractéristique (chap. I, n° 2) de la substitution. Nous
supposerons dans tout ce chapitre que les mineurs du premier ordre de ce déterminant
caractéristique sont des polyndmes en S premiers entre eux dans leur ensemble.
Daprés ce qui a été vu au chapitre précédent (n° 8) relativement aux poéles, celte
hypothése est équivalente & celle-ci : les pdles de la substilution, distincls ou con-
JSondus, sont en nombre fini (*). Il résulte en effet de la discussion faite (chap. [, n° 8)
que le seul cas ou il puisse y avoir une infinité de podles est celui ot les mineurs
de A(S) deviennent tous nuls lorsqu’on y remplace S par certaines des racines de
I'équation caractéristique. '

Posons alors

Yy, =&, + o,x, + ... + 2, %,

a,, %, ..., v, élant des nombres arbitraires, choisis seulement de fagon que le plan qui a
pour équalion
P=ox + 22,4+ ... + o,2,=0

ne contienne aucun des poles de la substitution.
Ceci est possible, parce que les pdles sont des points isolés (chap. I, n° 8) (%).

(*) Ainsi qu'on le verra plus loin (n° 3), ce fait pourra étre constaté par la méthode
méme de réduction que nous emploierons sans avoir a calculer les mineurs du détermi-
nant A(S) ni ce déterminant lui-méme.

(*) Si, au contraire, il y avait une multiplicité M de pdles, fout plar P contiendrait des
poles qui seraient les points communs au plan P et a la multiplicité M.
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Désignons par P, le premier membre de I'équation du plan précédent, ainsi que
le plan lui-méme. Nous appellerons conségquent ou itéré de ce plan le plan P, trans-
formé de P, par la substitution (1). Il a pour équation P,=o, en posant :

P,=0oX, + X, + ... +¢,X,
- di(a”‘l" + b + al,nwu) + us(aﬂ,lwl + A + ae,nxn) + b
+ 0(n<an,nwa + b + an,nxn) N

Nous désignerons de méme en général par P, le conséquent de P
P,P,..., P
linéaire P,.

de sorte que

i—1

désigneront les conséquentes ou itérées successives de la forme

PR

Transformons alors la substitution linéaire donnée par les formules de transfor-

mation
(2) w="Fr, =Pk, ... » =Py
de fagon & substituer les variables y,,v,, ..., y, -aux variables x,, x,, ..., x,. Il est

essentiel tout d’abord d’établir que c’est bien 1a une transformation de coordonnées,

Cest-d-dire que les formes P,, P,, ..., P, sont indépendantes.

n

Nous démontrerons d’une facon plus générale que les formes P, P,, ..., P sont
indépendantes si restinférieur a n. 1l suffit de prouver que si la proposition est vraie
pour r==i, elle subsiste pour r=1i+ 1. Supposons donc les formes P,, P, ..., P,

indépendantes. Si P, P,..., P, n’étaient pas indépendantes, il existerait des cons-

i+
tantes A,, A,, ..., A,,, non toutes nulles donnant lieu a I'identité

AP +AP +...+AP +A, P =0

et A, serait différent de zéro, car sinon les formes P, I’,, ..., P, ne seraient pas in-
dépendantes. 11 résulte de cette identité que le systéme d’équations

serait équivalent au systéme

P,=o, P,=o0, ... , P, —o.

Or, le second systéme est le conséquent du premier. La multiplicité définie par
les équations

scrait donc une multiplicité invariante par la substitution (1). Mais toute multipli-
cité linéaire invariante par une substitution linéaire contient au moins I'un des péles
de la substitution (chap. I, n° g). Donc le plan P,=o0 contiendrait un poéle de la
substitution, contrairement & I'hypothése.
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Ainsi les formes lindaires P, P,. ..., P, sont indépendantes. En langage géomé-
trique, on peut prendre les plans P, P
rence.

P, ..., P, comme faces d’'un polyédre de réfé-

Transformons maintenant la substitution (1) par les formules (2). Au conséquen t
X, X,. ..., X,) du point (x,, x,, ..., x,), les formules (2) font correspondre le consé-
quent (Y, Y,.....,Y,) de (y,.7, ..., ¥,) de sorte qu’'on aura :

3) Y,=P,, Y,=P, ... s Y,=P,.,.

Mais les formes P,, P,. ..., P,, P, , sontdépendantes, puisqu’elles sont au nombre
de n+ 1 et qu'il n’y a que n variables. On aura donc entre ces formes linéaires une .
identité de la forme

P.=aP +aP,+..4+aP,

noont

La comparaison des formules (2) et (3) nous fournit alors la substitution linéaire
qui lie les y;, aux Y,, c’est-a-dire la substitution transformée de la substitution (1) par
la substitution (2). C'est la substitution suivante :

([‘) Y|=yz’ Y-z:y:;’ """ ’ Y)z-—lzyn’ Y:L:aly4+aqys+"' +auyn' -

Ainsi se trouve établie par un procédé direct, indépendant de la théorie des divi-
seurs ¢lémentaires, la forme canonique (C) posée au Chapitre I [n° 7, équations (4)]:
- Le coefficient @, n’est pas nul, car sinon on aurait

P,=aP + ..44qa,P

n—1i

et les formes P, P,, ..., P, seraient dépendantes (*).

[2] Détermination de toules les transformations qui raménent la substitution (1) &
sa forme canonique (4). — Toute transformation linéaire transformant la substitu-
tion (1) en la substitution canonique (4) est nécessairement de la forme (2).

En effet, supposons y, lié¢ & x,, «,. ..., ¢, par la formule

yasz'

Y, sera l'itéré de P,, il sera donc égal & P,; mais la premiére des équations (4)
montre alors que I'on a
,=Y,=P,

1 2

et ainsi de suite. On aura donc

yl:Pl7 yzzpw """ K yuZPn,’

(*) Ainsi que nous I'avons dit dans I'Introduction, le procédé d’itération employé ici
pour ramener la substitution (1) & la forme (4) a été employé par M. Burnside.
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P,.P,, ..., P, étant les conséquents successifs de P,, ce qui démontre la proposition.

Les transformations (2) qui raménent la substitution (1) & sa forme réduite (4)
dépendent ainsi de n paramétres arbitraires qui sont les coefficients «,, «,, ..., o,
de P, (). ,

Montrons maintenant que, quelles que soient les valeurs de ces coefficients arbi-
traires o, a, ..., %, on obtient la méme forme réduite (%) avec les mémes coefficients
a, a, ..., a,.

Soit en effet Q, un plan différent de P, et assujetti seulement comme P, & ne con-
tenir aucun pole de la substitution: soient aussi Q,, Q,, ... les conséquents de Q,;
les formes Q,, Q.. ..., Q, sont indépendantes. Puisque P, P,, ..., P, sont des formes
indépendantes, tout polynéme Q, homogéne en x,, x,, ..., x, peut étre exprimé en
fonction linéaire de P,, P,, ..., P, etl'on a

Q| :ABIPA —{‘-‘311’)’ +"‘ +|BILPM’

d’ou par itération

Qn+| :ABAPN+A + a62Pn+¢ + A + ?’n qu'

Mais les formes linéaires P,, P,, ..., P, , sont liées par I'identité

'pu+1 :alpl + azpz + A + anpn’
d’ou I'on déduit, quel que soit j :

P, =aP +aP. +..4+aP,_, .

2" j+ n= jrn—1
En ajoutant membre & membre les relations qui donnent Q,, Q,. ..., Q,,, multi-
pliées respectivement par a,, a,, ..., a,, —1 et en tenant compte des identités précé-
dentes, on voit que I'on a, quels que soient 8,, 8 8,, l'identité

DS RN AR AN 3

Qn—HEalQl + azQe + A + auQn’

et cette identité conduit, en partant de Q,, & la méme forme canonique (4) qu'on
avait obtenue en partant de P,.

(*) Ces coefficients sont seulement assujettis a vérifier les inégalités qui expriment que
le plan P, ne contient aucun des poles de la substitution, et c’est seulement lorsque ces
inégalités sont satisfaites que les formes P, P, ..., P, sont indépendantes. En égalant a
zéro le déterminant de ce systétme de formes, on obtiendra une équation de degré n en
a,, %, ..., &, qui exprimera que le plan

o X, + a,x, + ... + 2,, =0
contient I'un des poéles de la substitution. Si I'on considére «,, «,. ..., «, comme les coor-

données tangenticlles du plan, I'équation ainsi obtenue est donc I'équation tangentielle du
systeme des points doubles de la substitution.

Fac. de T., 3¢ S., VI.

B~
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[3] Les coefficients a,, a,, ..., a, de la forme canonique (C) sont des invariants. —

Le mot invariant est pris au sens que nous avons précisé au chapitre I (n°.1). Il s’agit
donc de démontrer :

1° Qu’étant donnée la substitution A qui admet la forme canonique (C) avec les
coefficients .a, a,. ..., a,, la transformée de A par une transformation linéaire quel-
conque T peut étre ramenée & la méme forme canonique (C).

2° Que deux substitutions A et B qui peuvent étre ramenées 'une et I'autre a la
méme forme canonique (C) peuvent étre transformées 'une en l'autre.

Or cela résulte de ce que la substitution canonique (C) est une transformée parti-
culiére de A et de ce que deux substitutions transformées d’'une méme troisiéme
peuvent étre transformées 'une en l'autre (*).

Nous avons ainsi obtenu la forme réduite (4) et le systéme d’invariants «,. q,, ..., a,
sans faire appel a la théorie des diviseurs élémentaires. La démonstration, qui sera
complétée au chapitre suivant par I'étude du cas ou il y a une infinité de pdles,
montre que I'on passe de la substitution donnée a la substitution canonique par des
opérations rationnelles par rapport aux coefficients de la substitution donnée.

L’équation caractéristique n’intervient pas directement dans la méthode précé-
dente. Pour étre stir qu'on est dans le cas qui fait I'objet de ce chapitre (mineurs du
déterminant caractéristique premiers entre eux), il suffit en effet de constater que la
substitution admet un nombre fini de péles et on le reconnaitra, sans avoir a former
le déterminant caractéristique, au fait que les formes P, P,, ..., P,, conséquentes
successives d’une forme a coefficients arbitraires, sont indépendantes.

En effet, nous avons vu au numéro 1 que si les mineurs du déterminant caracté-
ristique sont premiers entre eux, ou, ce qui revient au méme, si les pdles de la
substitution sont en nombre fini, les formes P,, P, ..., P, obtenues en partant d’'un
plan P, arbitraire, assujetti seulement a ne passer par aucun pdle, sont indépen-
dantes.

Démontrons maintenant la réciproque : si les pdles de la substitution sont en
nombre infini, les formes P, P,, ..., P, sont dépendantes quel que soit le plan P,.
Dans ce cas, les poles forment une multiplicité linéaire définie par des équations

(*) Rappelons la démonstration. Soient A ct B deux substitutions transformables 1'une
et Tautre en la substlitution C, la premiére a I'aide de la transformation S, la deuxiéme a
I'aide de la transformation X. On a

STAS=3X"'Bx =,
d’ou
¥STIASE T =1B.

Donc B est la transformée de A par la substitution S¥71.
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linéaires indépendantes en nombre au plus égal & n — 2; supposons, par exemple,
qu’il y ait trois pareilles équations :

A—o, B—=o, C=o,
(on a alors n>>5). Les pdles en nombre infini définis par les équations
P,=o, A=o, B=o, C=o

appartiennent aussi au plan P,—o. Donc P, dépend linéairement de P,, A, B, C, et
il en sera de méme des formes successives P,, P,, P,. En éliminant A, B, C entre ces
diverses relations linéaires, il en résulte immédiatement qu’il y a au moins une rela-
tion linéaire & coefficients non tous nuls entre P,, P,, P,, P,, P, e%, comme n est supé-
rieur ou égal 4 5, la proposition est démontrée.

(4] Les coefficienis a,.a,, ..., a, de la forme canonique (C) sont les coefficients de
l'équation caractéristique. — Ainsi qu’on vient de le voir, on peut reconnaitre si la
forme réduite (4) est valable et former cette forme réduite sans avoir & se servir ni
du déterminant caractéristique A(S), ni de la théorie des diviseurs élémentaires.
Néanmoins. il est intéressant de relier la théorie actuelle & la théorie classique des
diviseurs élémentaires et en particulier de rechercher comment les invariants
a,, 4, ..., a, qui figurent dans la forme réduite (4) sont liés aux racines de I'équation
caractéristique.

Supposons d’abord les racines de I'équation caractéristique distinctes. Dans le cas
actuel, & chacune des racines S correspond un pdle unique (chap. I, n° 8). Soient
x',,a,, ..., a', les coordonnées homogénes du péle correspondant a la racine S.
A ces valeurs, la substitution (1) fait correspondre les valeurs

X' =Sx',, X,=8x',, ... ) X',=Sx',.
Soient P',, P',, ..., P', les valeurs prisgs par P.P,, ..., P, lorsqu’on y remplace

x,. &,, ..., , par les coordonnées ', «',, ..., @, du pdle. On aura d’aprés la défi-
nition des conséquentes successives d'une forme linéaire (n° 1) :

P, —=SsP,

Pr3 — S!Pl‘

Pln — Sn_‘P” , .
P'n+1 = SnP,a *

Mais on a entre les formes$ P,, P,, ..., P

» P, la relation linéaire

P,.,=aP, +aP,+... 4+ 4P,
d’ou .
P (e, +aS+aS +..+a,8"—8)=o0,
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et, puisque le plan P, = o0 ne passe pas par le pole,
®) §"—a,8""'—...—a,S—a,=o.

Le méme raisonnement s’applique aux n racines distinctes de 1'équation caracté-

ristique. Donc les invariants a,, a,, ..., a, sont les coefficients de I'équation caracté-
ristique mise sous la forme (5).

Le résultat subsiste évidemment, par continuité, si certaines des racines devien-

nent égales, pourvu qu’on s’en tienne toujours au cas qui fait I'objet de ce chapitre,
c’est-a-dire qu’a chaque racine corresponde un péle unique.

[5] Exemple I. — Soit la transformation (*)

X, = X, —x,,
_ aX,= x, +x,—x,— 2,
) :
X, = 3z, +x,—x, —a2x,,
X,=—uwx, +ux,.

Nous chercherons seulement pour V'instant & obtenir une transformation quel-
conque permettant de passer de la substitution (7) & la forme canonique (C) sans
chercher la transformation la plus générale remplissant ce but. Nous verrons (n® 6)

comment on peut déduire de 1a toutes les transformations conduisant 4 la forme
canonique.

Posons par exemple
D —
P, =2z,

d’ou par itérations successives a I'aide des formules (7),
D —
P=x +x, —x, — 2x,,
P3 =&, —X, —%

P,=—o2x, + ax,,

3

P=—ox, + acx,.

5

On voit immédiatement que les formes P,, P,, P,, P, sont indépendantes, ce qui
prouve qu’on est bien dans le cas ot les pdles sont en nombre fini (mineurs du déter-
minant caractéristique premiers entre eux). Entre P,, P,, P,, P,, P, existe une rela-
tion de dépendance qu’on apergoit ainsi qu’il suit. On a

P, + 2P, =—o22,=—P

1

(*) Cet exemple, traité par M. Nicoletti dans son Mémoire cité plus haut (p. 295 du
Mémoire), permettra au lecteur de comparer les deux méthodes. La forme canonique
obtenue par M. Nicoletti n’est pas la méme que celle quc nous donnons ici; clle est obtenue
aussi par des calculs rationncls.
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P=—2aP,—P,.
Donc, si l'on pose
y, = 2&,,

Yy, =, + X, —x, — 2%,
=&, — &L, — &L,
Y, = — 2&, + 22,
la substitution (7) prend la forme réduite
Y=y, Y=y, Y.=y, Y.=—2—0.

L’équation caractéristique qu'on déduit de cette forme réduite (n° 4) sans calcul
de déterminants est
S*+ 28"+ 1=0
ou
(8*+ 1) =o0.

* Exemple II. — Soil la substitution

X=y+z,
Y=z—=x,
L=x+y+z.

Cherchons le conséquent d’un plan quelconque

. P4:“w+uﬂy+«fz~'
On a

P=oy +2)+—2)+ vz +y+2),
=@—fr+@+Ny+@+i+z,
:a(m + neay + “(‘Z,
en posant

L=v—8, B=aty, v=x+b+y.

Ces derniéres formules définissent la substitution par laquelle on passe des coef-
ficients de P & ceux de P, : c’est la substitution conjuguée ou corrélative de la substi-
tution donnée, ¢'est-d-dire que son déterminant se déduit du déterminant de la pro-
posée par I'échange des lignes et des colonnes. On formera aisément a 1'aide de cette
substitution les conséquentes successives de la forme P,. On a :

P,=ax + By + vz,
P=F—8x+@+v)y+@++1)2,
P,=fx + (« + 27)y + (22 + 3y)2,
Pi=(@+7v)x+ (2a+ 5+ 37y + Ba+ 6 + 5y)z.
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En général, si a, 8, vy sont quelconques, les formes P,, P,, P, sont indépen-.
dantes et on voit en outre que 1'on a :

=P, +P, 4P,

On vérifie sur cet exemple que cette relation est indépendante de «, 8, v, ainsi
qu’il a été démontré au numéro 2.
Si I'on pose alors

u="P, v=>P,, w=P,,

1 2 3
on aura la forme réduite de la substitution proposée :
U=v,
V=w,

W=u+v+w.

On a ainsi obtenu le changement de variables le plus général permettant de
passer de la substitution donnée a sa forme canonique, tandis que dans 'exemple I
nous nous étions bornés & obtenir un changement de variables particulier. Ici, a, §, v
sont assujettis a la seule condition

a ] Y
Y—B aty atB4y|Fo
8 a4 2y aa + 3y

qui exprime que les formes P,, P,, P, sont indépendantes. D’aprés la théorie géné-
rale (note du n° 2), en égalant le déterminant précédent & zéro, on obtient la condi-
tion pour que le plan

‘ ax +8y+vyz=o0

passe par 'un des poles de la substitution, autrement dit I'équation tangentielle
(coordonnées «, 8, ¥) du systéme de ces pdles. Si le plan passe par I'un des pdles, on
est conduit & une nouvelle forme réduite qui sera étudiée plus loin (n> 11 et 12).

[6] Transformations automorphes de la substitution canonique (C) ou substitutions
permutables avec (C).
Soit une substitution linéaire canonique

Xl = ws’
Xn = Ly,
Xn—l = ‘/En ’

Xu = alwl + axmz.+ + afzwzt'
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Si on applique & cette substitution elle-méme le procédé de réduction du numéro'r,
c'est-a-dire si on la transforme par les formules

(8) ylzpl’ yaﬁpz’ """ ’ yn:Pn

(notations du n" 1)

on trouve comme substitution transformée en y, et Y, la substitution clle-méme.
Donc les formules (8) définissent les transformations automorphes de la forme cano-
nique. Ces transformations (8) forment évidemment un groupe A n paramétres
@, %, «o. @, : Cest le groupe des transformations automorphes de la forme cano-
nique. Si T désigne une des transformations de ce groupe, C la forme canonique,
on a

T7'CT =G
ou encore

CT = TC.
Donc le groupe des substitutions linéaires (8) est aussi le groupe des substitutions

permutables avec la substitution canonique.-
Par exemple, soit une substitution canonique & trois variables x, y, z :

X=y, Y=z, Z=—ax + by + cz.

Toute substitution permutable avec cette substitution est donnée par les
équations

u="P =ax 4 8y +rz,
v =P, = uy + Bz + y(ax + by + cx)=ayx + (a + by)y + (5 + ¢v)2,
w=P, = (aB +acy)x + (ay + b8 + bey)y +(a + by +¢B + cy)z.

Ces substitutions forment un groupe a trois paramétres «, §, v.

On peut se servir du groupe des transformations T ainsi définies pour obtenir
toutes les transformations qui permettent de passer d’une substitution linéaire quel-
conque A 4 sa forme canonique C. Supposons qu’on ait obtenu la forme canonique
en transformant A par une substitution particuliére S. comme dans I'exemple I du
numéro 5. On a :

ST'AS = C.
D’autre part,
TCT'=C.
On déduit de 14
STAS=TCT™,

d’on
C="T"'ST"AST.

Donc la transformation ST transforme A en la forme canonique.
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Réciproquement soit = une transformation quelconque transformant A en C.
On aura

T 'Ar=C.
Posons '
T ==ST,

ce qui détermine T si v et S sont connus. On aura, en remplacant = par cette valeur :

T™'STAST=C
ou
T'CT=C.

Donc T est une transformation automorphe de la forme canonique.

Donc si S est une substitution linéaire particuliére transformant la substilution A
en sa forme canonique C, la substitution linéaire la plus générale qui réalise la méme
transformation de A en C est la substitution ST ot T est la substitution automorphe la
plus générale de la forme canonique C, déterminée plus haul.

Ainsi, dans I'exemple I du numéro 5 nous avons employé une substitution parti-
culiére S pour passer de la substitution donnée a sa forme canonique. On en dédui-
rait immédiatement la substitution ST la plus générale remplissant le méme objet
et cette substitution dépend de quatre parameélres.

[7] Transformations automorphes d’une substitution quelconque ou substitutions
permutables avec celte subslilution. — Le probléme vient d’étre traité (n° 6) lorsque
la substitution donnée a la forme canonique. La solution générale résulte de la solu-
tion donnée dans ce cas particulier, ainsi que le montrent des raisonnements classi-
ques dé la théorie des groupes que nous reproduirons ici pour plus de clarté.

Soit A une substitution linéaire quelconque et B une substitution linéaire trans-
formant A en elle-méme (transformation automorphe). On a :

A=B"AB.
On en déduit - ,
BA —AB.

B est donc aussi la substitution linéaire la plus générale permutable avec A. Si S, T
et C ont les mémes significations que plus haut, on a d’autre part
T7'CT=C, STAS=C,
d’ou
T'ST'AST=S""AS
ou bien

(STT'S™HA(STS™)=A.

Donc la transformée STS™ d'une quelconque des substitutions T par la substitu-



UNE FORME CANONIQUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. 53

tion S™' est une des substitutions B cherchées transformant la substitution A en
elle-méme.

Réciproquement, soit B une substitution permutable avec A. On peut toujours
poser B = STS™, ce qui détermine T si la substitution S est connue.

On a alors .

A=B'AB=ST'ST'ASTS™,
d’ol ) '
o ST'AS =T'ST'AST
ou
"C=T""CT.

Donc T. est une transformation automorphe de C.

Ainsi la substitution linéaire la plus générale permutable -avec la substitution
donnce A est de la forme STS™, ou S désigne une substitution particuliére quelconque
transformant A en la substitution hcanonique CetoiT dés;igne la transformation aulo-
morphe générale de la substitution canonique délerminée plus haut-(n° 6).

On voit que les substitutions B permutables avec A s’obtiennent rationnellement
a partir de la substitution A : elles forment un groupe & n paramétres (*).

[8] Détermination des multiplicités linéaires invariantes par une subslitulion
linéaire donnée. — La forme canonique adoptée dans ce travail se préte trés aisément
a la détermination de toutes les multiplicités linéaires invariantes par une substi-
tution linéaire donnée et 'on peut préciser trés facilement quelles sont celles de ces
multiplicités qu’on peut obtenir par des opérations rationnelles (*).

Nous désignerons par M, une multiplicité linéaire définie par n— p équalions
linéaires distinctes entre les coordonnées homogenes «,, «,, ..., x, d'un point quel-
conque de la multiplicité. Ces n— p équations permettent d’exprimer n—p des
coordonnées en fonction linéaire et homogénes des p autres coordonnées qui sont
arbitraires. Les coordonnées homogénes d'un point quelconque de la multiplicité M,
dépendent donc de p paramétres arbitraires :-en réalité, dans la terminologie habi-
tuelle de la géométrie analytique, la multiplicité M, serait une multiplicité & p —r
paramétres (non homogénes). A ce point de vue, un point est une multiplicité M,.
Les coordonnées homogénes d'un point sont en effet fonctions d’'un paramétre » :

(") Ces substitutions ont ¢ét4 déterminées par divers auteurs (Landsberg, Nicolelti, etc.).
Si nous avons repris ici cette question, c’est que la forme canonique que nous adoptons
se préte tres aisément a la détermination ralionnelle des substitutions cherchées.
(*) La forme canonique de M. Jordan permet aussi d’obtenir ces multiplicités inva-
riantes, mais elle exige toujours la résolution préalable, de I'équation caractéristique.
Fac. de T., 3¢ 8., VI, 5
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Soit donc la substitution linéaire prise sous sa forme canonique

(9) Xa__—xw Xs=x37 """ ’ Xn—azxn’ Xu:a;mi + azxz + A + anxn
et
AS8)=S§"—@a,S""'—aqa, 8" —...—aS—a,=o0
I'équation caractéristique.
Nous démontrerons que la recherche des multiplicités M, invariantes par la
substitution (g) revient 4 la recherche des diviseurs de degré p de A(S), chaque divi-

seur fournissant une multiplicité invariante M,. D'une fagon plus précise, nous d¢-
montrerons la proposition suivante :

TuEOREME. — Soit
AB)=8"+bS8""+b8 " +...4+b6,_S+0b,
un diviseur de A(S). La multiplicité M, définie par les équations

P, ==z,.,+bx, + .. +0bx =o,
(10) ?g =%,,,+ b‘xwl + ...+ bpﬁcz =o,
P"_p: x, +bx,, + ..+ bpocn_p: o
est invariante par la substitution canonique (g).

Réciproquement, toute mulliplicité linéaire invariante par (9) peul élre oblenue par
ce procédé, chaque mulliplicité invariante M, correspondanl ainsi & un diviseur de
degré p de A(S).

En effet, remarquons que chacune des formes linéaires (10) est la conséquente de
la forme précédente par la substitution (9). La multiplicité transformée de la multi-
plicité (10) par la substitution (g) est donc définie par les équations

(11) P,=o, P,=o, ... , P__—o, P o,

n—p+1-_

ot P,_ ., désigne la conséquente de P,_,. On a :

n—p*
Pu—p+1 = anx: + azw‘.’ + v + anxn + blmll + bﬂx"—l + + bpwn—pu *
Or, si A,(S) divise A(S), on a une identité de la forme
§"—aqS"'—...—aS —a,
=SS e 0, S D)+ ST 6, S+,
d’oti
4+ a8+ e+ a8 4 bS T £ b8 T L £ bS8
= (b8 b, S+ D) (ST H 6, S0,
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Développons et ordonnons le second membre de cette identité, puis remplagons
les puissances successives 1, S, S%, ... de S par les variables x,, x,, «,, .... L’identité
en S nous fournira évidemment une identité en «,, «,, ..., x,. Or, si I'on se reporte

aux équations qui définissent P, P,, ..., P

—p €t P,_,.,, on voit que l'identité ainsi

obtenue s’écrit :
P =—cP__—c¢P ve.—c,_ P

n—p-+1 1 n—p 2 n—p—1 n—p-1°

Cette identité entraine évidemment I'équivalence des systémes d’équations
linéaires (10) et (11). En effet, cette identité montre d’une facon évidente que toute
solution de (10) est solution de (11). En outre de toute solution de (11), on déduit

Or, ¢, n’est pas nul, car on a

n—p

et a, n’est pas nul, sinon la substitution donnée (g) serait une subsututlon 1mpropre ’
(a déterminant nul) (*).

Les systémes (10) et (11) étant équivalents, la multiplicité M, deﬁme par les
équations (10) coincide avec sa conséquente définie par les equatlons (11) : c’est bien
une multiplicité invariante.

Réciproquement, toute multiplicité invariante M, peut étre obtenue de cette
facon. Démontrons tout d’abord qu’une pareille multiplicité peut toujours étre
définie par un systéme d’équations ayant la forme des équations (10). En effet, en
éliminant x,,,. x,.,, ..., , entre les n — p équations linéaires qui définissent la
multiplicité, on obtient au moins une relation de la forme

P=bx, +bx, +..+bx =0,

les coeflicients n’étant pas tous nuls.

Mais puisque la multiplicité est supposée invariante, tout point de cette multi-
plicité doit vérifier non seulement 1’équation précédente, mais ses conséquentes
successives. On aura donc

P =bux —{-bvacp-i-...—}-bpaci —=o,

1 o p+1
(12) ?, = b,,wp_k, + + bpw, —=o,
Pn—p — bua?n + ........ + bpmn—p —=o,

et si nous démontrons que ces n — p équations sont indépendantes, nous pourrons

(*) Nous laissons de coté dans tout ce travail la réduction des substitutions linéaires
singuliéres ou impropres.
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supposer que la multiplicité est définie par cés équations elles-mémes. Or, une rela-
tion de dépendance linéaire s’écrirait

,c,P“ +e¢P,+...+¢P, =0,

les coeflicients ¢,, c,, ..., ¢, n’élant pas tous nuls. Dans cette relation remplacons
x, par 1, x, par S, &, par S* et en général x, par S™". Elle nous donne alors l'iden-
titten S :

(bS*+ b8 + .o +b,_S+b)(c, + ¢S+ ...+ ¢S )=o0.

Mais cetle identité est impossible, puisque les b ne sont pas tous nuls et les ¢ non
plus. Donc on peut toujours supposer que la multiplicité invariante M, est définie
par les équations (12). En outre, le coefficient b, n’est pas nul, car sinon on pourrait
adjoindre aux équations (12) la nouvelle conséquente

blwll + bemn—-i + A + bpwn—p—m =0,

et alors la multiplicité serait définie par n — p + 1 équations indépendantes, ce serait
une multiplicjté M,_, et non pas une multiplicité M,. Le coefficient b, n’étant pas
nul, on peut toujours supposer b, = 1 et les équations (12) coincident alors complé-
tement avec les équations (1o). Montrons maintenant que le polyndme

P+ bS8 4+ .+ b, S+,
est un diviseur de A(S). La- multiplicité (:10) étant invariante, 1’équation

P,V,,_)M:alac1 + dg:)oz +...+ax,+bx, +bx, , + ... + bpac"»_yﬂzo

27" n—1

doit étre une conséquence des équations (10) de la fnultiplicilé, c’est-a-dire qu’on
doit avoir une identité de la forme

p =—c,P p

n—p-+1 1t u—p C, n—p—1 Tttt T cu—ppa .

Si l'on remplace dans cette identité ,, x,, ..., z, par 1, S, 8% ..., 8", on obtient
une identité en S qui, d’aprés le calcul déja fait dans la démonstration de la propo-
sition directe, est la suivante :

AB)= (" + b8 4o+ b S+ )P+ ST b o, S+e,),

s
et cette identité prouve que 8 + 6,87 4 ... + b, divise A(S).
La proposition est démonftrée.

[9] Conséquences et applicdtions du théoréme du numéro précédent. — La méthode
qui vient d’étre donhée montre que le probléme de la détermination par des calculs
rationnels des multiplicités invariantes par une substitution linéaire donnée revient
4 la détermination des diviseurs rationnels du polyndéme A(S). Si l'on suppose que
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les coefficients de A(S) appartiennent 4 un certain domaine de rationalité R, les divi-
seurs de A(S) rationnels dans ce domaine fournissent les multiplicités imvariantes
susceptibles d'étre définies rationnellement. L - . '

Supposons par exemple que le domaine de rationalité soit le domaine naturel
" contenant tous les nombres complexes et que la substitulion soit une substitution
A quatre variables x,, x,, x,, z, : cetle substitution définit une homographie de
lespace A trois dimensions, Le polyndme A(S) est du quatriéme ‘degré. Si ses
racines sont distinctes, il y a :

1° Qualre diviseurs du premier degré fournissant quatre multipliéités inva-
riantes M, : ce sont les quatre points.doubles de 'homographie formant un té-
traédre T. ‘

2° Six diviseurs du second degré fournissant six ‘multiplicités'M; invariantes : ce
sont les six droites doubles de l’hombgraphie. arétes du tétraédre T.

3° Quatre diviseurs du trojsiéme degré fournissant quatre multiplicités M, inva-
riantes : ce sont les quatre plans doubles, faces du tétraédre T. .

Mais la méthode s’applique tout aussi bien si les racines ne sont pas distinctes ().

Une conséquence importante de la méthode du numéro 8 est celle=ci : '

Les mulliplicités - invariantes M, correspondant. & un certain diviseur A(S) de
degré p de A(S) contiennent les multiplicite’s invariantes M, (q<p) correspondant aux
sous-diviseurs A(S) de degre qde A (b) o :

Soit, en effet,

A(S)=S" + b.sp—‘ + .ot b,_ S+,

un diviseur de A(S). A ce diviseur correspond la multiplicité invariante M, définie
par les équations (10). Soit maintenant ’

AS)=8"+cS "+ ...+, _S+e,

un diviseur de A,(S) et par conséquent de A(S). A ce dnv:seur correspond la multipli-
cité invariante M, définie par les équations :

|Q ==, +ex, +...+c_ X  +ex, =0,
(3) Q =z, ,+c¢x., + ... +¢_,%, t+ecx, =0,
| Qn——q__—xu + clxll—l + cee + cq—lwn—p—H + qun—-ph_ 0.

(*) Rappelons cependant que d*apres les hypothéses’ posées au début de ce‘chzllpitro, il
ne s’agit dans tout ce chapitre que de substitutions admettant un nombrefini de poles.
Le cas d’unc dmlto ou d'un plan de polcs (mmcum de A(S) non prcmlcm cntrc cux) releve
du Chapitre TII.” L T . : .
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1l s’agit de démontrer que les équations (10) sont vérifiées par tout systéme de
valeurs des variables «,, x,, ..., 2, qui vérifie les équations (13). Des équations (13)
tirons @, ., «_,,, ..., x, en fonction de x,, &,, ..., &, et portons ces valeurs dans
les équations (10). Les premiers membres de ces équations P,, P,, ..., P,_, de-
viennent alors des formes linéaires P',, P',, ..., P, enz,x, ..., x etil sagit
de prouver que ces formes sont identiquement nulles. 11 suffit pour cela de prouver
que les polynomes P',(S), P'(S), ..., P’,_,(S) de degré ¢ — 1 obtenus en remplagant
& &y ..., &, respectivement par 1, S, §%, ..., 87 dans les formes P',, P',, ..., D'

sont identiquement nuls. On a ”—P
Ly =—0¢S""—c 8" — . —c, S—c,=—A(8) + &
ou en employant la notaticn classique des congruences
x,. =5 [mod A,(S)]
et en remplacant x,,, par cette valeur dans la deuxiéme équation (13),
x, =8 [mod A,(S)]
et ainsi de suite. En général,
x,, ;=S [mod A(S)] [i=1,2,3,...,(n—q)]-

Transportons ces valeurs dans P,, P,, ..., P,_ . On aura alors :

P(S)=S8"+bS"+ .. +b_S+b  [modas)].

Mais le second membre de cette congruence n’est pas autre chose que le poly-

néme A,(8S) qui par hypothése est divisible par le module A (S) de la congruence. On
a donc

P (S)=o [mod A,(S)]

et de méme

P(S)=o )
[mod A (S)].
P’n_p(S)EO
Les polynémes P'(S), ..., P',_(S) qui sont de degré g — 1, inférieur au degré

du module, et qui sont congrus & zéro suivant ce module, sont donc identiquement
nuls, et ceci démontre la proposition : la multiplicité invariante M, contient la mul-
tiplicité invariante M, .

[40] Exemples : 1° Soit & déterminer les multiplicités invariantes par la substi-
tution canonique

X,=z,, X =z, X,==x, X, = —&, — hx,— bx, — fu,.
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On aici :
A(S)=S*+ 4S8+ 6S* +4S + 1=(S+ 1)"

En appliquant le théoréme du numéro 8, on voit qu’aux diviseurs (S 41), (S+1)*,
(S +1)* de A(S) correspondent respectivement

un point invariaat M, défini par les équations
x, + x,—o, x, +x,—o, x, + x,=o,

une droite invariante M, définie par les équations

x, 4+ 2x, +x,=o0, X, + 2, +x,=0,
un plan invariant M, défini par 1’équation
x, + 3x, + 3x, + x,=o.

D’aprés les résultats du numéro précédent, le plan M, contient la droite M, qui
contient elle-méme le point M, .
2° Reprenons I'exemple I du numéro 5. La substitution mise sous la forme cano-
nique s’écrit
Y=y, Y.=Y, Y=y, Y.=—2-V

et les formules de passage de la substitution donnée & la forme canonique nous per-
mettraient de passer des coordonnées canoniques y,, y,, ¥,, ¥, aux coordonnées pri-
mitives «,, x,. ,, ,. Ona:

A(S)=(8"+ 1)~

a) Les diviseurs du premier degré sont S+ i, S—i. Il y a donc deux points in-
variants. Le point M, qui correspond au diviseur S — i est donné par les équations

Yo — W, =0, Y,—UW,=0, Y,—Ul,=0,

Yo _ Y _ Y N
i —1 —i I

Le point invariant M, qui correspond au diviseur S +- { aura pour coordonnées

b) Les diviseurs du second degré sont
S* 41, (S + 07, (S—i).

Ils fournissent trois droites invariantes.
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Celle M, qui correspond au diviseur $* 4 1, qui admet les sous-diviseurs S +
et S—i, doit contenir les points doubles M, et M, correspondant & ces sous-divi-
seurs : c’est la droite M, M’,. _ 7

" Au diviseur (Sv+ {)’==S8"42iS — 1 correspond la droite invariante M’; définie
par les équations ' ) ‘
Y+ 2iy, —y,=o,
Y, + 2iy3—3_/,=o.

Cette droite contient le point M',. Au diviseur imaginaire conjugué (S — i)* cor-
respond la droite invariante M’, conjuguée de la précédente. Elle contient I¢ point M,.
¢) Les diviseurs du troisiéme degré sont

S+ 1D)S+)=8—iS+S—i

et le diviseur conjugué. Ils fournissent deux plans invariants contenant I'un et
lautre la droite M, correspondant au sous-diviseur S* + 1 et contenant en outre I'un

la droite M', fournie par le sous-diviseur (S 4 i)?, I'autre la droite M', fournie par le
sous-diviseur (S — i)*.

(44] Décomposition de la substitulion canonique (C) en plusieurs substitutions de
méme forme. Subslitulions sous-canoniques. — Soit la substitution canonique

€ X =z, X,=ux, ... v Xy =2x,, X,=ax +ax,+..+ax

n-n

et

AS)=8"—a,S""'—a, S"*"—. .. —aS— a,=o

I'équation caractéristique.
Supposons que le polyndme A(S) ait ét6 décomposé en un produit de deux poly-

némes premiers enire eux.

A(S) =A,(5). A(S)

avec
AS)=S"—bS™ —b S — .. —bS—b,
AS)=8"— ¢S —¢ S — .. —cS—c,
et
p+q=n.

Nous nous proposons de démontrer la proposition suivante :

TuforkMe. — A(S) étant décomposé en un produit de deux facteurs A(S), A,(S)
premiers enlre eux, la substitution canonique (C) peut étre transformée en une substi-
tution (C'C") qui est le produit direct (*) de deux subslitutions (C'), (C") ayant l'une et

(*) Nous avons défini ce terme au chap. I, n° ;.
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lautre la méme forme que (C) el formdées la premiére avec les coefficients b, de A (S),
la deuxitme avec les coefficients c; de A(S).
La substitution transformée (C'C") sera définie par les formules

(C'C”) (Cl) ( Xfl :ygy \fﬂ:yg’ ,,,,, y Yyp_l :yp’ Y[J: bly‘ + b,yg + “ee + b])yp’
<
(2, =z, Z,=z, ... , 2, =2 L,=cz 0z, 02,

Nous désignons les nouvelles variables par y,, ¥,, .-+ ¥,5 2,5 Zq0 -5 2,5 clles sont
au nombre de p 4 ¢ ou n; la substitution (C'C") est obtenue en juxtaposant les
substitutions (C') et (C") portant respectivement sur les variables y et les variables z
et ayant I'une et 'autre la forme canonique.

Nous dirons que (C') et (C") sont les substitutions sous-canoniques correspondant
aux diviseurs A ,(S) et A (S).

La démonstratlion résulte aisément du théoréme du numéro 8 relatif aux multi-
plicités linéaires invariantes par la substitution canonique (C). D'aprés ce théoréme,
chacun des diviseurs A(S), A,(S) définit une multiplicité invariante. Le diviseur 3 (S)
de degré p fournit une multiplicité invariante M, définie par les n—p, ou ¢, équa-
tions suivantes :

»

/P — : _ _

\ P=x, , —bx, —0b,_x, ,—..—bx,=o0,

P—=«x . —bx —b_ x —..—bx =—o0

<[!I) ? 2 p+e " p—1 p—1"p 1Y )
\ Pq:xn — I)pa}"_‘ — bp_lw"_z —_— e b‘wq:o.

De méme le diviseur A (S) de degré ¢ fournit une maultiplicité invariante M, dé-
finie par les n — ¢, ou p, équations suivantes :

‘Q=x,.,—cx, —C T, ,—..—CX =0,

(15) SQg_,:acq_,rg——cqqu—eq_‘xq — .. —Cx,=o0,

(Qp:xn —cX,_,—¢C

\ Lo e —C,x,=o0.

q-cxn—z -
Transformons alors la substitulion donnée (C) par la substitution

(16) Y=Q, %.=Q, -, ¥,=Q,; z=P, z,=P,, ..., z,=P

2% ¢ q q

qui remplace les variables x,, «,, ..., @, par les variables y,, y,, ..., ¥,: 2,,2,, ---» Z
et d’ot 'on déduit
.\" = 0

Xeo?

Yg:Qa’ cec Yp:Q;H—l; Z‘:P’, Zg:[)a’ coce Z IPJ

q q-1

en désignant par P, et Q, ., les formes itérées de P, et de Q,.

Démontrons tout d’abord que les équations (16) sont résolubles en «,, x,, ..., x,,
Fac. d2 T., 3¢ 8., VL. 6
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cest-d-dire que les formes Q. Q. ..., Q,; P, P,, ..., P, sont indépendantes. C’est
une conséquence du fait que A,(S), A,(S) ont éLé supposés premiers entre ewx.

Si en effet les formes linéaires précédentes étaient dépendantes, on aurait

0P 4o, + . 2P+ 50,4+ 80,4+ ... +5,Q,=0,

X1

les conslantes o,, @, ..., 2, 8.8, ..., 6, n’étant pas toutes nulles. Remplacons
dans cette identité x,, a,, ..., x, respectivement par 1, S. 8%, ..., 8"7'; les formes
linéaires P,, P, ..., P, deviennent respectivement A (S), SA(S), ..., 877'A(8) et de
méme Q,. Q. ..., Q, deviennent A,(S), SA(S), ..., S77'3(8). L'identité devient :

(24 28+ oo+ 2,87 A(S) + (8, + 88 + ... +B,57HAS) =o.

Or, c'est la l'identité bien connue de la théorie du p. g. ¢. d. qui exprime que
A(8), A,(S) ont un diviseur commun du premicr degré au moins, contrairement a
I'hypothése faite. Donc les formes P, P, ..., P;: Q,, Q,, ..., Q, sont indépendantes.

Démontrons ensuite que les formes P,, P, ..., P, etla forme P ., conséquente
de P, donnent lieu & I'identité

(7) P.,=cP, +cP + .. +¢pD,.
Ecrivons en effet P, explicitement

P, =ax +ax,+.. . +ax,—bx —b _x

won

—bx

p—1" n—1 T 1%7q-1°

Remplagons x,, x,, ..., x, dans lidentité (17) par 1, S, $% ..., S"™" respective-
ment. Les deux membres deviendront des polynémes en S et, pour démontrer
I'identité (17), il suffira de démontrer I'identité en S suivante :

(a, + q,S + . +a,87) —(bS"T 4+ b, ST+ 0,8
=(,+cS+ ... +¢,57)A,05)
ou encore
[S"—A)] — ¥[8 —A,)] = [S"—=A,8)]A0)
ou

S" — A(S) —S" 4 §UA,(S) = S7A(S) — A,(8) . A,(S),
identité qui se réduit &
A =2,8) . A,9),

et cette derniére est exacte par définition de A,(S) et A (S).

On démonltre de méme que les formes Q,, Q,, ..., Q, et Q,,, donnent lieu a
Videntité

(18) ) Qpﬂzbi(g‘—+—b&(\)z—{~ +prh‘
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Les identités (17) et (18) montrent que si I'on effectue la transformation (16) dans
la substitution (C), on obtient comme transformée la forme réduite (C'C") ().

Si les polyndémes A (S) ou A(S) sont eux-mémes décomposés en deux facteurs
premiers entre eux, on pourra transformer les substitutions C' ou C" & leur tour en
produits directs de substitutions analogues, et I'on peut énoncer le théoréme suivant

qui généralise le précédent.

THEOREME. — SiA(S) est décomposé en un produil de I facteurs premiers enlre eux
deux & deux

AS)=A,(5).A,(8)... A(),

la substitulion canonique (C) peut étre transformée en produit direct de k substitutions
de méme forme, chacune de ces subslilutions élant fournie par U'un des facteurs. La
substitution canonique (C) esl ainsi transformée en une substitution (C,C,...C,) qui
est le produit direct de Fk substilutions sous-canoniques (C,), (C,), ..., (G,) ayant
chacune la forme de (C) et formées respectivement avec A,(S), A,(S), ..., A,(S) comme
la substitution (C) élait formée avec A(S).

Si les coefficients de A(S) appartiennent a un certain domaine de rationalité,
toute décomposition de A(S) en facteurs irréductibles dans le domaine permet d’ob-
tenir par' des opérations rationnelles (qui seront précisées au paragraphe suivant)
une forme canonique (C,C, ... C,) a coefficients rationnels formée des substitutions
sous-canoniques (C)), (G,), ..., (G,).

Supposons par exemple que le domaine de rationalité soit celui des nombres réels.
A(S) est alors décomposable en un produit de facteurs du premier ou du second
degré a coefficients réels.

Au facteur S° + pS + ¢ correspond la substilution sous-canonique suivante :
Y=Y Y.=—q,—py.

De méme au facteur (S* + pS + ¢)* correspond une substitution sous-canonique
d’ordre 22 qu’on écrira sans aucunedifficulté a 'aide du développement de (S*+pS+¢%).

(') On a démontré que les formes P,,P,, ..., P;; Q,,Q,, ..., Q, sont indépendantes et
que cela résulte de I'hypotheése d’apres laquelle A, (S), A,(S) sont premiers entre ecux. Il
résulte de la démonstration qu’en exprimant que ces formes sont dépendantes, on obtient
la condition pour que A,(S), A,(S) aient un diviseur commun. La condition s’obtient en
égalant a zéro le déterminant du systeme des formes, systéme formé par la réunion des
systemes (14) et (15). On constate immédiatement qu’on obtient ainsi le résultant des deux
équations

A(S)=o, A,S)=o

tel qu’il se présente dans la méthode d’élimination dite méthode dialytique de Sylvester.
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[42] Transformations permettant de décomposer la substitution (C) en substilu-
tions sous-canoniques. Interprétation géomélrique des subslitutions sous-canoniques. —
Pour compléter la proposition qui précéde, il reste & montrer quelle est la substitu-
tion qui permet de transformer la substitution canonique (C) en la substitution
(C,G, ... Cp. Nous avons indiqué au numéro 11 une pareille substitution dans le cas
ou ki =—12. Il suffira d’énoncer les résultats relatifs au cas général, car les démonstra-
tions sont analogues & celle du numéro précédent.

On obtiendra la substitution sous-canonique (C,) correspondant au facteur A(S)

A(S
en considérant le quotient A‘(S)) . Soit
A(S) -
—=8"—bS8" — b _ SF_  _phS—
A,(S) )p p—1b 2 1

ce quotient : cest un diviseur de A(S) auquel correspond. une multiplicité inva-
riante M définie par n — p équations

en nombre égal au degré de A,(S). On a posé comme au numéro précédent

P’ == xp“ — bpxp —_ bp_‘a;p_l —_——.. — bzmz —_ biacl
et on a désigné par P, ..., P,_, les conséquentes successives de P,. On pose alors
— P J— — P
z,=P,, z,=P, ... , Z,,=P,_,.

Chacun des facteurs A,(S) fournit ainsi des équations analogues a ces derniéres
en nombre égal au degré du facteur et on constitue ainsi les n formules de transfor-
mation cherchées qui transforment la substitution (C) en la substitution (G,C,...C)Y.

C’est 13 une solution du probléme; mais il y en a une infinité d’autres. On péut
en effet appliquer & chacune des substitutions sous-canoniques (C,), (C,), ..., (C,)
une transformation automorphe (n° 6). Cela revient & remplacer P, par une combi-
naison linéaire P', de P, P, ..., P, et & définir la multiplicité M, envisagée plus
haut par les équations P',=o. P',=o, ..., I’

w—p =0, €N posant

P\ =qP, + LP,+ ... +aP

P n—p

et en désignant par P',, P',, ..., P',_ les conséquentes successives de P',. Les cons-
tantes «,. «,, ..., «, sont assujetties seulement & la condition que le plan P',=o0 ne
contienne pas d’autres multiplicités invariantes que celles qui correspondent aux
diviseurs de A(S). Les paramétres « ainsi introduits sont en nombre égal au degré
de A(S). Donc la substitution (C,C,...C,) peut &tre obtenue a partir de (C) par une
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transformation dépendant de n parameétres arbitraires, n étant le nombre des va-
riables de (C).

Exemple : Soit la substitution

\, ==,
A\, =z,
(@ X, =,
X, =wx,,

X, = 2x, —x, — 4z, + 2, + 2x,.

Ona AS)=8" —aS' — 28" + 48" + S—2.
On peut décomposer A(S) en un produit de trois facteurs premiers entre eux

AG) =S —2)(S—1)* S+ 1) =(S—2)(S*— 28 + 1)(S' + 25 + 1)

et la substitulion (C) pourra par suite étre transformée en une substitution (C,C,C,)
qui est le produit direct de trois substitutions sous-canoniques (C,), (C,), (C,) cor-
respondant respectivement aux trois facteurs S —2, §8*—2a2S+ 1, §*4 a8+ 1. La
nouvelle substitution est

(Ca) \" - 2y1’
( Z‘ =2Z,,
(C,)
(C,C,C) Z,=——z, + 2z,,
©) ST
: T,=—1t —al,

en désignant par y,, z,, z,, {,, {, les nouvelles variables.
Cherchons maintenant les formules de transformation de (C) en (C,C,C,). On a :

AS) g sas A g A®)

. _O\Y) QR Q.
S_2 ) (S——I)i_ 2, (S—'——])z S [IS +\)S 2.

On pourra donc prendre les formules de transformation suivantes :

y,:x“—za}s—i—wl,
z, =x,—3x,— ax,,
(T) | z,=x,— 3, — 2x,,

J— [ -
l, =2, — bhx, + dx,— ax,,

t, =x,— hx, + dx, — 2x,.

La vérification numérique est facile : si on transforme (C) par (T), on trouve
bien (C,C,C)).



46 S. LATTES.

Pour avoir ensuite loules les transformalions transformant (C) en (C,C,C), il
suffit d’appliquer & (C)), (C,) et (C)) les transformations automorphes les plus géné-
rales (n° 6). Cela revient & passer directement de (C) a (C,GC,GC,) par la transformation
yl: :Ll<x.5 - 2;1‘:‘! + wl) ’

2, =B8,(x,— 3x,—2x,) + 8 (¢, — 3z, — 2,),

z, = 8,(x, — 3z, — 22,) + B,(ax, — x, — ha, + 200, + 20, — 3T, — 27,),

tl _.{l(xi—— l'xa + sz_ 2‘17,) + Ys(‘rx - AJ% + B.ﬁx — 2309) s

t, =v,(x, — hac, + dx,— 2x,) + v, (220, — @, — 4%, + 2Z, + 220, — hx, + dx -— 22,).

La transformation ainsi définie dépend des cing parameétres o, 8. f,. v,, Y,-

1Y et
Remarquons la définition géométrique des seconds membres de ces équations.
L’équation

a(x, —2x,+ x)=0 ou y,=o

représente le plan invariant A, correspondant au diviseur S$* —2S* 4+ 1 de A(S).
L’équation z,==o obtenue & I'aide du diviseur (S — 2) (S 4 1)* représente un plan A,
contenant le point double correspondant & S=2 et la droite double correspondant
A (S 4 1)*(") et ne contenant aucune autre multiplicité invariante (8,. 8, doivent étre
choisis de facon 4 éviter celle circonstance, et on est sir en particulier qu’il en est
ainsi si I'on prend 8, =1, 8,==0): I'équation z,== o représente le plan A, conséquent
de A,; I'équation t,==o obtenue a l'aide du diviseur (S—2)(S— 1)* représente de
méme un plan A, contenant le point double correspondant & S=12 et la droite double
correspondant & (S — 1)* et ne conlenant aucune autre multiplicité invariante;
I'équation ¢, = o représente le plan A, conséquent de A,.

Ainsi on obtient la transformation de (C) en (C,C,C,) en prenant un nouveau
polyédre de référence formé par les plans A, A, A,, A A, que nous venons de
définir.

Ceci est général : les substitutions sous-canoniques s'obtiennent en prenant pour
Sfaces du polyédre de référence des plans passant par cerlains des élémenls doubles
convenablement groupées.

Supposons par exemple, pour simplifier, que I'équation caractéristique ait ses
racines distinctes : la substitution proposée admet n poles distincts. Groupons ces
poles en un certain nombre de groupes, trois groupes par exemple, comprenant res-
pectivementle premier (A) les poles A, A,, ..., A,; lesecond (B)les poles B, B,. ..., B3
le troisitme (C) les péles C,. C,, ..., Cs (p+q + r=n). Ce groupement revient a
la décomposition de A(S) en un produit de trois facteurs

A(S)=A,(S) . A,(8). A(S),

(*) Le lecteur est prié de se reporter aux n® 8 et g de ce Chapitre.
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les poles du groupe (A) étant fournis par les racines de A,(S) =o, ceux du groupe (B)
par les racines de A (S)= o,kceux du groupe (C) par les racines de A (S)=o. Par les
n — p péles des groupes (B) et (C) passe une multiplicité invariante M (*); c'est la
multiplicité correspondant au diviseur A,(S); d’aprés le théoréme du numéro 8, elle
est définie par n —p ou ¢ + r équations. Un plan quelconque P, contenant cette
multiplicité, c’est-d-dire contenant les pdles des groupes (B), (C), mais ne contenant
aucun pdle du groupe (A), dépend, sous forme homogéne, de p paramétres. Les
conséquents successifs P, P, ... de ce plan contiennent les mémes poéles que P,: il

en résulte que les plans P,, P,, ..., P_ sont indépendants, mais que le plan P

P Pt
passe par la multiplicit¢ M, définie par P,, P, ..., P,. Donc si I'on désigne par la
méme notation P, le premier membre de I'équation du plan P, on a une relation de
la forme

Pp—H =bP, + 0P, + ... + pr’p,

d’otl le premier groupe sous-canonique en prenant pour nouvelles variables z, =P,
z,=P, ..., z,=P,. On prendra ensuite un plan quelconque Q, contenant les pdles
des groupes (C), (A) et ne conlenant aucun pdle du groupe (B); ce plan et ses consé-
quents Q,.Q,, ..., Q, fourniront le second groupe sous-canonique correspondant au
diviseur A (S) ctde méme un plan quelconque R, contenant les poles des groupes (A). (B)
et ne conlenant aucun pole du groupe (C). adjoint & ses conséquents R,, R,, .,., R,
fournira le troisiéme groupe sous-canonique correspondant au diviseur A(S).

On voit ainsi, dans un cas particulier (racines distinctes), 'origine géométrique
de la forme sous-canonique, Mais ce raisonnement, pour étre rigoureux, exige qu’on
ait démontré I'indépendance des formes linéaires P, P, ..., P; Q,, Q. ..., Q.5
R,, R,, ..., R, ce qui a été fait en toute rigueur par la méthode algébrique du
numéro 11. En outre le cas ou I'équation caractéristique a des racines multiples ne
pourrait étre traité par cette méthode géométrique que comme cas limite : si deux
poles A, A, par exemple, viennent se confondre, la droite A, A, a une position
limite qui est une droite double, et le plan Q,, par exemple, qui était assujetti a
contenir A, et A, devra contenir maintenant cette droite double (c’est ce qui arrivait
dans I'’exemple numérique précédent). Dans la méthode algébrique du numéro 11, le
méme fait géométrique est exprimé implicitement; mais la décomposition est
obtenue en toute rigueur, et dans tous les cas, par cette méthode, sans avoir & consi-
dérer le cas des pdles multiples comme un cas limite du cas général.

[43] Relour de la forme canonique (C) a la forme .canonique de M. Jordan. — La
décomposition de A(S) en facteurs bindmes de la forme (S — a)* donne une décom-

(*) Nous cmployons ici les notations du n° 8.



48 S. LATTES.

position de (C) en substitutions sous-canoniques d’ott nous tirerons immédiatement
la forme canonique classique de M. Jordan.

Soit donc une substitution linéaire réduite & sa forme canonique (C)

X,==z,, X,=z,, ... , X, ==z, \,=ax +ax,+ .. +azw,
et soit
AB)=8"—¢S""'—a, S —...—aS—a,=o
I'équation caractéristique.
Supposons d’abord les racines de cette équation distinctes et soient S, S, ..., S,

ces racines. On a :
AS)=(8—S8)(8—S8,)...(S—S8).

D'aprés les résultats des numéros 11 et 12, & cette décomposition de A(S)en n
facteurs correspond la forme réduite suivante formée de n substitutions sous-cano-
niques correspondant respectivement aux n facteurs :

n

Y, — Squ ’ Yg - Sayu """ ’ Y, = Snyn .

C'est la forme canonique classique de M. Jordan dans le cas ol les racines de
I'équation caractéristique sont distinctes.

Les formules de passage des coordonnées a aux coordonnées y s’obtiendront en
A(S)

Q Q

formant Posons

A(S) —
S b 4 bS b S
S_sl 1 + 2 + + n—i4

On posera :

yi: bn—axn + bn—:rn—: + e + bzmz + baxn *

L’équation y,=o représente un plan invariant; dans la forme canonique de
M. Jordan, les plans de référence sont précisément les plans invariants de I'homo-
graphie.

Supposons maintenant que I'équation caractéristique ait des racines multiples et
soit

AS)=(S—S)*(S—S,)*....

A chacun des facteurs (S—S,)%, (S —S_*, ... correspond une substitution sous-
canonique. Considérons par exemple une racine a d'ordre m. Au facteur (S — a)™
correspond la substitutiou sous-canonique

(19) X,=xz, X,=x, ... y X, =

ot 2 e 3 3 _ymm
X —Cmaxm_—("ma Ly + Cma Lon—s + .o+ ( ]) ax,

m

x

m?
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c,,Cc

m?* M v

facile de passer de cette substitution a la forme canonique de M. Jordan. Employons

étant les coefficients de la formule du bindme pour l'exposant m. 11 est

la notation symbolique [x — a]™ pour dcsmner la forme linéaire suivanle :

[t —a]"==x,.  —Cax, + Cdx,  + ...+ (—1)"Cla"x,

m e

et remarquons que le second membre devient (S—a)™ lorsqu’on y remplace «,,

~

X, ed &, X ar 1, S, 8%, ..., S" respectivement. Posons alors
2 m-1 p

m’

_ m—y ___ ' 2 3
Y, = [‘I" - a] - —G n—t WLy +C m—1 a Ly ™ -G m—1 & Loy + o
. m—s__ 1 2
yvz. - [w - (l] m-— C m—e m—e + C m—na ‘rm—x C m—oa ‘Lm 3 + A
o p=—d=,
(20)
— [ | p—
Yoy =[x —a]'=ux,—ax,,
ym - xl °
Si I'on remplace x,, x,, ..., @, par 1, 8, 8, ..., §"7, les quanlilés y,. y,, .... ¥,
prennent les valeurs ' !
. M1 o Q m—z . Q —
yl——(s—_(t> ’ yz_(b_co )y e 4 ym—l"—b_a’ Ym=1

Pour passer de y,, y,. ..., v, a Y, Y,, ..., il faut remplacer dans ces formules

m ’

x,, &,, par X, X, ..., X,,; remarquons que si 'on donne comme plus hauat &

m
&y Ly ooy ¢, les valeurs 1, 8, 87, ..., 8”7 les quantités X, X,, .... X deviendront

1 m

N, =x,=S, Y,=%, ..., X,_ =8 X =S"_(S—a)"
et I'on aura
Yl =X Clm—l ‘{m—a + = S — (S - a)m - S[S"l—l - (S - a)l"—l:]

== (S . a)"l—l [S _ (S . a)] :a(s - (t)"l—l’

d’olt en revenant des puissances de S aux variables x,, z,, ..., x,, puis aux variables
transformées y,, v,.
\‘ —=ay,.

On aura de méme

=X, —C, a4 ... =8 —C a8 4 4 (—D)"a"S
=85S —a)y"*
=08 —a)"*(S—a+a)
=B —a)"" +alS—a)",
Fac. de T., 3¢ S., VI

~1



J0 S. LATTES.

Y, =y, + ay,.

Par le méme procédé, on démontre que 'on a

Y, =y, +ay,

et ainsi de suite. Donc finalement la substitution transformée de la substitution (1g)
par la substitution (20) est la suivante : .

On voit que la substitution (1g) est ainsi ramenée a la forme canonique de
M. Jordan.
A chacune des racines multiples de A(S) correspond un groupe réduit analogue

au précédent et on retrouve ainsi dans le cas général la forme canonique de
M. Jordan.

Exemple. — Transformons de cette fagon la substitution sous-canonique cor-
respondant au diviseur (S —1)".
C’est 1a substitution

X’:w,,
ka:wz’
X3:xh'

XA:Awa— G‘x: + Zlm‘l_xl'
11 suffira, pour obtenir la forme canonique de M. Jordan, de poser

y,=x—1)=z,—3x, + 3z, —2x,,

y=[rx—1]=x,—2z, +x,,

y:s:[w_l]l:xu—xa’

4

Y

=z,
d’ou l'on tire

T, =Y.

x =y, + Y,

T, =Y, +2Y, + Vs

z, =y, + 3y, + 3%, + ¥.-



UNE FORME CANONIQUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

La substitution transformée est :

Y,=X,—3X, +3X,—X, =x,—3xr, + 3x,—x, =y,,

Y, =X, — X, + X, = ' —ax, + @, =Y+
Y,=X,—X, =x,—, =Y.t
YAZXA =, =Yt VY

C’est bien 14 la forme canonique de M. Jordan.




CHAPITRE III

Forme canonique (C) des substitutions linéaires admettant
une infinité de poles.

[1] Réduction de la substitution donnée par linlroduction d’un premier gl'bupe
canonigue. — Le cas ol la substitution n’a qu'un nombre fini de pdles a été étudié
dans le chapitre précédent. Nous supposerons donc maintenant que la substitution a
une infinité de poles. Il résulte de ld quune forme linéaire P, & coefficienls arbi-
traires

) —
P=aox +aox, 4 ... + 22,

et ses conséquentes P,, P,, ..., P,, ot n désigne le nombre des variables, sont des
formes dépendantes, quelle que soit la forme P, (chap. 11, n° 3).

I existe donc un entier m, inférieur-au nombre des variables n, tel que les m pre-
miéres conséquentes P,, P,, ..., P, soient indépendantes et que P, -, soit une combi-
naison linéaire (4 coefficients indépendants de «,, «,, ..., «,) des conséquentes précé-
dentes P, P,, ..., I,,. On aura

(1) P, ,=aP, +aP,+ ... +a,P

m-m

el celle relation devant avoir lieu quels que soient les coefficients «,, «,, ..., «,de P,
il en résulte que la méme relation doit avoir licu entre les coefficients de «,, de «,, ...,
de «,, dans I'équation (1), et comme ces coefficients sont des formes linéaires & coefli-
cients indépendants de 2, «,, ..., %, il en résulte que a,. a,, ..., a,, sont indépendants
de ces coefficients 2, %,, ..., %,,.

Il se peut que, pour des valeurs particuliéres de «,, a,, ..., o, il y ait une relation
analogue a la relation (1) entre les conséquentes P, P , P, P, rétant infé-

rieur & m : cela aura licu si le plan P, contient quelque élément invariant, pole,

PREEER o

droite double, elc..., qu’il ne conlenait pas en général. 11 est donc essentiel de se
rappeler que la relation (1) a été supposée obtenue pour des valeurs arbilraires de
,, ., %,,- Dans le chapitre [I, une pareille relation avait été obtenue pourm=n:
le cas actuel est celui ol la plus petite valeur de m pour laquelle la relation a lieu
est inférieure a n.

x

0yt

La relation (1) permet d’effectuer un premier changement de variables dans la
substitution linéaire donnée en prenant pour m des nouvelles variables les formes

linéaires indépendantes P,, P,, ..., P,. Désignons encore ces nouvelles variables par
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x,, ,, ..., &, pour ne pas compliquer les notations. La substitution linéaire donnée
aura alors la forme

1 2’
x-.' — 3
X'm—t == xm ’ .

(2) <X, =ax, +ax,+..+azx

m?

-\,,,4,, — 1l,lmi + 11.aw«s + + xi,mxm + aa.m——‘ lx)ll+l + + aa,nwn’
PX =, XXyt b + o ,x,,
\
e e e e e e e e e e e e
(tl=r1,2,.... , n—m)

Elle comprend un premier groupe canonique formé des m premiéres équations et
contenant les m variables x,. x,. ..., «,. En général, nous appellerons groupe cano-
nigue un systéme d’équations de la forme des m premiéres équations (2).

La nouvelle substitution (2) possédera évidemment la méme propriété que la
substitution (1) : une forme linéaire P, a coefficients arbitraires des nouvelles varia-

bles el ses conséquentes P,, P,, ..., P, ., donneront lieu @ la relation (1). 11 suffit en

m-+1

effet d’effectuer le changement de variables dans la relation (1) écrite avec les va-
riables primitives : P, P,. ..., P,

n-

, deviennent des fonctions des nouvellés variables;
mais par rapport aux nouvelles variables, ce sont encore les conséquentes succes-
sives déduites de P, par la transformation (2).

[2] Inlroduction d’un second groupe canonique. Forme réduile provisoire de la
substitution donnée. — La forme réduite (2) contient un premier groupe canonique
formé par les m premiéres équations. Une deuxiéme réduction va introduire un
second groupe canonique.

Soit Q, une forme linéaire de I'ensemble des variables « qui figurent dans la
substitution (2),

(\)l = Arjlxl + .Bg.'l}q + + :Bmxm + a{jm»L 1{L‘m-ia + s + .3,,1‘,, ’

dans laquelle les coefficients de «,, x,, ..., x, ont des valeurs numériques quelcon-
ques et les coefficients §
Q

22

., B8, des valeurs arbitraires. Soient de méme

Q, -.. les conséquentes successives déduites de Q, par la subslitution (2).

11 existe un entier p tel que Q,,Q,, ..., Q,, x,, x,, ..., x, soient des formes
linéaires indépendantes et Q,,, une forme linéaire dépendant linéairement de
Q. Q

K1 et

. Qp, x,. %, ..., x, ct cela pour des valeurs arbitraires de § 8 ey B

e Tt e?



~

oh . S. LATTES.

Le nombre p est au plus égal & n—m, car dans tous les cas les n+ 1 formes
Qi Qs Quyiys @, @, ..., x,, des n variables z,, x,, ..., x, sont dépendantes.

D’autre part, et c'est 1a un point important, ce nombre p est au plus égal & m,
puisque les formes Q,, Q,, .... Q,,, Q,.., qui vérifient la relation (1) du numéro 1(')
sont dépendantes, ce qui revient a dire que le systéme des formes Q,, Q,, ..., Q,,,
Qs @,» @, ..., x, est formé de formes dépendantes.

On aura donc une identité de la forme

(3) QIH 1 = )‘lxl + 7‘2'7;1 + + )‘mwm + b4Q1 + bz(\)g + + prp
(p<m.

Les formes Q,, Q,, ..., Q,, z,, x,, ..., x,, étant indépendantes, on peut les
prendre en qualité de m 4 p nouvelles variables. En d’autres termes, on garde les

variables x,, x,, ..., x,, eton remplace p des variables «,_ , «,,, ... parles nou-

velles variables y,, y,, ..., y, liées aux anciennes variables par les relations

y|:Q17
yz:Qz’
Y,=Q,.

La substitution (2) prendra alors la forme

/xl:x!
\,=x,,
Xnz—‘:xm’
\ Xm: alwi + azxz + A + amxm;
(%) .
[ Y, =Y,
Y.=y,,
Yp_‘:yp,

Y,=r&, + 02, + ... + 1, %, by, + by, + ... +by,.

Si m + p=n, le systéme (4) comprend uniquement les deux groupes d’équa-

(*) Nous avons vu, en effet, que la relation (1) est vérifice par n’imporle quelle forme et
ses conséquentes jusqu'a I'ordre m + 1.
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tions (4) écrites explicitement; si, au conlraire, on a m + p<Cn, il y a dans le sys-
téme (4), outre les équations écrites explicilement, des équations de la forme

Yp*i :-fi(mu wz’ "'7wm’ yu ye’ A ypr y,,,;,,, yp_;w ),

les f, étant des fonctions linéaires et les nouvelles variakles étant, outre les varia-
bles w, 2, ....x,. ¥, ¥, ..., ¥, €criles explicilement, des variables y, ., y,,,, ---
en nombre suffisant pour que la substitution transformée (4) comprenne bien n va-
riables comme la substitulion primitive. Nous représentons I’ensemble de ces équa-
tions par la ligne de points qui termine les équations (4).

Supposons d’abord m 4+ p=n. La substilution (4), que nous appellerons forme
réduite provisoire, comprend alors deux groupes d’équations dont le premier est un
groupe canonique. Le second groupe n’est pas un groupe canonique, a cause de la
présence des termes kx, + Ax,, ... + A,x,. Mais nous montrerons bientdt qu’on
peut faire disparaitre ces termes par une nouvelle transformation. Nous devons, au
préalable, démontrer deux propositions importantes relativement aux cocfficients
buby vy byet hhy, )

1 m*

[3] Démonstration de deux propositions concernanl les coefficients de la forme
réduite provisoire (4).
TuEorEME 1. — Le polynéme

A,(S)="8"— bpSp_' — [)lp_iS"’—2 —...—bS—1,

est un diviseur du polynéme

AA(S) =8 — amsm_i —a S"l—i T T azs —a, (l)

m—a

Ce théoreme va résulter du fait que la forme Q, et ses conséquentes jusqu’'a
lordre p + 1 vérifient la relation

3) Q  =rx, +2x,+ ... + 1,2, + b0, + 00, + ... + bp(\)p

~p

et que, d'autre part, cette méme forme et ses conséquentes jusqu’a I'ordre m + 1

vérifient la relation
(5) (2m+| = al(\)l + ae(\)z + i + am(\)m *

Cette dernicre relation est en effet vérifiée par n’importe quelle forme, ainsi qu’on
I'a vu au numéro 1.

() Dans la théorie des diviseurs élémentaires (chap. T, n° 6), A‘(S), A,(8) apparaissent
comme les deux premiers produits ¢lémentaires du déterminant caractéristique A(S).
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Donnons aux variables x,, x,, .... x, la valeur zéro et aux autres n — m varia-
bles des valeurs telles que I'on ait :

Q =1, QQ:S, 0 =5

<y J3 Y eeeen 5 p

Puisque Q,, Q,, ..., Q,. ,, x,, ..., «, constituent un systéme de formes indé-
pendantes, on peut choisir les variables de fagon que ces formes prennent des valeurs
données, en particulier les valeurs que nous venons de choisir.

Calculons dans ces conditions les valeurs prises par Qv Q, a0 s Q

N1

et écri-
vons que ces valeurs vérifient la relation (5).
La relation (3) donne :

Q,=0b, + bS8+ ...+ b8
= (b, + bS + ... + b8 — 8" L 8.

Introduisons la notation classique des congruences. Nous aurons

Q. . =5 [mod A,(S)].

Xp+1

Mais la relation (3) donune aussi, par itérations successives, pour

la relation
(\)p—ki:bl(gi + bz(\)i41 + .. + te —I— prH p—1?

d’ou successivement, pour i—2,3, ...,

Q,.=bS+0bS + ... +bS8"=8",
Q,., = o =87 [mod A[(S)].

On a donc finalement
Q,=5" [mod A/(8)]
pour toules les valeurs de i. ‘

Transportons ces valeurs dans la relation (3). Elle devient :

§"—a,S"'— ... —aS—a,=o [mod A,(S)]

2 1

ou
AS)=o0 [mod A(S)].
On a ainsi ¢tabli que A (S) est divisible par 3,(S).

Conséyuence. — 11 résulte de la que les coefficients b, b, ..., b, sont indépen-
dants des coefficients arbitraires des forines P, Q, choisies pour faire la réduction.
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.

Nous lavons en effet établi au numéro 1 en ce qui concerne les coeflicients
a,a, ..., a . etle théoréme précédent montre qu’il en est de méme pour les coef-

1 2 m

ficients b,, b,, ..., .

Tutortwe 11. — Le polynome

2(8) =1, 8" 4 1, 8" e+ RS 47,

esl divisible par le polynome
M) =8 —b S — . —bS—D,.

Nous partirons cencore des relations (3) et (5). Mais ici nous donnerons aux va-
riables x, x,, ..., x, les valeurs

Q,=o, Q,=o0, ... , Q,=o
Ceci est possible, puisque Q,, Q,, ..., Q,, x,, ,, ..., x, constiluent un systéme

de formes linéaires indépendantes. Cherchons les valeurs prises par Qp,, o Qpgy e
Q

X2’

I1 suffira de donner a

N1

., Q, la valeur zéro dans la relation (3) et dans les

relations qu’on en déduit par itération. Si I'on pose
e, 4 e, e R, =T,
la relation (3) s’écrit :

Q== +0Q,+00, +...+ b9,
Utilisons la notion de systéme de modules due a Kronecker ().
On aura :

Q. == [mod™Q,, Q,, .... Q]

~pl*

Silon donnea Q,,Q,...., Q, la valeur zéro, la congraence se transforme en iden-

(") KroxkckER, Vorlesungen iber Zahlentheorie.
Dans ce qui suit, il nous suffira d’adopter la définition suivante : Deux formes li-
néaires A, B sont dites congrues suivant le systtme de modules Q,. Q,, .... Q,. si l'on a

A=B+2Q, + 20, + ... +2,Q,,
Ay Ly eees %y élan! des conslanfes. On (crit alors :
A=B [mod=Q,, Q,, ...

Fac. d> T., 3¢ 8., VI, 8
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tité. Désignons pav =,, =, ... les conséquentes successives déduiles de =, par la subs-
titution linéaire donnée. On aura :

Q” =+ 0,0, +00Q + ... +b ()p + ,’pr—u

p—1 N
ou
pr2 =rx, + prp, .
==, + b,z [mod=Q,, Q,, ..., Q,].

On a ensuite :
Q. ,==+b_0Q ,+00Q

p—rNpia pepe

==, + b,,_l"". + I)p(a-:g + I)pﬂl)
%, + b7, + (b,_, + b))%,

Il

p—1
liu général, on aura pour Q, , une congruence de la forme

(6) (\)p ~—iE T + (LT‘-I—A + (lz"‘:i—z + ot + qi—dﬂl [mOd“ Q ( A (21)] ’

17 N2
les coefficients ¢,, ¢,. ..., indépendants de i, étant des fonctions de b,, b,, ..., bp.
On a
(lisz’ qasz—1+,’:
et I'on voit aisément la loi de formation de ces coeflicients : ce sont les coefficients du
. . . 1 .
développement suivant les puissances croissantes de 5 du quolient de 1 par le poly

.

néme 8" —b 8" ... —bS—b,. Posons en effet :

4.

Spiz

4
g

@D TE=F ' =gtgat

NS TN ST S —h, S S8 +

+ e

On constate immédiatement que l'on a bien
q‘:bp, qQZbP_‘ + b:

et nous allons démontrer, par induction compléte, qu'en général les coefficienls de
la congruence (6) coincident avec les coefficients du développement (7). Supposons la

loi vérifiée jusqu’a Q, ,_,. On aura :
(\)p =T,
()p‘.E"z + (11 1
(8) Q, . ==, +4q7 +q,7, ) (mod™Q,,Q,, ..., Q,).

(\)pJ i—1 = Tia + qc“:i—z + (Isﬂi-x + A + qi—'ﬁﬁl :
On a, par itération de la relation (3),

Q, ==+ l)p_,. L, + by i, o+ o+ bQ,. imys



UNE FORME CANONIQUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. :)9

ou, en remplacant Q,., Q Q, i, par les valeurs (8) ct en ordonnanl cn

pred teeo

Ty Ty eee

Q. ==+0bx_,+0yq +b, )7, + (g, +b,_4, + b, )i, +
+ (bplli——e + bp—iqi—il + + bp—iqe + bpwi ! 1’]1 + bp—i } e) Ty

Or, il résulte immédiatement de la théoric de la division qu'on a dans le déve-
loppement (7) :
q,= "1» s
q4,= ",,‘/. + bp_‘ s
|, = bpqu, + l'p;l‘[. 4 I)p——l s

(/i—n == bp(li—‘z + bp—a([i,—:x + b + bp—i—'—ll/i + bp—i i
1.’égalits précédente devient donc

Q.==~+q¢=x_,+q7_,+ .. +q,_7 (mod* Q,, Q,, ..., Qp).

X p+i

C’est la relation (6) avec les coefficients du développement (7).

Si mainlcnant on donne aux variables les valeurs indiquées plus haut, telles que
Q,. Q, ..., Q, soient nuls, les congruences (8) deviennent des identités. Dans ces
identités, donnons & x,, x,. ..., x, les valeurs respectives 1, S, 8% ..., 8"7". Le
polyndme =, devient =(S). Pour savoir ce que deviennent les conséquents successifs

=, ... de =(8), remarquons d’abord que le conséquent X, de x,, devient

Ty Ty
— . 3 IM—1
X,=ax, +ax,+..+ax,=a+aS+..+aS"".
Introduisons maintenant des congruences suivant le module

Al(s) - S"‘ - amsm__l T e T azs - ((1 *
On aura
X, =8" [mod A,(S)].

Il

Les conséquents successifs X X ...de x,, seront de méme :

m--4° m--2°

‘\nl g ai'/l;‘.' + av).xs + b + am—lxm + amxm
=aS+a¢S+..+q,8"=S.8"=8"",
AN R sm -2

Dans ces conditions, =,, =,. ... prennent des valeurs vérifiant les congruences
suivantes :
=, ==(8),
=, = S=(S), [mod A (S)].

m=8""(8),
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Les identitcs (8) nous donnent alors :

Q,..==(5),
Q=[S +4,),
Q== [S" + ¢85 + ],
S &1 ! 2 [mod A(S)].
* ()"' = TI(S) [S"'—I"' + (lls'“n‘["? + .+ ’[m—l)’es + ([I!I—])—l] ’

(\)m 1 = TL(S) [.Sn: r + '[!Sm—p—l + + (Illl—p—ls + qlll—p] :

Ecrivons maintenant que ces valeurs vérifient Iidentité (5); celte identité,
lorsqu’on donne 2 Q,, ), ..., Q, la valeur zéro, devient

O —a —a 0O —.—a, . ) —o.

~m-iA mo~m M—1 N m—1 P Xp

En remplacant Q, .1 .- parleurs valeurs, nous obtenons une congrucuce de la
forme i

(9) O==(S)[N"7" 4 pS"TP pop S PoepS 41

lll—p’

avec les valeurs suivantes des coefficients

]‘1 == ([1 - am ’
112 - q-z _ (ll"([l —a

m—a

r=dq,— Ay, — Uy, — @

m—a’

I‘m—p - qm—p - am([m—p—i - am—i([m—p—z T e T (lp oy “p -yt

Ces coeflicients sont comme on le reconnait aisément les cocfficients du quo-

L A(S .
tient { ,). On aen effet :
l — 1 ql (12 (["'-»’f
AQ(S)_ Sy Sp—‘l Sp,—z + + Sm +

A;(S) =N\"— a,"S'"" —_——. — (lu_,S —a,.

I A (S) . ’ P A
En ordonnant le produit A (S) x =, Ou = quise réduit & un polyndme
' A,(8) A,(8)

(Théoréme 1), on obtient pour ce polyndéme la valeur

L

(S)
(S)

1

— Qb + r‘sm-—p—i F i tr

m—p*

L

2
La congruence (g) devient donc

A(8)
A(S)

2

=(8) . =o0 [mod A(S)]
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ou encore
=#(8) . A(S) =mulliple de A (S). \,(8),
d’ott
=(S) = mulliple de A (S).

Le théoréme est démonlré.

[4] Forme canonique définilive dans le cas ou celle forme comprend deux groupes
canoniques. — A Taide des deux théorémes précédents, on peut démonlrer mainte-
nant la proposition suivante annoncée & la fin du numéro 2 : on peul faire dispu-
raitre h, X, ..., h, dans la substitution (4), ¢est-a-dire la transformer en une subsli-
tution de méme forme dans laguelle n, 1. ..., X, soient nuls. '

En effet, =(S) étant divisible par A,(S) (théoréme II), on a’

2(8) = A,(8) . 9(8)
en désignant le quolicnt par »(8). Soit
o(S)=k, + kS + kS 4 ... 4k, , 8"

ce quolient. Désignons par 4, la forme linéaire déduite de o(S) en y remplacant
LS, S, .., parx, X, &, ...

9, = /{030‘ =+ /C,z’l"‘, + ..o+ I"m—p—nwm—p

et soient ., 9, ... les conséquentes successives déduites de g, par la substitution (4).
Transformons alors la substitution (4) en y laissant les variables x,, «,. .... x,,
el en remplacant les variables v,, y,. ..., y, par les variables nouvelles ', ¥, ..., Y,

définies par les équations :

(10)

2 2
y =y —o;
p—p " Tp’
%, esl une forme lincaire en x,, x,,  ..... T, 0,
’.’s » ”» » ZL‘,, él'_,‘, e .70,",,) 1
:‘pp » » » (L‘p, .’ltp Car e XLy
Ppos » » I &z,

Chaque forme se déduit de la précédente en augmentant tous les indices des x
d’une unité. Il en résulte que si on remplace x,, x,, ,, ... par 1, S, 8%, .... le$
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formes linéaires ¢, o,. .

-+» 7, deviennent respectivement les polyndmes o(8), Su(8),
S*%(S), ..

- 8"7'4(S). I est facile de voir mainlenant que le changement de varia-
bles (10) remplit le but cherché. Le second groupe de la substitulion (4) est en cffet
transformé par la substitution (10) de la facon suivante :

-'-——— . — o’ —
\1_Y4—"‘.'z—yz_"’ -

Y
Y,‘z:‘,a_"."u:ya_?a:.),ﬁ

Y = . :y'p,
et enfin

=“_'| + ()‘(y’l + ?4) + bz(y,e + ?z) + A + bp(y'p + ?p) - ":’p— 1
=by, + 0y, + . + by, + (=, + bz, 4+ b, F ... + b, —9,.)-

'V Y R ~ N .
Yp'—'\p_f'p l_/‘la/i + Az‘l.ﬂz —{'— v + ,‘mxm + blyl =+ I)de + b + bpyp_ Ip!

272

Il suffira de prouver que la forme linéaire en Ly Ly eees L

m

=+ 0o, +bo,+ ... +bo o

pTp~ Tpi1
est identiquement nulle. Pour cela, il suffit de prouver que le polynéme en S déduit

de celte forme en y remplacant x,, ,, ..., x, par 1, 8. §, ..., §"7" est identique-

ment nul. Or, on obtient ainsi, d’aprés les remarques faites plus haut, le polynéme

7(S) + (b, + 0,8 4+ ... + 5,8

8%)2(8)
ou

7(5) — A,9)%(8)
qui est identiquement nul, puisque ¢(S) est le quotient de =(S) par A(S).
La substilution (4) prend donc maintenant la forme réduile définitive
N =z, \,=z, ... y N,=x,, X\,=ax, +ax,+..+a,zx,,
(rn) (Y =y, Y.,=y., ... Y=Y Y=y by, e+ by,

constituée avec deux groupes canoniques. Rappelons que dans cette forme canonique,
les constanles a,, a,, ..., a,, b,. b,, ..., b, sonl lelles que le polynome

A®)=8"—aq, 8" — ... —aS—a,
est dwisible par le polynéme

AMB) =8 —bS" — . —bS—1b,.

Remarque. — La transformation (10) est une transformation particuli¢re permet-

tant de faire disparailre les termes en x,, x,, ..., x, qui figuraient primilivement
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dans la derniére équation du second groupe canonique. Il est facile de voir quelle est
la transformation la plus générale possédant cetle propriété. Remarquons que dans
les formules (10), le polynéme 3, ne conlenait que les variables x,. «,. ..., x,_,. ct
il en résultait que %, ..., ¢,., se déduisaient immédiatement de ¢, en augmentant
tous les indices des variables d'une unité. Plus généralement, cherchons un change-
ment de variables analogue & (10), remplissant comme (10) le but proposé¢, mais tel
‘que le polyndme ', analogue & ¢,, employé a cet effet, puisse contenir toutes les
variables jusqu’'a x,,. Ddsignons par ¢'(S) le polyndome déduit de ¢', en y remplagant
a,, x, x, ... par 1. 8, $, ... Alors & ¢, correspondra, non plus le polyndme §'4'(S),
mais un polyndéme congru & S7'4/(S) suivant le module A,(S)("). La démonstration
précédente montre alors que le changement de variables (10) remplira le but propos¢
pourvu que 'on ait

=(8) — A,8)9'(S)=o0 [mod A,(S)].

Une premiére solution est celle trouvée plus haut. On prend pour ¢'(S) e quo-
tient «(8) de la division de =(S) par A,(S). Pour en déduire la solution générale,
posons :

2'(8)=38) + X(§).

On devra avoir :

AS)X(S)=o [mod A,(S)].

Or, A (S) est divisible par A,(8). On devra donc avoir :

3,05
AS) 1

X(S)=o [mod

Donc la solulion générale est

. , AB) .,
#18) = #(5) + g 18),

A8

2

W(8) étanl un polyndéme arbitraire. Remarquons qu’il faut prendre pour ¢'(S) un

A , . A . .
polyréme de degré m — 1 au plus. Comme A—‘ est de degré m — p, il faut prendre

pour #(S) un polyndéme arbitraire de degré p — 1, c'est-a-dire que '(S) dépend de p
coefficients arbitraires.

Ainsi, la transformation (10) lu plus générale permettant de faire disparailre les
lermes en x,, x,, ..., x, dans la derniére équation du second groupe de la substitu-
tion (4) dépend de p coefficienls arbilraires.

Il est facile de voir d’aprés cela de combien de paramétres dépend dans le cas
actuel la substitution S la plas générale qui transforme la substitution donnée en

(") Ainsi qu'on I'a yvu par exemple pour les polynomes =, =,. ... dans la démonstration
r 2 - *
du théoreme [I.
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la substitution canonique (C) définic par les équations (11). La premicre réduction
faitle au numéro r introduit d’abord comme paramétres arbilraives les coefficienls
@, a, ..., %, de la forme P,: ils sont au nombre de n, c’est-a-dire dans le cas actuel
de m + p. La réduclion provisoire faile au numéro 2 introduit comme paramétres
arbitraires les coefficients &, ., ..., 8, de x,_,. ..., x, dans Q, : ils sont au nombre
de p. Enfin la transformation (10) la plus générale que nous effectuons ensuite
dépend, comme nous venons de le voir, de p paramétres. Dong, en tout, la transfor-
mation S dépend de m + 3p coefficients arbitraires.

En particulier, les transformations aulomorphes (chap. Il, n° 6) de la forme cano-
nique (C) définie par les équations (11) dépendenl de m + 3p coefficients arbilraires.

On en déduira, comme au chapitre Il (n° 7), les substitutions linéaires permutables

avec la substitulion donnée : ces substitutions dépendent dans le cas acluel de m + 3p
paramélres arbitraires (*).

[B] Forme canonique(C) dans le cas général ou celte forme est composée d’'un nombre
quelconque de groupes canoniques. — Dans ce qui précéde, nous avons inlroduit
d’abord deux groupes canoniques comprenént le premier m variables, le second p
variables, et nous avons suppos¢, pour plus de simplicité, que ces deux groupes ca-
noniques épuisaient U'ensemble des variables, c¢’est-a-dire que I'on avait n—=m + p
en désignant par n le nombre des variables.

Supposons mainlenant m 4+ p<Zn et ¢étudions les nouvelles transformations
permettant d’obtenir de nouveaux groupes canoniques.

Nous supposons qu’on a cffectué¢ d’abord sur la substitution donnée les transfor-
mations des numéros 1, 2, 3, 4. La subslitution comprend alors : 1° un premicer
groupe canonique avec les variables «,, «,, ..., «,,; 2° un second groupe canonique
avec les variables y,, y,. ..., y,: 3° un groupe d’¢quations quelconques contenant,
oulre les vaviables x,. @, x,,, ..., ¥,, ¥,o .-+, ¥, de nouvelles variables Yo Yprar oY
11 suffira de montrer comment on pourra inlroduire un (roisiéme groupe canonique,

car on passerait de la méme facon du cas de I groupes canoniques au cas de &k + 1
groupes. Soit

' 1 27 2 ER] R X'}l—l :‘r’m ’ ‘\m :(I‘JJ‘ +_ az'r'c + oo + leflfm,
\\a:yw Ye:ya’ ttt \'p—l:yw \‘p:bl-yl"—b‘hv'_’ +“‘+bpyp’
2’""’xm?yi’yz’“”-yp7yp~'-4’yp» a"“)’ ’

m’yl’ye‘""yp’ypls’vp'v"‘)’

(') Rappelons que le cas actuel est celui ot la substitution réduite comprend deux
groupes canoniques ou, si I'on préfére, c'est le cas ot le déterminant caractéristique A(S)
est décomposable en deux produits ¢lémentaires de degrés m et p (m 2> p).
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la substitution donnée comprenant déjd deux groupes canoniques écrits dans les
deux premiéres lignes: 2,. g,, ... désignent des formes linéaires de l'ensemble des
variables. _

Nous procéderons comme au numéro 2 pour obtenir une nouvelle forme réduite
provisoire. Soit R, une forme linéaire de I'ensemble des n variables dans laquelle les
coefficients de x,, @,, ..., L, ¥+ Yoo ---» ¥, Ontdes valeurs numériques quelconques,
la valeur zéro par exemple, et les coefficients de y,.,, ¥,.,. ... des valeurs arbitraires
Ypivr Yprae -o-- Soient R, R,, ..., les conséquentes déduites de R, par la substi-
tution (12).

D’aprés la fagon méme dont on a obtenu les deux premiers groupes canoniques,

on aura entre ces conséquentes les identités suivantes :

(13) RnH 1 = a{“l + aaRz + A + auLRm’

(14) I{p: =hkx, + ha,+ ...+ ke, + bR, +b6R, + ...+ bp]{p,

ot les coefficients k.. k,. ..., k, sont tels que le polyndéme k, + k,S + ... + k5",
soit divisible par le polynéme 8* — b 8"~ — ... —bS — b, ou A(S).

La relation (13) exprime la dépendance des conséquentes d’une fonclion linéaire
arbitraire R,, la relation (14) exprime la dépendance entre ces conséquentes et les

-variables x,, Z,, ..., x,. Enfin, il existera de méme un entier ¢, au plus égal @ p, tel

que les formes R, R,. ..., R, 2, @, ..., @, ¥,, ..., ¥, soient indépendantes et tel
que R, dépende linéairement de ces formes :

(15) R 41 = p‘lxl _{— y‘zxi + A + z“'mxm + Vl»)’l + A +prp + cl“l + Cz“z + R + Ct[“q;

4q

cette derniére identité exprime la dépendance entre les variables x, y des deux pre-
miers groupes canoniques et les conséquentes successives de R,.
Gardons les variables ,, y, des deux premicrs groupes canoniques, mais intro-

I3

duisons ¢ nouvelles variables z,, z,, ..., z, définies par

2

La substitution (12) prendra alors la for.ne

S X,=x,, X,=x,..... X, =%,

(X, =ar +ax,+ ..... + a,x,,:

SY‘:y” Y,=y, . ..... Yp_|_-_yp,

(Y,=by, +by, + ..... +b,y,:

Slezﬁ, Z,—z, ..... Z,_,=z,

( Z,=p2, +pr,+ .. + w Ly Y, Y, e F Y e e, e 62,

Fac. de T., 3 S., VI. 9
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.

forme réduite provisoire qui comprend deux groupes canoniques et un troisiéme
groupe qui serail canonique si les coefficients ., W ooy B Vo Yy, wons v, Elaient nuls.
Nous allons voir qu’on peut, comme aux numéros 3 et 4. faire disparaitre ces coeffi-
cients par une nouvelle transformation. ’

A cet effet, nous démontrerons d'abord quelques propositions analogues aux
théorémes I et 1T du numéro 3 :

1° Le polynéme

A(8)=8"—¢S"™"—¢, ST — .. —cS—c,
est un diviseur du polynéme
AS)=8"—bS""—b, S — . —bS—b,.

11 suffit pour établir cette proposition de procéder comme au numéro 3. Repre-
nons rapidement la démonstration en renvoyant pour les détails au numéro 3. On
~ donne aux variables x,. x,, ..., x, et aux variables y,, v,, ..., ¥, la valeur zéro et
on choisit les autres variables de fagon A avoir

R=1, R,=S§, ... ;o R,=8"

1 2

-« R,_, consti-

tuent un systéme de formes indépendantes de I'ensemble des variables. On a alors,
en vertu de la relation (15), les congruences

Ceci est possible parce que x,, @,, ..., z,, v, Y, ---, Y, R, R

PORE

R, =8, R, =81

q q-+2

., [mod A,S)],
el en portant ces valeurs dans la relation (14), on obtient

St=0, 408 £+ 0,8"  [mod A(S)]
ou
A(S)=o0  [mod A(S)].

La proposition est ainsi démontrée.
2° Le polyndme
MS)=p, + S+ ... +p, 8"
et le polynéme

NS)=v,+vS+ ... + vap—‘

sonl Lun el l'aulre divisibles par le polynéme A (S).

On procédera comme dans la démonstration du théoréme 11 du numéro 3.

En ce qui concerne le polyndme M(S), on donnera aux variables y,, v,, ..., ¥y, la
valeur zéro, aux variables z,, «,, ..., a, les valeurs 1, S, §*, ..., "~ et aux autres
variables des valeurs vérifiant les équation-s

R,=o, R,=o, cereny l{(,:o.
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On calcule alors les valeurs prises par l{w_‘, R‘Hﬂ, ... A l'aide de la relation (15),
comme au numéro 3, en introduisant d’abord des congruences suivant le mo-
dule A,(S). En porlant les valeurs ainsi calculées dans la relation (14), on obtient
alors la congruence suivante :

AL
A8

(e, + 1S+ ... +E,8") —M(5) o [mod A (S)].

Or k, +kS... +k,S" est divisible par 3,(8).
On adonc
A(S)

“S) 3, — M) T,

=14(9)3,09),

6(S) et 4 (8) étant deux polyndmes, ou encore

38)

=10 AS)

YOI

0(S) —

M(S)
A,5)

et comme est un polynome, cette égalité prouve que est un polyndme,

A(S)
o8
c’est-d-dire que M(S) est divisible par A(S).

In ce qui concerne le polynome N(S), on donnera aux variables x,, x, ..., Z, la
valeur zéro, aux variables y,; y,, ..., y, les valeurs 1, S, S ..., SP7* et aux aulres

variables des valeurs vérifiant les équations

R,=o, R,=o, .... , R =o.

1

R
module 3,(S), et en portant les valeurs ainsi calculées dans la relation (14), on

En calculant alors R on introduira ici des congruences suivant le

g1 g+a® *re

obtient la congruence

e AL
NS). =ZF= d A8
™3 [mod 3,(8)]
ou
N(S) . .
A S)= h
A0 (S)=o [mod A,(S)]
. N(S) . ST . s ,
qui prouve que — S) est un polyndme, c’est-d-dire que N(S) est divisible par A (8).

La proposition est établie.

1 est facile maintenant de transformer la substitution (16) de facon a faire dis-
paraitre les termes w2, + W@, + ... + @, &, et les termes vy, +v,y,... +v,y,. A
cet effet, nous désignons par ¢(S). 7(S) les quotients respectifs de M(S) et de N(S)
par A(S). On aura :

M(S)=A,S).1(S),  N(S)=8,8).7(S).
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Procédons alors comme au numéro 4. Désignons par !, la forme linéaire en

. x, ..., x, , déduite de {(S) comme d’habitude en y remplacant 1. S, S, ...

par &, &, &, ... ctde méme par 7, la forme en y. y,. ...y, , déduite de z(S) en
y remplacant 1, 8, 8% ... par ¥,. ¥, v, .... Soient 4, L, ... et y, 7, ... les consct-
quentes successives déduites de !, et de 4, par la substitution (10).

Transformons la substitulion (16) cn conservant les variables x,, ,. ..., «,. ainsi
que les variables y,. v, ....y, ct en remplagant les variables z,, z,, ..., z, parde

nouvelles variables 2/, 2., ..., &' définics par les formules

P JE
! YT 7 AR
P ,
- “zﬁzz—‘rz—/“
) .
ot

Remarquons que

¢}, contient x,, x,, ..., &, _; de méme 7, contienl y,, v, ..., ¥,_,

v, conliendra x,, @,, ..., T, ,: n 7o contiendra y, v, oo, ¥, 0

{, contiendra x, «,  , ..., ®,_,: deméme y contiendray,y, ,, ...,

v q? Jp— ;

x

PEELIEEEE)

Y,., contiendra

q v &

x » Tais contiendra Yorwr Yarar oon ¥

de sorte que chacune des formes 4,, ¥,, ..., 4,,, et chacune des formes y,, /.. .... 7,.,
se déduit de la précédente en augmentant de 1 les indices des variables.
Les formules de transformation (17) donnent immeédiatement

r[_~l 'I_~( g _‘~’
=7, A=%, e, L =27,

puis

v,

/A —— 1, - — 1 /] !
/‘q_ A 'Tqu Ta = Py + ey + ... + E"m’l:m + Yy + VoY, +oee T Vol
V> ~ z — —_—

+ ('1“1 + ("z"".' + cee + Cl{"'l 7"1“‘ /"1'“

12 2 e 9y **c

ou, en exprimant z, z,, ..., Z, en fonction de z', 2., ..., 2'

q’

(18) Z'q - {J'I'r";l + y‘gxz + cer + {J‘m'r".m + Ci.‘Pi + (‘E'YJZ + A + (5(”%(1 - "Pq -
+ vy, Fvy, 4+ VY, + eyt Cfe oo+ Chy T Ly
+ez fes,+ e,

Or, il est facile de¢ voir que dans cette formule les termes de la premiére ligne
sont identiquement nuls, ainsi que les termes de la seconde ligne. En ce qui con-
cerne la premiére ligne, qui ne dépend que des variables ax;, il suffit de remplacer
T, Xy eny @, par 1, S, 8% ..., 8" et de montrer que le polynéme en S ainsi obtenu
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estidenliquement nul; or, le raisonnement déja fait au numéro 4 montre que ce poly-
noéme est

M(S) — 8,(8)4(8)

“et ce polyndme se réduit & zéro, puisque 1 (8) est le quotient de M(S) par A,(8). On
procédera de méme cn ce qui concerne la seconde ligne qui ne dépend que des va-
riables y : on remplacera ¥, ¥,. ..., ¥, par 1, S, 8% ..., 8"7'; on obtient ainsi le
polyndéme

N(®) — A,8)7(5)

qui est idenliquement nul parce que 7(S) est le quotient de N(S) par 3,(S). Les
termes de la seconde ligne de la formule (18) sont donc identiquement nuls et on a
finalement :

71 | S ~
/‘q.—Cle, - C,2, + ...+ c!l"'l'

Ainsi la substitulion (16) a ¢té ramencée a la forme

Q \, =, X,=x, ...X,_,==%,,
C, ! ; ’
' ( \,=aqx, +ax,+ ... T,
" Y:':'ye’ Y%: 32 0t \ —l—:'yﬂ
(19) : G, S ) R, Y P i
v (Y, =by, + by, + ... +by,;

avec lrois groupes canoniques C,. C,, C,. On introduirait de méme un quatri¢me
groupe canonique, puis un cinquiénie, et ainsi de suite jusqu'a épuisement des n
variables.

Rappelons que, dans la forme canonique (19), les coefficients sont tels que si 'on
pose

AMS)=8N"—a S — ... —aS—uq,,
AS) =8 —b 8" — ... —bS—1,
AS(S):: §t—e S0 — o0 — ceS —c,,

A,(S) est divisible par A(S), A,(S) est divisible par A (S) et ainsi de suile.

On retrouve ainsi par une méthode direcle la forme canonique (C) établie au
numéro 7 du Chapitre 1 & I'aide de la théorie des diviseurs élémentaires. Nous appli-
querons plus loin (n™ 8 et g) notre méthode de réduction a quelques exemples.

Chacun des groupes canoniques C,, C,, G, peut étre décomposé en groupes sous-
canoniques conformément & la méthode du Chapitre 11 (n* 11 et 12). Pour décom-
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poser C,. par exemple, il sufflit de décomposer le polyndme A (S) relatif & C, en
un produit de facteurs premiers entre eux. En particulier, si A/(S) est premier

1

avec -

) ce qui arrive si A,(S) admet les zéros de A,(S) avec le méme exposant

At
que dans A(S), on pourra décomposer C, en deux groupes sous-canoniques C',, C",,
)
A,(8)

groupe C, aux notations des variables prés.

le premier relatif &

le second & A(S). Le groupe C’, est alors identique au

[8] Transformation linéaire la plus générale ramenant la substilulion donnée a la
forme canonique (C). Substilulions permulables avec une substilulion donnée. — Com-
plétons tout d’abord la méthode employée au numéro précédent pour transformer la
substitution (16) en la substitution (19).

Pour faire disparaitre les termes

y‘d‘?l + P’ﬂxz v + y’mxm
et les termes

A =+ Voly oo + prp

de la substitution (16), nous avons utilisé le changement de variables (17). Mais ce
changement de variables n’est pas le plus général remplissant le but proposé. On
voit, comme au numéro 4, qu’on peut remplacer les polyndmes +{(S) et #(S) dont on
s’est servi pour obtenir les formules (17), parles polynémes plus généraux '(S), '(S)
donnés par les formules

v . A
V=48 + X,

3

/9= 1(8) + T ),
3

ou X(8), Y(8) sont deux polynémes arbitraires. Comme les polyndmes J'(S) et ¥/(S)
les plus généraux remplissant le but proposé doivent étre respectivement de de-
grés m—1 el p—1, on voit aisément qu’il faut prendre pour X(S) et pour Y(S)
des polyndémes de degré au plus égal & ¢ — 1. Donc L'(S) et 4'(S) dépendent 'un et
Pautre de ¢ coeflicients arbitraires. Le changement de variables (17) peut donc étre
remplacé par un changement de variables analogue, mais dépendant de 2g para-
métres arbitraires.

11 est facile d’aprés cela de voir la nature de la transformation T la plus générale
permettant de transformer la substitution A donnée en la forme canonique C. Nous
avons déja traité ce probléme lorsque la forme canonique comprenait un seul groupe

canonique (chap. 1I, n° 2) ou deux groupes canoniques (chap. III, n° 4). Il est facile
de généraliser ces résultats.
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Supposons qu’il y ait dans la forme canonique C plusieurs groupes canoniques
corhprenant respectivement m, p.q, r,s, ... variables (im>p>¢>r>s>...)().

Pour obtenir le premier groupe canonique, on introduit comme paramétres arbi-
trairesles coefficients d'une forme linéairearbitraire P,, c’est-a-dire m +p+¢+r+s+...
coefficients.

Pour le second groupe canonique, on introduit d’abord les p 4+ ¢ + r 4+ s + ...
coefficients arbitraires de la forme Q, (n* 3 et 4), puis p nouveaux parameétres arbi-
traires, lorsqu’on fait disparaitre dans la derniére équation du second groupe cano-
nique les termes contenant les variables x du premier groupe.

Pour le troisiéme groupe canonique, on introduit d’abord les ¢ +r + s + ...
coeflicients arbitraires de la forme R,, puis 2¢ paramétres arbitraires lorsqu’on fait
disparaitre dans la derniére équation du troisiéme groupe canonique les termes con-
tenant les variables = du premier groupe et les variables y du second groupe.

Pour le quatriéme groupe canonique, on introduiraitde méme d’abord les r+s+-...
coefficients d'une forme linéaire ou les variables des trois premiers groupes auraient
des valeurs données, les autres variables étant seules arbitraires; puis on introduirait
3r parameétres arbitraires destinés a faire disparaitre dans la derniére équation du
quatriéme groupe les termes contenant les variables des trois premiers groupes.

Et ainsi de suite.

En résumé, la transformation linéaire T la plus générale permettant de transformer
a substitution A donnée en la forme canonique (C) formée de groupes canoniques suc-
cessifs a m,p,q,r,s, ... variables dépend d’'un nombre de paramélres arbitraires N
donné par la formule

+( prg+r+s+..... )+p

+ ( q+r4+s4+ ... )+ 2¢
+ ( PS4 Y+ 3r
+ ( I )+ 4s
e .
ou encore
N=m+3p+d¢g+r4+gs+............ ®

(*) Nous. gardons les notations m, p, ¢ employées jusquici pour les trois premiers
groupes canoniques.

(®) Cette proposition, ou la proposition analogue pour les formes bilinéaires, a 6té dé-
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~1

En particulier, les transformations automorphes de la forme canonique dépendent
de N paramétres. N étant le nombre que nous venons de définir. '

On déduit de 13, par la méthode vue au Chapitre II (n° 7), toutes les substitutions
qui permetlent de transformer en elle-méme une substitution quelconque A (trans-
formations automorphes de A) : ce sont aussi les substitutions linéaires les plus gé-
nérales permulables avec la substitution donnée A. Ces substitutions forment un
groupe & N paramétres qu'on peut détérminer, comme on le voit, par des calculs
rationnels a partir de la subslitution donnée (').

[7] Méthode pratique de lransformation d’une subslitution linéaire en la forme
canonique (C). — L'existence de la forme canonique (C) formée de plusieurs groupes
canoniques C,, C, ... étant ¢établie, on peut pour l'obtenir procéder plus simplement
que nous ne l'avons fait. Le premier groupe canonique C, une fois obtenu, nous
avons vu comment on introduisait le second groupe canonique. On obtient tout
d’abord un groupe canonique provisoire (n° 2) en partant d’une forme linéaire Q, &
coeflicients arbitraires et en prenant pour nouvelles variables la forme Q, et ses con-
séquentes Q,, Q,, ..., Q, jusqu’a un certain ordre. Ceci fournissait la forme réduite
provisoire (4) et un nouveau changement de variables défini au numéro 4 faisait
disparaitre les termes nx, + a2, + ... + A2, dans la forme réduite provisoire.
La possibilité de celle disparilion élant ainsi élablie, on pourra dans la pralique pro-
céder plus simplement et éviter ce nouveau changement de variables. 11 suffit de
remarquer que A,, 7,, ..., x, sont des fonclions des coefficients 8, 8,, ..., 8 8

2 e > me i

de Q,. Dans la théorie générale, on a supposé 8, .8, ... ..., 8,

seuls arbitraires ;
mais on peut laisser aussi avbitraires 8, 6., ..., 6,. On pourra disposer alors des

i

montrée, apres divers auteurs, par M. Landsberg dans le Mémoire déja cité (Journal de
Crelle, t. C\VI, p. 349).

On peut encore ¢erire la formule sous une autre forme en posant

m=m-+p+q+r+s+ .....

p,= p+q+r—+s—+ .....
q,= qg+r4+s+ .....
r= r+s4+ ...,
8§, == S+ ...,
On a
N=m, +2(p,+q,+r,+s+..... )

Sous celte forme, la formule est donnée par Frobenius (Journal de Crelle, t. LXXXIV,
18-8, p. 288). Elle est aussi démontrée dans le Mémoire de M. Nicoletti (Annali di Malema-
lica, série 3, t. XIV, p. 288).

(*) M. Harold Hilton a déterminé ces mémes substitutions en partant de la forme cano-
nique classique de M. Jordan; mais cette détermination exige alors la connaissance des
racines de I'équation caractéristique (Harold Hillon, loc. cil., chap. V, p. 112).
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coefficients £, 8,. ..., 8, de facon que %, %,, ..., 1, soient nuls et que les formes

SN m

Q,Qu ..s Q

Xp?
indépendantes.

&, L, ..., £, continuent a former un systéme de formes linéaires

Il suffira donc pratiquement de prendre pour coefficients de Q, des cocflicients
tels que la forme canonique provisoire (4) soit une forme canonique définitive,
c’est-a-dire tels que la relation de dépendance (3) entre Q,. Q,. ..., Q,, x,. x,, ..., T,
ne contienne pas de termes en x,, x,, ..., x, eton sail a priori par la théorie géné-
rale que ceci sera possible.

Une méthode analogue s’applique bien entendu aux groupes canoniques suivanls
qu’on pourra obtenir sous leur forme définitive en choisissant les coefficients, jus-
que-la arbitraires des formes linéaires P, Q,, R,, ... prises (avec leurs conséquentes)
pour nouvelles variables, de fagon & annuler les coefficients des termes que I'on veut
faire disparaitre.

Il est d’ailleurs bien évident que cette marche a suivre pour obtenir dans la pra-
tique la forme canonique n’a rien d’absolu et que dans certains cas il peut étre plus
simple, au contraire, de faire les changements de variables mémes qui ont été intro-

duits dans la théorie. C'est ce que nous ferons dans I'exemple 11 ci-aprés (n° g).

(8] Exemple I. — Soit donnée la substitution

'X=y + 2z + ¢,

Y=2+1¢ + x,
(A) J

T=x+y + z.

Calculons les conséquentes successives P, P, P, ... d’'une forme linéaire arbi-
traire P, jusqu’a ce que nous oblenions une forme en dépendance lindaire avec les
formes précédentes. On a :

l":ax—}-{iy—f—yzfat,
P=0+r+De+G+3+ay+G+at+ b+ @+ 8+,

les termes non écrits dans P, se déduisant du premier par permutation circulaire.
On voit que I'on a : ’

P, =3P, + 2P,

et que les formes P, et P, sont généralement indépendantes. Pour faire la réduction,

il n’est pas nécessaire maintenant de laisser les paramétres «, 8, v, 3 indélerminds. 11

suffit de leur donner des valeurs numériques quelconques, mais en ayant soin de les
Fac. de T., 3¢ S., VI. 10
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choisir de facon que P, ct P, soient des formes indépendantes (*). On ne pourrait pas
prendre par exemple a=#8=+y =3, parce qu'on aurait alors P,=3D,, de sorte
que P, et P, ne seraient pas des formes indépendantes. Mais on pourra prendre par
exemple x=1, =0, y=o0, 3=o0. On a alors :

P, =, P,=y+z+1, P,=3P, 4 2P,.
Posons (%) :
u=ux,

v=y+ <+

Gardons les variables z et / et introduisons les variables u, v & la place des varia-
bles x, y.

La substitution (A) est transformée en la suivante :

U=v
V=3u+ G
= 3u + av

(‘Xl) .
l=u+v—z,
T=u+v—1,

et Pon a déja un premier groupe canonique C,.
Calculons maintenant, a 'aide de (A)), les conséquentes Q,, Q,. ... d’'une forme

linéaire arbitraire en u, v, z, [ jusqu'd ce que nous obtenions une forme en dépen-
dance linéaire avec u, v et les formes précédentes. On a

Q=cau+ ... + v + v’z + 8,
Q= (3 + v +3)u + (2 + 28 + v + 3o —yz— 71,

de sorte que Q,, Q. u, v sont dépendantes, caron a :

Q, + Q= (' + 38 + v+ 3)u+ (< + 3 + 7 + ).

Conformément a la méthode pratique de calcul indiquée au numéro précédent,
on prendra «, ¢, v, 3" de fagon que la relation précédente ne contienne ni u, ni v. 11
suffira que 'on ait :

2 4- 38 4+ y' + 3’ =o.

(') Voir a ce sujet le début du n° 1 de ce Chapitre.
(®) On pose aussi, bien entendu.
U=\,
V=Y+Z7Z+T,
conformément aux notations et aux définitions du Chapilre 1 (n° 1) relatives aux transfor-
mées d’une substitution.




UNE FORME CANONIQUE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. ’7:)

11 faut en outre, bien entendu, que Q, conticnne I'une au moins des variables z
et ¢, c’est-a-dire que ¥’ et 3’ ne soient pas nuls tous les deux, afin que Q, puisse rem-
placer I'une des anciennes variables z, t. Prenons, par exemple, z'=o0, §'=0o,
!

Y':[, )

= —1 el posons :
Ww=0Q,=z—I.

Nous remplacerons la variable z par la variable w et nous garderons les variables
u, v, t.
La substitution (A)) est transformée en la suivante :

U=wv,
V=3u+ av ’
(A) W= —w | C,.

T—=u+4v—t,

et celle-ci contient deux groupes canoniques C, et C,, ce dernier formé d’'une seule
équation.

Calculons enfin, a Taide de (A,), la conséquente R, d’une forme linéaire arbi-
traire R, en u, v, w: {; les cinq formes R, R,, u, v, w seront nécessairement en dépen-
dance linéaire, puisqu’elles ne dépendent que de quatre variables. On a

R1 E—— 4 (:’.”v 4 Y”U’ + allt,
R, = (B8 + 3 + (" + 28" + 30 —y'w — 31,
d’ou
Rz + RI :(1” + 3‘3” + arr)u + (1” + 3‘(5" + B")U.

Nous choisirons 2", 5", v" de facon que cette relation se réduise a

Ra + R‘ = 0.
Il suffira que 'on ait
o 3]@!/ + 3" —o.

On ne peut pas donner a 3" la valeur zéro, car il faut que R, puisse dtre prise
comme variable & la place de ¢. Mais on peut prendre par exemple 3" =1, o"=—1,

B"=o0, y"==0. Posons alors
p=R =—u+1¢

et remplagons la variable ¢ par la variable p. La substitution (A)) est transformée en
la suivante :

U=v

YV =3u + av v
("\3) N

W=—w |G,

P:_—p | C-u
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et cetle substitution comprend trois groupes canoniques C,, C,. C,. Avec les nota-
tions de la théorie générale, on a ici

A(S) =8 —a8
A ) =S+1,
AS)=S+1,

3,

et I'on voil que, conformément & celte théorie, A (8S) est divisible par A,(S), A,(S) par
A(S). Le groupe C, peut étre décomposé en deux groupes sous-canoniques C', C”,

dont 'un C" identique & C,, conformément & ce qu’on a vu & la fin du numéro 5. On
aen ecffet :

AS)=(S + 1) (S—3).

On effectuera la décomposition du groupe C, par la méthode du Chapitre Il (n° r1).
On obtient ainsi, en appelant les nouvelles variables a,, v,,

U, =3u,,
\ , =0, .
el la forme canonique transformée est
U=3q, |C,
R !
) — | G 2
We=—w |C,.
) —
P=—p |C,.

On retrouve la forme canonique de M. Jordan.

On a ici, avec les nolations du numéro 6.
m=—2za, p=1, g=1.

Le nombre de paramétres dont dépend la transformation la plus générale qui
permet de ramener la substitution (A) & sa forme canonique (A,) est ici

N:m.+31)+5(1:2+3+5—10,

et effectivement on a introduit douze paramétres x, B, v, 3, «, ', ¥, 8, o, 6", ¥, 3"
liés par les deux relations

o +38 + v +3=o,
2” + 3‘{5” + ;)" — 0’

d’ott dix paramétres indépendants.
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La comparaison des méthodes de ce Chapitre et du précédent avec la méthode des
diviseurs élémentaires (chap. I, n° 7) nous permet d’avoir, sans aucun calcul de dé-
terminants, la décomposition du déterminant caractéristique A(S) en ses diviseurs
ou ses produits élémentaires. On a :

—S 1 I I

g S+0E—=30.

I —S 1 I
AS) = o |FAA® A= s+,
i I —S 1
S+ ).
1 I 1 —S ( )

La méthode de réduction précédente revient & prendre comme nouvelles variables
des coordonnées tétraédriques pour lesquelles le tétraédre de référence a pour faces
les quatre plans

Le choix de ces plans provient de la nature des pdles de la substitution. Dans le
cas actuel & la racine S=—1 correspond une infinité de poles qui sont tous les
points du plan = qui a pour équation

x+y+z+Ll=0.

A la racine S=23 correspond un pdle isolé qui est le point « ayant pour coor-
données x—=y—1z=¢.

Le plan arbitraire P, contient alors nécessairement une infinité de pdles : ce sont
tous les points de la droite § d’intersection des plans = et P,. Les conséquents de P,
passent évidemment tous par 3; en outre, si I, ne contient pas le point double «, les
plans P, et P, sont distincts. On peut prendre P, et P, comme deux des faces du té-
traédre de référence. Le plan P, passant par I'intersection 3 des plans P, et P,, il en
résulte une dépendance linéaire entre les trois formes P, P,, P,. Le plan Q, est un
plan arbitraire passant par « : ce plan est invariant, car son conséquent Q, a en com-
mun avec lui le point « et la droite d’intersection de Q, avec le plan =. De méme le
plan R, est un plan passant par « et distinct de Q,. Enfin, les plans (), et R, ne doi-
vent pas passer par la droite 3.

Une interprétation géométrique analogue s’applique au cas général. Mais elle
présente quelques difficultés provenant des racines multiples communes aux divers
produits élémentaires, tandis que dans I'exemple actuel la racine —1 est racine
simple de A(S), A,(S), A,(8). C’est pourquoi nous avons présenté la théorie sous un
aspect purement algébrique, ce qui nous a permis de 1'établir en toute rigueur ().

(*) Nous écrivons comme au Chapitre I sur trois lignes différentes les trois produits élé-
mentaires; les diviscurs élémentaires correspondant & un méme diviscur lindaire se trou-
vent alors éerits dans une méme colonne.

(®) Des considérations analogues ont ét¢ déja faites au Chapitre 11 (n® 12).



78 S. LATTES.

[9] Exemple 1. — Dans la transformation d’unc substitulion donnée en sa
I nique, on peut simplifier les calculs, en partant d’une forme linéai
forme cano 0 t lifier 1 lcul partant d forme linéaire
particuliére P, convenablement choisie, au lieu d’employer comme dans I'exemple
précédent la forme générale P, & coefficients arbitraires. Et de méme pour les formes
Q,- R,. .... d’ott I'on part pour former les groupes canoniques successifs. C'est ce
que nous avons fait dans U'exemple précédent en particularisant & un moment donné
s icients z, 8, .... Mais il faut procéder avec quelques précautions.
les coeflicient 8 Mais il faut d 1 t
Supposons eu effet qu’en partant d’une forme P, arbilraire, les conséquentes
P, P, ..., P, soient indépendantes et que I

m-+1

dépende linéairementde P . P,. ..., P,
En partant d’une forme P, particuliére, il pourra se faire qu'on arrive & une consé-
quente en dépendance linéaire avec les conséquentes précédentes plus vile qu'on n’y
arrivait avec la forme P, arbitraire, c'est-d-dire que. r élant inférieur @ m, la forme P,
dépende linéairement de P, P,, ..., P _ ; il faut éviter cette circonstance, car on
narriverait pas ainsi & la forme canonique cherchée. Ainsi qu’on I'a vu au début de
ce Chapitre, cela arrive si le plan P, contient quelque ¢lément invariant (pole,
droite, etc.) qu’il ne contenait pas en général. \

Lorsqu’on partira de formes particulicres P,, Q,, R, & coefficienls numériques
pris au hasard pour former les conséquentes qui conduiront aux divers groupes ca-
noniques, comment pourra-t-on constater que ces formes cnt été convenablement
choisics et que les circonslances exceplionnelles signalées plus haut ont pu étre
évitces?)

Une premiére méthode consiste a chercher a priori la structure de la forme cano-
nique que I'on veut obtenir (chap. I, n>* 6 et 7). Il suffit pour cela d’utiliser la théorie
des diviseurs élémentaires; on formera le déterminant caractéristique A(S) et on le
décomposera en ses produits élémentaires

AS) = 4,(8). A8). A(8) . ...,

ce qui n'exige que des opéralions rationnelles. Si 8, A,, A, ... sontdedegrésm, p,q. ...,
cela signifie que le premier groupe canonique doit contenir m équations, le second p
équations, le troisi¢me ¢ équalions. Si donc en partant d’une forme P, et de ses con-
séquentes P, P, ..., on obtient pour une valeur de i inférieure & m, une consé-
quente P, en dépendance linéaire avec les conséquentes précédentes, c’est que la
forme P, aura été mal choisie et on parlira d’une autre forme P, & coefficients numé-
riques. On procédera de méme pour les formes Q,, R, ... qui fournissent le second
groupe canonique, le lroisiéme, ....

On peut aussi procéder autrement, sans former A(S) et sans avoir recours a la
théorie des diviseurs ¢lémenlaires. Si, en effet, la forme P, ayant été mal choisie, le
premier groupe canonique qui en résulte contient un nombre de variables inférieur
au nombre de variables voulu, on ne pourra plus faire, dans le second groupe cano-
nique ou dans les groupes suivants, 1a réduction qui résulte du théoréme II (n° 3);
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il arrivera par exemple que le polynéme =(S) ne sera pas divisible par A,(S). Si, au
cours de la réduction, on se Lrouve en présence d’une pareille impossibilité, c’est que
Pun des polynémes P, Q,. R,, ... d’ott I'on est parti aura été mal choisi.

Ces réserves une fois failes, rien n’empéche, pour effectuer la réduction d’une
substitution linéaire A & sa forme canonique (C), de partir de formes lincaires
P, Q,. R,, ... & coeflicients aussi simples que possible (*).

Appliquons celte méthode a la réduction de la substitution suivante :

\,=x,— x, + «,
\,=x, —ax, + 2r,
\, = — x, +oax
(A) :
\, = — x, +2x,—,
\,= - — &x, + @,

\,=x,—3x, + 3x, + x,.

11 parait avantageux de choisir x, comme forme P,. On aura alors :

, P = = + x,
P, = + X, = —ux, + x,
P = —X, +\,= —ux, + + @,
P, = —\, -\, + \, = —ux, + @,
P, =—N\, + X, = —oax, + 2x, .

On voit immédiatement que les trois formes P,, P, P, qui ne dépendent que
de x, et de x, — x, sont dépendantes. On a : ‘

) ) ) —
P,—aP, + P, =o0.

En outre, les formes P, P,, P, P, sont indépendantes. On peut prendre ces
formes P, P, P,, P, comme nouvclles variables y,,y,, y,. y, et conserver en outre les
variables x,, x,.

Les nouvelles variables sont liées aux variables primitives par les relalions

Y, = +'T.- ‘F1:y1+ye'—y:=_y,x+wx

Y. = &, + L ’ N Ly=Y, — Y + &€,
d’ot

.v:x — _:’;e +.f:“+—fl‘5 mn:yl

Yy o=—u, + @, Lo==Y, 4 Y, — Y, + @&,

(") On nwobtient ainsi, il est vrai, qu'une substitution particuli¢re S transformant A
en (G). Mais si I'on veut la substitution la plus générale remplissant le méme but, on pro-
cédera comme au Chapitre T, n® 6. 1l suffira de former la substitution T la plus générale
transformant () en elle-méme, substitution facile a former.
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et la substitution (A) devient :

Y, =y,,
Y. =Y
() LT
Y, =2y, — Y,
\,=—vy, +vy +x,
\,=—vy,+y,+x,—x,.

Elle comprend un premizr groupe canonique formé par les quatre.premicres
équations. Pour poursuivre la.-réduction, partons de la fonction x, + a,, par exemple,
et formons ses conséquentes. On a :

- (\)| - J":x + ‘1:4’
Q,=2x,—x,— 2y, + 2y,

2

'Q:x:‘ra+xa—y|—2ye+y3+2y4'

I1 faut chercher une relation de dépendance entre y,.y,. y,, y, et les conséquentes
successives. On voit immédiatement que les formes Q,, Q,. y,» ¥,, ¥, ¥. sont indépen-
dantes ct que ), dépend linc¢airement de ces formes. On a :

(\)x:_yx"-zye+y3+2yq+(}|‘

Remplagons les variables x,, x, par de nouvelles variables y,, y, ¢gales respecti-
vement & Q, et & Q,. On aura :

N1?

y,—=&x,+x,,

Y, = 2x,— X, — 2y, + 2Y,.

v

La substitution (A,) devient :

&Yl :yg’
Y, =,
(A) ?
Y=V,
\YA: 2Ys— Yo
SY.';:-Y(;’
(Ya:_y4_2y~z+y:x+ 2y4+ Vi

11 faut faire une nouvelle réduction suivant la méthode des numéros 3 et 4, afin
de faire disparaitre les termes en y,, y,. ¥,. ¥, dans le second groupe d’équations.
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Avec les notalions des numéros 3 et 4, on a ici :

A(S)=18"—a8" 41,
AS)=8—1,
a(S) =N + 8 —aS—1.

On voit que, conformément & la théorie générale, A (S) est divisible par A,(S) et
que =(S) est divisible par A,(S). Ceci indique que les polyndmes P, et Q, ont été bien
choisis et qu’on pourra obtenir la forme canonique définitive en poursuivant la ré-
duction. On a :

2(S) =28+ S —a2S — 1= —1) (28 +1).
Avec les notations du numéro 4, on a

o(S)=28 41,
d’ou -
$=2Y, + Y,
G =2y, Y,
On posera donc ‘
Yeo=Ys— % =Y 2, — Yo
Yeo=Ye T 2 =Ys T2V Yo

et 'on aura alors

Yls: Y5—2Y2—dey(;—gya_ya:.)le’
Y’s:YG_gYs_—Y‘z:_yq_2y2+y3+ 2y, +y:;_2yq—y3:_y|~2yz+y5:y's'

La forme réduite définitive est ainsi oblenuc. C’est la forme suivante :

('Y, =y,
\n=h,

Y, =,
(ﬂ~dn Yoo
VYo=Y
(Y, =Y,

Elle comprend deux groupes canoniques. On déduit de 1a la valeur du détermi-
nant caractéristique A(S) de la substitution (A) et la décomposition de ce détermi-
nant en ses produits élémentaires, et par suite en ses diviseurs élémentaires sans
avoir eu & faire le calcul effectif de ce délerminant. Ainsi que nous l'avons fait

Fac. de T., 3° S., VI. 11
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observer dans U'lntroduction, le calcul des délerminants est remplacé par un calcul
d’itération de formes linéaires. On a :

(=1 (=

e T s — s,

Par la méthode du Chapitre I (n® 12), chacun des deux groupes canoniques peut
&tre décomposé en groupes sous-canoniques correspondant aux diviseurs élémen-
taires (S — 1) (S 4 1)’ pour le premicr groupe et aux diviseurs élementaires (S —r),
(S + 1) pour le second groupe. On obtient ainsi la forme réduite :

Sy U,=u,,.
U,=—u, + 2u,.
‘ i U,=u,
S+ U, =—u,—2u,,
(S—1) | U,=u,.
S+ | C,=—u,.

composée de qualre groupes canoniques correspondant au diviseur élémentaire écrit
en regard de chaque graupe. La méthode du Chapitre I (n° 13) permettrait enfin de
transformer les deux premiers groupes de fagon a retrouver la forme canonique de
M. Jordan.
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