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LES FONCTIONS ABELIENNES

ET

LA THEORIE DES NOMBRES

Par Gaston COTTY.

INTRODUGTION.

(1] On ne peut parcourir I'ceuvre d’'Hermite sans étre frappé de I'appui que s’y
prétent mutuellement les diverses parties de la science mathématique. En particu-
lier, la théorie des fonctions et la théorie des nombres y trouvent de nombreux points
de contact, et cette pénétration continuelle et inévitable de I’Arithmétique supérieure
dans I'étude des transcendantes elliptiques et abéliennes est sans aucun doute une
des principales raisons pour lesquelles le grand analyste, fort épris de la théorie des
nombres, ne cessa de s'intéresser a ces fonctions. L'un de ses travaux ou cette péné-
tration est le mieux marquée et en méme temps 'une de ses plus belles ceuvres est
le Mémoire consacré a la transformation des fonctions abéliennes (). En 1835, Jacobi
ayant, dans un théoréme célébre (?) et qui devait provoquer de belles recherches
d’Hermite sur I'approximation des irrationnelles et la théorie des formes (3), dé-
montré I'impossibilité de I'existence d’une fonction d’une variable & plus de deux
périodes, avait été conduit & formuler de la fagon suivante I'énoncé du probléme de

(") Herwire, Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes (Comptes rendus
de Académie des Sciences. t. XL, 1853; et (Euvres, t. I, pp. 444 et suiv.).

(%) Jacos1, De functionibus duarum varabilium quadrupliciter periodicis, quibus theoria
{ranscendentium abelianarum innitur (Journal de Crelle, t. XIII, 1835, p. 53).

() Voir Lettre d’Hermite & Jacobi sur la théorie des nombres (Journal de Liouville,
vol. XI, p. 97, et (Buvres d’Hermite, t. I, p. 100).
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Uinversion de I'intégrale hy perelliptique portant sur un poly norne o(x) du cinquiéme
ou du sixiéme degré. Posons

d
f / S - =u,
= Ww) " \e)
f‘” xdx /‘ _ydy
=
Ve(@) Ve
@ et y considérées comme fonctions de u et v admettent alors quatre paires de pé-
riodes et réalisent cette inversion ; il s’agissait d’étudier ces fonctions quadruplement
périodiques de deux variables. Une quinzaine d’années plus tard, Rosenhain (*) et

Gopel (2) arrivaient par deux voies différentes & prouver que x 4y et xy pouvaient
se mettre sous forme de fractions dont le numérateur et le dénominateur sont des

fonctions entiéres de u et v susceptibles de développements en séries analogues aux
fonctions et aux séries théta d’une seule variable. Les deux illustres géométres décou-
vrirent les seize fonctions 5 d’ordre un, a l'aide desquelles ils exprimérent x + vy, xy
et treize autres fonctions uniformes de u et v liées algébriquement aux deux pre-
miéres.

Soient f,(u, v), f,(u, v) ..... J.(u, v), ces quinze fonctions uniformes quadruple-
ment périodiques. Hermite ayant remarqué qu’elles jouent, dans I’étude des trans-
cendantes abéliennes de genre deux, le méme réle que snx, cnx, dnx dans la théorie
des fonctions elliptiques, pose ainsi le probléme de la transformation :

Soient F (u, v), F(u, v), ..... F,(u, v), les fonctions de méme nature que f(u, v)
obtenues en prenant pour point de départ les équations

z ) 4 ux +Py
——dy=
g %o \/v(w) /y Vi)
Rl A+ ply
o + —dy=v,
(/ Wx) /y Vi)

ou A, p, . p/ sont des constantes et 4(x) un polyndéme du cinquiéme ou du sixiéme
degré en x.

Le polynome g(x) étant donné, déterminer X, p, ), p' et le polynéme () de telle
maniére que les quinze fonctions F(u, v) soient des fonctions rationnelles des quinze
JSonctions f(u, v).

(*) Rosexnaix, Sur les fonctions de deux variables et ¢ quatre périodes qui sont les
inverses des intégrales ullra-elliptiques de la premiére classe (Mémoire des savants étran-
gers, Académie des Sciences de Paris, t. XI, 1851).

(*) Gorsr, Theorice transcendentium abelianarum primi ordinis adumbatio levis (Journal
de Crelle, t. XXXV, 1847).
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La remarque évidente que les périodes des anciennes fonctions abéliennes rela-
tives au polynéme ¢(x) ne peuvent étre que des sommes de multiples entiers des
périodes des nouvelles fonctions lites au polynéme L(x), conduit Hermite & exprimer
les anciennes périodes en fonction des nouvelles & I'aide de seize entiers; mais les
périodes n’étant pas arbitraires, on est conduit & un systéme de relations entre ces
seize entiers. Ainsi, le probléme était & peine posé qu'on se heurtait déja a des
difficultés de nature arithmétique; Hermite les léve immeédiatement en faisant
I’étude de ces systémes linéaires particuliers de seize nombres. Il insiste sur
Ianalogie qu’ils présentent avec les systémes linéaires & qualre lettres et signale
une classe remarquable de formes quadratiques & quatre variables dont les coeffi-
cients sont liés par un ensemble de relations que les substitutions spéciales
définies & 1'aide des seize entiers d’une transformation abélienne laissent invariable.
Ces formes jouent un rdle trés important dans la théorie des fonctions abéliennes :
elles ont été 'origine des travaux de Laguerre sur les formes abéliennes qui en cons-
tituent une belle généralisation; nous reviendrons sur ce sujet dans la suite. Le pro-
bleme de la transformation a été complétement résolu par Hermite, en supposant.
toutefois que les fonctions abéliennes considérées sont génédrales (ordinaires avec la
terminologie actuellement adoptée). Les périodes normales d'un des systémes de
transcendantes abéliennes s’expriment en fonction des périodes de I'autre, mais par
des formules qui ne sont pas linéaires par rapport a ces périodes. Hermite indique
un procédé f)our former les relations algébriques entre les fonctions initiales et
finales. Enfin, & chaque transformation est attaché un certain entier k& qu'on peut
appeler l'ordre de la transformation; en réduisant les transformations d’ordre k
dans celles d’ordre 1, Hermite a été conduit a ce résultat, analogue & une proposition
relative aux fonctions elliptiques, due & Jacobi et complétée par Abel :

Le nombre des transformations distinctes d’ordre premier Ik est égal ¢

720(1 + k + K 4+ k).

11 restait & faire I'étude des fonctions abéliennes non générales. Elles ont fait le
sujet de beaux travaux de M. Humbert, qui les a étudiées sous le nom de fonctions
abéliennes singuliéres, dans différents Mémoires insérés au Journal de mathématiques
pures et appliquées (*). Considérons un systéme de fonctions abéliennes aux variables
u et v ayant pour périodes normales :

u:i1 o g h,
v:o 1 h ¢,

(*) G. Humsert, Sur les fonctions abéliennes singuliéres (Journal de mathématiques pures
et appliquées, 5e série, t. V, VI et VII). — Les fonctions abéliennes singuliéres et les Jormes
quadratiques (méme journal, 5e série, t. IX et X).
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ces périodes végifient une relation singuliére si elles sont lies par une équaiion
Ag+ Bh 4 Cg' + DR —gg') + E=o0,

ou A, B, C, D, E sont des entiers, qu'on peut toujours supposer sans diviseur
commun. A ces fonctions, se trouvent rattachées des fonclions intermédiaires singu-
lieres qui ne sont pas des fonctions théta aux mémes périodes et des transformations
singuliéres différentes de celles qu'admettent les fonctions abéliennes générales.
Enfin, ce sont les seules fonctions abéliennes qui admettent des multiplicaliohs com-
plexes différentes de la multiplication ordinaire par un entier. C’est ainsi que seules
les fonctions abéliennes singuliéres permettent I'extension aux fonctions abéliennes
d’une des théories les plus impoftantes relatives aux fonctions elliptiques. Ce n’est
pas 14 un fait isolé et on verra, au cours de ce travail, que les fonctions singuliéres
présentent la généralisation de tous les problémes qui se posent dans I'étude des
fonctions elliptiques; au point de vue fonctionnel, nous retrouvons des fonctions de
deux variables entiérement analogues aux fonctions modulaires; au point de vue
arithmétique, nous transportons dans les corps quadratiques réels les principales
questions que présente dans le corps des entiers ordinaires la théorie des fonctions
elliptiques.

Il semble donc qu’il n’y ait rien a ajouter aux travaux si complets d’Hermite et
de M. Humbert sur la transformation des fonctions abéliennes. Cependant. en nous
placant au point de vue des applications arithmétiques de ce probléme, nous avons
dt considérer les fonctions abéliennes particuliéres qui admettent, non seulement

les périodes (1,0); (0,1); (g, h); (g, k'), mais en méme temps la période <%, o>,

n étant un entier; nous pouvons regarder ces fonctions comme relatives au tableau
de périodes d’indice n :

T o g h’

© S|~

;
{ 1 h g
Ce n’est pas une notion nouvelle. M. Traynard () a fait, dans sa thése, I'étude
systématique de ces fonctions et en a tiré de nombreux exemples de surfaces hyper-
elliptiques remarquables. M. Remy (?) ayant montré que ces surfaces se trouvent en
rapport étroit avec les surfaces hyperelliptiques singuliéres étudiées par M. Humbert,
on doit considérer les fonctions abéliennes spéciales relatives aux tableaux T, comme

intermédiaires entre les fonctions ordinaires el les fonctions singuliéres, et I'étude

(1) Travsanrp, Sar les fonctions théta de deux variables el les surfaces hyperelliptiqnes
(Théses de la Faculté des Sciences de Paris, 1907, et Annales de 'Ecole Normale supérieure,
1907).

(2) Remy, Sar les surfaces hyperelliptiques définies par les fonctions intermédiaires sin-
guliéres (C. R. A.S., 26 mars 1906).
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de leur transformation ne semblait pas s’imposer. Au point de vue arithmétique, il
en va tout autrement; on est conduit & considérer des systémes linéaires de seize
lettres plus généraux que ceux d’Hermite et jouissant de propriétés analogues; on
peut leur rattacher des formes quadratiques dont celles d’Hermite ne sont qu’un
cas particulier et dont I'étude peut reposer sur les mémes principes. Enfin a ces
fonctions correspondent des groupes hyperabéliens ayant un caractére arithmétique
intéressant et différents de ceux qu'on rencontre dans la théorie ordinaire de la
transformation. On peut dire que I'introduction de ces tableaux T, permet d’étendre
& certains modules de nombres algébriques du second degré les notions et les pro-
blémes qui se présentent relativement aux entiers des corps quadratiques dans la
transformation des fonctions abéliennes habituellement considérées. Bien que nous
ayons traité dans ce travail le probléme de la transformation dans le cas des ta-
bleaux T,, nous avons dii, faute de place, n’indiquer le plus souvent que les appli-
cations a la théorie des nombres du cas ot n est égal & I'unité. Nous nous proposons
de revenir sur le cas général dans un autre travail.

M. Humbert ayant indiqué dans son Cours du Collége de France (1go8-09) une
interprétation géométrique de la transformation des fonctions abéliennes, nous
avons développé cette interprétation et nous l'avons étendue au cas des fonctions
relatives aux tableaux T,, en la complétant par la considération des invariants arith-
métiques des systémes de droites de 'espace. On voit ainsi apparaitre une liaison
intime entre certaines propriétés de 1'espace réglé et celles des fonctions abéliennes
ordinaires et singuliéres. Ceci n’a rien de surprenant, si I'on songe au rapport étroit
‘qui existe entre la configuration et les surfaces de Kiimmer d’une part, les modules
d’un systéme de fonctions abéliennes et les fonctions théta d’une part. Dans tout ce
travail, on trouvera un perpétuel contact entre les propriétés arithmétiques de l'es-
pace réglé et celles des fonctions quadruplement périodiques, et nous croyons que
cette utilisation de la géométrie réglée dans I'étude des fonctions abéliennes et dans
son application & la théorie des nombres mériterait d’étre encore plus développée.

Dans la premiére partie, aprés avoir indiqué quelques propositions de géométrie
réglée qui nous seront indispensables dans la suite, nous traitons le probléme de la
transformation des fonctions abéliennes relatives & deux tableaux T, et Ty. Aprés
une étude purement arithmétique des systémes linéaires qui se présentent au début
de ce probléme, nous étudions les correspondances ponctuelles entre deux surfaces
hyperelliptiques, nous donnons les formules de transformation des périodes, et, a
propos de la réduction des transformations abéliennes, nous montrons qu’on est
amené a concevoir a4 un nouveau point de vue les correspondances entre les couples
de points de deux courbes hyperelliptiques. Passant ensuite aux fonctions abéliennes
singuliéres, nous effectuons la réduction des relations singuliéres d’un genre n dé-
terminé et nous en donnons une application arithmétique a la décomposition d’un
résidu quadratique de 4n en cing carrés dont trois positifs et deux négatifs, deux de
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chaque signe étant multipliés par n. Enfin, nous déterminons les transformations
singuliéres liées & une relation singuliére de genre n et nous donnons une solution
nouvelle du probléme de la multiplication complexe. Cette solution conduit trés
simplement & un cas de multiplication entiérement analogue & celui des fonctions
elliptiques et généralisant la relation quadratique : a<* 4+ bt + c=o0, que vérifie
le rapport des périodes.

[2] La théorie des fonctions elliptiques a présenté le premier exemple de fonc-
tions uniformes d’une variable ne changeant pas par un groupe d’une infinité de
substitutions effectuées sur cette variable. Parmi les fonctions fuchsiennes de
M. Poincaré, cette belle généralisation de la fonction modulaire, celle-ci apparait
comme correspondant & un groupe fuchsien qui se distingue des groupes généraux
par un caractére purement arithmétique; les coefficients a, b, ¢, d des substi-

.. ait+b
( ci+d
Il semblait bien naturel de penser que la théorie des fonctions abéliennes vien-

> du groupe étant entiers et le déterminant (ad — bc) étant égal a 1.

drait présenter de méme des exemples de fonctions uniformes de plusieurs variables
analogues aux fonctions modulaires et liées & des groupes de substitutions présen-
tant un caractére arithmétique. C’est un point de vue sur lequel M. Picard a depuis
longtemps déja attiré lattention. Or, les fonctions abéliennes générales liées & la
courbe de genre deux, conduisent, comme il résulte des travaux d’Hermite sur la
transformation de ces fonctions, a des fonctions de trois variables indépendantes, et
les substitutions effectuées sur ces trois variables sont bien encore & coefficients
entiers, mais ne sont plus linéaires par rapport & ces variables. A ce point de vue, les
fonctions abéliennes se différenciaient nettement des fonctions elliptiques. C’est
ailleurs qu’il fallait chercher la généralisation des fonctions fuchsiennes pour le cas
de deux variables. Cette généralisation a fait 1'objet des importants travaux de
M. Picard sur les fonctions hyperfuchsiennes (1), dont un cas particulier est li¢ a
I'étude des fonctions abéliennes, mais de genre trois, et présente encore un caractére
arithmétique bien tranché, les coefficients du groupe hyperfuchsien correspondant
étant des entiers du corps z\/g Les fonctions hyperabéliennes (%) de M. Picard se
présentérent ensuite comme fonctions de deux variables analogues aux fonctions
modulaires et liées dans un cas particulier aux transformations des fonctions abé-
liennes singuliéres dont les périodes normales satisfont & la relation
h*—gg9'=D,
D étant un entier positif.

(*) Pour la bibliographie des travaux de M. Picard sur Les fonctions hyperfuchsiennes,
voir la Thése de M. Alezais (Théses de la Faculté des Sciences de Paris, 1gor, et Annales de
PEcole Normale supérieure, 1902).

(2) Picawo, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de mathématiques pures et appli-
quées, 4° série, t. I, 1885, p. 87).



LES FONCTIONS ABELIENNES ET LA THEORIE DES NOMBRES. 21D

Le groupe hyperabélien correspondant a ce cas se rattachait directement aux
groupes généraux rattachés par M. Picard aux transformations semblables d'une

forme quaternaire indéfinie du type
W+ ul—ul—ul.

Son étude a été faite dans la thése de M. Bourget (1) et on y voit netlement appa-
raitre son caractere arithmétique remarquable par sa liaison avec les entiers du
corps \/ D.

Il était naturel de poser la question suivante :

Les fonctions abéliennes de genre deux dépendant de trois modules et faisant
passer du cas d’une seule variable présenté par les fonctions elliptiques au cas de
trois variables, considérons un systéme de fonctions abéliennes simplement singu-
liéres dont les périodes normales g, &, g’ satisfont & une seule relation singuliére;
ces trois modules étant liés par une relation algébrique, ne peut-on pas les consi-
dérer comme des fonctions de deux variables analogues aux fonctions modulaires?

Si la relation singuliére est d’invariant pair, on déduit des travaux de M. Picard
et de M. Bourget que les trois modules sont des fonctions hyperabéliennes. Nous
avons montré que le cas de I'invariant impair conduit & la méme conclusion (?). Les
groupes hyperabéliens correspondants sont tout & fait remarquables par leur liaison
avec les corps quadratiques réels et sont tout a fait analogues au groupe modulaire.
Ce sont les groupes modulaires de ces corps. Nous avons appelé groupe arithmélique

du corps quadratique \/B, le groupe des substitutions de I'un ou l'autre type :

< at +b a4+ b’> <

ct4+d cq+d
dans lesquelles a, b, ¢, d sont des entiers du corps \/B vérifiant la relation

Ay
oY

'

“av;—l—b a’§+b’>
'q’cn+d’ cE+d)’

ad—bc=-=1, d, b, ¢/, d étant les entiers conjugués; le sous-groupe des substitu-
tions dans lesquelles ad — b¢ est égal & 4 1 pour le premier type et & — 1 pour le
second étant le groupe modulaire du corps \/B Ces groupes se présentent dans la
solution géométrique du probléme de la transformation ou plus précisément d’une
‘ question relative aux propriétés arithmétiques de I'espace réglé. A ce point de vue,
ils se rattachent directement aux transformations semblables de certaines formes
quadratiques réductibles au type u; + u; + u; — u; si le corps est imaginaire, et au
type u; + u; + u; + u? si le corps est réel, ce qui permet d’apercevoir leur identité
avec certains groupes kleinéens et fuchsiens. La plupart de ces groupes ont déja é:é
étudiés; I'origine commune que nous leur donnons permet d’exposer parallélement

(!) Bourcer, Sur ane classe particuliére de groupes hyperabéliens (Théses de la Faculté
des Sciences de Paris, 1898, et Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898).
(%) Sur la transformation des fonctions abéliennes (C. R. A. S., 21 février 1910).

Fac. de T., 3¢ S., 1II. 29
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les propriétés communes & ces divers groupes ct de poursuivre leur analogie avec le
groupe modulaire. Les groupes modulaires des corps réels sont isomorphes & un
groupe de transformations abéliennes d’ordre 1 n’altérant pas une relation, et on voit
se manifester & ce nouveau point de vue le caractére remarquable des fonctions abé-
liennes singuliéres de permettre I'extension aux corps quadratiques des problémes
que la théorie des fonctions elliptiques présente dans le corps des entiers ordinaires.
Les groupes des corps \/D , quand D n’est pas congru & 1 suivant le module 4, ont été
étudiés par M. Bourget. Nous avons fait I'étude des groupes modulaires des
corps \/AN + 1, mais nous n’en avons donné ici quun résumé; nous la publierons
prochainement, ainsi que la recherche des fonctions de ces groupes.

11 semble bien qu’il y ait dans 1'étude de ces groupes hyperabéliens particuliers
et des fonctions qui leur sont liées un immense champ de recherches tout a fait com-
parable a celui qu’avait ouvert & I'analyse 1'étude des fonctions elliptiques et modu-
laires, et, & ce point de vue, notre travail parait sans doute bien incomplet.

[8] En étudiant les propriétés de ces systémes linéaires de seize nombres qui se
présentaient dés le début dans 1'étude de la transformation des fonctions abéliennes,
Hermite a considéré une classe de formes quadratiques f & quatre variables dont les
coefficients sont liés par un systéme de relations que conservent les substitutions dé-
finies par ces seize entiers. I1 montre que le discriminant de ces formes est carré par-
fait et que la racine carrée de ce discriminant se reproduit multiplié par k* dans une
transformation d’ordre k. « Ce résultat, dit Hermite, montre qu'on peut isoler en
quelque sorte les formes f des formes générales & quatre indéterminées pour les
comparer entre elles par les substitutions spéciales que nous avons définies. On
pourra ainsi se poser sous ce nouveau point de vue le probléme de *bquivalence
arithmétique de ces formes, établir la notion de classe, rechercher les rapports entre
les classes distinctes qui correspondent & une méme valeur de 3. Dans un Mémoire
publié dans le Journal de Crelle (tome XLVII, page 343), j’ai déja donné un exemple
d’une théorie arithmétique congue de cette maniére et qui se rapporte & des formes
4 quatre indéterminées d’une nature analogue a celle des formes linéaires. Mais il me
suffit ici d’avoir donné la notion des formes f, dont on va voir le rdle important dans
la théorie des fonctions abéliennes. »

Hermite utilise ensuite une de ces formes f pour établir la convergence des
séries @ relatives aux périodes liées par une transformation abélienne quelconque &
celles d'un systéme de fonctions abéliennes donné. Et revenant & la fin de son Mé-
moire sur la liaison étroite qui existe entre certaines propriétés de ees formes qua-
dratiques et celles des fonctions abéliennes, il dit : « On voit ainsi comment vient se
présenter cette étude arithmétique de formes quadratiques particuliéres a quatre
indéterminées ott I'on n’emploie pas comme instrument analytique les substitutions
les plus générales entre deux groupes de quatre variables, mais des substitutions
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particuliéres qui reproduisent des formes du méme genre. C’est précisément & cette
idée que je me suis déja trouvé conduit dans un aulre travail en ayant en vue I'étude
purement arithmétique des nombres entiers complexes a 4 b\/—- 1. Jai pu alors
traiter par les méthodes propres aux formes linéaires, lés principales questions con-
cernant les formes particuliéres & quatre indéterminées qui étaient 'objet de mes
recherches et ajouter par 1a de nouveaux caractéres de similitude entre les nombres
entiers réels et les nombres complexes. Un pareil rapprochement entre les formes f
et les formes linéaires semble devoir se présenter..... Cependant l'analogie de ces
formes particuliéres que j'ai nontmées & indéterminédes conjuguées avec les formes
linéaires ne persiste pas toujours; parfois, comme je I'ai fait voir, il arrive qu’on ait
a la suivre dans plusieurs directions différentes et bientdt on est amené a des ques-
tions ol la nature des formes & quatre variables se manifeste sous un point de vue
qui lui est propre et qui exige de nouveaux principes. Les mémes circonstances
viendront-elles s’offrir dans les questions analogues dont le point de départ s’est
trouvé dans la théorie des fonctions abéliennes? C’est 14 un ordre de considérations
arithmétiques aussi intéressantes que difficiles, sur lesquelles je pourrai, peut-étre,
un jour offrir aux amis de la Science le résultat de mes recherches. »

Bien que, comme en témoignent les lignes précédentes, Hermite ait été vivement
intéressé par ce sujet, nous ne croyons pas qu'il y soit revenu dans ses travaux. Et
cependant, I'étude des formes f comprenant, comme nous le verrons, celle des
formes qui sont pour un corps quadratique quelconque positif ou négatif ce que
sont les formes & indéterminées conjuguées pour le corps des.entiers complexes,
quand on comparera aux considérations générales que nous venons de rappeler les
résultats que nous avons obtenus, on sera certainement frappé du rapprochenient
qu'Hermite pensait & établir entre ces formes f et les formes & indéterminées con-
juguées.

La méthode employée (), que nous croyons nouvelle, pourra sembler bien
éloignée des méthodes ordinairement en usage dans la théorie des formes. Cepen-
dant, elle montre bien que c’est dans la théorie des formes linéaires que se trouve
un instrument analytique essentiel pour 1'étude de ces formes particuliéres. Enfin,
elle permet d’introduire trés simplement les entiers des corps quadratiques, ce qui
n’était pas sans intérét dans un travail ot nous nous intéressions surtout i la théorie
des nombres. En rapprochant certains résultats, obtenus dans la premiére Partie et
relatifs & I'interprétation géométrique de la transformation des fonctions abéliennes,
des propriétés d’une certaine classe de ces formes f, on voit apparaitre la liaison
étroite de ces formes et des fonctions abéliennes singuliéres. On peut méme de cer-

(!) Une partie des résultats de la troisiéme partie a fait I'objet de deux notes aux Comptes
rendus de 'Académie des Sciences, Sur une classe de formes quadratiques liées & la trans-
JSormation des fonctions abéliennes (29 janvier et 5 février 1912).
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taines propositions concernant ces fonctions déduire les théorémes généraux relatifs
a I'équivalence de ces formes et & la distribution en un nombre limité de classes des
formes a indéterminées conjuguées de méme discriminant. Nous avons mis en évi-
dence ce rapprochement de la théorie des fonctions abéliennes et de la théorie arith-
métique des formes d’Hermite que nous avons encore appelées formes abéliennes
conformément & la terminologie adoptée par Laguerre. Nous n’en avons cependant
pas développé toutes les conséquences; en particulier, nous n’en avons pas donné
les applications aux fonctions abéliennes que peuvent suggérer les idées qu'Hermite
a émises sur ce sujet. Enfin, aprés une généralisation du probléme posé par Hermite,
nous terminons cette troisieme Partie par des considérations générales sur l'appli-
cation de la méthode qui nous a conduit & la solution des problémes d’équivalence
et de réduction des formes abéliennes, nous y envisageons une nouvelle facon de
concevoir I'étude arithmétique de ces formes quadratiques et donnons quelques indi-
cations sur une premiére généralisation des formes que nous avons étudiées.

Laguerre, dans un Mémoire célébre sur le calcul des substitutions linéaires (1),
a montré que 'étude des fonctions abéliennes de genre trois, quatre, cing... con-
duirait & des classes de formes quadratiques & six, huit, dix... variables (formes
abéliennes), jouanl dans cette théorie le méme role que les formes binaires dans la
théorie des fonctions elliptiques et jouissant de propriétés tout a fait analogues a
celles des formes qui se présentérent d Hermite dans le probleme de la transformation
des fonctions de genre deux. Aucun travail n’a encore ét¢ publié sur la transformation
des fonctions abéliennes & plus de deux variables; mais il est facile de se rendre
compte que, comme 'a annoncé M. Humbert, I'étude de ces fonctions présente une
grande analogie avec celle des transcendantes abéliennes de genre deux. D’autre
part, les considérations de géométrie réglée que nous avons si souvent utilisées dans
ce travail, peuvent s’étendre aux espaces & cing, sept... dimensions, et, sur les prin-
cipes qui nous ont conduit & la distribution en classes des formes quadratiques spé-
ciales étudiées dans la troisitme Partie, on peut baser I'étude des formes plus géné-
rales de Laguerre. Le cas de trois variables méne a la considération de certaines
formes ternaires particuliéres et de formes ternaires & indéterminées conjuguées. I1
semble bien qu'on arrivera ainsi & des généralisations des fonctions fuchsiennes
pour le domaine de plusieurs variables et qu'on retrouvera des groupes généralisant
le groupe modulaire et dont un cas particulier a donné & M. Picard le premier
exemple des fonctions hyperfuchsiennes. Mais il y a 14 tout un immense champ de
recherches o, la théorie des fonctions et la théorie des nombres se pénétrant cons-
tamment, les idées si fécondes que I'on peut puiser dans les OEuvres d’Hermite ne
manqueront pas de trouver de beaux et utiles développements.

(1) Laguerre, Sur le calcul des systémes linéaires (Journal de I’Ecole polytechnique,
cahier XXV, p. 215).



LES FONCTIONS ABELIENNES ET LA THi:ORIE DES NOMBRES. 219
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pour les conseils et les encouragements qu’il m’a prodigués. Qu'il me soit permis
¢galement d’exprimer & M. Picard toute la reconnaissance que je lui dois pour I'in-
Lérét qu’il a bien voulu porter au développement de ce travail. C’est aussi pour moi
un devoir bien agréable a remplir que d’assurer de ma parfaile gratitude M. Borel,
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PREMIERE PARTIE

CHAPITRE PREMIER.

Sur quelques propriétés arithmétiques de l'espace réglé.

Ce premier chapitre est consacré a la démonstration de certaines propriétés de
Pespace réglé et a 1'établissement de quelques formules que nous utiliserons dans

la suite.

[1] Soient x,, «,, x,, , les coordonnées homogeénes ou tétraédriques d'un point,
nous allons considérer les transformations de 1'espace définies par les substitutions
homographiques suivantes :

/
I o
S x,=0bX,+0X,+bX,+0bX,,
’ x,=c, X, +¢,\ +c¢,\,+cX,,
(e, =dX, +dX, +dX, +dX,,

z,=a,X,+ a X, +a,\, + a,X,,

()

et chercher ce que deviennent divers systémes de droites de 'espacé quand on leur
fait subir ces transformations, en nous atlachant d’ailleurs, plus particuli¢rement,
au cas ou les coefficients «;, b,, ¢, d, sont des entiers ordinaires, positifs ou négatifs.

Soient p,, les six coordonnées pluckériennes d’une droite définie par les équations

[ Por®, + Doy + Pyyx, =0,
gpmxo + P, + P,r, =0,
) ’pgoxo + P, x, T Py, — O,
'\ Pso®y + Py @, + Dy, —=o,

ces six coordonnées étant liées par la relation

poapm + pozpan + ponpm =o0.
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La droite (d) de coordonnées pluckériennes p,, se change par la substitution (8)
en une droite (D) de coordonnée P,,. Exprimons les P, en fonction des p,,. Pour -
cela, remplacons les x; par leurs expressions en fonction des X, dans les équations (1);
on arrive ainsi aux quatre équations suivantes :

i=3

0 :

L (bipol + Cipoe + dipog)xi =0,
i=0
=3

N\ X —
2_4 (aipio + cipm + dil)ms)‘ i o,
i=0
i=3

N (a,p, +b dp)\, =
i iPao iPsy + ipm)* i— 0,
i=v
=3

M@ b X, =
) ipao + ipu + cipae) i 0.

i=0

Eliminant successivement X, X,, X, et'X, entre deux quelconques de ces équa-
tions, on met les équations de la droite (D) sous une forme analogue aux rela-
tions (1) définissant les coordonnées pluckériennes de (d), et on trouve en posant
pour abréger

(mn),; = m,n, — m;n,

les expressions suivantes des P,, :

P, = (ab),,p,, + (¢d),,p,, + (ac),,p,, + (db),,p,, + (ad), p,, + (bc),.p...
P, = (ab),,p,, + (cd),,p,, + (ac),,p,, + (db),,p,, + (ad),,p,, + (b),,p,,,
P, = (ab),.p,, + (¢d),,p,, + (ac),,pyy + (d),,p,, + (ad),,p,, + (bC),,p,,,
P, = (ab),,p,, + (¢d),p,, + (ac),p,, + (db),,p,, + (ad), p,, + (be),,p,,.
Py, = (ab)y, by, + (€d)yy Py, + (a0)y Py, + (db),,p,, + (ad)y Py, + (BC)y, P,
P, = (ab),,p,, + (¢d),,p,, + (ac),,p,, + (db),,p,, + (ad),,p,, + (be),,p,,.

(R)

Nous allons montrer maintenant que les coordonnées p,, s’expriment d’une ma-
ni¢re analogue en fonction des P,,. Pour le prouver, il suffit de remarquer si
u,, u,, u,, u, sont les coordonnées tangentielles d’un plan, la droite (d) peut étre dé-
finie par les équations suivantes :

G, U, + B U, + ©LU, —o,

’(')40 u, + (";12 a, + (iasua =0,
’(390 uo + C—;u ul + zj‘iﬁllll =0,
Gy U, + G, u, + W,u, =o.
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et l'on sail que 'on a :

(2) C}on — (')23 . ("’oe . ('):xx . ’(';03 . i’)m .

Psy Po Py P P Do
A la substitution (8) sur les a; correspond la substitution () sur les «, :
[ U =au, + bu, +cu,+du,
‘ \Ul:a‘uo—}-blul-{—cluﬂ-kdlu,&,
(%) ,
( U, =a,u, + bu, + c,u, + d,u,,
VU, =a,u, + b,u, + c,u, + d,u,.

Si 11, sont les coordonnées pluckériennes tangentielles de (D), analogues aux @,
de (d), on voit de suite que (¥) faisant passer des U, aux u,, le calcul précédent qui
nous a-conduit aux relations (R,) conduit de méme a I'expression des @, en fonction
des 11,;; il suffit de remplacer dans (R)). P,, par ©,,, p,, par II,, et chaque quantité

u;, b, ¢;, d, par 'élément qui occupe dans le déterminant de (X) la place qu'elle

i’
occupe dans celui de (8). Remplagant ensuite les I[;, et les @, par leurs expressions
en fonction des P,, et des p,, tirées de (2) et de la relation analogue écrite avec les
grandes lettres, on arrive aux formules suivantes :

[ Py =(cd), P, + (cd),,P,, + (cd),,P,, + (c¢d),,P,, + (cd), P, + (cd),,P,,,
Dy = (ab),.P, + (ab), P, + (ab), P, + (ab), P, + (ab), P, + (ab),P,,,
| Do = (db),,P,, + (db),,P,, + (db), P, + (db),,P,, + (db),P,, + (db),P,,.
/ p,, = (ac), P, + (ac), P, + (ac), P, + (ac), P, + (ac), P, + (ac),P,,,
Dy, = (be), P, + (be), P, + (be), P, + (be),P,, + (be),P,, + (be),P,,,
. p.=(ad), P+ (ad) P, + (ad), P 4+ (ad), P, + (ad) P, 4 (ad), P,,.

(R,)

Jusqu’ici nous n'avons pas regardé les p, comme un systéme de six nombres
nous les supposons seulement définis a un facteur preés. Clest ainsi que, si des rela-
tions (R) on tirait les p,, en fonction des P,,, on n'obtiendrait pas (R,); mais il est
facile de voir qu’'on obtiendrait pour les p,, des expressions analogues oti 'on aurait
remplacé P, par A*P,,, A ¢tant le degré de la substitution (8), c’est-d-dire la valeur

du déterminant :
a, a, a, «a

b, b, b, b,
CO Ci C‘.’ 03
d, d d, d

Ceci montre en méme temps que si Uon considére les délerminants A et 3, des
coefficients de (R,) et (R,), chaque mineur du premier ordre relatif & un élément de
I'un d’eux est égal au produit par A* de I'élément correspondant de I'autre. On voit
aisément que : '

Les déterminants A, el A, de (R)) el (R,) sont égaux @ A°.



LES FONCTIONS ABéLIENNEé ET LA THEORIE DES NOMBRES. 223

Si Aestégald (:=c1), A, et A, sont égaux & ¢; si les p,, ont un plus grand
commun diviseur 3, les P, ont aussi comme plus grand commun diviseur 3; en par-
ticulier, si 'un des systémes de p, est formé de six membres premiers entre eux,
I'autre jouit de la méme propriété.

*Ceci nous conduit & poser les définitions suivantes :

Deux droites de coordonnées p,, et P,, sont arithmétiquement équivalentes si ’on
passe de I'une & I'autre par une transformation du type (R), les a,, b,, ¢,, d, étant
des entiers et le déterminant de la substitution étant égal & 4= 1. S'il est égal & + 1,
I'équivalence est propre; s’il est égal & — 1, I'équivalence est impropre.

Les formules de transformation sur les p,, sont données par (R)) et la définition
de I'équivalence ainsi transportée aux coordonnées pluckériennes s’étend d’elle-méme
aux divers ensembles de droites qu’on pourra avoir & considérer.

Supposons maintenant que nous considérions un tel ensemble de droites définies
par des relations entre leurs six coordonnées pluckériennes; on peut lui faire subir
une transformation de degré A différent de 4 1; on en déduira un nouvel ensemble
qui sera dit équivalent au premier par une substitution de degré A.

Par définition, le second systéme sera obtenu en remplacant, dans les relations
définissant le premier, les p,, par leurs expressions (R)) en fonction des P,., qui
seraient eux-mémes exprimés en fonction des p,, par les équations (R,) dont les se-
conds nombres auraient été multipliés par A*. Il y aurait lieu d’insister ici sur ces
deux systémes de formules et de parler des transformations ponctuelles, planaires et
dualistiques qui rendent compte du passage d’un systéme a 'autre. Mais notre but
n’est pas de nous occuper de géométrie réglée, mais d’exposer aussi bridvement que
possible les quelques considérations qui trouveront leur application dans 'étude de
la transformation des fonctions abéliennes, nous ne nous y arréterons pas et nous

dirons quelques mots du complexe linéaire.

[2] Soit
>Jailrpik = a01p01 + azzpzs + aozpw + axlpal + ao:«poz + awpu_' =0
I'équation d'un complexe linéaire (I), cherchons l'expression générale des coeffi-
cients A, des complexes (L) équivalents & (/). Remplagons pour cela les p,, par leurs

expressions tirées de (R,) dans 1'équation précédente ; il vient :

A, = q,(cd), + a,(ab),, + a,(db),, + a,(ac),, + a,(be),, + a,(ad),,,
A, = a,(cd), + a,,(ab),, + a,(db),, + a,(ac),, + a,(bc),, + a,(ad),,,

= ay(ed),, + a,(ab), + a,(db),, + a,(ac), + a,(be),, + a (ad),,
A, = a,(cd),, + a,(ab),, + a,(db),;, + a,(ac), + a,(bc),, + a(ad),,.
A, = a,(cd),, + a,(ab),, + a,(db),, + a,(ac),, + a,(be),, + a,(ad),,,
A, = a,,(cd)y, + a,(ab),, + a,,(db),, + a,(ac),, + a,(be), + a,(ad),.
Fac. de 7., 3¢ S., III. 3o

~
I

R,))

I
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L’emploi du systéme (R,) nous aurait de méme conduit aux relations suivantes

entre les a;, etles A, :

a,, =A (ab),, + A (ab),, + A, (ab),, + A, (ab), + A (ab), + A, (ad),,

a,, = A, (cd),, + A, (cd),, + A (cd), + A, (cd), + A (cd), + A, (cd),,

a,, = A, (ac),, + A, (ac), + A (ac), + A, (ac), + A (ac),, + A (ac),,,

a,, =A,,(db),, + A, (db),, + A (db),, + A, (db), + A (db),, + A (dD),,,

Ay, = A, (ad),, + A, (ad),, + A (ad),, + A, (ad),, 4 A (ad),, + A (ad),,,
\a, = A, (be),, + A, (be),, + A, (bc), + A, (be),, + A, (be),, + A, (bo),,.

(R,)

On voit facilement que si le complexe (I) est spécial, le complexe (L) I'est égale-
ment et les formules (R,"), (R)) se réduisent aux formules (R,) et (R,) donnant les
relations entre les coordonnées des axes de ces deux complexes.

Introduisons les quantités

1() = a,,a, + 4,0, + aza,,  1L)=A, A, + A, A, + A, A

01723 027731 03" 12

qui sont ce que M. Klein appelle les invariants des complexes (J) et (L); on voit que,
le déterminant A de la substitution étant égal 4 e(e==1), on a :

(L) = <1()).

Si la transformation considérée est de déterminant A, on trouve que les for-

mules (R,") donnent
1(L) = AL()).

[8] Considérons en particulier les complexes linéaires dont les coefficients a;,
sont des entiers ordinaires; tous les complexes équivalents jouissent de la méme
propriété. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tous les complexes linéaires & coefficients entiers d’invariant ¢ sont arithmétique-
ment et proprement équivalents entre eux et improprement équivalents aux complexes
coefficienls entiers d’invariant — <.

On montre que tout complexe d’invariant ¢ est proprement équivalent a

p03 + EI)l’l =0
et improprement équivalent &
poa - spm =0.

Indiquons la démonstration de la propriété suivante un peu plus générale :

Il existe des substilutions de degré A & coefficients entiers changeant le com-
plexe Ta,p, =—o, & coefficients entiers et d’invariant A en : P, + P =o, ou plus
exactement en A(P,, + P,,)=o0.
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On est conduit & prouver la résolubilité en nombres entiers du systéme suivant

d’équations :
(ab)oa + (ab)m - aot ’

(Cd)oa + (Cd)w == ans’

(ac)oa + (ac)n - aoz ’

(db)qa + (db)m == aal 4

(ad)oz + (ad)m == aoa 4

(be),, + (be),, =a,,.
Pour cela, cherchons & résoudre
(2) (ab)oz == am ’ (ac)os = ao‘.’. * (ad)oa - aoa ; (Cd)os - (db)oa : (bc)na =0
et

(3) (Cd)m - a-za ’ (db)u - asa s (bc>42 - am ’ (ab)m = (ac)m = (ad)m =0.

Le systéme (2) se trouve résolu en prenant

—cCc.=a d =d =a

3 02 0 3 03 °

aazl, aQZO’ bo:b:a:aoa’ (,‘0

Pour résoudre le systéme (3), désignons par 3 le plus grand commun diviseur de
a, et a,, et posons

a a
— — — — —_ 23 —_— ﬂ
a,=—a,=d,=o, d,=3, 6= b, = 5
b, et c, se trouvent détérminés par
a a
23 31
8 be Cz - aw’

équation résoluble en nombres entiers, puisque les coefficients de b, et c, sont pre-
miers entre eux.

Le déterminant (q,. b,, c,, d,) est égal & A, comme il est facile de s’en rendre
compte, si 'on observe qu'en remplagant dans 'expression de l'invariant du com-
plexe Sa,p,=o, les a, par leurs valeurs tirées de (1), on obtient une forme de
développement connue pour un déterminant du quatriéme ordre.

Le dernier théoréme est susceptible de la généralisation suivante :

Soit Sa,p,, = o U'équation d’'un complexe & coefficients entiers et d’invariant égal
& An, n étant un nombre premier, il existe des substitutions homographiques & coeffi-
cients entiers, de déterminant eA le changeant en P, 4 enP,,— o, ou plus précisément
en A(P, + enP,)=o.

Nous aurons fréquemment & utiliser dans la suite les propositions précédéntés.
Nous allons de suite en donner une application a la théorie des formes quadratiques.

Considérons une quadrique dont I’équation

f(wo’ .’I)‘, ws’ ws) =0
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a ses coefficients entiers. Cette quadrique contient deux séries réglées, chacune
d’clles appartenant & une infinité de complexes linéaires; on vérifie facilement que,
si parmi eux se trouve le complexe

paa +p12: o,

le quadrique a son discriminant carré parfait et il est bien aisé de voir que les théo-
rémes précédents nous permettent d’en déduire que :

Si une quadrique & coefficients entiers appartient & un complexe linéaire & coeffi-
cients rationnels, son discriminant est carré parfait.

CHAPITRE 1I.

Sur la transformation des fonctions abéliennes.

Nous étudierons dans ce chapitre la transformation des fonctions abéliennes ordi-
naires relatives aux tableaux de périodes T, d’indice n quelconque. A ces transfor-
mations abéliennes nous rattachons des tableaux de nombres plus généraux que ceux
qu'Hermite a considérés et qui jouissent, comme ces derniers, de propriétés remar-
quables les rapprochant des systémes linéaires de quatre lettres. On verra dans la
suite quelle liaison étroite existe entre les tableaux d’Hermite et les corps quadrati-
ques; les systémes linéaires plus généraux auxquels nous a conduit le probléme de
la transformation des fonctions abéliennes de genre deux relatives aux tableaux de
périodes T,, sont liés de la méme maniére a certains modules constitués par des
nombres algébriques du second degré d’une forme particuliére et dont I'étude sc
poursuivrait d’aprés les mémes principes que celle des corps quadratiques. Nous
signalons également certaines classes de formes quadratiques a quatre indéterminées
plus générales que celles qui se sont présentées & Hermite et dont nous pensons faire
I'étude dans un autre travail en appliquant la méthode qui nous a permis dans la
troisi¢éme Partie de résoudre les problémes relatifs & 1'équivalence des formes abé-
liennes. Une étude des correspondances ponctuelles entre deux surfaces hyperellip-
tiques relatives & deux tableaux de périodes T, et Ty et des transformations des
périodes suivie de quelques considérations sur le nouveau point de vue auquel nous
sommes amenés & concevoir les correspondances entre les couples de points de deux
courbes hyperelliptiques, termine ce chapitre ot nous avons systématiquement
laissé de cOté les diverses questions qui se rattachent plus particuliérement & la
théorie des fonctions.
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1. — LE PROBLEME DE LA TRANSFORMATION.

[1] Considérons une surface hyperelliptique générale (s), les coordonnées recti-
lignes d'un point étant trois fonctions abéliennes de deux variables u et v formant
un systéme fondamental, c’est-a-dire tel qu’a un point de la surface corresponde un
couple de valeurs de u et v et un seul, & des périodes prés. Ces fonctions abéliennes
peuvent étre regardées comme les quotients de deux fonctions entiéres O (u, v); nous
supposerons que ces () sont relatifs au tableau de périodes :

g—,—l{ogh,

T?I
?o 1 h g

Pour tout ce qui concerne ces surfaces hyperelliptiques et ces fonctions @ parti-
culiéres, je renvoie a la thése de M. Traynard.

Considérons de méme une surface hyperelliptique générale (S) dont les coordon-
nées sont des fonctions abéliennes de U et V, relatives au tableau :

' ~ o G W
N

o 1 H G\

Le probléme de la transformation des fonctions abéliennes relatives i ces deux
tableaux, se pose ainsi sous forme géométrique :

Peul-on élablir entre les deux surfaces hyperelliptiques (s) et (S) une correspondance
algébrique telle qu’a un point (u, v) de (s) corresponde un point (U, V) el un seul de (S)?

On voit de suite que toute fonction abélienne des variables U et V s’exprime ra-
tionnellement en fonction des fonctions abéliennes de u et v. Et la considération des
intégrales de différentielles totales sur les deux surfaces (s) et (S) montre que U et V
sont fonctions linéaires de u et v. Les relations entra les couples u, v et U, V de va-
riables seront donc de la forme

U=iu + pv,
(1 v

V=7%u+pv

en négligeant les constantes qu’on peut ajouter 3 Uet V.
Le probléme de la transformation peut aussi étre concu de cette facon :
Le tableau de périodes Ty étant donné, déterminer J, p, ', p. et le tableau Ty de

telle maniére qu’a un couple de valeurs de u et v corresponde un seul couple de va-
leurs de U et V, & des périodes prés.
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La marche & suivre est la méme que pour le cas ordinairement traité oi n=N,
et nous 'exposerons trés briévement.

Augmentons u et v d'un des quatre couples de périodes simultanées du tableau T,
et exprimons que U et V augmentent eux aussi d'un couple de périodes de Ty. Nous
sommes ainsi conduits aux relations nécessaires suivantes ou les a;, b,, ¢,, d, dési-
gnent des nombres entiers :

/ 206t oaH
" n N s a0
)\’
—=aq + aH + a,G/,
—b°+bG bH’
p_N 3 + [t
(2) ! {J" = b4 + bal‘I -+ bQG',
l
M+Mh:¥§+@G+@H,
Vg +uh = d, + dH+ dG,
¢

Ah+pg' =

SRR P

\Wh+plg=c¢, +cH 4+ ¢G.
Ces huit équations (2) doivent nécessairement étre vérifiées par des entiers
a;, b,, ¢;, d, pour que la transformation du premier systéme de fonctions abéliennes
dans le second puisse exister. Des quatre premiéres nous tirons %, p., A’ et p'. Portant

les valeurs trouvées dans les quatre derniéres et éliminant ¢, &, ¢’ entre les équations
trouvées, on arrive a la condition nécessaire suivante pour les périodes G, H, G':

1 1
@) [n(ad), + (be),] + [n(ad),, + (be), | G + < [n(ad),, + (be),,]G'
) (r(ad, + (00), ) — n(ad),, — () T+ [n(ad), + (b)) (T — GG) =o.
Nous supposerons d’abord qu’aucune relation de cetle forme n’existe entre les

périodes de Ty; alors I'équation précédente (3) devra se réduire & une identité et les
seize entiers a;, b;, c;, d; devront étre liés par les relations

n(ad)ol + (bc>ol =0,

n(ad),, + (be),, = o,
(I> n(ad)oz + (bc)w =0,
n(ad),, + (be),, = o,

n(ad),, + (be),, = N[n(ad),, + (bo),] = T .
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On aurait pu de méme éliminer G, H, G’ entre les quatre équations trouvées et

on serait arrivé a la condition suivante pour ¢, &, ¢':
: I
(4) % [(cd)ys + N(ed),u] 4~ [(a€)y, + N(ac),,]g + — [(db),, + N(db),,]¢'
+ % [bc)oa + n(bc)u] - (ad)m - N(ad)n h + [(ab)os =+ N(ab)m] (h!! - gg’): 0.

Si aucune relation de cette forme n’existe entre g, h et ¢', cette équation doit étre
une identité et elle nous fournit les relations nécessaires suivantes entre les seize
entiers caractéristiques de la transformation :

(ac),, + N(ac),, = o,
(db),, + N(db),, = o,
(In (ab),, + N(ab),, = o,
(ed),s + N(cd),, = o,
(b€)yy + N(b0),, = n}(ad),, + N(ad),,} =T .

Jai posé- les deux derniéres quantités égales & Y\, car on voit immédiatement

que leur somme est égale & 291 ; on a en outre

(bc)oa - N'l (ad)n ’ n (ad)os = N(bc)m *

Les deux systémes (I) et (II) sont absolument équivalents comme on va le voir.

[2] Considérons la substitution homographique

[ 2, = aX, + aX, + aX, +aX,

) g x,=bX, +bX, +bX, +b6X,,
’ x, =cX, +¢X, +¢X, +cX,,

\ {L‘a = doXo + diX'J + d‘lXQ + dsxw

ou les a;, b,, c;, d, sont les seize entiers précédents. Si I'on se reporte aux formules
données dans le chapitre I, on voit aisément que les systémes de relations (1) et (II)
expriment tous deux que la substitution (S) précédente change le complexe
linéaire ', :

Py +np, =0
en ['y:

P.+ NP, =o,

ou plus exactement (p,, + np,,) en %(Po3 4 NP,,), et que ces deux systémes de rela-

tions sont bien équivalents.
On a ainsi une interprétation géométrique irés simple des relations qui existent
entre les seize entiers caractéristiques d’une transformation; si I'on se place dans le
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cas de n=N=1, on voit que les relations données par Hermite expriment que le
complexe p,, + p,, = o n’est pas altéré par la substitution (S).

L’introduction des tableaux T, conduit donc 4 de nouvelles transformations abé-
liennes, plus générales que celles qui s’étaient présentées & Hermite. Nous appelle-
rons transformation abélienne de type (n, N) une transformation dont les entiers
caractéristiques sont liés par les relations (I) et (II); les transformations d’'Hermite
sont de type (1,1). Quant aux substitutions homographiques qui sont liées aux
transformations et qui en donnent une interprétation géométrique si simple, nous
ne pouvons pas les appeler substitutions abéliennes, cette expression ayant en général
un autre sens; nous les nommerons substitutions (S) et nous les répartirons en
types (n, N) comme les transformations. Ces définitions étant posées, nous considé-
rerons une transformation du type (n, N) comme faisant passer du tableau de pé-
riodes T, & Ty, ou si 'on veut de la surface hyperelliptique (s) & la surface (S), une
substitution (8) de type (n, N) changeant le complexe I', en I'y.

Nous sommes ainsi amenés & considérer les systémes linéaires de seize lettres :

t a‘) al a‘l aS !
g bO bl b2 b3 )
’ e, ¢ ¢, c s

vd, d,d, d,

o 1 3

dont les éléments sont liés par les relations (1) et (I1), nous adopterons pour ces ta-
bleaux de nombres la notation générale ¥; le tableau est de type (n, N) si ses élé-
ments satisfont & (I) et (II), les tableaux de type (n, N) étant notés =(n, N).

Nous appellerons degré d'une transformation abélienne, d'une substitution (S) ou
d’un tableau X, la valeur du déterminant (a,, b,, ¢;, d,) :

a, a, a, a,
bo bl bZ b3
cﬂ cl C‘.’ 3
d, d d, d
2. — ETUDE DES SYSTEMES LINEAIRES 2.
[© 2
[4] Le degré d’'un systéme linéaire X(n, N) est égal a o
N

Pour le voir, il suffit de remarquer que le déterminant (a;, b,, c,, d,) est égal &

[(ad)y, + (ad),,] [(be)y, + (be),,] + [(ac),, + (ac),,][dD), + (db),,]
+ [(ab)m + (ab)m] [(Cd'ne + (Cd)u] .
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En vertu des relations (II) :

[(ac),, + (ac),,][(dD),, + (db),,] = (N — 1)*(ac),,(db),,,
[(ab),, + (ab),,] [(cd),, + (cd),,] = (N — 1)*(ab),,(cd),,,

Oy 2

[(ad),, + (ad),,] [(be),, 4 (be),,) = ﬁ + (N—1)*(ad),, (be),, -

Tenant compte de I'identité

(ac),,(db),, + (ad),,(b0),, + (ab),,(cd),, = o,

on arrive au résultat annoncé.

Le degré d'un systéme X ou, ce qui revient au méme, d’une transformation abé-
lienne quelconque, est donc toujours positif. 11 est multiple de n et de N, et, si n et N
ne sont pas égaux, il n’existe aucun systéme linéaire X(n, N) de degré égal & 1 ou &

un carré parfait. Mais si n =N, posons

Gﬂg :/{,‘Il;

on voit que le degré du systéme linéaire =(n, n) est égal & k*. Le nombre k ainsi
défini sera dit I'ordre du systéme X(n, n). Le degré d’un tel systéme est égal au carré
de son ordre. Nous considérerons également k¥ comme l'ordre d’une transformation
abélienne de type (n, n) ou d'une substitution (S) du méme type,

[2] Soient (8,) et (8,) deux substitutions (8) respectivement de types (n, n') et
(n', N), le produit de ces deux substitutions est une substitution (S) changeant le
complexe I', en I'y, par conséquent de type (n, N). Son degré est égal au produit des
degrés de (S,) et (8,). Cette composition des substitutions (S) conduit & la compo-
sition des transformations abéliennes et & celle des systémes linéaires X, et définit le
produit de deux transformations ou de deux systémes linéaires :

Le produit d’une transformation abélienne de type (n, n') par une transformation de
type (n', N) est une transformation abélienne de type (n, N), le degré de la transforma-
tion composée élant égal au produit des degrés des transformations composantes.

De méme :

Deux systémes linéaires (n, n') et (n', N) se composent en un systéme linéaire
S(n, N), le degré du systéme composé élant égal au produil des degrés des syslémes
composants.

Dans ce qui suit, nous examinerons plus particuliérement les transformations du
type (n, n). Les substitutions (S) correspondantes sont celles que laissent invariables
le complexe linéaire I', : p,, + np,,— 0. La composition de deux telles substitutions
conduit & une substitution analogue :

Deux systémes linéaires Z(n, n) se composent en un nouveau systéme linéaire X(n, n).

Fac. de T., 3¢ S., III. 31
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Nous exprimerons la relation de composition par I'équation

a a a, a) fo o o ow /A A
bl b2

b, \ s, 5, 6| SBU B

©

>
P

w

T
s
e ——

i~
R

(5) 0 1

A
|

?CD Cl Cz C ’YO .{l Y! ‘l’3 —( CO Cl C‘2 C3
\d, d, d, d, | \3 3 3 2/ \D, D, D, D,

et en posant
(b)yy + n(be),, = n[(ad),, + n(ad),] = To, = k,n,
(B + 0B = nl(33), + n(22),] =T, = k.
(Bc)ns + n(BC)n - n[(AD)os + n(AD)w]: Cﬂf‘s - k:xn‘

on trouve :
k,=1k,k,.
Deux: systémes linéaires de type (n, n) se composent en un systéme du méme type
dont U'ordre est égal au produit des ordres des systémes composants.
Le degré d’un systéme de type (n, n) étant égal au carré de son ordre, la propo-
sition précédente entraine le théoréme analogue relatif aux degrés d'un systéme com-
posé et de ses composants.

[3] Nous avons étendu a ces systémes linéaires de type (n, n) le théoréme d’Her-
mite sur la réduction des systémes X (1, 1) d’un ordre premier k. Revenons & I'équa-
tion de composition (5); si k, =1, les deux systémes linéaires

a, a, a, a,) [A, A, A 3\
gb,, b, b, b o \BO'B, B, B,|
,co c, c, css ,Ca C, C, Css
\d d, d, d, . D, D, D, D,

seront regardés comme équivalents.

Nous avons établi la proposition suivante :

Si k, est un nombre premier & n el égal au produil de deux entiers k, et k,. on
peul, élant donné le systéme linéaire (A, B, C, D) d’'ordre k,, déterminer le systéme
(x, B, v, 3) d'ordre Ik, de maniére que dans le tableau des éléments du systéme linéaire
(a, b, c,d)dordre k,, les éléments placés au-dessus de la diagonale a,d, soient tous
nuls.

Nous en avons déduit que :

Le nombre des systémes linéaires 2(n, n) non équivalents, d’ordre k premier et non
diviseur de n, est égal a

1+ k4 k4 E.

C’est précisément le théoréme qu Hermite avait énoncé pour n—1. La démons-
tration des théorémes précédents étant longue et n’étant pas trés différente de celle
que I'on donne pour n =1, nous ne I'exposerons pas.
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[4] Ces systémes non équivalents sont représentés par ces quatre types ou i, i', i

sont des nombres pris dans la série o, 1, 2, ... (k— 1) :

o o o) k o o o 1 o 1T o o o)

s o k / o o / ni k g [ J

( o o ) s ( E o\ ’ o o ,m ﬂ

L0 o / Lo o o 1 (7 o—ik ] V" i o k|
ReMARQUE. — On verra facilement que si & est un nombre premier a n, les élé-

ments des tableaux X (n, n) d’ordre k, satisfont aux congruences

by=b=c,=c,=o (mod. n).

11 suffit pour s’en rendre compte d’écrire que si A désigne le déterminant d’un

tel systéme, on a, par exemple :

o/

A c

— 3
Sz — ’

n

o/

[B] A Tun quelconque des systémes précédents, il en correspond toujours un
autre et un seul, tel qu’en les composant avec lui on obtienne le systéme

k o o o)
gokool
’ook 05
o o o k

ou un systéme qui lui est équivalent.

[6] Les propositions précédentes montrent qu’il existe une grande analogie entre
les systémes linéaires X(n, n) et les systémes linéaires 4 quatre lettres :
s’ a, a

lb, b

0 1

1

Suivant toujours Hermite dans I'étude qu'il a faite des systémes X (1, 1), consi-
dérons la substitution (T) adjointe de la substitution (S) liée & un systéme X(n, n) :

ZO:%Z0+§—2Z,+§—QZ,+§ZA3Z3~
Z‘:s_liz—’_:bz-'_sz +§—;:Zs,
::g—éZo+§£Z,+§—cA2Z,+§TL:Z3,
z —Z+ +L Szzz"
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Supposons que l'ordre & soit premier & n, on trouve que le déterminant de la
substitution précédente est identique au suivant :

d, nd, —nd, —d,

c c
= c, —c, —

n n

b b

3 0
——= —b, b, -2
n n
—a, —na, na, a,

dont tous les termes auraient été multipliés par k, de sorte que I'on passe de la
substitution primitive & son adjointe par

xr,=2z,, .CC,:nZQ, r,=-—nz, T, —=—2,,

2

X,=kZ, X,=knZ,, X,=—knZ, X\ =—FkZ,

résultat analogue & celui qui concerne les substitutions entre deux indéterminées ;
b,, b,, ¢, et ¢, étant des multiples de n, tous les éléments du déterminant précédent
sont entiers.

Si k n’est.pas premier & n, soit 3 le plus grand commun diviseur de k& et n,
posons :

On voit facilement que kb, kb,, kc,, kc, sont nécessairement des multiples de n;
donc

Il

b=b=c=c,=o (mod. n').

Le déterminant de (T) est ¢égal au suivant dont tous les éléments auraient été
multipliés par k' :

ad, nda, —nid, —3ad,

c, R ¢
;d,— cc, — BC‘ — -—0,

n

b, b
Tw Ty
—8a, — nid, nia, ca,

On passe de la substitution (S) & son adjointe (T) en posant :

3

| X,=kZ, X,=knZ, X,=—knZ, X,=—kZ,.

3

) | 2, =2, x, =n'z, x, = —n'z, x,=—2z,

Dans le premier cas, le déterminant de (T), aprés division de tous les éléments

par k est égal au degré de (S); dans le second, il est égal au produit de celui-ci
par 3%
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[7] Une propri¢té analogue appartient aux systémes linéaires Z(n, N). Le
‘nombre 7| attaché & chacun de ces systémes doit étre divisible par N et n; soit 3 le

plus grand commun diviseur de N et n, posons

N =N’3, n=n's,
on aura

Mo = »3N'n,

. étant un entier; le degré de X(n, N) est égal & »*N'n'.

On voit aisément que xc,, xc,, »b, et xb, sont divisibles par &; on est amené a dis-
tinguer le cas ol % et 3 sont premiers entre cux et celui ou ils ont un plus grand
commun diviseur différent de I'unité. Je me placerai dans le premier cas; le second
méne 4 des conclusions analogues et se traite comme celui des systémes Z(n, n)
d’ordre non premier a n.

Si » et 3 sont premiers entre eux, nécessairement b, b,, c, et ¢, sont divisibles
par 8. Le déterminant des coefficients de I'adjointe (T) aprés la division de tous les

¢léments par » s’écrit :

T Mo
n'd, -d, ——d, —n'd,
% %
c c
= Ne¢, —Ne, — =
3 e
b b
— = —N N'b -
3 * ! b
. 18 ,
—n'a, ——a, a, n'a,
% *
On passe de la substitution (S) & son adjointe (T) par
gz 8z
gxo—_——a-, x, =2z, x, = —2z,, r,=——.
(7) n n
?X(,:'/.ZS, X,=NZ,, X,=—=xNZ, X, =—~+Z,.

Le déterminant de (T) aprés division des coefficients par = est égal & celui de (S)
multiplié par (n'N’)%

Si z et 3 ont un plus grand commun diviseur &), on peut encore poursuivre
I'analogie des systémes linéaires de seize lettres que nous considérons, avec les sys-
témes de quatre lettres. Les ¢léments du déterminant de (T), que nous n’écrirons

.. i \ se e . . .
pas, sont tous divisibles par Q—D- et apres cette division, le déterminant est égal au

produit de celui de (S) par (3)*n'N')*. Le passage de (S) & (T) se fait encore par des
formules analogues aux précédentes (6) et (7)e
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[8] Présentons encore la remarque suivante qui trouvera dans la suite une appli-

cation utile dans la démonstration d’un théoréme important relatif a la transforma-

tion des fonctions abéliennes.

Au systéme linéaire T, de degré A,

[a, a a, a

\ b, b, b, b

) ¢ ¢ ¢ ¢

vd, d, d, d

adjoignons le tableau de nombres :

L T IR
hda, kW, ha, ko
1 raa o aoa
hda, h23db, hd, hdd
131 1w xa
hda, hdb, hd, hd
13 ria A s
h da h b h h dd

w

@

@

h étant égal & :
I si X est de type (n, n) et d’ordre k premier a n.

T . . , .
k'= — si T est de type (n, n) et si son ordre k et 'entier n ont comme plus

grand commun diviseur 3.

v si  est de type (n, N) et si fﬂ_: =v3N'n’, = et 3 étant premiers entre eux.

b
y,':—

D

On voit sans difficulté que le tableau précédent est un systéme X que nous note-
rons X' et que nous appellerons systéme adjoint a =.
Si 2 est du type (n, n), ' est du méme type.

dans le méme cas siz et 3 ontun plus grand commun diviseur &).

Si k est T'ordre de X, l'ordre de X' est égal & k si k et n sont premiers entre eux,
et k3 si k et n ont comme plus grand commun diviseur 3.

St 3 est du type (n, N), X' est du type (N, n).

Autrement dit, les éléments de X' vérifient les relations (I) et (II) dans lesquelles
on aurait permuté n et N. Si entier J|. correspondant & X est égal & z3N'n’, l'en-
tier T’ correspondant & X' est égal & T N'n’ si » et 3 sont premiers entre eux, et a

5 . 2, . .
TeN'R'3)* si x et & ont comme plus grand commun diviseur ).

Soit =" le systéme linéaire adjoint & X', on vérifie facilement que " est identique
4 X dans le cas ou ce dernier est de type (n, n) et d’ordre k premier & n. Dans les

-autres cas, X" est identique & ¥ dont les. §léments auraient été multipliés par :
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3* si T est de type (n, n) et si k et n ont comme plus grand commun diviseur &.

n'N'si & est de type (n, N) et si » est premier & 3, les notations étant celles que
nous avons employées précédemment dans le méme cas.

O)°n'N' si « et 8 ont comme plus grand commun diviseur 9.

Au systéme adjoint X' est liée une transformation abélienne adjointe & celle qui
correspondait & ¥ et une substitution (8') adjointe & (8). (S') sera dans la suite appelée
substitution adjointe de (S), mais il importe de remarquer que ce n’est pas I'adjointe
au sens donné & ce mot dans la théorie des substitutions. On verra facilement quelle
relation il y a entre (S') et (T); comme dans tout ce qui suit nous n’aurons jamais

considérer que la substitution (S'). il ne pourra s’établir aucune confusion.

[9] Considérons les formes quadratiques
S=2Za,xx;,

a,; étant égal & a,, et le signe T s'étendant aux valeurs o, 1, 2, 3 des indices i et j.
Etablissons entre les coefficients a,; les relations suivantes :

a . a

11 72

T afz — h’e(auoan - aia ’
a,a, —a,a, + n(a,a, —a,a.)=o,
a,a, — a,a, + n(a,a, —a.a,)=o,
a,a,, —a,a, + n(a,a,, —a,a.)=o,
a,a, — a,a. + na,a, — 4 a,) =o.
Le discriminant d’une telle forme sera carré parfait et égal & 3* en posant

2 =n(a,a, — a,) + a,a, — a,a,.
Soit
F=22A,X)X, .
la transformée de f par une substitution (S) de type (n, n), les coefficients A, sont
soumis aux mémes conditions que les a;;. Posons :

A= n(AooAaa - ‘A;?) + Aol Az:x - Ao*-z A

31°
Si la substitution (S) est d’ordre k&, on a
= k3.

Ce résultat montre qu’on peut isoler les formes f des formes quadratiques géné-
rales & quatre variables, pour les comparer entre elles par les substitutions (S) de
type (n, n). On pourra aussi poser, sous ce point de vue, le probléme de I'équivalence
et de la réduction de ces formes. Nous ne faisons que signaler ici cette question.
Dans la troisiéme partie de ce travail, on trouvera I'étude des formes f dans le cas
de n=1, qu’avait signal: Hermite dans son Mémoire sur la transformation des
fonctions abéliennes. Le cas général fera I'objet d’un autre travail.
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3. — CORRESPONDANCES PONCTUELLES ENTRE DEUX SURFACES HYPERELLIPTIQUES.

(1] Revenons maintenant a la transformation des fonctions abéliennes. Consi-
dérons la transformation de type (n, N) dont les entiers caractéristiques sont a,, b,,
¢; et d; et désignons toujours par A la valeur du déterminant

aO al
b, b, b, b

S
0‘
S
s

0 1 2

d, d d, d

0 1

Nous I'avons appelé le degré de la transformation; on sait que I'on a
A=4xN'n/,

N’ et n' étant les quotients de N et n par leur plus grand commun diviseur et z un
entier. A est un entier toujours positif.

Relativement a ces transformations abéliennes, on peut développer des théories
analogues a celles qui se présentent dans I'étude des transformations habituellement
considérées de type (1, 1). L’interprétation géométrique de la substitution (S) d'une
part, I'étude arithmétique des systémes linéaires X(n, N) d’autre part, rendant & peu
prés immédiats les résultats suivants, nous nous bornerons a les énoncer :

Le produit d’une premiére iransformation abélienne de type (n, N) faisant passer
d’un tableau de périodes T, & un tablean Ty el d'une seconde transformation abélienne
de type (N, N") faisant passer du méme tableau Ty & un tableau Ty, est une transfor-
maltion abélienne de type (n, N) faisant passer du tableaun T, au tableau Tw. Le degré
de cette dernitre eslt égal au produit des degrés des transformalions composantes.
Si n=N=N/, toules les transformations sont de lype (n, n) et l'ordre de la transfor-
mation finale est égal au produit des ordres des deux iransformations composanies.

On péut se débarrasser de la considération des ordres négatifs dans le cas
de n=N, en remarquant que la transformation

d’ordre — 1 donne

et
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Elle ne conduit donc pas a des fonctions abéliennes distinctes; on peut dire

qu’elle laisse invariant tout tableau T,; elle est de degré 1. En faisant précéder ou

ns
suivre une transformation d’ordre négatif quelconque de celle-ci, le produit sera une
transformation d’ordre positif.

Revenons maintenant aux correspondances ponctuelles entre deux surfaces

hyperelliptiques.

[2] A un point (u, v) de (s), il correspond un seul point (U, V) de (S), et a un
point (U, V) de (S) il carrespond A points (u, v) de (s).

La démonstration est analogue & celle de la méme proposition dans le cas
de n=N =1; nous la donnerons cependant & cause de I'importance de ce théoréme.

Augmentons U et V de deux couples de périodes quelconques et cherchons a
quelle condition il correspondra aux deux points (U, V) ainsi déterminés de (S), le
méme point (u, v) de (s).

Jaugmente U et V des périodes suivantes :

e "
N
Vo 4+0/H+06/G, 6" +0 H+0"G.

6’
U5 +0,/G+ 0,1, +60,"G 4 0,"H.

6,/ et 6," étant des nombres entiers. Posons :

6/ —0,"=0,.

i i i

Aux deux nouveaux couples de valeurs de U et V, il correspond le méme

couple (u, v); on a nécessairement :

f z
(—]VO+GSG+OQH=)\ <;no-+’::3g+z:zh>+p‘(§1+§3h+52g')’
® . .
( 0, + 0,H +0,G' =7 <; +&9+ h> + /G + LA+ 89D,

Remplagant X, u, %', v/, (Ag + p.h), ¥g + p'h), O h + p.g') et 'k + v/g’) par leurs
valeurs en fonction de G, H, G/, on obtient :

00

N

ao xo
+63G+9’H—-—n<ﬁ~+d3G+a’H>N
b, c, d,
+ (g 06+ ol o+ (2 + o6 +ol) o, + (2 +dc +d )z,

6, + 60H+ 6G =n <a, + a3H> + a,G’> %‘3
+ (b‘ +bH + b,G') @, + <c, e H + c,G'> @, + (d, +dH + d,@)x,.

Fac. de 7., 3¢ S., 1II. . 32
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De telles relations entre G, H, G' ne seraient possibles que si G,, H,, G, étant
les parties imaginaires de G, H, G', on avait

H? — G,G,'=o.

Or, on sait que cette quantité est essentiellement négative; donc les équations
précédentes sont des identités et alors :

! eo:aozo + bozi + COE"-’ + d“’:::‘,
S 04=a1§o + bl‘::i + CJE-2 + d‘:’:f‘,

(9) z : E 5
) Og:a%:“] + 1)2;1 =+ C,3s + dz:'s’
0

[ £ 3 z
V0, =a,3, + bsgl + ¢35 + daﬁa'

Le nombre des points (u, v) correspondant & un point (U, V) est égal au nombre
des solutions distincles des équations précédentes, deux systémes de valeurs des 6,
étant regardés comme non distincts s'ils différent par des nombres entiers.

Un tel systéme se raméne par des substitutions unimodulaires & coefficients
entiers effectuées simultanément sur les quantités 6, et £, & la forme canonique

g Qo — 7‘00"0’
Q = )\‘(») N
(l()) 1 1
’ Qz - )‘2 Wy
.\ Qs - )\aw3 ’
les ), étant des entiers dépendant uniquement des a;, b;, ¢,, d, et satisfaisant a la
relation
WA A=A,

les o, étant les nouvelles inconnues et les Q; pouvant prendre toutes les valeurs en-
tiéres possibles. Le nombre des points (u, v) correspondant & un point (U, V) est égal
au nombre de solutions distinctes des équations (10). Et il est bien évident qu’en
donnant & Q, les valeurs o, 1, 2, .... (mod %, —1), on obtient ainsi pour les o, des
solutions distinctes et on les a toutes. Leur nombre est donc égal & mod (A A, A1),

par conséquent égal & A, puisque A est positif.

4. — TRANSFORMATION DES PERIODES.

N

[4] Revenons aux conditions nécessaires (2) entre &, p., X', p' et les périodes de
deux systémes de fonctions abéliennes liées par une transformation de type (n, N);
portons les valeurs de X, p, X, y tirées des quatre premiéres équations, dans les
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(p,)

LES FONCTIONS ABELIENNES ET LA THEORIE DES NOMBRES. 241

quatre derniéres, on peut alors de ces équations tirer g, h, ¢' en fonction de G, ., G’
ou inversement G, H, G' en fonction de ¢, h, ¢g'. On trouve ainsi les relations

suivantes :
(db),, + (dB), NG + (db),,G' + [(db),, — N(db),]H + (db),, N(H' — GG
= Al(ab),, + (@), NG + (ab),, G + [(ab),, — N(ab), ] H + (ab),, N(HF — GG
h— (ad),, + (ad), NG + (ad),,G' + [(ad),, — N(ad) ,JH + (ad),,N(H* — GG')
= "(ab), + (ab), NG + (ab),,G' + [(ab),, — N(ab),JH + (ab),N(I* — GG) ’
r___ (ac)m =+ ((lC)“NG + (ac>oaG, (ac)os — N(ac)m] H + (ac)ea N(I_r2 — GG,)
I= (ab)oa + (ab):uNG + (ab>ozG, (a’b)oa - N(ab)n] H + ((,lb)% N(H2 - GG,) ’

H
+ [
b (6D + (D, NG + (ed), G + [(ed),, — N(ed),JH + (ed), N(H' — 6G)
U =99)= Lab),, + (ab), NG + (ab),,G' + [(ab),,— N(ab), JH + (ab),, N (I — GG)]’
et de méme :

G — (Cd)oz + (ac)og ng + (db)ogng'—l— [(bc)u _ n(ad)oa]h + (ab)oan(h2 — gg,)
~ N[(ed),, + (ac),,ng + (db),.g" + [(be),, — n(ad),,]h + (ab),,n(h* —gg")/

(Cd)n =+ (ac)mng + (db)ng’ [(bc)n —_ n(ad)m]h + (ab)wn(h2 T gg')
(cd),, + (ac),,ng + (db), 9" + [(be),,— n(ad), )b + (ab),n(h,—gg')’
[

+
+

. (ed),, + (ac),,ng + (db),,g' + [(be),,— n(ad), 1k + (ab), n(h*— gg")
o +
+
+

(Cd)ga + (ac)zs ng + (db)zs g, (bc)as —n (ad>23] h =+ (ab)ean (h% - gg’) ’

[
(cd),, + (ac),,ng + (db),,g' [(be),, — n(ad),, )k + (ab), n(h* — gg")
N[(¢ed),, + (ac),ng + (db), 9" + [(be),, — n(ad),,]h + (ab), ,n(h* — gg')]

(H — GG') =

[2] En étudiant les systemes linéaires X(n, N). nous avons adjoint & chacun
d’eux un certain systéme linéaire X(N, n), ces deux systémes adjoints s’écrivant dans
le cas d’'une transformation de degré »*N'n' ol » est premier au plus grand commun

diviseur 3 de N et n :

I ¢ b
n'd, = —=< —nq
ao a‘ a’ aa b Py 3
Fﬂ O)
% ' I 7o
bo bl ba ba Tdn N C, N bg — T a,
TN 9 T,
G G 6 G ——d, —Ne, Nb —a
% 1 - 1 1 7. 1
d d d d C b
0 1 2 3 _ nldo - ?0 % nlao

On voit aisément que si I'on remplace n par N, ¢, &, ¢' par G, H, G' et inverse-
ment G, H, G' par g, &, ¢', et en outre chaque lettre a,, b,, ¢, ou d, par I'élément qui
occupe la méme place qu’elle dans le tableau adjoint, les relations (p,) se changent en
les relations (p,) ou plus exactement en ces mémes relations dont tous les coeffi-
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cients (mn), (m et n désignant deux des lettres a, b, ¢, d et i et J deux des in-
dices o, 1, 2, 3) auraient été multipliés par N'n’. Si % et & ont un plus grand commun
diviseur ), la conclusion est la méme, le multiplicateur N'n’ devant toutefois étre
remplacé par )" N'a’. On voit ainsi comment cette considération du systéme adjoint
permet le passage facile d'un des deux systémes de formules (¢,) et (p,) & l'autre.
Considérons la transformation abélienne dont les seize entiers caractéristiques sont
ceux du systéme linéaire X(N, n) précédent, nous I'avons appelée la transformation
adjointe de la premiére. Elle fait passer des fonctions abéliennes du tableau Ty &
celles du tableau T,. Nous parvenons ainsi au résultat suivant :

S'il exisle entre les points de dewx surfaces hyperelliptiques générales (s) et (S) une
correspondance ponctuelle algébrique telle qu'c un point de la premiére corresponde un
seul point de la seconde, la propriéié est réciproque et on peut élablir entre les deux
surfaces une correspondance poncluelle algébrique faisant correspondre & un point
de (S) et ceux de (s).

Si la premictre correspondance est du type (1,»*N'n"), la seconde est du type
(1, x*N"n") si » et & sont premiers entre eux, et du type (1.%*D"N"n) si % et 3 ont
comme plus grand commun diviseur ). Considérons en particulier le cas de
n=N, N" et n' sont égaux a 1, et on voit que :

S'il existe entre deux surfaces hyperelliptiques générales (s) et (S) relatives a deux

-tableaux de périodes T, et T',, de méme indice n, une correspondance ponctuelle du
type (1, k%), k étant premier & n, réciproquement, il existe aussi une correspondance
du méme type entre les points de (S) et ceux de (s). 4

Ces théorémes ne sont que I'extension aux surfaces hyperelliptiques relatives aux
tableaux de périodes T, de théorémes connus sur ces mémes surfaces relatives au
tableau T, et se présentent comme une application immédiate des propriétés arithmé-
tiques des systémes linéaires 3 (n, N).

[3] L’identité des coefficients qui figurent dans les relations (e,) et (p,) de la
transformation des périodes et de ceux des formules (R,) et (R,) du premier chapitre,
montre qu'entre ces deux systémes de relations un rapprochement s’'impose.

Rappelons que les substitutions (S) liées aux systémes linéaires £(n, N) changent
le complexe I', : p,, + np,,=oen 'y : P,, + NP, =o0. Posons :

p' p'2 ! p:“ 2 r pO‘l

ng ===, h ==, ==, nh—gy)=""

(o) g Py Dy g P, Do,
et

POQ Pl" ! P31 2 POI

(12) NG:P—“, HZP_Q;’ G:P—”, N(H -—GG'):P—“,

ce qui revient & faire correspondre aux périodes de T, une droite d, du complexe
linéaire p,; + np,,=o, et aux périodes de Ty une droite dy de P, + NP, ,—o.
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A une transformation abélienne (T), faisant passer des fonctions abéliennes rela-
tives au tableau T, & celles qui admettent les périodes du tableau Ty. est associée une
substitution (8) & coefficients entiers, et il est bien évident que (S) change la droite d,
en dy; inversement, & toute substitution (S) a coefficients entiers changeant I, en I'y
et d, en dy, correspond une transformation abélienne (T) faisant passer des pé-
riodes de T, & celles de Ty. La transformation adjointe & T fait passer des périodes
de Ty acellesde T, , et la substitution adjointe & (S) change dy en d,. On a ainsi une
interprétation géométrique trés simple de la transformation des fonctions abéliennes.

. L. . I
En remarquant que d, est la droite qui joint les deux points <E’ o, h, g) et

(0, 1, ¢', h), on peut encore ¢noncer le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux sysiémes de fonclions abéliennes
relatifs aux tableaux de périodes T, et Ty soient liés par une lransformalion abélienne
de degré A, est qu'il exisle une substitution (S) & coefficients entiers changeant T,

/
en 'y (1) et la droite d, qui joint les deux points L, o,h,g), (0, 1,¢.h) en la
2 qut J p N . g

droite dy qui passe par les deux points <—;— o. H, G>, (o, 1, G', H).
L

La question de reconnaitre si I'on peut passer d’un systéme de fonctions abé-
liennes & un autre par une transformation abélienne de degré quelconque, se trouve

ainsi ramenée & de simples probléemes de géométrie réglée.

5. — SuR LA REDUCTION DES TRANSFORMATIONS ABELIENNES DE TYPE (N, 1)
ET D'ORDRE PREMIER.

Dans les développements précédents, nous avons vu que, si les fonctions abé-
liennes spéciales qui admettent les couples de périodes d’un tableau T, d’indice quel-
conque, présentent de grandes analogies avec les fonctions abéliennes ordinairement
considérées, elles se distinguent cependant de ces derniéres par cerlaines propriétés
des transformations abéliennes qui leur sont liées et par la nature des correspon-
dances ponctuelles qu'il est possible d’établir entre les surfaces hyperelliptiques asso-
ciées & ces fonctions. Leur caractére parliculier se révéle principalement lorsque,
laissant de coté les problémes de théorie des nombres qui se présentent dans 1'élude
de la transformation et qui sont des généralisations de ceux qui s’étaient posés A
Hermite dans son Mémoire de 1855, on porte plus spécialement son attention sur les
fonctions abéliennes elles-mémes et les modules des courbes hyperelliptiques qui s’y
rattachent.

(*) Nous verrons plus loin que cette condition peut étre supprimée, en vertu de I’hypothése
faite sur les périodes des fonctions abéliennes considérées de ne vérifier aucune relation sin-
guliére.



244 G. COTTY.

[1] Considérons un systeme de fonctions abéliennes f(u, v) aux périodes
I

— o g h,

n

o 1 h ¢g.

Ces fonctions ne sont que des fonctions abéliennes particuliéres admettant les
couples de périodes normales : (1, 0), (0, 1), (g, h) et (h, g'). Si ¢(xx) est le polyndéme
du cinquiéme ou du sixiéme degré leur donnant naissance, nous appellerons encore
modules du systéme de fonctions abéliennes f(u, v) relatives au tableau T,, ceux des
fonctions abéliennes générales aux périodes normales : (1, 0), (0, 1), (g, k), (h, g),
c’est-a-dire les trois invariants absolus de la forme ¢(x, y) obtenue en rendant homo-
géne le polyndme o(x) ou, si 'on veut, les trois modules de la courbe hyperel-
liptique :

' =9(x).

Cela posé, soit un second systéme de fonctions abéliennes F(U, V) aux périodes :

o G H,

3| -

|
\/ o 1 H G.

Considérons I'ensemble des transformations abéliennes de type (n, n); elles font
passer d’un lableau de périodes T, quelconque & un tableau 1’, de méme indice n.
Distinguons parmi elles, celles qui sont d’un ordre & déterminé, k étant supposé
premier et non diviseurde n. L’étude des systémes linéaires (n, n) et leur réduction
par les mémes systémes d’ordre égal & I'unité, nous conduit & ne regarder comme
distinctes deux transformations abéliennes que si elles ne sont pas équivalentes dans
une transformation d’ordre 1, c’est-d-dire si I'une d’elles n’est pas le produit de
Pautre par une transformation d’ordre ¢gal a 1. On étend ainsi aux transformations
abéliennes les théorémes relatifs & la réduction des systémes linéaires (chap. I, § 2)
et on est conduit & énoncer, relativement au nombre des transformations distinctes
d’ordre premier, une proposition analogue &a celle qu'Hermite a ¢tablie pour les
fonctions abéliennes ordinaires liées aux tableaux d’indice 1 :

Le nombre des transformations abéliennes de type (n, n) distinctes, d’ordre k pre-
mier et non diviseur de n, est égal &

[y Sy Ly

Toutes ces transformations sont équivalenles au.x suivantes :

kE o o o k o o o] I 0 0 o I 0 0 O ]
o k o o o1 0o o ni 'k o o o 1 0 O]
0o 0 1 O o i k o o 0 1 O ni i k o ‘
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Supposons que n soit égal & 1, le théoréme précédent se réduit alors a la proposi-
tion méme d’Hermite. Dans le cas de ces fonctions abéliennes relatives aux tableaux
de périodes d’indice 1, on sait que les transformations d’"Hermite d’ordre 1 n’altérent
pas les modules d’'un systéme de fonctions abéliennes et qu’ainsi deux transforma-
tions équivalentes effectuées sur un méme systéme de fonctions conduisent a deux
autres systémes ayant les mémes modules. L’intérét du théoréme précédent est con-
sidérable; étant donné un systéme de périodes normales (g, &, g'), il montre que les
transformations d’ordre & premier ne conduisent qu’a un nombre limité de systémes
distincts dont il est aisé d’écrire les périodes en fonction de ¢, k, ¢’ en utilisant les
transformations réduites. On pourrait se proposer de rechercher les relations algébri-
ques qui existent entre un systéme de modules déterminé et les (1 + k k+ k4 k)
systémes de modules qu'on en déduit par les transformations abéliennes d’ordre % ;
ce serait 14 un ordre de considérations fort intéressantes, mais extrémement difficiles.
Nous n’écrirons pas les transformations réduites sur les variables u et v et les
périodes ¢, k., ¢'; elles ont d’ailleurs été données par Hermite et on les trouvera dans
son Mémoire sur la transformation.

Supposons maintenant que n soit quelconque et cherchons quel intérét présente
la réduction des transformations de type (n, n). Revenons & I'énoncé méme du pro-
bléme de la transformation dans le cas de n=—N; nous avons considéré une surface
hyperelliptique (s) dont les coordonnées rectilignes sont trois fonctions abé-
liennes f(u, v) relatives au tableau T, et formant un systéme fondamental, c’est-a-dire
tel qu’d un point de (s) corresponde un couple de valeurs de u et v et un seul, aux
périodes de T, prés: nous avons pris une seconde surface hyperelliptique (8) dont les
coordonnées sont des fonctions abéliennes F(U, V) jouissant des mémes propriétés
relativement au tableau 1’, et nous avons cherché les correspondances algébriques
qu’il est possible d’établir entre les points de (s) et ceux de (S), de telle maniére qu’a
un point (u, v) de (s) corresponde un et un seul point de (S). Considérons mainte-
nant la courbe hyperelliptique (c) liée au premier systéme de fonctions f(u, v) et la
courbe hyperelliptique (C) liée au second systéme de fonctions F(U, V): & un point
(u, v) de (s) correspondent les n couples de points ‘

n—1I1

v)

I 2
(u, v), (u+—n—.v), (u+-n—,v), ..... ,  (u+

’
n

de la courbe (¢); un tel groupe de n couples sera dit former un ensemble (e,); de la
méme manicre, 4 un point (U, V) de (S), correspond 1’ensemble (E,l) des n couples

suivants de la courbe hyperelliptique (C) :

U. V). (U+%.V), (U+%V)' e (U
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Les transformations de type (n, n) réalisent des correspondances entre les couples
de points des deux courbes hyperelliptiques (c) et (C) telles qu’a un ensemble e, de
la premiére corresponde un seul ensemble (E,) de la seconde. Les transformations du
premier degré font également correspondre a un ensemble (E,) un seul ensemble (e,);
elles réalisent donc des correspondances (1, 1) entre les ensembles (e,) de n couples
de points de deux courbes hyperelliptiques; mais il est bien clair que ceci n’entraine
nullement qu’il y ait correspondance (1, 1) entre les couples de (c) et (C) et que les
modules de ces deux courbes soient les mémes.

Ceci montre que nous sommes ainsi conduits & envisager & un point de vue nou-
veau les correspondances entre les couples de points des courbes hyperelliptiques.
11 serait intéressant de chercher quelles sont les transformations de type (n, n) qui
entrainent une correspondance (1, 1) entre les couples de (c) et de (C), car on est
certain que ces transformations conduisent d’un systéme de fonctions abéliennes a
un autre de mémes modules. On réduira ensuite les transformations d'un ordre
déterminé dans ces transformations spéciales de degré 1; en particulier, on réduira les
transformations du premier degré; il pourra arriver que celles-ci ne conservent pas
les modules du systéme de fonctions abéliennes auxquelles on les applique et on
trouvera aussi qu’il peut exister des correspondances ponctuelles (1, 1) entre deux
surfaces hyperelliptiques sans que ces deux surfaces aient les mémes modules; c’est
ce qui s’était déja présenté & M. Humbert dans 'étude des surfaces hyperelliptiques
singuliéres.

Nous devons nous borner & ces rapides indications, le développement des consi-
dérations précédentes nous entrainerait fort loin. Elles ne sont cependant pas sans
intérét, méme au point de vue arithmétique; on est conduit a distinguer les trans-
formations abéliennes (a;, b,, ¢;, d;) de type (n, n), dans l\esquelles le coefficient d,
est congru & zéro suivant le module n; elles forment un groupe et on réduit. dans ces
transformations particuliéres de degré 1. les transformations d'un ordre quel-
conque k. Dailleurs, dans tout ce qui suit, nous nous occuperons surtout des fonc-
tions abéliennes relatives au tableau d’indice égal & T'unité; nous reviendrons plus
tard sur le cas général que nous ne pourrions traiter ici sans allonger par trop ce
Mémoire. )
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CHAPITRE II.

Sur les fonctions abéliennes singuliéres et les relations singuliéres
- de genre n.

Nous étudions dans ce chapitre les fonctions abéliennes singuliéres admettant un
tableau de périodes T, et les relations singuliéres auxquelles satisfont les périodes
d’un tel systéme de fonctions. Constamment guidé par I'interprétation géométrique
de ces fonctions et de ces relations, nous effectuons la réduction des relations singu-
litres de genre donné; probléme qui comprend comme cas particulier celui de la
réduction des relations singuliéres telles que M. Humbert les a considérées. Plus
généralement, nous effectuons la réduction de certains couples 5 de droites conju-
guées et & coordonnées rationnelles par rapport 4 un complexe linéaire d’invariant n;
c’est sur cette réduction que nous ferons reposer celle des formes abéliennes que
nous étudierons dans la troisi¢éme Partie. Une application arithmétique des résultats
obtenus & la représentation d’un résidu quadratique de 4n par la forme

2 2 2 2 2
x, + nx, + nx, — nx, — nx,

termine ce chapilre ot nous avons laissé de coté la plupart des questions qui con-

cernent plus spécialement la théorie des fonctions.

1. — LES RELATIONS SINGULIERES DE GENRE N.

[4] Considérons les fonctions abéliennes, & deux variables u et v, admettant les

périodes du tableau

0 e e ok
\

X
n
o 1 h ¢.

Nous dirons qu’elles vérifient une relation singuliére de genre n si elles sont liées
par la relation '

(2) Ang + Bh + Cg' + Dn(h*—gg') + E=o,

A, B, C, D et E étant des entiers que nous pourrons toujours supposer premiers
entre eux dans l'ensemble. Les fonctions abéliennes spéciales relatives a T, seront

Fac. de T., 3¢ S., 1II. 33
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dites singuliél'es, s'il existe entre leurs périodes une telle relation. Ces définitions
coincident bien quand n est égal & 1 avec celles qu’on a I'habitude de donner.
Nous allons montrer que la quantité

A=B*— 4nAC — 4nDE

jouit de propriétés remarquables, analogues a celles de 1'invariant d'une relation
singuliére dans le cas de n=1, et qui nous conduiront & la désigner également sous
le nom d’invariant de la relation (2).

Faisons subir aux périodes de T, une transformation abélienne quelconque de
type (n, N) conduisant aux périodes du tableau Ty suivant :

I
— o G H,

TN N

o 1 H G.

Soient (a;, b,, ¢;, d;) les seize entiers caractéristiques de cette transformation,
rappelons qu’ils sont liés par les deux systémes d’équations suivantes, qui sont équi-
valents :

n(ad),, + (bc),, =o, -/ (ac),, + N(ac),,=o,
n(ad),, + (bc), =o, \ (db),, + N(db),,=o,
n(ad),, 4+ (bc),,=o, (L) / (ab),, + N(ab),,=o,
n(ad),, + (bc),,=o, (cd),, + N(cd),,=o.
n(ad),, + (be),, = N[n(ad),, + (bc),,]="T . \ (be),, + N(be),, =n][(ad),,+N(ad) ;] =Tb.

Les périodes G, H, G’ s’expriment en fonctions de ¢, &, ¢’ par les formules (p,)
du chapitre II, et inversement les formules (p,) donnent ¢, h, ¢' en fonction de
G, H. G'. Portons ces valeurs de g, &, g' et h*—gg' tirées de (p,) dans la relation sin-
guliére (2); elle se change identiquement en I'équation suivante :

3) ANG + BH + C,G' + DN(H*—GG') + E, = o

en posant
“\1 - A(db)u + B(ad);n + C((lC)a, + D<Cd):u + E(ab)ai'
B, — aA(db), + B [2(ad)03 — —n—] + 2G(ac),, + 2D(cd),, + aE(ab),,

@) ¢ = A@b), + B(ad), + Clac), + D(cd), + E(ab),,
Dz - A(db)m + B(ad)za + C(ac)ea + D(Cd)zs + E(ab)m’
E1 == A(db)m + B(ad)m + C(QC)M + D(Cd)m + E(ab)ol *

A,, B, C,. D,, E, sont entiers et I'équation (3) est une relation singuliére de genre N.
Donc :
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Quand on opére une transformation sur les périodes d'un systéme de fonctions abé-
liennes, si les fonctions initiales sont singuliéres, les fonctions finales le sont éga-

lement.

[2] Les équations (4) jointes aux relations (I) et (IT) de la transformation per-
mettent de vérifier I'identité suivante :

2

ﬁ’ (B*—4nAC — 4nDE).

(5) B> — 4NA,C, — 4NDE, =

Par exemple, le coefficient de B* peut s’écrire
[(ad),, — N(ad),,]" — 4N[(ad),,(ad),, + (ad),,(ad),,] -
Tenant compte de I'identité
(ad),, (ad),, + (ad),,(ad),, + (ad),(ad),,= o,

on voit que ce coefficient est égal a

[(ad),, + N(ad), ' = —

Ce résultat analogue & celui qui concerne le cas de n=N=r1 et qui le renferme
comme cas particulier, entraine la conséquence suivante : Supposons que n soit égal
a N et que 9, soit égal & -n, c’est-a-dire que I'ordre de la transformation soit égal
A -+ 1, nous pouvons supposer les entiers A, B, C, D et E sans diviseur commun, on
verra aisément, comme dans le cas de n=1, que les entiers A, B,, C,, D,, E, sont
aussi sans diviseur commun et que 1'on a identiquement :

(6) B® — 4nA,C, — 4nD,E, = B* — 4nAC — 4nDE.

Nous donnerons au nombre B* — 4nAC — 4nDE le nom d’invariant de la relation
singuliére (2); il jouit de la propriété suivante :

Une transformation abélienne quelconque de type (n, n) et de degreé 1, effectué sur
les périodes d’un tableau T,, change une relation singuliére de genre n, dont les coeffi-
cients sonl premiers entre eux dans Uensemble, en une relation singuliére de méme
genre, jouissant de la méme propriété et ayant le méme invariant.

C’est I'extension aux tableaux de périodes d’indice quelconque du théoréme connu
sur les tableaux d’indice 1 qu’a considérés M. Humbert.

[3] Les coefficients B et B, de & dans deux relations singuliéres de genre n
déduites I'une de l'autre par une transformation abélienne de type (n, n) d’ordre
e=1, satisfont, comme il est bien facile de le vérifier sur les équations (4), 4 la
congruence

©) B,=:B (mod 2n).
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Nous dirons que deux tels nombres vérifiant 1'une des deux congruences ou
e=ct1 sont congrus au signe prés suivant le module 2n. Cette remarque conduit &
définir le type d’une relation singuliére. On sait que I'invariant d’'une relation singu-
liére de genre 1 est soit un nombre pair de la forme 4m, soit un nombre impair de
la forme 4m + 1; il y a deux types d’invarianls et une transformation d’Hermite de
degré 1 ne change pas le type d’une relation singuliére. Si n est quelconque :

L’invariant d’une relation singuliére de genre n est résidu quadratique de 4n.

Linvariant A de la relation singuliére (2) s’écrit :
A =DB"— 4n(AC + DE);

Best congru suivant le module 2n & un nombre et un seul 4k, ot & désigne I'un des
nombres de la suite : o, 1, 2, ..., (n—1),n; A est alors congru & k* suivant le
module 4n. Nous dirons que la relation (2) est de type (k); il y a, par conséquent,
(n + 1) types d’invariants pour les relations singuliéres de genre n.

Deux relations singulieres de genre n premier et de méme invariant sont de
méme type; mais si n n’est pas premier, l’égalifé des invariants n’entraine pas néces-
sairement I'identité des types; ce qui tient, dans ce cas, & ce que les carrés de deux
nombres différents k, et I, de la suite : o, 1, 2, ..., n peuvent étre congrus 1'un &
P'autre suivant le module 4n. Il résulte de résultats antérieurement établis et des défi-
nitions précédentes que :

Une transformation abélienne du premier degré effectuée sur les périodes d’un
tableau T, change une relation singuliére de genre n enlre ces périodes en une autre
relation singuliére de méme genre, de méme invariant el de méme type.

[4] 11 est & peu prés évident que :
S’il existe une relation singuliére d’un genre quelconque entre les périodes nor-
males g, h, g' d’'un systéme de fonclions abéliennes, il en exisle de tous les genres.

Cette remarque n’est cependant pas sans importance; elle montre bien Y'intérét
que présente I'introduction des relations singuliéres de genre n; & une relation singu-
liere de genre 1, on associe ainsi une infinité d’autres relations auxquelles se ratta-
chent, par exemple, des groupes de transformations abéliennes plus généraux que
ceux que l'on rencontre dans l'étude des seules relations de genre 1, et on congoit
que la considération des relations de genre quelconque puisse permettre la générali-
sation d'un grand nombre de problémes présentés par U'étude des fonctions abé-
liennes singuliéres, telle qu'on la traite habituellement. On trouvera, dans ce travail,
peu d’applications de ce procédé de généralisation ; nous 1'avons cependant appliqué
a la recherche d’une classe intéressante de groupes hyperabéliens dont les coefficients
sont des nombres algébriques appartenant & certains modules et  I'étade des classes
de formes quadratiques quaternaires que nous avons rencontrées dans I'étude des
systémes linéaires X (n, n). Ces questions feront I'objet d’un autre travail.;
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2. — INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES RELATIONS SINGULIERES.

[1] Rappelons d’abord que, dans le chapitre Il, nous avons été conduits a faire
correspondre & chaque tableau de périodes

I
ngogh,
201h.g’

d’un systéme de fonctions, la droite d

n?

dont les coordonnées pluckériennes p,,. p,,,
Pos+ Dsss DPoy» Poe» définies comme nous I'avons indiqué dans le chapitre I, sont don--
nées par les relations

(8) pM:n(h’_—gg'), Doy =1, PpPe,=ng, p.’ll:g" pm:_—nh' pm:h’
qui vérifient bien I'identité
Do Py +p0ﬂp3l + PyP,, =0

Cette droite d appartient au complexe linéaire [",, ayant pour équation

n?
poa + npvz = 0.

Quelle est la signification géométrique de I'’hypothése que nous avons faite au
début de I'étude des transformations abéliennes dans le chapitre II que nous pouvons
énoncer ainsi : il n’existe aucune relation singuliére de genre n entre les périodes du
systéme de fonctions abéliennes considéré?

La réponse & cette question découle de la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que les périodes normales g, h, g' d’un
systéme de fonctions abéliennes soient lies par une relation singuliére de genre n est
que la droite (d,) appartienne & un complexe linéaire & coefficients enliers, autre
que I',.

1° La condition est nécessaire.
En effet, s’il existe upe relation singuliére de genre n :
(2) Ang + Bh 4+ Cg' + Dn(h* — gg') + E=o0
entre g, h, g'; d’apres les relations (8), la droite d, appartient au complexe

Ap,, + Bp,,+ Cp,, + Dp,, + Ep,, = o

qui est bien & coefficients entiers et qui ne coincide certainement pas avec I',, puisque

n’

son équation ne contient pas de terme en p,,.
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2° La condition est suffisante.
Supposons que d, soit une droite du complexe

Aupm + Aeapzs + Aoepoa + Aalpu + Aoapos + Ampm = 0.

Remplagons les p,, par leurs expressions en fonction de ¢, h, ¢' tirées de (8), on
trouve 1'équation ‘

AnP—ggh) + A, +A,ng+ A, 9+A,—nA )h=0

qui est bien une relation singuliére de genre n,

Ce théoréme étant établi, on voit maintenant comment se présentait le probléme
de la transformation des fonctions abéliennes non singuliéres. Considérons d’une
part les fonctions abéliennes relatives au tableau T,, d’autre part les fonctions rela-
tives & un nouveau tableau :

(L 06,
Ty )
( o 1 H G.

—

A ces deux systémes de fonctions correspondent respectivement la droite d, et la
droite dy définie par les relations

(9) P,=N'—GG), P, =1, P,=NG, P,=G. P,=—NH, P, ,=H,

23 02 31 12

et le probléme de la transformation se ramenait au suivant :

Trouver loutes les substilutions homographiques (S) :

g
/

8

=a\X, + aX, +a,)\, + aX,,
=0bX, 4+ bX, +b,X, +bX,.
=cX, +¢X, +¢,X, +cX,.
=dX, +dX, +d,\, +dX,

-

©

& 8 8
|

3

a coefficients entiers changeant la droite d, en la droite D,,.

Convenons d’appeler complexe linéaire arithmétique un complexe a coefficients
entiers. L’hypothése que nous avions faite et qu’llermite avait implicitement sup-
posée en étudiant la transformation dans le cas de n=1, peut s’interpréter géomé-
triquemeni de la maniére suivante : la droite d, n"appartient a aucun complexe linéaire
arithmélique autre que I',. Or, nous savons (chap. I) que tout complexe linéaire
arithmétique se change par une substitution homographique & coefficients entiers
en un autre complexe arithmétique; par conséquent, si (S) change d, en dy. cette
derniére droite appartient & un complexe arithmétique et & un seul, puisque d, ne
fait partie que d'un seul complexe & coefficients entiers; ce complexe unique auquel
appartient dy ne peut dés lors étre que I'y, et les substitutions (8) changent nécessai-
rement I', en I'y. Supposons au contraire que d, appartienne & un complexe arithmeé-
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tique autre que I',, s'il existe une substitution homographique quelconque 4 coef-

e
ficients entiers changeant d, en dy, nécessairement dy appartiendra & un complexe
arithmétique au moins autre que I'y. Ces vésullats entrainent les suivants :

Si lon fail subir une transformalion aux périodes d'un systeme de fonctions abé-
liennes, les fonctions finales sont ordinaires ou singuliéres en méme temps que les
JSonctions initiales.

Cette propriété bien ¢évidente géométriquement entraine aussi I'équivalence des

relations (I) et (IT) entre les entiers caractéristiques d’une transformation.

[2] Pour compléter ce que nous venons de dire. nous reviendrons mainlenant
sur les transformations abéliennes étudiées dans le chapitre II. Nous avons vu que
les transformations relatives aux tableaux T, conduisent & des systémes linéaires de
seize lettres plus généraux que ceux d’Hermite et & une classe de formes quadratiques
a quatre variables plus générales que celles qu'Hermite avait rencontrées dans son
Mémoire de 1855, et, qu’au point de vue arithmétique, tout au moins, I'introduction
de tableaux T, permet une généralisation importante de tous les problémes quavait
présentés le cas de n=1. Rendons-nous compte géométriquement du degré de géné-
ralisation auquel nous sommes conduits. La théorie des transformations abéliennes,
telle qu’on la traite ordinairement, revient & associer & chaque systéme de périodes

g, h, g" ladroite d,, dont les coordonnées pluckériennes sont :
0x:(hz_gg,)’ p%:l’ po%:ng’ p:n:g,’ ])u:t:_h’ pm:h'

A chaque systéme de fonctions abéliennes correspond aussi une seule droite, et le
probléme de la transformation conduit & étudier I'équivalence arithmétique des deux
droites associées & deux systémes de fonctions donnés. L’introduction des lableaux T,
conduit, au contraire, & associer & chaque systéme de périodes normales une infinilé
de droites d, et & étudier les correspondances arithmétiques entre deux quelconques
de ces droites prises parmi celles qui correspondent & deux systémes de fonctions
donnés. Tandis que, comme nous le verrons dans la deuxiéme partie, la transfor-
mation sous sa forme ordinaire conduit & des groupes hyperabéliens qui auront unc
représentation géométrique trés simple dans les substitutions qui laissent invariable
un couple de droites conjuguées par rapport au complexe I, : p,. + p,.=o, le pro-
bléme généralisé conduira & des groupes plus généraux liés aux complexes I,
P, +np,=o. Et de méme que le premier probléme méne 4 I'étude des formes
quaternaires que nous appellerons formes appartenant au complexe I',, le second
conduit & la réduction et & I'équivalence des formes plus générales appartenant & un
complexe I',, ot n est un entier quelconque. Nous terminerons ici cette digression,
dans laquelle nous nous proposions simplement de faire entrevoir des résultals que
nous développerons prochainement dans un autre travail et dont apercu géomé-
trique précédent rend trés bien compte.
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[3] Considérons les systémes de fonctions abéliennes singuliéres dont les périodes
sont liées par la relation singuliére de genre n :

(2) Ang + Bh + Cg' + Dn(h*—gg') + E=o.

Leurs droites associées d, appartiennent toutes, comme nous I'avons vu, aux deux
complexes arithmétiques suivants :

p03 + npii = 0’
(10) Dp,, + Ep,, + Ap,, + Cp,, + Bp,, = o

que nous nommerons I, et G, ; les droites d, appartiennent également & tous les
complexes arithmétiques :

(1) kDp,, + Ep, + Ap,, + Cp,, + Bp,,) + (p,, + np,;) = 0

L et k sont deux entiers quelconques. Le complexe d'équation (11) sera désigné par
la notation C, ;, le complexe I', étant identique a C, ,.

Cherchons les invariants de ces complexes; on trouve que l'invariant de G, est
I(/, k) donné par I'équation suivante :

(12) I(l, k) = k*(AC + DE) + (kB + In)
qu’on peuf écrire
(13) 4nl(l, k) = (anl 4 Bk — Ak?,

A désignant, comme toujours. l'invariant B* —4nAC — 4nDE de la relation sin-
guliére (2).
En particulier, les indices / et & des complexes d’invariant n sont donnés par les

solutions de I'équation de Pell :
(14) (onl + Bk)* — Ak* = 4n?

qui aura toujours des solutions différentes de (I=1, k=0) si A est positif et non
carré parfait. '

Les droites d, associées aux systémes de périodes satisfaisant & la relation (2) sont
des ‘droites de la congruence linéaire définie par les complexes I', et C,,. On sait
qu’elles rencontrent toutes deux droites fixes, les directrices de la congruence respec-
tivement conjuguées par rapport & tous les complexes du systéme & deux termes
définis par I, et C, ,. Cherchons ces deux droites, on trouve que leurs coordonnées
pluckériennes p;, sont définies par les équations (15), ou = désigne =1 :

(15)  p,=E. p,=D, p,=C, p,=A, p‘n:]—%—j—;—\/A, ”:—B_z;l_@:
on peut remarquer que

poa—npsz’ Do +npm:3\/Z;
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Pors Pas+ Poss Py €4 Dy — 1D, étant donnés, la quantité p,, 4+ np,, se trouve déterminée

par la relation identique

ponpaa + poapfn + pospn =o.

Nous appellerons couple 2, un tel systéme de deux droites conjuguées par rapport
a T', et dont les coordonnées p,,, p,.+ Po,» Py, €6 Py, — NP,, sont cinqg nombres entiers
qu’on peut toujours supposer premiers entre eux dans I'ensemble.

La considération de ces droites &,, que I'on peut appeler droites & coordonnées
rationnelles par rapport au complexe I, pour rappeler leur caractére arithmétique,
est trés importante; c’est sur leur équivalence que se trouve basée I'étude des formes
quadratiques de la troisiéme partie et, de plus, elles fournissent une interprétation
géométrique qui n’est pas sans intérét des groupes hyperabéliens liés aux fonctions
abéliennes.

Si I'on considére I'une de ces droites 3, comme I'axe d’un complexe spécial et si
I'on écrit que l'invariant simultané de ce complexe et de I', reste invariant dans une
transformation d’ordre 1, on retrouve le théoréme de I'invariance de A dans ces
transformations, A sera également appelé invariant du couple ,. Au point de vue
arithmétique, ces droites se partagent en trois catégories :

‘1° A est positif et non carré parfait. — Ce cas comprend celui des couples 3, li¢s
aux relations singulitres entre les périodes d’un systéme de fonctions abéliennes,
Iinvariant d’une telle relation de genre n quelconque étant, comme dans le cas
n=1, un nombre positif. Il comprend également celui des couples 2, li¢s aux rela-
tions singuliéres entre les périodes des systémes de fonctions quadruplement pério-
diques singuliéres, fonctions étudiées par M. Humbert dans le Journal de Mathé-

matiques (5° série, t. VIL, p. 97).

2° A est carré parfait. — Toutes les coordonnées pluckériennes de 2, sont ration-
nelles; ce cas correspond pour les fonctions abéliennes au cas elliptique.

3° A est négatif. — Ce cas ne correspond a rien, ni pour les fonctions abéliennes,
ni pour les fonctions quadruplement périodiques de M. Humbert.

Si I'on se reporte 4 I'équation de'Pell (14) donnant les complexes arithmétiques
d’invariant n auxquels appartiennent les droites de la congruence linéaire dont les
directrices sont les deux droites 3,, on voit que les trois cas précédents conduisent &
des conclusions trés différentes, qu’il est bien aisé de formuler, relativement & I'exis-
tence de ces complexes. Nous allons maintenant préciser toutes ces représentations
géométriques & I'aide d’une transformation de contact analogue A celle qu’avait
indiquée M. Humbert pour le cas de n=1. Nous ferons remarquer cependant que
cette transformation n’est nullement indispensable; autrement dit, la correspon-
dance établie entre les périodes g, k, ¢g' et les droites d, d’une part, les relations sin-

Fac. de 7., 3e S., III. 34
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guliéres et les systémes 3, d’autre part, ne peut logiquement mener a aucune conltra-
diction, et de toute propriété des ensembles de droites d, et 3, résulte une propriété
des relations singuliéres et des périodes qui les vérifient et réciproquement. Par
exemple, il suffit d’appliquer les formules générales (R,) et (R,) du chapitre I aux
deux droites g, correspondant & la relation (2) et & la substitution (S) associée & une
transformation abélienne dont les entiers caractéristiques sont liés par les équa-
tions (I) et (II) pour retrouver les résultats suivants :

1> Une transformation abélienne de lype (n, N) change une relation de genre n en
une autre de genre N. -

Ceci tient tout simplement i ce que la substitution homographique (8) change I',
en I'y et deux droites conjuguées et & coordonnées rationnelles par rapport a I, en
deux droites conjuguées et & coordonnées rationnelles par rapport a I'x.

2° La substitution (S) change, en vertu des relations générales (R,) et (R,), le
couple 3, défini par les équations
9.=E8, ¢,=D. ¢,=C, ¢, =47, ¢,=n q,=8B
en le couple 3y dont les coordonnées de Pliicker sont :
Q,=E, Q,=D, Q,=¢C,, Q,=4,, Q,=N, Q,=B8,,

si I'on pose, en tenant compte des relations (I) et (II) :

A, = A(db),, + B(ad),, + C(ac), + D(cd),, + E(ad),,
B, = 2A(db),, + B[(ad),,—N(ad), ] + 2C(ac),, + 2D(cd),, + 2E(ab),,,
() C,= A(db),, + B(ad),, 4 C(ac),, + D(cd),, + E(abd),,,
D,= A(db),, + B(ad),, + C(ac), + D(cd),, + E(ad),,,
E, = A(db),, + B(ad),, + C(ac),, + D(cd), + E(ab),
et
A = A (ac),, + B,(ac),, + C,(ac),, + D,ac),, + E,((ac),,,
B = 2A (bc),, + B,[(bc),,—n(ad),,] + 2C,(bc),, + 2D,(be),, + 2E,(be)y,,
" C = A/(db),+ B,(db), + C,(db),, + D,(db),, + E,(db),,,
D= A, (ab), + B,(ab), + C,(ab),, + D,(ab), + E(ab),,
E = A(cd),, + B,(cd), + C,(cd),, + D/cd), + E/cd),-

On en conclut que la relation (2) se trouve changée en la relation singuliére
ANG 4+ BH + CG + DNM*—GG) + E, =o,

¢t I'on obtient ainsi trés simplement les formules de transformation des coefficients
d’une relation singuliére. Quant aux formules de transformation des périodes, nous
les avons déji interprétées géométriquement & I'aide de ces mémes équations (R,)
et (R,) au chapitre 1I. '
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[4] Tout ce qui suit se rapporte au cas ou l'on considére seulement I'ensemble
des tableaux de périodes T, de méme indice n et des relations singuli¢res du méme
genre n. Nous allons montrer que la correspondance entre les droites d, et 3, d’'une
part, les périodes d'un systéme de fonctions abéliennes et les relations singuli¢res de
genre n d’autre part, peut étre établie & 'aide d'une transformation de contact ana-
logue & la transformation de Sophus Lie ().

Considérons deux espaces ordinaires (e) et (E) dans lesquels les coordonnées
homogénes d'un point sont respectivement (x,, «,. ,, x,) et (X,, X,, X,, X,). Au
point (x,, x,, z,, x,) de (e) correspond par définition la droite de (E) ayant comme

équations :

(16)

(X, + X,, — X,, = o,
(nX,z, + X,z, — X, &, =o.

Quelle est la surface de (E) qui correspond & la droite (D) de coordonnées pluc-
kériennes p,, de I'espace (¢)? On l'obtient aisément en remarquant qu'il suffit, pour
avoir son équation, d'¢liminer x,, x,, x,, x, entre les équations (16) et les équations
de (D) que nous écrirons :

Py®y + P&, + p,,x, = o0,
Py, + p,x, + p,r,=o0.

Celte ¢limination donne :

rX, X o —X,

' s
P P O Py
nX, X, —X, o
Py Py Py O
ce qui, en développant le déterminant et en supposant P, =|=o0, s’écrit
(17) X+ np XX, + p XX, + (p, — np, XX, + np, (X2 — XX, =o.
c’est I'équation d’une quadrique de (E) qui, si 'on suppose que X, =o est le plan de
I'infini, a comme courbe & I'infini la conique
X;—XX,—o
et que nous appellerons une pseudosphére de (E).
Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que cette pseudosphére se
réduise & un céne que nous considérons comme une pseudosphére-point. Cette con-
dition est que les quatre équations suivantes soient compatibles :

2p01X(; + np31X1 + pozXn + (poa - npm)xa =o,

p:uXo - peaxz =0,
poexo - npzaxa = 0.
Py — nano + 2np13X3 = 0.

(*) Une transformation de contact analogue a celle-ci avait été indiquée par M. Humbert,
dans son Cours au Collége de France, pour le cas de n=1.
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Ecrivant que le déterminant des coefficients de X, est nul, on trouve
pos + npm =0.

Si cette condition est remplie, le sommet du cone est

Xo:pm' X‘:p_:, Xz:p:u’ Xazpn'

Tuversement, prenons dans (E) une pseudosphére
AnX X, + BX X, + CX X, + D(X; —XX,) + EX? = o;

on trouve qu’il lui correspond dans (e) les deux droites suivantes :

B+:\/A B—cy/a

pm:E’ pz;t:D’ pozzc’ p:n_-‘z\’ poaz_.__\_{_, m:‘_‘—\/,
2 an

¢ étant égal & 41 et A étant la quantité B* — 4nAC — 4nDE. Ces deux droites sont

conjuguées par rapport au complexe T', :
p03 + npm =0,

et si A est nul, elles se confondent en une méme droite de ce complexe.

La transformation de contact considérée établit entre les droites d, et les cou-
ples 3, de 'espace e, d’une part, les points et les pseudosphéres (X) de 1'espace E,
d’autre part, une correspondance qui est celle que nous avions définie précédem-
ment. En particulier, il suffit de donner aux coordonnées X,, X,, X, et X, les valeurs
1, ¢, g' et h pour trouver qu’'a (g, &, ¢') correspond la droite

(18)  py=n’"—g9). py=1, pn=ng. p,=9, py=—nh, p,=h
du complexe I, et & la relation singuliére
Ang + Bh + Cg' + Dn(h®*—gg)+ E=0

il correspond l'ensemble des deux droites (18). Ce sont justement les liaisons que
nous avions établies entre les droites du complexe I', et les périodes d’un systéme de
fonctions abéliennes relatives au tableau T, d’une part, les systémes de droites con-
juguées, a coordonnées rationnelles par rapport a I',, et les relations singuliéres de
genre n, d’autre part.
Aux transformations abéliennes particuliéres menant d’'un tableau T, & un autre
3

de méme indice n correspondent les substitutions homographiques a coefficients

entiers, de I'espace (e), n’altérant pas le complexe I, et la transformation de contact

n’
précédente permet une représentation géométrique de I'effet de ces transformations
abéliennes sur les périodes et les relations singuliéres. ‘
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3. — REDUCTION DES RELATIONS SINGULIERES DE GENRE N0.

[1] Considérons la relation singuliére de genre n :
(2) Ang + Bh + Cg' + Dn(h*—gg") + E =o.

Une transformation abélienne de type (n, n) de premier degré la change en une
autre relation de méme genre, de méme invariant et de méme type. On sait éga-
lement que s’il existe une transformation de premier degré changeant une premiére
relation singuliére en une seconde, inversement, la transformation adjointe, qui est
aussi de degré 1, change la seconde relation en la premiére. Ceci nous conduit a
regarder comme éguivalentes deux relations singuliéres de méme genre n, telles
qu’on puisse passer de 'une & I'autre par une transformation abélienne de type (n, n)
du premier degré, et & rechercher a quelles formes canoniques simples on peut
réduire I'ensemble des relations singuliéres de méme genre n, de méme invariant A
et de méme type (k) par les transformations du premier degré de type (n, n). Nous
démontrerons le théoréme suivant :

Toule relation singuliére de genre n, d’'invariant A et de type (k) est équivalente a la
relation singuliére

(19) ng + kh — mg' = o,

m étant défini par Uégalité de A et de k* + hmn.

Appelons classe (n, A, k) U'ensemble des relations singuliéres de genre n, d’inva-
riant A et de type (k), le théoréme précédent peut s’énoncer ainsi :

Les relations singuliéres d’'une méme classe (n, A, k) sont toules équivalentes entre
elles.

Et la relation singuliére (1g) peut étre ccnsidérée comme la relation réduite de
cette classe.

[2] A la relation singuliére (2), nous avons associé le couple 3, de droites con-
juguées et a coordonnées rationnelles par rapport au complexe linéaire I',, défini par
les équations '

i B+cey/a B—c\/A
(IO> pM:E’ p'z:a:D’ pM:C’ p:u:A’ po:«:-—_’ T T T
. 2 an
ot ¢ désigne =+ 1. Considérons une relation singuliére équivalente & la précédente, il
lui correspond un couple &', qui est le transformé de g, par une substitution homo-
graphique (S) & coefficients entiers de degré 1 et n’altérant pas le complexe I', , ce qui
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nous montre que I'étude de I'équivalence et de la réduction des relations singuliéres
se rameéne & un probléme de géométrie réglée. Nous avons étendu les définitions de
genre, d’invariant et de type aux couples S, ainsi que les théorémes relatifs i I'inva-
riance de ces nombres dans les substitutions (S) du premier degré. Regardons
comme équivalents deux ensembles de points de I'espace qui se déduisent 'un de
I'autre par une substitution (S) & coefficients entiers du premier degré n’allérant pas
un complexe [',; nous pouvons étudier I'équivalence et la réduction des couples 2,
et cette étude comprendra, comme cas particulier, celle de I'équivalence des relations
singuliéres.

Appelons classe (n, A, k) de couples ¢ I'ensemble des couples de genre n, d’inva-
riant A et de type (k), nous établirons la proposition suivante :

Les couples 3 d’une méme classe (n, D, k) sont équivalents entre eux el au couple
réduit [3]% :

(20} Py =Py =0, PpPyy,=—0m, P,=1, p03:—2_’ pm:_—g——

k—!—s\/s k—e\/&
n ’

ou ¢ désigne 1, m étant défini par U'égalité de A el de I* + 4mn.

Il'y a. par conséquent. un seul couple réduit par classe et les couples §, de méme
invariant sont équivalents aux (n 4 1) couples réduits correspondant aux valeurs
0, 1, 2, ..., n de l'entier k définissant le type. Le théoréme précédent renferme,
comme cas particulier, celui du paragraphe précédent relatif aux relations singu-
liéres. Dans le cas de n=r, les couples ¢ de méme invariant forment une seule
classe et il en est de méme pour les relations singuliéres.

C’est sur cette étude de I'équivalence des couples ¢ dans les substitutions particu-
liéres n’altérant pas le complexe I', que nous fonderons la réduction des formes abé-
liennes qui feront I'objet de la troisieme Parlie, ces formes devant étre, comme nous
le verrons, comparées entre elles par ces mémes substitutions spéciales.

[3] Considérons les deux couples suivants :

B +¢y/a B—¢y/A
an:pm:E’ Pz:s:D’ Puz:C’ PaIZA’ Pn~1:+“€\/’ Pn:_—s\/_
’ 2 2n
et
k A k—:\/A
[3]::1)»1:0’ Doy =0y Pyy —=—MM, Py =1 Py— +6\/ s Puw=—— \/ 5

2 2n

A, B, C, D, E sont des entiers quelconques, ¢ et ¢’ désignent =+ 1 et
(23) A=B"— 4nAC — 4nDE = I* + 4tmn

avec la condition

B=+kk (mod 2n).



LES FONCTIONS ABELIENNES ET LA THEORTE DES NOMBRES. 261

On peut trouver des entiers a;, b,, ¢;, d, satisfaisant aux relations

n (ad)tn + (bc>u| =0, (ac>03 + n (ac)u =0,

n (ad>;u + ([/’C);“ =0, (db)oa + n (db)w =0,

n(ad),, + (be),, = o. (ab),, + n(ab),, = o.
(21) - (22)

0’ (Cd)03 + n(Cd)n =0,
+n, (be),, + n(be),,— +n,
+ 1 (ad),, + n(ad),, =+ 1,

n(ad)u + (bc>2:z
n(ad),, + (be),,
\ n(ad),, + (be),

I

I

tels que la substitution

[ z,=aX, + aX, +aX, +aX,,
\ o, =bX, +bX, + b,X, + bX,,
’ x,=cX, +¢X, +¢,X, +¢,X,,
v e, =d X, + dX, +d)X, + dX,

(S)

ken 3

n n?

change le couple 3] la substitution adjointe de la précédente changeant 3,
en [3]F.

La démonstration que nous allons indiquer donnera en méme temps toutes les
substitutions (S) faisant passer d'un couple & ’autre.

Prenons comme équations de chacune des droites [2]* les suivantes :

Posmo :p:u'ri + pmwz’

Poawa - pmxi + pzowz'

(26)

Remplacons dans ces équations x,, x,, «,, x, par leurs valeurs en fonction de
X, X,, X,, X, tirées des relations définissant la substitution (S), nous avons ainsi
deux équations en X, X,, X,, X,; remplacons-y X, et X, par leurs valeurs tirées des,
équations

- ( P,X,=P,X, +P,X
(20) 03" 70

\ P03X3 - P ‘ + P20X2’

il reste deux équations linéaires et homogénes en X, et X, qui doivent étre des iden-

Lités, ce qui s’exprime par les quatre relations suivantes entre les p,, etles P,, :

[ po(aly, +aP, + aP)y=p, (P, +bP, +bP)+ p,cP, +cP, +cP,).
Po(aPy, + aPy +aPy=p (P, +bP, +bP)+p.(cP,+cP,+cP,),

/ PodP, +dP, +dP)=p (bP, +bP, +bP )+ p,(cP, +cP, +cP,),

| Po(d, Py, + dPy + dP,)=p, (6P, + 0P, + bD,) + p,(cP, + P, +cP,),

0" 32

(26)

Remarquons maintenant que les substitutions changeant [3]* en 3, peuvent étre
de deux espéces suivant qu’elles changent la droite correspondant & ¢ = + 1 en celle
qui correspond 4 ¢'= + 1, ou en sa conjuguée.
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Pour les obtenir toutes, il suffit de remplacer dans les équations (26) les p,, par
leurs valeurs, en gardant :, pour ¢ = + 1. et d’écrire que ces équations sont
satisfaites quel que soit le signe qu’on prenne devant le radical \/X Et méme dans
le cas ou A est carré parfait, nous obtiendrons ainsi toutes les substitutions cher-
chées. Nous arrivons de cette facon aux relations suivantes entre les coefficients
a;, b, ¢, d; de la substitution (S) :

k—{-;\é<a0A+alB +2\/A——CL3E> :v_boA—l—blB‘:\/A__ng,
k+:\/A <_aoD+agB +2\/A_a'*c> :——boD_‘_bg]i\{i—biic’
(27) — ~ "
_ktey/a <_B + \/ACO_C01+ECQ>:_wdo_Cdlﬁ—Edﬁ,
an an 2n

_’f+8\/'—A<_B * \/Ac3+Dc,+Ac,>=-—B hs \/“\d3+Dd,+Adz~
an 2n 2n

Ecrivons que ces équations (27) sont satisfaites quel que soit le signe qu’on
prenne devant \/K ceci nous fournit huit équations dont on peut tirer les expres-
sions b,, b,. b,, b, en fonction de «a,, a,, a,, a,, etded,, d,. d,, d, en fonction de
€,» €,» €, C,. Nous ne développerons pas le calcul qui conduit aux relations sui-
vantes : N

b, —_:,{—;Bsao —enCa, 4+ znEa,,
k €
b — cAa, + *;B a, — <Ea,,
(28)
b,—= —<Da, + k -ZBEaz — ¢Ca,,
k—B
b,=cnDa, + snAa, + ¢ a,;
do:—k+ Bsco—s()c‘ + :Ec,.
an
A k— B:= :E
d=—c¢,— ¢, ——¢,,
n an n
(20) eD k—B: eC
d2:————00— C, —— 0y
n an n
k :
d,=:Dc, + <Ac, — +B c,-
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11 faut que les coefficients soient éntiers; or, & et B étant congrus au signe prés:

suivant le module 2n, on peut déterminer ¢ tel que I'on ait

(30) kBz:=o0 (mod 2n);

il pourra d’ailleurs arriver que e= 41 et e== — 1 satisfassent tous deux & la con-
gruence précédente.

k et B étant de méme parité, & + Bz sera pair. Prenons maintenant ¢, et ¢, mul-
tiples de n; les coefficients b, et d, donnés par les expressions (28) et (29)‘ seront
bien entiers. ‘

I1 reste & satisfaire aux équations (21) et (22). On trouve qu'elles se réduisent,

moyennant (28) et (29), aux deux relations suivantes :

(ac)ns + n(ac)m =0,

3
¢ A(ac), + B(ac),, + C(ac),, + D(ac),, + E(ae), = n,

Iordre (ad),, + n(ad),, de la transformation étant égal & ¢.

Pour achever la démonstration de la proposition que nous avons en vue, il suffit
de montrer que les équations (30) sont résolubles en nombres entiers par rapport
aux a, et aux ¢;, ¢, et ¢, étant des multiples de n. Si E est nul, ceci est trés simple.

11 suffit de prendre

C, —=—n, C‘:O, 62:~{2, CQZHY:;;

les deux équations (31), considérées comme équations en «a,, a,, a,, a,, sont réso-

lubles en nombres entiers si les deux matrices

‘ Vs Ta o —I
Ay, By,—nCy,+nD An o

et *

ont méme plus grand commun diviseur. Le plus grand commun diviseur de la pre-

Ts Ts o —I1 o
Ay, By,—nCy,+nD An o en

miére est le plus grand commun diviseur de nA et de By, — nCy, + nD; or, A, B, C
et D étant premiers entre eux, le plus grand commun diviseur de nA, B, nC, nD ne
peut étre qu'un certain diviseur v de n, et I'on peut toujours choisir v, et v, pour
que nA et By, — nCy, + nD aient comme plus grand commun diviseur v; on voit de
suite que v, étant diviseur de n, sera aussi le plus grand commun diviseur de la
seconde matrice, ce qui prouve la possibilité de résoudre en nombres entiers les
équations (31).

Il reste encore & prouver cependant qu’étant donné un couple 3, pour lequel P, =E"
est différent de o, on peut toujours trouver une substitution du premier degré ()

Fac. de T., 3¢ S., 1II. 35
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le changeant en un couple pour lequel E soit nul. A cet effet, prenons une substitution
pour laquelle

ai:aa:b‘):bszc():Ca:dOZdl:d,:o, a=1, d=1,
les relations (21) et (22) se réduisent &
(be),, = 1.

D’autre part, en revenant aux équations (4), on trouve pour la valeur de P
le couple transformé de 3,, la quantité

dans

o1’

E, = Cc, + Eb,,

soit 2 le plus grand commun diviseur de C et E; prenons

b, et ¢, étant premiers entre eux, on pourra toujours déterminer b, et c,, tels que

b,cz —_ bicl =1,
a, reste indéterminé.
La démonstration est ainsi complétement terminée.

RemarQuE I. — Si n est supérieur & 1, en général ¢ est déterminé par la con-
gruence (30), et les transformations faisant passer d’'un couple & un couple réduit
sont toutes d'ordre r ou toutes d’ordre — 1, selon que B est congru & k ou & — ¥k
suivant le module 2n, tandis que dans certains cas, par exemple quand n est égal a
I'unité, on peut prendre indifferemment pour ¢ les valeurs +1, et il y a des trans-
formations des deux ordres + 1 faisant passer d’'un couple 3, & un couple équivalent.

RemarQue II. — La réduction des relations singuliéres et des couples 3,, telle que

n’
que nous venons de la présenter, est compléte; mais il importe de remarquer qu’il
pourra arriver que deux couples 3, soient équivalents dans une substitution homo-
graphique de degré 1, ne laissant pas inaltéré le complexe linéaire I',; le probléme

de I'équivalence et de la réduction des couples & ne se trouvant résolu que lorsqu’on

n'

compare ces couples dans des substitutions spéciales qui concernent 'un quelconque
Al
des complexes T’,.

[4] La réduction des relations singuliéres joue, comme nous allons le montrer,
un rdle trés important dans I'étude des fonctions abéliennes singuliéres :

1° Considérons un systéme de fonctions singuliéres dont les périodes g, h, ¢’
vérifient une relation singuliére d’invariant A; je dis que cet invariant est un nombre
positif. En effet, la relation considérée est équivalente & une relation réduite

ng + kh—mg'=o
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de méme genre n, de méme invariant A et de méme type; pour qu’il existe des fonc-
tions abéliennes ayant pour couples de périodes (%, o); (o, 1); (g, h); (R, g'), il faut
et il suffit que les parties imaginaires g,, h,, g,' de g, h, g' vérifient les inégalités
(26) h;—g,9'<<o, g¢g,>o0, g¢g,>o.

Or, on a entre g,, A, et g’ la relation
ng, + kh,—mg,'=o,

qui donne k, en fonction de g, et g,'; portant cette valeur de &, dans la premiére des
inégalités (26), celle-ci devient

gy —(emn+kg,9 + m*g’; <o.

Pour qu’on puisse déterminer des valeurs de g, et de g,’ vérifiant cette inégalité,
il est nécessaire que le trindme en g, et ¢,’ ait ses racines réelles et non confondues,
c’est-a-dire que I'invariant A =k* 4 4mn soit positif.

Cette démonstration n’est autre que celle qu'a donnée M. Humbert dans le cas des
relations de genre 1, qui n’est pas, au fond, différent du précédent.

2° Les modules X, 1, v des systémes de fonctions abéliennes singuliéres dont les
périodes vérifient une relation singuliére de genre 1 d’invariant A sont liés par une
relation algébrique
F(., u,v)=o,

et, en vertu de l'équivalence des relations singuliéres de méme invariant, cette
équation F=o ne dépend que du nombre A et non pas des coefficients de la relation
singuliére.

La formation de cette équation algébrique qui lie les modules des fonctions abé-
liennes dont les périodes satisfont & une relation singuliére est un probléme trés
difficile & traiter complétement.

M. Humbert en a donné une solution qui le raméne & une question de géométrie
plane en utilisant les propriétés des courbes tracées sur la surface de Kummer, et
nous renvoyons, pour tout ce qui concerne ce sujet, au Mémoire de M. Humbert sur
les fonctions abéliennes singuliéres (*).

3° Dans le cas des relations singuliéres de genre n quelconque, il importe de
remarquer, qu'au point de vue fonctionnel, la réduction de ces relations, telle que
nous l'avons effectuée, n’est peut-étre pas la plus intéressante. Celle qui s’imposait,
en quelque sorte, est plutdt la réduction dans les transformations de degré 1, con-

(') Humsert, Sur les fonctions abéliennes singuliéres (Journal de mathématiques, 5e série,
1899, p. 313).
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servant certainement les modules; et nous savons que ces transformations ne possé-
dent pas toujours toutes cette propriété. Nous n’envisagerons pas ici ce nouveau
mode de réduction; d’ailleurs, comme nous I'avons déji dit, pour ne pas allonger
par trop ce travail, nous traiterons plus spécialement les questions qui se rattachent
aux fonctions abéliennes telles qu’on les considére habituellement.

4> Cest sur la réduction des couples &, telle que nous I'avons présentée, que
nous ferons reposer la solution des divers problémes arithmétiques relatifs aux
formes abéliennes, et, & ce point de vue, son importance est capitale. Quant aux
couples 8, on baserait de la méme maniére, sur leur réduction, I'étude arithmétique
des formes plus générales que les formes abéliennes, que nous avons signalées au
_chapitre II.

Enfin, nous donnerons, au paragraphe suivant, une application purement arith-
métique de cette réduction a la théorie des nombres.

[]. — SUR LES REPRESENTATIONS PROPRES D UN RESIDU QUADRATIQUE DE An PAR LA FORME
2 =2 »2 r2 2
Eo + n11 + n‘:z—— nvs - n%q‘

[1] Soit » un nombre premier quelconque; les couples 3 de genre n et de méme
invariant étant équivalents, on peut énoncer la proposition suivante :

Toules les représentations propres d’un résidu quadralique quelconque de 4n,
posilif ou négatif par la forme a cing variables :

31) X; —anX, X, — 4nX X, ‘
se déduisant de l'une quelconque d’entre elles (x,, x,, x,, x,, x,) par les formules
suivantes :

X, =[2(ad),zn]x, 4+ 2(db), x, + 2(ac) x, + 2(cd), x, + 2(ab) x,,
X, = (ad), «,+ (db),x, + (ac),x,+ (cd),x, + (ab),x,,
(32) X,= (ad), @, + (db),x, + (ac),x,+ (cd),x,+ (ab),x,,
X,= (ad),, «x,+ (db),x, + (ac),x,+ (cd),x, + (ab),x,,
X,= (ad), x,+ (db),x + (ac),x, + (cd),x, + (ab),x,,

ou les a;, b, c,, d;, sont les seize entiers caractéristiques d'une substilution (S) de
type (n, n) du premier degré, c’est-a-dire satisfaisant aux relations

n(ad),, + (bc),, = o,

n(ad),, + (bc),, =o,

n(ad),, + (bc),, = o,

n(ad),, + (bc),, = o,

n(ad),, + (bc),, = n[n(ad),, + (bc),,] = =n,

¢ élantégal a +1oua —1.
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Dans le cas ol n est égal & 1, on trouve ainsi la généralisation des théorémes que
M. Humbert avait énoncés sur les représentations propres d’'un nombre positif 4N
ou 4N + 1, par la forme X* — 4YZ — 4TU (1). '

Il est trés facile de trouver une représentation propre d'un résidu quadratique A
de 4n par la forme (31); on aura toujours

A=Fk + tmn,
Ik étant un des nombres o, 1, 2, ..., (n — 1); il suffira de prendre
x, =k, xx,=—m, x,=1, x,=x =o0.

Remarquons que les formules (32) donnent en méme temps des transformations
arithmétiques en elles-mémes de la forme (31); c’est une conséquence immédiate de
Iinvariabilité de I'invariant d'un couple & dans une substitution (S) de degré 1.

La forme (31) représente tous les résidus quadratiques de 4n et ne représente que
ces nombres, et les formules (31) donnent toutes les représentations propres de
chacun d’eux dés qu’on connait 'une quelconque d’entre elles.

[2] Si n n’est pas un nombre premier, il est bien facile de modifier le théoréme;
six,, x,, x,, x,, x, sont premiers entre eux et tels que

2
x,—b4nx,x, — hnw,x, = A,

les formules (32) donnent toutes les représentations propres de A satisfaisant & la

congruence
X, =+, (mod 2n).

I1 est possible qu'on les ait toutes, mais, en vertu d’'une remarque déja faite,
A peut admettre d’autres représentations. On verra sans difficulté que l'on peut
énoncer le résultat suivant :

Soit A un résidu quadratique de 4n, si A satisfait & une seule des congruences
A=k (mod 4n),
k étant I'un des nombres o, 1, 2, 3, ..., (n — 1), toutes les représentations propres
de A par la forme (31) se déduisent de I'une quelconque d’entre elles par la for-

mule (32).
Si A satisfait aux deux congruences

A=k, A=k" (modi4n),

k et k' étant deux nombres différents de la suite o, 1, 2, ..., (n —1), toutes les repré-

(') Humsert, Les fonctions abéliennes singuliéres et les formes quadratiques (Journal de
mathématiques pures et appliquées, 1903, p. 49).
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sentations propres de A par la forme (31) se déduiront par les formules (32) de deux
quelconques d’entre elles (x,, «,, ,, x,, ) et (z,, =, x,', x,, x,) assujetties seu-
lement & vérifier les congruences

r,==+k

+ k' (mod 2n).

[3] Posons
Xo:Eo’ X;_X'.':Ex’ X4+X2:Es' Xs_Xa:EZ’ X3+X5=‘E‘4;

on a identiquement :

X; — 4nX X, — 4nX X, = &} + nE? + nZ? — nZ? — nE>.

LY

Soit n un nombre premier et soit & décomposer un résidu quadratique quelconque
de 4n en une somme d'un carré et du produit par n de quatre carrés dont deux
positifs et deux négatifs, ce qui revient a représenter ce nombre par la forme

(34) Ty + nE; 4+ nE: — nE: — nE2.

En vertu de I'hypothése faite sur A, on voit aisément quun des entiers =, et E,

a la parité de E,, l'autre celle de Z,, nous supposerons que Z, et &, ont la méme
parité, ainsi que &, et E,; posons alors :

I

E, + E,=2X,, Z, + E, =X

(1]

o 0

on aura

A =X — XX, — 4nX,X,.

Donc, 4 toute représentation propre d'un résidu quadratique de 4n par la
forme (31) correspond une représentation propre de ce nombre par la forme (34) et
réciproquement.

Toules les décompositions propres d’un résidu quadratique quelconque de 4n, positif
ou négalif en cing carrés dont trois positifs et deux négatifs, deux de chaque signe élant
mullipliés par n, se déduisent de l'une quelconque d’entre elles (£, £, ., &,, £,) par les
formaules suivantes :



(35)

=

[x1

1

[x]

2

[x]

[x]
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- [z(ad)oa - n]E.o + [(db)az - (ac)o:s]‘:u + [(Cd)oa - (ab)os]gs + [(db)os + (ac)03]§3 + [(Cd)os + (ab)oajgt 4

- [(ad):u - (ad)oz]ao +

(db):n —_ (db)os — (ac):u + (ac)m 4 (Cd)u _ (Cd)og _ (ab):u + (ab)oa =

2 2 =
+ (db)u _ (db)oz :— (ac):u - (ac)oa Ea + (Cd):u - (Cd)os _’; (ab)al _ (ab)m E"
— — —( — (ab b
— [(ad)% _ (ad)u]go + (db)za (db)n - (ac)sa + (ac)n E‘ + (Cd)zs (Cd)u - ((l )93 + (a )mg’
+ (db)zs - (db)u :— (ac)zs - (ZIC)” 53 + (Cd)«za _ (Cd)” 'Z_ (ab)zs _ (ab)n E,‘ ,
= [(ad)u 4 (ad)og]?::o + (db)al + (db)o: ; (ac)“ - (ac)w E,, + (Cd)u + (ca)os : (ab):u —_ (ab)oz 51
4 (db),, + (db),, + (ac),, + (ac),, n (cd),, + (cd),, + (ab),, + (ab),, .
2 . = 2 Al
— [(ad)gg + (ad)u]go + (db)zs + (db)m ; (ac)% - (ac)m Ei + (Cd)ss + (Cd)n ‘_2 (ab)zs _ (ab)lz 4
4 (@), + (db), -: (ac),, + (ac),, £+ (cd),, + (cd),, 42‘ (ab),, + (ab) £

ou les a;, b;, c;, d; sont seize entiers quelconques, satisfont aux relations (33).

Si ce résidu quadratique de 4n est positif, on voit que ses décompositions se rat-
tachent aux transformations abéliennes de type (n, n) du premier degré. Dans tous
les cas, la représentation géométrique, le groupe des substitutions (S) de degré 1
donne une interprétation trés simple des formules (35). En revenant aux couples de
droites 3,, on verra que, si 'on substitue aux coordonnées pluckériennes que nous
avons adoptées jusqu’ici les coordonnées de Klein, ces formules (35) s'interprétent
exactement comme les formules (33). Nous n’insisterons pas sur ce point, ni sur les
modifications qu’on doit apporter au théoréme précédent quand n n’est pas un
nombre premier et qu’il est bien aisé d’énoncer.

Nous ferons seulement remarquer que dans le cas de n =1, nous retrouvons la
généralisation pour un nombre quelconque positif ou négatif de forme 4N ou 4N + 1
du théoréme énoncé par M. Humbert sur la décomposition d’un tel nombre positif
en cinq carrés dont trois positifs et deux négatifs.
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CHAPITRE 1V.

Sur les transformations abéliennes singuliéres et la multiplication complexe.

Dans ce chapitre, nous traiterons des transformations qu’admettent les fonctions
abéliennes singuliéres et de la multiplication complexe de ces fonctions. Le point de
vue géométrique ol nous nous sommes placés dans les chapitres précédents conduit,
d’une part, & des interprétations intéressantes dans I'espace réglé: d’autre part, & des .
solutions nouvelles et simples des divers problémes qui se présentent dans ces
théories et que M. Humbert a déja traités dans divers Mémoires du Journal de mathé-
matiques pures el appliquées. Nous n’avons pas repris complétement toutes ces
questions; nous nous sommes bornés pour les résultats déji connus a n’indiquer
que la marche & suivre pour les retrouver rapidement en s’aidant de considérations
géométriques, et nous ne mentionnons le plus souvent que la solution d'un cas par-
ticulier de quelques-uns des problémes que nous aurions & traiter. Nous nous effor-
¢ons surtout de montrer qu'on trouve dans cette branche de la théorie des fonctions
abéliennes 'origine de recherches d’arithmétique transcendante qui ne seraient pas
sans intérét pour I'étude des corps quadratiques et plus généralement de certains
modules de nombres algébriques du second degré. Enfin, on verra apparaitre ce
caractere remarquable des fonctions abéliennes singuliéres, qui se manifestera aussi
trés nettement dans la suite de ce travail, de présenter pour les corps quadratiques
réels les mémes problémes que ceux qui se présentent pour le corps des entiers
ordinaires dans la théorie des fonctions elliptiques.

I. — SUR LES TRANSFORMATIONS ABELIENNES SINGULIERES.

[41] Dans le chapitre II, nous avons traité le probléme de la transformation des
fonctions abéliennes admettant les périodes

— o g h,

o 1 h ¢,

en supposant qu’il n’existait entre g, h, ¢' aucune relation singuliére de genre n.
Dans la suite, nous ferons, au contraire, 'hypothése suivante : les périodes de T,
satisfont & 'équation

(1) Ang + Bh 4+ Cg' + Dn(h* — g¢') + E=o,
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A, B, C, D et E étant des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. Il pourrait
arriver que ¢, h, g’ vérifient plusieurs relations singuliéres de genre n; nous suppo-
serons pour le moment qu’il n’en existe qu'une seule, ce que nous traduirons en
disant que les fonctions considérées sont simplement singuliéres. Comme dans le cas
de n=1, ces fonctions admettent des transformations différentes de celles qu’admet-
taient les fonctions non-singuliéres; nous les nommerons transformations singuliéres
par opposition aux anciennes qui seront dites ordinaires. La recherche de ces trans-
formations se poursuit, dans le cas ou n est un entier quelconque, de la méme facon
que dans le cas habituellement considéré de n—=r.

L’énoncé du probléme de la (ransformation des fonctions abéliennes singuliéres
est exactement le méme que celui que nous avons donné pour les fonctions ordi-
naires. On est conduit a des calculs analogues que nous ne développerons pas; si la
relation singuliére est I'équation (1) et si la transformation conduit des périodes T,

aux nouvelles périodes

20 1 H G,

les relations (II) du chapitre II entre les seize entiers caractéristiques «;, b

i

doivent étre remplacées par les suivantes :
(ac),, + N(ac),,= kA,
(db),, + N(db),,=kC,
(2) (ab),, + N(ab),,=kD,
(cd),, + N(ed),,= kE,
(be),, + N(be),, — n[(ad),, + N(ad),,] = kB,

ou k désigne un entier arbitraire. Les transformations ordinaires correspondent a la
valeur nulle de k. Les formules de transformation des périodes sont exactement les
mémes que dans le cas des fonctions ordinaires (chap. II, § 4). Posons :

(be),, + n(ad),, = Kk'A’,

(bc)oz + n(ad)w: klcl’
@) (be),, + n(ad),, = K'D',

(bC)M + n(ad)ol = k,E,'

(bc)(m + n(ad)aa - N[(bc)m + n(ad)n] =k'B,
k' étant choisi de telle facon que A', B, C', D' et E' soient premiers entre eux dans
I'ensemble, les fonctions abéliennes transformées des premiéres ont leurs périodes
Ty liées par la relation singuliére de genre N :
(4) A'NG + B'H + C'G' + D'N(H* — GG') + E' = o.

Fac. de T., 30 S., IIL. 36
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Par conséquent :

Les fonctions abéliennes initiales et finales lides par une transformation singuliére
sont singuliéres.

On peut associer & une transformation singuliére T, dont les seize entiers caracté-
ristiques sont a;, b,, ¢;, d;, la substitution homographique

x, =bX, + bX, + bX, + bX,,
) wa = coxo + CIX‘i + czxz + csxa’
\ xa - doxo + dlxl + de2 + d3X3;

g x,=aX, + aX, + aX, + aX,,
S

le degré de la transformation T sera le degré de la substitution (S), c’est-a-dire le
déterminant de ses coefficients. Les considérations relatives & la transformation
adjointe a une transformation ordinaire s’étendent aux transformations singuliéres.

Si I'on considére deux surfaces hyperelliptiques (s) et (S) liées aux fonctions abé-
liennes singuliéres de périodes T, et Ty (définies comme nous l'avons indiqué au
chapitre II}, on voit que :

Une transformation singuliére effectuée sur les périodes T, et conduisant aux
périodes Ty fait correspondre & un point de (s) un seul point de (S); inversement, a un
point de (S) il correspond des poinls de (s) en nombre égal & la valeur absolue du degré
de la transformation (%).

La composition des transformations s’étend aux transformations singuliéres et
on développe aisément, dans le cas de I'indice n quelconque, les théories qu’a exposées
M. Humbert dans le cas ot n est égal & I'unité.

[2] Reprenons maintenant le probléme de la transformation au point de vue
géométrique. Nous avons déji défini le degré de la transformation T; définissons de
la méme fagon que dans le cas de n =1 ses deux indices et k :

I = (ad),, + Nad),

et k est I'entier qui figure dans les formules (2). Pour que k soit défini sans ambi-
guité, nous devons faire une convention nécessitée par ce fait que A, B, G, D, E ne
sont définis qu’'au signe prés : A est positif; s’il est nul, D est positif; si A et D sont
nuls, B est positif; enfin, si A, D et B étaient nuls, I'invariant de la relation singu-
liére serait nul et nous laisserons de c6té ce cas sans intérét; / et k seront également
appelés les indices de la substitution (S) associée & T. A la relation singuliére (1) de

(*) Une transformation singuliére de degré positif change un systéme de périodes normales
en un autre systéme de périodes normales; si son degré est négatif, elle change un systéme de
fonctions abéliennes singuliéres en un systéme de fonctions quadruplement périodiques singu-
liéres. Nous supposerons dans la suite le degré toujours positif.
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genre n, correspond un couple ¢, de droites conjuguées et & coordonnées rationnelles
par rapport au complexe I',. Les droites d,, associées aux systémes de périodes
g, h, ¢' vérifiant la relation (1), rencontrent toutes les deux droites ¢, et appartiennent

A tous les complexes arithmétiques C, , d’équation :
(5> k(me + Epzs + Apon + Cpsu + Bpn) + l(pos + npm)':o‘

Les relations (2) entre les entiers caractéristiques d’'une transformation singu-
liere T d’indices [ et k s’interprétent géométriquement de la fagon suivante :

Les relations (2) expriment que la substitution (S) d’indices I et k change le com-
plexe arithmétique C, , en I'x.

A priori, il était bien évident que (S) devait changer en I'y un certain com-
plexe C,,. En effet, considérons la droite dy associée aux périodes Ty, (S) doit
changer d, en dy; dy appartenant a I'x, (S) doit changer en I'y un certain complexe
arithmétique auquel appartient d,, par conséquent I'un des complexes C, ,, puisque
ce sont les seuls dont d, fasse partie en vertu de 'hypotheése faite sur les périodes de
T, d’étre simplement singuliéres, hypothése qui revient & supposer que d, ne ren-
contre qu'un seul couple 3,,.

On peut, comme dans le cas des transformations ordinaires, énoncer ce théoréme :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux systémes de fonctions abéliennes
singuliéres soient lis par une transformation ordinaire ou singuliére de degré 3 est
qu'il existe une substitution (S) de degré & changeant l'une dans Uautre les droites
d, el dy associées aux périodes des fonctions considérées.

La proposition précédente rend a peu prés immédiats les principaux résultats
relatifs aux transformations singuliéres. On peut introduire les indices de la trans-
formation adjointe, ce qui est particuliérement intéressant dans le cas ol n est égal
a N. Nous dirons simplement que les relations (3) trouvent une interprétation géo-
métrique analogue a celle des relations (2). Quant aux équations qui lient le degré
d’une transformation sin.guliére, ses indices, les invariants des relations initiale et
finale, ainsi que le degré et les indices de la transformation adjointe, on les obtient
trés facilement en écrivant que I'invariant d’'un complexe arithmétique et I'invariant
simultané de deux tels complexes, se reproduisent, dans une substitution (S), mul-
tipliés par le degré de cette substitution. Ces considérations géométriques donnent
également les relations qui existent entre les degrés et les indices de deux transforma-
tions et de leur produit. Nous n’insisterons pas sur la recherche de ces relations qui
se trouve ramenée & un probléme tout & fait élémentaire, et nous nous occuperons,
dans la suite, de la réduction des transformations singuliéres.

[8] Nous supposerons que N est égal & n; le tableau Ty est alors un certain
tableau T',, et nous désignerons par d’, la droite du complexe I', associée a ce tableau.
Deux transformations (ou substitutions) singuliéres sont équivalentes si I'une est le
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produit de T'autre par une transformation (ou substitution) ordinaire de degré 1.
Soient S et S’ deux substitutions singuliéres équivalentes; on a §'=S3, ¥ désignant
une transformation ordinaire du premier degré; soit ™' I'adjointe de ¥, elle est
aussi de degré 1, et 'on a S=S8'S™", ce qui montre qu’on peut parler de deux subs-
titutions équivalentes sans préciser laquelle des deux est le produit de I'autre par une
substitution ordinaire d’ordre 4 1. La réduction des relations singuliéres montre
que :

Les transformations singuliéres lies & une relation singuliére déterminée sont équi-
valenles aux transformations singuliéres lides o la relation singuliére réduite équi-
valente.

On peut donc se borner & étudier ces transformations singuliéres dans le cas des
relations réduites. Nous opérerons la réduction des transformations singuliéres du
premier degré; elles ont des propriétés intéressantes et ce sont les seules que nous
aurons a considérer dans la suite de ce travail.

Soit [3]¢ 1e couple 3 associé & la relation singuliére réduite
() ng +kh—mg'=o

d’invariant A =Fk*+ 4mn, et soit S une substitution singulié¢re de degré 1 et d’in-
dices X et x changeant la relation (5) en une autre relation singuliére. Puisque cette
substitution S est du premier degré, on a

(6) (2n) + kx)* — Ax* = 4n°,

équation qui exprime que le déterminant des coefficients a;, b;, c;, d, de S est égal &
I'unité. D’autre part, S change en I', le complexe Gy, d’équation :

(7) K(po,—mp“ + kpm) + )‘(poa + npn) =0.

Cix est d’invariant égal & n, puisque I', est d’invariant n; c’est ce qu’exprime
I'équation (6). Rappelons que les deux substitutions du premier degré :

ao al az aa d _c_"‘ _— _bl —a
3 n n 3
b, b, b, b nd, ¢, —b, —na,
S = ST =
= , =
—nd, —c, b, na,
CO cl CQ 03
—d — ﬁ’_ .b_° a
d, d d, d, ° n n °

sont deux substitutions adjointes et ont mémes degrés. Si S change une relation d’in-
variant A en une autre d’invariant A’ et si %, A et »/, )’ sont les indices de S et S™*,
on a

an) + kx = 2n) — B'%/, %A = %A,
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Soient S et S’ deux substitutions singuliéres d’indices % et » du premier degré.
S™'S' change T', en lui-méme, c’est une substitution ordinaire X de degré 1; on en
déduit que S' est égale & SI; donc deux substitutions singuliéres du premier degré,
de mémes indices, sont équivalentes. Il suffit de prendre pour chaque systéme d’in-
dices A et x une substitution simple pour obtenir des substitutions réduites.

On peut prendre pour les transformations ou substitutions d’indices x et 2 :

%
Ix — o o
n
¥
Si,=|mx A+k— o o |,
, n
o o I o
o o o I

. et % vérifient I'équation (6); or, c’est une équation de Pell, et si 'on désigne par 1},
et %, sa plus petite solution positive, on en déduit toutes les autres solutions par
I'équation

(2nd, + kv,) + \/E v, <(2n7\1+kv,,)+\/x 7.,>p

2n 2n

ou p prend toutes les valeurs entiéres positives et négatives. On trouve que
\ J— p
S).p,xp — (Sli,xi) .

Toules les transformations singuliéres du premier degré sont équivalentes aux puis-
sances positives et négatives d’une méme transformation de ce degré.

Si n est égal a 1, on retrouve un théoréme qu’a établi M. Humbert en suivant une
toute autre méthode.

Désignons par C, le complexe Ci,.,, C, coincidant avec I', et par ¥ la substi-

tution S d’indices %, et »,, X” change tout comi)lexe C,en C et en particulier C,

—p’
en C,, c’est-d-dire en I',. On a ainsi une interprétation géométrique simple de I'effet
des substitutions singuliéres sur les complexes liés au couple & associé & une relation

singuliére.

[4] Nous avons implicitement supposé que 1'équation de Pell (6) avait des solu-
tions; or, ceci n’a lieu que si A est positif et non carré parfait. Donc :

Les fonctions abéliennes du cas elliptique n’admettent pas de transformations sin-
guliéres du premier degré.

On peut se proposer d’étendre aux couples 2, d’invariant quelconque les considé-
rations précédentes. Il suffit de remarquer que si l'invariant de 3, est négatif, il
n’existe aucune substitution singuliére liée au couple, sauf dans le cas ou I'invariant
est égal & —4; on trouve alors deux substitutions singuliéres; ce cas particulier n’a

pas grand intérét. Si cet invariant est positif, on retombe dans le cas précédemment
étudié.
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[5] Au point de vue de la théorie des fonctions, I'étude des transformations abé-
liennes singuliéres est fort importante; elle a permis &4 M. Humbert de montrer que
deux systémes de fonctions abéliennes pouvaient étre liés par une transformation du
premier degré, sans que les deux polyndmes qui leur donnent naissance aient mémes
invariants absolus; sous une autre forme : deux surfaces hyperelliptiques peuvent
se correspondre point par point sans avoir les mémes modules. Ceci est possible
lorsque les fonctions abéliennes sont singuliéres et liées & la relation singuliére

g+ kh — mg' = o,

dans le cas ot la forme x* 4 kxy — my* ne peut pas représenter — 1; géométrique-
ment, cela revient & dire que la droite d, associée aux périodes ¢, h, ¢’ n’appartient
a aucun complexe arithmétique d’invariant égal & — 1. Il serait intéressant de pour-
suivre des recherches analogues pour les fonclions abéliennes relatives aux tableaux
de périodes T, .

2. — SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ABELIENNES.

Nous exposerons maintenant la solution nouvelle du probiéme de la multipli-
cation complexe des fonctions abéliennes & laquelle nous a conduit I'interprétation
géométrique des transformations ordinaires ou singuliéres que nous avons déve-
loppée dans les chapitres précédents. Nous traiterons un cas intéressant qui se pré-
sente comme la généralisation de la multiplication complexe des fonctions elliptiques
et qui est lié a I'¢tude de I'équivalence des formes binaires dont les coefficients sont

des entiers d'un corps quadratique réel.

[1] Le probléme de la multiplication complexe des fonctions abéliennes & deux
variables u et v admettant les périodes
[
— o0 h,
Vw09
n
( o 1 h ¢,
se pose ainsi :

Déterminer loules les transformations abéliennes ordinaires ou singuliéres qui font
passer des périodes du tableau T, aux mémes périodes.

Sous forme géométrique :.étant donnée une surface hyperelliptique (s) dont les
coordonnees sonl des fonclions abéliennes de u el v formant un systéme fondamental,

oposons

(1) U=hu+ pv, vV ="72%u+ p,
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peut-on délerminer les conslantes 7, p., ¥, p' de maniére qu'a un point (u, v) de la
surface (s) corresponde un et un seul point (U, V) de la méme surface? Cet énoncé
est le méme que dans le cas traité par M. Humbert de n=1. Le probléme comprend
celui de la recherche des transformations birationnelles d’une surface hyperelliptique
en elle-méme. On pourrait le poser d'une fagon un peu plus générale en considérant
les transformations changeant les périodes de T, en celles du tableau Ty relatifs aux
mémes périodes normales g, h, g'; nous laisserons de coté cette généralisation.
L'interprétation géométrique des transformations abéliennes raméne le probléme
de la multiplication complexe au suivant :
Trouver loules les substitutions homographiques a coefficients entiers :
x, =aX,+aX +aX, +aX,,
. r, =bX,+bX, + X, + bX,,
®) x,=cX, +¢X, +cX, +cX,,
x,=dX, +dX, +dX, +dX,

qui laissent inallérée la droite d, de coordonnées

(2) p,=n*—gg"), p,=1, p,=ng, p,=9g. p,=—nh, p,=h,

Joignant les points (%, o, h, g> et (1,0, ¢, h).

Il suffit de se reporter aux équations (R,) et (R) du pre'mier chapitre, de
faire P,,= ©p,, dans (R,) et p,, = &P, dans (R,), et de remplacer les p,, par leurs
valeurs en fonction de g, k, ¢’ pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doivent satisfaire les entiers a,, b;, c;, d;. On trouve ainsi les systémes
équivalents de relations (s,) el (g,); la substitution (S) est de degré &* :

(cd),,ng + [(ed),,—n(cd),,]h + (cd),.g' + [(cd)y,—w]n(h*—gg") + (cd),,  =o.
(ab),,ng + [(ab),,—n(ab),,Jh  + (ab),g' + (ab),,n(h*—gg"), + (ab),—© =o,
@) [(db),,—@]ng + [(db),—n(db),Jh 4+ (db),g' + (db),,n(h*—gg") +(db),,  =o.
Y (ac),ng +[(ac),,—n(ac) b+ [(ac),,—Blg'+ (ac),,n(h*—gg") + (ac),,  =o,
(ad),,ng + [(ad),,—n(ad),,— ]k + (ad),,g' + (ad),,n(h*—gg") + (ad),, —o,

(bc),,ng + [(be)y,—n(be,,) +nGh+ (be),g' + (be),,n(h*—gg") + (be),, =0

et

(ac),,ng + [(be),,—n(ad), ]k + (db),.g9' + [(ab),—w]n(h*—gg") + (cd),, =0,
(ac),,ng + [(be),,—n(ad),,)h + (db),.9' + (ab),,n(h*—gg" + (ed),,—w =0,
@) [(ac),,—®]Ing + [(be),,—n(ad),,]k + (db),.9' + (ab),,n(h*—gg) +(cd),, =o,
(ac),ng + [(be),,—n(ad), Jh + [(db),,—®]g'+ (ab),,n(*—gg') +(cd),  =o.
(ac),,ng + [(be),,—n(ad),,+nw@lh + (db), .9’ + (ab),,n(h*—gg" + (cd),, =o,

v (ac),ng + [(be),,—n(ad),,— Gk + (db),g' + (ab),,n(h*—gg’) +(cd),,  =o.
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Les six équations de chaque systéme sont des relations singuliéres de genre n
entre les périodes ¢, h, ¢'. Si les périodes de T, ne sont pas singuliéres, nécessaire-
ment ces équations se réduisent & des identités, on trouve alors que les entiers de la
substitution (S) sont

I
=l
[
S
[
N~

' o 3 N 3:00201:_03:(10:dl:dz:0,

0
a,=0b=c,=d,=p, © =,

p étant un entier arbitraire. Entre les arguments des deux systémes de fonctions

abéliennes liés par la transformation précédente, exislent les relations
U =pu, Y =pv.

c’est la multiplicalion ordinaire par un enlier.

Pour qu’il existe des multiplications autres que la précédente, il est nécessaire
que les périodes T, satisfassent & une relation singuli¢re au moins, de genre n.

Géométriquement, la démonstration de cette proposition fondamentale est trés
simple. La substitution (S) change les uns dans les autres les complexes linéaires
arithmétiques contenant d,; or, si les périodes T, ne sont pas singuliéres, d, n’ap-
partient qu’au seul complexe I', et (S) le laisse nécessairement inaltéré; cette substi-
tution correspond a la multiplication ordinaire par un entier. Pour qu'il puisse
exister d’autres multiplications complexes, il est nécessaire que d, appartienne a un
complexe arithmétique autre que I",, et on sait que ceci entraine que les périodes T,
soient singuliéres.

Si nous réservons le nom de multiplications complexes aux multiplications ordi-
naires ou singuliéres qui ne se réduisent pas & la multiplication ordinaire par un
entier, le théoréme démontré précédemment s’énonce ainsi :

Il existe entre les périodes T, d'un systéme de fonclions abéliennes admellant une
maultiplication complexe, au moins une relation singuliére de genre n.

C’est le théoréme qu’avait démontré M. Humbert dans le cas de n=1 en suivant
une toute autre voie.

ReMARQUE. — La démonstration de la proposition précédente ne fait nullement
intervenir la condition relative & ¢, h, ¢ d’étre imaginaires et de salisfaire aux
inégalités

hi—g.9/<<o, g,>o, g/>o,
g, 9., h, étant les parties imaginaires de g, g' et . En particulier. si h; —g,g," est
positif, c’est-a-dire si 'on a affaire & des fonctions quadruplement périodiques sin-
guliéres (1), la solution précédente conduit & la détermination des multiplications
complexes d'un tel systéme de fonctions.

(1) Ces fonctions ont été considérées par M. Humbert (Journal de Malh. pures et appliquées,
be série, t. X, 1gor).
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Considérons une droite d, du complexe I', et proposons-nous de rechercher toutes
les substitutions (S) a coefficients entiers qui la laissent inaltérée; la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il existe des substitutions autres que celles qui sont défi-
nies par les équations (3), est que d, iasse partie d'un complexe arithmétique autre
que I', ou, ce qui revient au méme, que d, rencontre les deux droites d’'un couple 3 ;
ce couple ¢, ne correspond pas nécessairement & une relation singuliére et peut avoir
son invariant négatif.

Nous ne pouvons pas traiter complétement dans ce travail la multiplication
complexe au point de vue tout a fait général; dans le cas de n=1, on retrouve trés
facilement, en partant des équations (s,) et (s,), les résultats démontrés par M. Hum-
bert. Nous considérerons le cas ou il n’existe qu'une seule relation singuliére d’inva-
riant non carré parfait, entre les périodes ¢, h, ¢’ d'un tableau T d’indice égal A

I'unité.

[2] Nous supposons que les périodes T, sont liées par une seule relation singu-
liére que nous pouvons supposer réduite, en vertu des résultats du chapitre III;

soit :
%) ng +kh—mg =o

cette relation d’invariant A. Les substitutions (8) de multiplication complexe laissent
inaltéré le couple 2, associé a la relation (4), ce sont des transformations singuliéres
correspondant & la relation singuliére (4); leurs coefficients satisfont donc nécessai-
rement aux deux systémes équivalents d’équations :

(ac),, + n(ac),, = x. n(ad),, + (be), = x.
(db),, + n(db),, = — mx, n(ad),, + (bc),, = — m=,
) (ab),, + n(ad),,=o, (6) n(ad),, + (bc),, = o,
(cd),, + n(cd),, = o, n(ad),, + (bc),, = o,
(be),, + n(bc),, — nf[(ad),, + n(ad),,] =kx. n(ad),, + (be),, — n[n(ad),, + (be),,] =kx.
Posons

(ad)oa + n(ad)n - )"

A et % sont les deux indices de la multiplication complexe (g;. b;, ¢,, d). Le degré 3
de cette multiplication est donné par la relation

(2nX + kx)® — Ax* = 4n°3;

on en déduit que 3 ne peut étre égal & 'unité que dans le cas ol A n'est pas carré
parfait :
Les fonctions abéliennes simplement singuliéres du cas elliptique n’admeltent pas de
multiplications complexes du premier degré.
Fac. de T., 3¢ S., IIl. 37
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Considérons le systéme des relations (s,) et écrivons que toutes ces équations sont
satisfaites en tenant compte de la relation (4). La sixiéme équation est une consé-
quence de la cinquieme en verlu des conditions (5) et (6). Si 'on multiplie la qua-
triéme équation par m, la cinquiéme par — k et si 'on additionne membre & membre
les deux équations obtenues, la relation trouvée se réduit a la troisi¢me des rela-
tions (s,). Il reste donc & satisfaire & la premiére, la seconde, la quatriéme et la cin-
quiéme des équations (s,).

Dans I'étude des groupes hyperabéliens liés aux fonctions abéliennes singuliéres
(¢tude qui, dans le cas de n =1, sera faite dans ce travail), nous avons été conduits
a exprimer les périodes g, h, g' satisfaisant a la relation (4) en fonction de deux para-
métres complexes £ et v de la facon suivante. Posons

btV o k—Va
— an ’ T an
et
IZV___ 2, _0”; e_ t‘____ };
(7) :0 Q _90’ h: ‘v;*— I], gr:‘a _71, hs__ggl:‘_‘-’_:].
Va Va n

VA

Les périodes de T, correspondent & deux valeurs particuliéres de % et v: rem-
plagons g, h, ¢’ par leurs expressions (7) en fonction de & et y dans les équations (q,);
on arrivera ainsi a des équations en £ et m qui devront étre satisfaites pour les deux
valeurs de ces paramétres correspondant a T, .

Pour simplifier un peu le calcul, supposons que n soit égal 4 I'unité; le cas de n
quelconque se traitant de la méme fagon, & peut alors étre nul ou égal & 1, suivant
que A est pair ou impair.

1° A pair. — La relation (4) s’écrit
¥ g —mg'=o.

Posons
a“:ao—l-a‘\/;, a’o':ao——al\/;, a”:a,—l—as\/;, a’":a,——aa\/;,
Yoo =2¢6, + €, \/E, Y.=c,—¢, \/;, Yo =€y + C, \/—n;, Yu=c¢,—c¢, \/;1—.
on trouve que les quatre équations (s,) en £ et n s’écrivent

(d'ol + azsg) (U',oa + a,a:m) =0 ’
‘I'on + stg) (0’,01 + a,na'rl) - ‘G)' E ’

(9) '
(a‘01+u'13§) (Y'OI+YIS’Y]):‘(§7\’
\(Y01+Yn§) (T’M‘}‘Y'n’ﬁ):ﬁgm
et I'on a
_Vm(E—w) _E+q ,_E—m
i

2 2 2\/’."‘
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Les quatre équations (9) sont compatibles et se réduisent a trois; («, + 2,.%) et
(o, + o',; ) ne peuvent pas étre nuls, sinon @ serait nul. On voit aisément que s’il
n’existe aucune relation singuliére autre que (8), les équations (9) doivent se réduire
a des identités, 4 moins que £ et 4 ne satisfassent aux relations quadratiques

L2 4 J—
gy & + (101_723)3 — Yo — 0> .

(10)
a/%?}a + (1’01—7'23)71 - A/m =0,

c’est-a-dire & moins que Z ne soit racine d’une équation du second degré a coefficients
entiers dans le corps \/; et = racine de I'équation conjuguée.

Si les valeurs de % et n correspondant aux fonctions abéliennes considérées sont
quelconques, les relations (9) doivent, comme nous 'avons dit, se réduire & des iden-
tités; cela tient & ce que, s’il existe entre les périodes ¢, h, ¢’ une relation singuli¢re
autre que (8), & et v vérifient une relation

4+ B:+ B+ C=o,

ou A et C sont deux entiers ordinaires et B et B’ deux entiers conmjugués du
corps \/; inversement, a une relation de cette forme correspond une relation sin-
guliére. L'équation (8) étant supposée la seule relation singuli¢re vérifiée par g, &, ¢',
les équations (g) sont des identités et les multiplications complexes sont :

a a - a

0 1 2 3

a,, a,, a, et a, étant des entiers arbitraires.
Si £ et v satisfont aux équations

(11) AL+ BE 4+ C,—o, A"+ B+ C'=o,

ou A,, B, et C, sont des entiers du corps \/;7: et A/, B/, C,/ leurs conjugués, on
obtient toutes les multiplications complexes en écrivant que les équations (g) sont
des conséquencesb des seules équations (11). Ce cas de multiplication complexe est
tout & fait remarquable par son analogie avec la multiplication complexe des fonc-
tions elliptiques. Il correspond & celui que M. Humbert a traité  la page 358 de son
Mémoire sur les fonctions abéliennes singuliéres; nous devons ajouter également que
dans ce cas de I'invariant pair, M. Humbert avait signalé qu’on pouvait ramener les
relations entre g, h, g’ 4 deux relations quadratiques analogues & (11). La méthode
que nous avons suivie s’applique également aux relations singuliéres d’invariant
impair et conduit trés simplement & cette généralisation intéressante de la relation
quadratique A laquelle satisfait le rapport des périodes d’un systéme de fonctions
elliptiques admettant une multiplication complexe.
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2° A impair. — La relation (4) est la suivante :
(12) g+ h—mg'=o,

d’invariant A =4m + 1. Un calcul analogue au précédent et que nous ne développe-
rons pas, montre qu'on obtient un cas singulier de multiplication complexe lorsque
les valeurs des parameétres £ et v, correspondant aux fonctions abéliennes consi-
dérées, vérifient deux équations :

(13) A+ Bi+C,=o, A7 + B/n + G =o,

ou A,, B,, C, sont des entiers du corps \/K. c’est-a-dire des nombres de forme M4 No,
14+V/A
2

en posant w=— » M et N étant des entiers ordinaires. A, B,, C,' sont les con-

jugués de A,, B,, C,. Nous verrons dans la deuxiéme partie que les coefficients b, et d,
des transformations, laissant inaltérée la relation (12), s’expriment en fonction
des entiers @, et c;; pour trouver toutes les multiplications complexes du cas pré-
cédent, il suffit de lier g, et ¢, par les équations

a,—ama,—(a,+ 2a,)0 —a, + (am + 1)a, + ¢,—amc, 4 (2a,— a, — 2c,—¢,) 9
A, - B,
__(am +1)c, —c, 4 (2¢,—¢,)b
o C

s
et leurs conjuguées.

Nous verrons que les valeurs £ et v, correspondant & un systéme de pé-
riodes g, h, g' normales (ou méme & un systéme de périodes de fonctions quadru-
plement périodiques singuliéres), sont imaginaires; par conséquent, les formes
Ax® 4 2Bxy 4+ Cy*, ot A, B, G sont les coefficients A,, B,, C, ou A,, B,, C,, ou bien
encore leurs conjugués sont définies. C’est ce qui avait lieu pour la forme binaire
associée & I'équation du second degré que vérifie le rapport des périodes d’un systéme
de fonctions elliptiques admettant une multiplication complexe.

[3] Considérons un systéme de fonctions elliptiques de multiplication complexe
dont le rapport < des périodes satisfait & I'équation

at + bt + ¢c=o;

.

si l'on effectue sur les périodes une transformation du premier degré, on effectue
sur 7 une substitution modulaire

, et + B
~(‘t+3

et 7' satisfait & une nouvelle relation quadratique

al‘cﬂ + bV‘C! + c! o 0;
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les deux formes binaires ax® + bxy + cy* et a'x®+ b'xy 4 c'y* sont équivalentes, et
c’est ainsi que la théorie de I'équivalence et de la réduction des formes binaires a
coefficients entiers se trouve liée & la multiplication complexe des fonctions
elliptiques. .

Considérons de méme un systéme de fonctions abéliennes simplement singuliéres

les périodes normales g, h, ¢' satisfont & une relation singuliére d’invariant A'; si A’
r

. A : s . .
est pair, posons A:Z (nous supposerons que A n’est pas congru & 1 suivant le
module 4); si A’ est impair, nous posons A—A'. Nous faisons cette hypothese : les
valeurs £ et  des paramétres £ et » correspondant & ¢, &, ¢’ vérifient les deux équa-
tions conjuguées
(14) A% 4+ BZ + C=o, Ay 4+ B% + €' =o,

A, B, C étant des entiers quelconques du corps \/Z et A’, B, C' leurs conjugués;
en outre, les deux formes Ax®+ Bxy + Cy* et A'x®+ B'ay + C'y* sont nécessaire-
ment définies, puisque £ et v ne peuvent étre qu'imaginaires. Effectuons une trans-
formation abélienne d’ordre 1 laissant inaltérée la relation singuliére, ceci revient,
comme nous le verrons (deuxiéme partie, chap. II), & effectuer sur % et n une substi-
tution de I'un ou l'autre type :
. af 48 o+ p ) . . an+b at 4 b
<m7" v +37 *{"n.+3'>’ ("T“ cn+d’ C'§+d'>'

ouux,B,v,3,a,b,c,dsont des entiers du corps V/A vérifiant les équations

N
1)

fy=1 et ad—bc=—r;

o« 8,y 8, d, b, ¢ d sont les conjugués de «, B, v, 3, a, b, ¢, d. Nous appellerons
ces substitutions les substitutions modulaires du corps \/ A, on peut ne considérer
que celles du premier type; on obtient celles du second en leur adjoignant

(%, 45 — 7. —%). Une substitution modulaire (2) du corps \/K change I'ensemble
des deux relations quadratiques (14) en un ensemble analogue :
(15) AT +BE+C=0, A7+ D'+ 6'=o0,

ce qui montre que les périodes G, H, G’ transformées de g, h, g’ par la transformation
abélienne correspondant a (X) sont encore des périodes de multiplication complexe
spéciale.

Regardons comme équivalentes deux formes & coefficients entiers dans le
corps \/Z si I'une est la transformée de l'autre par une substitution de degré 1 &
coefficients entiers dans le corps \/ A. Les deux formes

Az + Bay + Gy et A'w* + B'ay + Gy
sont équivalentes aux formes

Ax* + Bxy + Cy* et A'z' 4 B'xy 4+ C'y.
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Cette question de I'équivalence de deux formes binaires & coefficients entiers dans
un corps quadratique est intimement liée & la multiplication complexe et & la trans-
formation des fonctions abéliennes singuliéres, et il ne serait pas sans intérét d’essayer
de la traiter & ce point de vue. On voit aussi quel intérét il y aurait, pour I'étude des
corps quadratiques réels, & déterminer les domaines fondamentaux des groupes
modulaires de ces corps.

On trouvera, dans la suite de ce travail, de nombreux exemples d’extensions aux
corps quadratiques réels, des principales questions que pose la théorie des fonctions
clliptiques dans le corps des entiers ordinaires, obtenues par la considération des
fonctions abéliennes singuliéres.

(4] En considérant des couples 2 et non plus des relations singuliéres, tout ce qui
précéde s’étend immédiatement aux corps quadratiques imaginaires et aux formes i
coefficients entiers dans ces corps.

Enfin, le cas des tableaux T, et des couples 3§, conduit & des résultats analogucs
aux précédents, mais relatifs non plus aux entiers d’'un méme corps, mais aux
nombres de certains modules que nous allons définir. Soit A un résidu quadratique de

4n, congru a k* suivant le module 4n; k étant supposé positif ou nul, inférieur ou égal

E+vVa : . o
a n. Posons e:—i; si M et N sont deux entiers ordinaires quelconques, les
2n

nombres algébriques M + N6 forment évidemment un module qui renferme tous les
entiers du corps \/K & chaque résidu quadratique de 4n correspond aussi (n 4 1)
modules.

La considération des tableaux T, et des couples 3, permet d’étendre & ces modules
lous les résultats précédents concernant les entiers des corps quadratiques. C’est
d’ailleurs un fait absolument général que nous tenons a signaler dés maintenant; ne
pouvant, dans ce travail, développer les considérations relatives & ces modules, aux
groupes hyperabéliens et aux formes binaires ou quaternaires, ou a indélerminées
conjuguées qu’on peut leur rattacher, nous nous réservons d’y revenir dans un autre
travail.




DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE PREMIER.

Sur certains groupes de transformations abéliennes.

Nous considérons dans ce chapitre 'ensemble des systémes de fonctions abé-
liennes dont les périodes normales ¢, h, ¢’ vérifient une méme relation singuliére.
Aprés avoir montré qu’on peut exprimer ¢, h, ¢' en fonction de deux paramétres
complexes & et v soumis a certaines limitations, nous effectuons la recherche des
transformations ordinaires et singuliéres qui font passer d’un tel systéme de fonc-
tions abéliennes singuliéres & un systéme analogue. D’aprés leur définition méme, il
est bien évident que ces transformations forment un groupe. La plupart des résultats
ne sont pas nouveaux; le probléme avait déja été traité par M. Humbert (*); nous
n’avons fait que le reprendre par une méthode nouvelle. La solution géométrique que
nous en donnons permet de résoudre le probléme plus général de la recherche des
groupes de substitutions homographiques (S) a coefficients entiers, qui laissent
inaltéré un couple ¢ de droites conjuguées et & coordonnées rationnelles par rapport
au complexe p , + p,,= o, dont la considération ne sera pas sans intérét pour I'étude
des formes abéliennes. A ces groupes, nous rattacherons, au chapitre suivant, des

b1

groupes de substitutions a deux variables intéressants par leur caractére arithmé-
tique et par leur liaison avec des groupes de substitutions semblables de certaines

formes quaternaires indéfinies.

1. — REPRESENTATION PARAMETRIQUE DES PERIODES D UN SYSTEME
DE FONCTIONS ABELIENNES SIMPLEMENT SINGULIERES.

[1] Rappelons qu’a la relation singuliére
(1) Ag + Bh + Cg' + D(h'—gg) + E=o0

entre les périodes normales (g, h, ¢g') d’un systéme de fonctions abéliennes singu-
liéres, nous avons fait correspondre le couple 3 de droites conjuguées et & coordonnées

(') G. Humsert, Les fonctions abéliennes singuliéres et les formes quadratzques (Journal
de Math. pures et appliquées, 5¢ série, tome IX, 1go3).



2806 G. COTTY.

rationnelles par rapport au complexe I',; p,, + p,,=o, définies par les équations

B4 < Z —B +e A
(2) pm:E’ p%:D’ pozzc’ p3l:A’ pasz—z\/" pu:f\/
dans lesquelles ¢ est respectivement égal & + 1 et & — 1 pour les deux droites D et D’
du couple &, A’ étant'invariant essentiellement positif B*—4AC — 4DE de la relation
singuliére (2). A tout systéme de périodes (g, h, ¢') vérifiant I'équation (1), il corres-
pond une droite d du complexe T, :

r

(3) P =W—g99" p,=1, p,=9. p,=¢g, py=—"h, p,=h,

rencontrant les deux droites D et D’ du couple 3.

[2] Concevons qu’on représente univoquement les points M de la droite D a
I'aide d'un parameétre Z et, de la méme maniére, les points M’ de D' a T'aide d’un
parameétre v. La droite d, associée & un systéme de fonctions abéliennes singuliéres
vérifiant la relation (1), coupe les droites D et D’ en deux points M et M'. Les coor-
données de ces deux points sont des fonctions de g, &, ¢', et si Z et 4 sont les valeurs
des parameétres des points M et M, il sera bien aisé d’exprimer g, h, ¢’ en fonction
de £ et v, et de représenter ainsi, & 'aide de ces deux paramétres % et 4, les périodes
normales de tous les systémes de fonctions abéliennes liés & la relation singuliére (1).

Nous déterminerons dans la suite toutes les transformations ordinaires ou singu-
lieres qui n’altérent pas une relation singuliére donnée. A chacune de ces transfor-
mations abéliennes correspond une certaine transformation des périodes ¢, ki, ¢’ et
une certaine substitution W effectuée sur les paramétres % et v. Plus généralement,
4 chaque substitution homographique (S) & coefficients entiers n’altérant pas un
couple & d’invariant quelconque positif ou négatif, il correspond une transformation
des points des deux droites D et D', par conséquent une certaine substitution W sur
les paramétres £ et 7 représentant univoquement les points de ces deux droites. Nous
porterons plus particulierement notre attention sur les substitutions W effectuées sur
I’ensemble des deux variables Z et %, et nous allons montrer, qu’a ce point de vue,
on peut se borner a effectuer la recherche des groupes de substitutions W dans le cas
ol la relation singuliére (1) est une relation réduite ou, plus exactement, dans le cas
ot le couple 3 est un couple réduit [3].

[3] La réduction des relations singuliéres effectuée par M. Humbert et reprise par
nous & un point de vue plus général (premiére partie, chap. III, § 3), a montré que
toute relation singuliére (1) est équivalente a la relation réduite

() g + kh—mg' = o,
dans laquelle k est égal & 0 ou a 1 suivant que B est pair ou impair, avec la condition

(5) E* 4 4m = A = B* — 4AC — 4 DE.
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Nous avons prouvé que tout couple 3 d’invariant quelconque et n’étant pas néces-
sairement associé A une relation singuliére, supposé défini par les équations (2),
dans lesquelles A, B, C, D, E désignent des entiers quelconques premiers entre eux
dans I'ensemble et A 'invariant du couple, est équivalent au couple réduit [3] dont
les coordonnées pluckériennes sont :

k+ = \/Z = Ik + e \Z_X

(6) pm:O’ p%":I, pn:—,'m’ pu: L, poa: 9 ’ pm_ 9

e est égal respectivement & + 1 et & — 1 pour les deux droites 2 et )" du couple [3];
k a la valeur o ou 1 suivant que B est pair ou impair, k*+ 4m étant égal & l'in-
variant A.

Supposons qu’on ait choisi une représentation paramétrique, a l'aide des deux
variables 2 et v, des points des deux droites 9) et )" du couple [2], et qu'on ait
déterminé les groupes de substitutions effectuées sur les deux variables & et v qui
correspondent aux groupes de substitutions (S) n’altérant pas ce couple réduit [2].
Il existe une substitution (S) ordinaire de degré 1 changeant [3] en 3; soit X cette
substitution ; rien ne nous empéche de prendre comme représentation paramétrique
par %' et /' des points des droites D et D' du couple 3. celle qu’on déduit par = de la
représentation par les variables £ et 4 des points de &) et )", Soit T I'une quelconque
des substitutions (S) laissant inaltéré le couple [¢], les substitutions ™ TX n’altérent
pas le couple 8. et ce sont les seules qui jouissent de cette propriété. Et il est bien
évident que la substitution W' correspondant & Z7'TX et effectuée sur les para-
metres &' et ' des points de D et D' est identique & la substitution W correspondant
A T et effectuée sur les variables % et v. Nous pouvons donc n’effectuer la recherche
des groupes de substitutions homographiques n’altérant pas un couple 3 et des
groupes correspondants de substitutions a deux variables, que dans le cas des couples
réduits.

[4] Nous adopterons la représentation paramétrique suivante des points des
droites 9 et ' du couple réduit [3] d’invariant A : ) ayant comme équations

k+y/a k—y/a
(7) xaz_z—\/wo:ewo’ xaz_T\/xzz_e,xa’
nous poserons
x, x, X x
8 B e
Les équations de )’ pouvant s'écrire
k— \/K k+ \/Z
(9) x‘—_———T——wo:O’xo. ==,
posons
(IO) . J—C—":—iz-&: Ls
1 o' 0 — 0y’

Fac. de 7., 3¢ S., IlI. 38
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et les points de &) et &))" sont représentés paramétriquement & I'aide des variables =
et m. Si k est nul, l'invariant A est égal & 4m. 6 est égal & \/E et 04 —\Vm; sik
est égal a I'unité, A=1+4m, 6 =0, 6=’ en posant

1+ \/ I o — I — \/ Z

2 2

[S] Représentation paramétrique des périodes singuliéres g, h, g'. — Supposons
que le couple [3] ait son invariant positif et qu’il soit associé 4 la relation singuliére
réduite (4): exprimons que la droite d, associée aux périodes normales g h, ¢’ d'un
systéme de fonctions abéliennes singuliéres, vérifiant la relation (1), coupe ) et "

aux points de parameétres £ et v, nous trouvons

g+ 0h+0%=o0, h+6g' —%=o,
g+ 0h+6n=0, h+6'g—vn=o0,

on tire aisément de ces équations g, k, g’ en fonction de £ et h:

em;— . Oi_q . _ O!E: + en

—_——, —_ =, g = —_— .
VA VA A

On vérifie sans difficulté la relation

(11) g

b —g9'=¢&x.
Si la relation singuliére est d’invariant pair, A=/4m, les formules (11) s’écrivent
, m(s— z E_
(13) g VmE—n o Fhw o Eow
2 2 ay/m

Si elle est, au contraire, d’invariant impair, 4m + 1, les équations (1 1) se mettent
sous la forme

(13) P ek N WL S UL WIS S

—_— g —
VA VA A
[6] g, h, g' étant les périodes normales d'un systéme de fonctions abéliennes,
posons

9=9,t1ig9, h=h+ih, ¢=g/+ig;
on sait que les inégalités suivantes sont vérifides :
(14) hi—9.9/<<o, g,>o0, g/>o;

elles limitent le champ de variation des paramétres complexes % et »: posons

E=5 + %, nw=mn, +iv,,
nous avons :
— 0!251 —— ei.ql h — _ 0'51 + e“’l. [ El M

g — = —_—> — ’ hf—'g.g.'=t{'1.-
g Va Va o Va ;
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Pour que k] — g, g,’ soit négatif, il faut et il suffit que %, et v, soient de signe con-
traire; dans ces conditions, g, et g,' devant étre positifs, il est nécessaire et suffisant,

pour que les inégalités (14) soient satisfaites, que I'on ait
’C:l > 0, "]4 < O.

Inversement & tout systéme de valeurs 2, 4 iZ, et n, + in, de £ et 4 pour lequel
g, est positif et 1, négatif, il correspond un systéme de fonctions abéliennes singu-
litres dont les périodes normales ¢, &, ¢', définies par les formules (11), vérifient la

relation singuliére réduite (4).

ReMARQUE. — On représenterait paramétriquement de la méme maniére les
périodes des systémes de fonctions quadruplement périodiques singuliéres liés & la
relation singuliére (4), les limitations des paramétres complexes étant seules a

modifier.

2. — SUBSTITUTIONS (S) LAISSANT INALTERE UN COUPLE REDUIT.

[1] Le probléme que nous traiterons est le suivant :

Trouver loutes les substitulions linéaires & coefficients enliers :

@, =0bX, + bX, +bX, +bX,.
( xz,=cX, + ¢ X, + ¢ X, + ¢X,,
L &y :doxo + lel + daxs + daxa

g x,=aX,+ aX, +aX, +aX,

®)

qui laissent inaltéré le couple (3] de droiles

x — bx X :ﬁ’x
1 0’ gbl 1 0

= ! —_—
x,=—6bx, r,—=—"f6x,

? |

;A est Vinvariant positif ou

) k A k—y\/A
6 et 0' élant respectivement égaux +V et a \/
2

2
négatif k* + 4m du couple [3] et k est nul ou égal & l'unité.

Les substitutions (S) sont de deux espéces, les unes laissant inaltérée chacune des
deux droites 9)) et @', les autres changeant 9 en QD' et @' en 9)- Les substitutions
de premiére espéce seront encore appelées substitutions droites, celles de seconde
espéce étant dites gauches. Parmi elles, il y en a des deux espéces que n’altérent pas
le complexe I',; conformément & la terminologie déja adoptée, nous les nommerons
substitutions ordinaires par opposition aux autres qui seront dites singuliéres.
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Soit T (2) la droite ayant comme équations

(15) mi:/f—l-_e\/éw w:_k___:ﬁx

" 0 . L e=zr

Pour trouver toutes les substitutions (S) laissant inaltéré le couple [3], écrivons
que (S) change 2(c) en () et U (—¢) en D(—<). ¢ et < étant égaux & =+1;
si z¢'=1, (8) sera droite; si ez'= — 1, elle sera gauche.

Si (X,, X,, X,, X,) est un point de la droite < (<'), les équations de (S) peuvent
s’écrire :

‘= (a, + I—fizi&a,)}{0 - (a,-—é‘——j\/—zaa)xz,
x, = (b, + k——%\/zb‘)xo + (b,——k_—:'\/xba)xg,

6 — —
" x,=(c, + kteva +§'\/A )X, + (cg—k—_:’\/A c,)X,,
n= 0+ VR G BV gy

De ces équations (16), on tire :

k A k+<\VA e A k4d\Va oo
R T g . LUV S Y LTL P
+[ba_k-:\/Aba_k+25\/A(as_k_;:\/Aa3)]Xz;

[d, +

VA k—eV/A, k4 dVA
Er eV oV BRIV

* 2

/c—e\/Zw _s

a e k—¢\VA k—<c\/A k—e\/A .
|4t j‘/ d, + 2‘/ (e, — 2‘/ A1

Mgy

(17) =, +

(S) changeant %)(c) en (¢), les seconds membres des équations (17) doivent étre
nuls quelles que soient les valeurs de X, et X,; écrivant qu’ils sont identiquement
nuls, on trouve qu’il doit exister entre les entiers q;, b, c;, d; les relations suivantes :

e+ ¢\/A A A) (h "W/A
b+l+e\/Ab _k-}-e\/Aa_(lc—i—s\/L\)(c-l—e\/A)

a,—o,
0 D) ' 2 o 4 !
b._/f——e'\/Abs_k-l—;\/.&a’+(k+a\/A)4(/f—e'\/A)a3____o'
- 2
(18) T N /A VN
do+lc+:\/Ad‘ If——;:\/Aco _l_(lt—;\/A)A(k—}—e\/A)cl:o’

_(k——s\/-A_)(/c—e'\/K)c _
L] 4 3

O.

d _If—:'\/Ad3+k—:\/Ac
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Les équations obtenues en changeant dans les équations (18) les signes de < et &'
devront également étre vérifiées par les entiers a;, b,, ¢;» d;, puisque la substi-
tution (S).change P(— <) en P(—¢"

Nous distinguerons deux cas suivant que ¢ est égal 4 ¢’ ou & —¢'; dans le premier
cas, la substitution (S) est droite; dans le second, elle est gauche.

[2] Substitutions droiles. — Le nombre ¢’ esi égal & ¢, et si nous remplacons ¢ et ¢’
successivement par 4+ 1 et —1 dans les équations (18), nous oblenons entre les
coefficients de (S) huit relations qui sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour que cette substitution (S) laisse inaltérée chacune des deux droites 9 et )", Ces
huit relations sont équivalentes aux suivantes :

i b,—ma,=o, —b,+a,+ ka,=o;

Sb,—ka‘—maazo, b,—a,=o;
(r9)

(do—kkco—mci:o, —d, +c¢,=o;

\ d,—mc,=o, d,—c,+ ke,=o.

Ces équations (19) permettent d’exprimer les coefficients b, et d; en fonction des
entiers g, et ¢, :

b,=ma,, b,=a,+ ka,, b,=ka,+ ma, b =a,.
(20)

dy=—kec,+ mc, d,=c,, d,=mc,, d,=c,— kc,.

En donnant aux coefficients g, et ¢, des valeurs entiéres arbitraires, les valeurs des
coefficients b, et d, données par les équations (20) sont également entieres et on
obtient ainsi toutes les substitutions (S) n’altérant pas le couple [<]. Nous adopterons
pour ces substitutions la notation générale . Chacune d’elles dépend de huit entiers

arbitraires a,, a,, a,, a,. b,, b,. b,, b, que nous appellerons ses enliers caractéristiques.

[3] Nous indiquerons quelques propriétés des substitutions droites 2 :
1° Posons
(21) (ac),, + (ac),,==, (ac),, + m(ac),,— k(ac),,=x:

les coefficients de T satisfont aux relations

(ac)ua + (ac).g =%, (bc)an + ((Zd)“ _—,
(db),, + (db),,= — mx, (b)yy + (ad),, = mx.,
(22) (ab)oa + (ab)n =0, (23) (bc)zs + (ad>|3 =0,
(Cd)o:l + (Cd)u =0, (bc)m + (ad)m =o,
(ad)oa + (ad)n = ’ (bc)oa + (ad)o: =2 ’

(be),, + (be), = + kx. | (be),, + (ad), =X + k.
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Si le couple [3] est associé & la relation singuliére réduite
(4) g+ kh—mg'=o,

ces équations sont celles d’une transformation singuliére droite .conduisant d’un sys-
téme de périodes normales ¢, h, ¢’ vérifiant la relation (4) & un systéme analogue.

Dans le cas général, les équations (22) et (23) trouvent une interprétation géomé-
trique trés simple dans la considération des complexes linéaires arithmétiques
auxquels appartiennent les droites de la congruence dont les directrices sont 9)) et €',
En se reportant aux relations (R,") et (R,”) du chapitre premier, on verra qu'elles
expriment que la substitution £ change

Py + P, =0 en — (P — mP, + kP,) + O+ kn)(P,, + P,) =0

et

#(p,, — mp,, + kp,,) + n(p,, + p,) =0 en P, + i)lg =o.
2* Le degré I de la substitution X est donné par I'équation
49D = (ah + kv) — Av,
A étant invariant du couple [3]. On peut écrire également
h=0+ 02 + 0672),

. i kv NI
0 désignant comme précédemment la quantité —+—\—/- et 6’ la quantité conjuguée
2

obtenue en changeant le signe de \/A.

3 Si z est nul, X laisse inaltéré le complexe I',; c’est une substitution ordinaire
d’ordre x.
Si % n’est pas nul, £ est une substitution singuliére d’indices % et .

4° Considérons la substilution 2 adjointe & X :

c,—ke, ¢, —a, —a,

- me, ¢, —(ka,+ma) —a,
N —c, —c, a,+ka, a,
Itca——rhcl —c, ma, a,

C’est une substitution = dont les huit entiers caractéristiques sont :

¢,—ke,, ¢, —a,, —a, —c,, —c,, a,+ka, a,.

Si ¥ esl ordinaire ct d’ordre 7.. 7' est également ordinaire et de méme ordre.

Si X est singuliére et d’indices % el j., ¥7* est singuliére. d’indices —x et A et de
méme degré que X.
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Si £ change un point M de &) en un point M, de la méme droite et un point M’

de &) en un point M,’ situé aussi sur 9", = change M, en M et M, en M'.

5° Le produit de deux quelconques des substitutions £ est une nouvelle substi-
tution X et ces substitutions forment un groupe, ce qui était bien évident d’aprés
leur définition.

6° Toute substitution ¥ ordinaire d’ordre — X est égale au produit d’'une substi-
tution ordinaire d’ordre » par la substitution s d’entiers caractéristiques

a=1, a,—aq,—a,—o; ¢,—C¢,—o0, C,(——1, C,——O.
(4] Substitutions gauches. — Supposons que dans les équations (18) &' soit égal
a4 —e¢ et écrivons qu’'elles sont satisfaites pour les valeurs + 1 et — 1 de ¢; on trouve
ainsi entre les coefficients de la substitution (S) huit relations qui permettent d’ex-
primer b, b, b, b,. d,, d,, d,, d, en fonction de a,, a,. a,. a, ¢, c,. c,, c,. Les substi-
tutions gauches X' & coefficients entiers changeant I'une dans 'autre les deux droites
du couple [3], s’obtiennent toutes en prenant comme valeurs des coefficients g, et ¢,,
des entiers arbitraires que nous appellerons les huit entiers caractéristiques, les coef-
ficients b, et d; s’en déduisant par les équations
b=ka,—ma,, b=—a,, b=—ma,, b=—a,+ ka,.

(24)
d,=—mc,, d=—(,+ kec), ¢c,=—(kc,+ mc,)), d,.=—c,.

2
Ces substitutions ¥’ ne forment pas un groupe; il est bien évident que le produit
de deux quelconques d’entre elles est une substitution droite X.
[6] Enongons quelques-unes de leurs propriétés :
1> Posons
(ac),, + (ac),,=¥, (ac),, + m(ac),, + k(ac),=—X;

les coefficients de X' vérifient les équations

(ac),, + (ac),, ==, t (be),, + (ad),, =+,
(db,) + (db),, = — m~!, (be),, + (ad),,= — mv/,
(25) (ab),, + (ab),,=o, (26) (be),, + (ad),,=o,
(cd),, + (cd),,= o, (be),, + (ad),,=o,
/ (ad),, + (ad),, =W, (be)y, + (ad),, =N + k«,
i (be),, + (be),, =W + kx'. \ (be),, + (ad),, =7

Ces équations s’'interprétent de la méme maniére que les relations (22) et (23) rela-
tives & une substitution droite. Si le couple [3] est associé & la relation singuliére
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réduite (4), ce sont les équations d’une transformation singuliére gauche. Dans le
cas général, elles expriment que X' change 1'un dans I'autre les deux complexes

Po+Py=0,  #(py,—mp, + kp,) +¥(p, +p,)=o.
2° Le degré 9})’ de la substitution X' est donné par la relation
L=+ 0x) O + 0'x)
‘qu’on peut écrire
49 = (2W 4 k4 (— As™).
3° La substitution X’ est ordinaire si«’ est nul, son ordre est alors égal & 1'; dans

le cas contraire, elle est singuliére et d’indices «' et )'.

4° L'adjointe £ de I’ est une substitution gauche ordinaire ou singuliére en
méme temps que X'.

5 Toute substitution X' ordinaire d’ordre — )’ est égale au produit d’une substi-
tution ordinaire d’ordre *’ par la substitution ¢ d’ordre — 1, précédemment définie.

6° Le produit d’une substitution droite et d’une substitution gauche X' est une
substitution gauche. La remarque suivante nous sera trés utile dans la suite; consi-
dérons la substitution gauche particuliére

o o —k —1
soit £’ la substitution gauche d’entiers caractéristiques q; et ¢, et ¥ la substitution
droite ayant les mémes entiers caractéristiques, on a I'égalité symbolique
=X
Si ¢ désigne l'adjointe de ¢’ et X, la substitution droite ¢'s'™", on a

=73

On en déduit qu'on obtient toules les substitutions gauches ¥', et celles-la seu-
lement, en faisant & volonté précéder ou suivre toutes les substitutions droites ¥ de
la substitution gauche particuliére o'.

3. — TRANSFORMATIONS ABELIENNES ET SUBSTITUTIONS (S) DU PREMIER DEGRE.

(1] Nous appliquerons les résultals généraux du paragraphe précédent a la
recherche des substitutions (S) de-degré un n’altérant pas un couple réduit [8]; ce pro-
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bléme comprend comme cas particulier la détermination des transformations abé-
liennes ordinaires ou singuliéres du premier degré n’altérant pas une relation singu-
licre. Nous avons déja utilisé les conclusions auxquelles nous serons conduits
(premiére partie, ch. 1V) lorsque nous avons traité la multiplication complexe des
fonctions abéliennes. En outre, les transformations abéliennes ordinaires d’ordre —+ 1
n'altérant pas les modules d'un systéme de fonctions elliptiques, leur recherche n’est
pas sans intérét dans I’étude des fonctions abéliennes simplement singuliéres. Quant
aux transformations singuliéres du premier degré, ou bien elles laissent également
inaltérés les modules des fonctions abéliennes qui les subissent, ou bien elles con-
duisent toutes & deux systémes distincts de modules et deux seulement. Enfin, la
recherche des substitutions (S) du premier degré n’altérant pas un couple 3 sera le
point de départ de I'’étude des groupes modulaires des corps quadratiques, et, dans la
troisiéme partie, nous lui donnerons une importante application a la réduction des
formes abéliennes et des formes & indéterminées conjuguées des corps quadratiques
quelconques. Nous distinguerons plusieurs cas suivant que I'invariant A du couple 3
est positif, négatif, pair ou impair; nous énoncerons simplement les résultats qui
sont des conséquences directes des propositions du paragraphe précédent.

INVARIANT NEGATIF.

Nous distinguerons trois cas suivant que cet invariant négatif A est pair et diffé-
rent de — 4, impair ou enfin égal —4.

1° Invariant négalif pair A— — 4D. Par hypothése, D est supérieur & 1'unité.
Les substitutions X droites d’ordre e =1, laissant inaltéré le couple réduit d’in-
variant — 4D, sont toutes ordinaires et s’écrivent :

aO ai a2 aIX
o |~ Da, a, —Da, a,
c, ¢, c, c,

—Dec, ¢, —De¢, ¢
les entiers a, et ¢, étant liés par les relations
((lC)M + (ac)m =0, (ac)os - D((lC)” ==Et.

Les substitutions gauches d’ordre =41 s’obtiennent en faisant suivre les substi-
tutions X de la suivante :

Fac. de T., 3¢ S., III. 39
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Les substitutions droites et gauches de degré 1 n’altérant pas le couple réduit
d’invariant — 4D forment un groupe (g dont les substitutions droites constituent un
sous-groupe fj

71

groupe d’indice 2 de g et d’indice 4 de @; on obtient toutes les substitutions de 'g
1 1

. Les substitutions droites d’ordre + 1 forment un groupe G sous-

en faisant suivre celles de G de la substitution unité et de la substitution

o o —I (o]
(] (0] o —I1

On obtient toutes les substitutions de g en faisant suivre celles du groupe G de la

substitution unité et des substitutions o, ¢', (s¢").

2” Invariant négatif impair : A =1— 4m. — Les substitutions droites et gauches
de degré 1 n’altérant pas le couple d’invariant A sont toutes ordinaires et forment un
groupe (9 dont les substitutions d’ordre 1 forment un sous-groupe (g,i dans lequel les
substitutions droites d’ordre 1 constituent elles-mémes un sous-groupe G. Les subs-
titutions X de G s’écrivent :

a, a, a, a,
w —ma, a,+a, a,—ma, a, ,
c, c, c, c,
—c,—mc, c, —mc, c¢,—c,

les entiers a; et ¢, satisfaisant aux conditions
(ac)oa + (ac)" =0, (ac>oz - m(ac)u - (ac)oz =1

Les substitutions de g sont ¥ et Yo, celles de g : X, Bo, Bd', Tod, sil'on pose:
1

1 o (o] o I (o] o] (o]
o 1 o0 o I —1 0 o
L
g = s g =
(o] o —I1 o o] (o] I o
o o0 o0 —I 0 0 —I —I
3° Invariant — 4. — Les substitutions (S) n’altérant pas le couple réduit d’in-

variant —4 sont ordinaires ou singuliéres. Une substitution droite X s’écrit :

elle est de degré r siles g, et c; vérifient les relations

(ac)on + (ac)" — %, (ac)oz - ((ZC)” =Ah ’ N + x=1r
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Si A=-1, x=o0, I est ordinaire d’ordre ); ces substitutions droites ordinaires
d’ordre 1 forment un groupe gldont les substitutions droites d’ordre 1 (A=1,
».= o) forment un sous-groupe G.

Les substitutions singuliéres de degré 1 correspondent aux valeurs 2=o, »==1;

I'une d’elles est :
1 o o o

(o] I (o] (o]
(¢] (o] (o] I

] o —1 (o]

Les substitutions singuliéres droites de degré 1 s’obtiennent toutes en faisant
suivre les substitutions de g4 de la substitution o,.

Le groupe {9 des substitutions ordinaires droites ou gauches d’ordre 1 n’alté-
rant pas le couple réduit d’invariant —/4 est obtenu en faisant suivre les substitutions
de G de la substitution unité et de s, s’ et 55" :

T o o (o] I o o o
(o] T o o , o —I o o
¢ = , Jo g .
(o] o —I o (o] [¢] I o
(o] (o] o0 —I o o o —I

,t

Le groupe ((}) des substitutions ordinaires ou singuliéres de degré 1 n’altérant
pas le couple réduit d’invariant — 4 s’obtient en faisant suivre les substitutions du
du groupe (; de la substitution unité et de o,.

INVARIANT POSITIF.

Les couples ¢ d’invariant positif sont associés aux relations singuliéres entre les
périodes normales ¢, h, ¢’ d'un systéme de fonctions abéliennes singuli¢res ou d'un
systéme de fonctions quadruplement périodiques singuliéres. La recherche des subs-
titutions (S) de degré 1 laissant inaltéré un tel couple est équivalente a la recherche
des transformations abéliennes ordinaires ou singuliéres de degré 1 laissant inaltérée
une relation singuliére (1). Ces transformations changent un systéme de fonctions
abéliennes singuliéres en un autre lié & la méme relation singuliére et change de
méme un systéme de fonctions quadruplement périodiques singuliéres en un autre
systéme analogue. Nous distinguerons trois cas suivant que l'invariant A est non
carré pair ou impair ou bien carré parfait.

(') Cette recherche avait déja été effectuée par M. Humbert, par une méthode différente
(Journal de Math. pures et appliquées, 5¢ série, t. I1X, 1903).
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12 Invariant positif pair non carré parfait : A=4D. — La relation singuliére
réduite d’invariant 4D est :

(27) g—Dg'=o.

Les transformations abéliennes qui la laissent inaltérée sont droites ou gauches,
ordinaires ou singuliéres. Le déterminant d’une transformation droite T s’écrit :

a, et ¢, étant des entiers qui, si T est de degré 1, vérifient les relations suivantes :
(ac)os + (ac)m — % (ac)oz + D(ac)l3 - )" W — ng =1;

si x==0, h=-1; T est ordinaire d'ordre X. Les transformations ordinaires droites

ou gauches de degré 1 forment un groupe \; dont les transformations droites forment
un sous-groupe g ; les transformations droites d’ordre + 1 forment un groupe G
1

sous-groupe de (g . Soit :
1

I (o] o o I (o] [o] o
) o 1 o o . , o —I1 (o] (o]
0= . R @ =

o o —1 (o] o (o] I (o]

(o] o o0 —1I (o] (o] o —I

Si T désigne une transformation quelconque du groupe G, les transformations
de ‘g sont T et TO, celles de '((f} sont T, T®, TO', TOBO'.

Soit (%,, »,) la plus petite solution positive de I’équation de Pell :

12— D =r1;
posons
I o o o
o 1 o o v
0,= . 0,=(0,r,
o o A, —x%,
o o —Dx

1

b étant un entier quelconque positif ou négatif et O_, étant I'adjoint de ©,. Les
transformations ordinaires ou singuliéres de degré 1 n’altérant pas la relation (a7)
forment un groupe ((}) dont on obtient toutes les transformations en faisant suivre
celles de (j de la transformation unité et de ©, et toutes ses puissances 0,

(I, chap. 1v, § 1).
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a° Invariant positif impair non carré parfait A=~4m 4 1. — La relation singu-
liére réduite d’invariant 4m 4+ 1 est :

(28) g+ h—mg'=o.

Comme dans le cas de I'invariant pair. les transformations abéliennes n’altérant
pas cette relation sont ordinaires ou singuliéres. Une transformation droite de
degré 1 s’écrit : ,
' a a a a

0 1 2 3

T— ma, a,+a, a,+ma, a,

c, c, ¢, c,
—c,+mc, c, me,  c¢,—c,

et les entiers a, et ¢, vérifient la relation
(ac),, + (ac),, ==, (ac)ys + m(ac),, — (ac),, = A, (2h + %) — Ax* =4.

Si x est nul, elle est ordinaire et d’ordre A =—-1. Les transformations ordinaires
, o« . . .
de degré 1 forment un groupe g; les transformations droites en constituent un sous-
Ly : ’
groupe g dans lequel les transformations d’ordre 1 forment elles-mémes un sous-
1

groupe G. Posons :

I (o] (o] (o] I (o] (o] ]

o I o (o] , I —I (o] [e]
@ - N G) f—

(o] o0 —I o] o (o] I o

(o] o 0 —I (o] O —I —I

Soient T les transformations de G, celles de g sont T et TO, celles de ((j : T, TO,
T, TOO'.
Soit (A, #,) la plus petite solution positive de I'équation de Pell :
(2h 4+ %) — Ax*=4

et soit ®, la transformation singuliére suivante :

I O 0 o
o 1 o o
®‘ —_—
o o A —

o o —my, A+,

les transformations ordinaires et singuliéres de degré 1 n’altérant pas la relation sin-
guliére (28) forment un groupe <§) les transformations de (g) s’obtiennent toutes
en faisant suivre celles de g de O, et de toutes ses puissances positives et négatives,
©,7* étant I'adjointe de O,.

1
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3° Invariant carré parfait. — Si la relation singuliére est d’invariant carré parfait

(cas elliptique). il n’y a pas de transformations singuliéres la laissant inaltérée, les

transformations ordinaires forment un groupe [f; dont les opérations sont exacte-
U

ment les mémes que dans le cas ou I'invariant n’est pas carré parfait.

RemMarQuE. — Aux groupes précédenls correspondent des groupes de transfor-
mations sur les périodes d’un systéme de fonctions abéliennes singuliéres ou d'un
systéme de fonctions quadruplement périodiques singuliéres: il est aisé de les trouver
en se reportant aux formules (z,) et (5,) (I, chap. 1, § 4).

CHAPITRE II.

Sur certains groupes de substitutions & deux variables analogues
au groupe modulaire.

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé toutes les substitutions homo-
graphiques (8) & coefficients entiers qui laissent inaltéré un couple 3 de droites 2J)
et U conjuguées et & coordonnées rationnelles par rapport au complexe linéaire
arithmétique I' : p,, + p,,= o0, et nous avons représenté paramétriquement, a I'aide
de deux variables complexes 2 et 7, les points des droites et @', Aux groupes de
substitutions (S) n’altérant pas un couple 3 correspondent des groupes de'substitu-
tions W effectuées sur les deux variables Z et » dont I'étude fera I'objet de ce cha-
pitre et du suivant. Ces groupes sont remarquables par leur liaison avec les entiers
des corps quadratiques et apparaissent comme I'extension naturelle du groupe modu-
laire aux corps algébriques du second degré. La plupart d’entre eux ont déj été ren-
contrés dans d’autres recherches; c’est ainsi que nous retrouverons les groupes de
Bianchi, le groupe de M. Picard et le groupe Picard-Bourget (!). Ils comprennent
cependant une classe de groupes hyperabéliens nouveaux que nous étudierons dans
la suite sous le nom de groupes modulaires des corps \/Z;_\I? Aprés avoir signalé
I'analogie avec le groupe modulaire de tous ces groupes qui ont une origine géomé-
trique commune, nous montrons qu’on peut les rattacher aux substitutions sem-
blables arithmétiques de certaines formes quaternaires indéfinies de méme nature et
algébriquement réductibles & I'un ou 'autre des deux types

2 2 2 2 2 2 2 2
u, +u, +u,—u,, u, +u,—u,—u,,

(1) Nous désignons ainsi le groupe hyperabélien signalé par M. Picard au chapitre 1V de son
Mémoire Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Math. pures et appllqueeq, e série,
t. 1, 1885) et étudié. par M. Bourget dans sa Thése.
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ce qui permet d’apercevoir l'identité de ces groupes avec les groupes kleinéens et
hyperabéliens (%). Ces derniers, relatifs aux corps quadratiques positifs, sont iso-
morphes i certains groupes de transformations d’Hermite efiectuées sur les périodes
d’un systéme de fonctions abéliennes singuliéres, et nous voyons se manifester & un
nouveau point de vue ce caractére remarquable des fonctions abéliennes singuliéres
de permettre I'extension aux corps quadratiques des problémes posés dans le corps
des entiers ordinaires par la théorie des fonctions elliptiques.

1. — GROUPE MODULAIRE D UN CORPS QUADRATIQUE.

[1] Nous conservons les notations adoptées au chapitre I*. Considérons le
couple [3] comprenant les deux droites

x,=0x,, e, =0x,.
(l) gj 1 0, @ 1 [
( x,——0'x,; x, = — fx,,

3

, o kA k—\A o

0 et 0’ désignant les nombres algébriques +2\/ et \/ ou A est I'invariant
2

du couple [3]. Les points de &) sont représentés paramétriquement par la variable £

si I'on pose
x

s
Y

(2) ' —:———_—__%:

0 4 w! xS
(3) Sl e |
n

_9.,3‘

Soit ¥ une substitution droite d’entiers caractéristiques a, et c,, qui laisse inal-
térées les deux droites 9) et O’ prises séparément; elle change le point M de para-
métre £ situé sur 9) en le point M’ de la méme droite correspondant i la valeur &' du
paramétre et &' est lié & £ par la relation
(e,—b'c))t' + ¢, + oc,

(a,—0'a)E + a, + 6a,’

T —
[ —

De la méme maniére, £ change le point () de %) en le point (v) de la méme
droite et I'on a :
_ (¢, — 0c)n' 4+ ¢, + 0'c,
(ag - 0‘13) Yl, + a, + e,al

(?) Des propriétés analogues étaient connues pour les groupes déja étudiés; il nous a cepen-
dant paru intéressant de les présenter ici sous une forme tout i fait générale et convenant aux
groupes modulaires de tous les corps quadratiques réels ou imaginaires.
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A la substitution droite X d’entiers caractéristiques g; et ¢,, il correspond la
substitution a deux variables :

v= (; gy GV F e+ 0 (6, —be)n e+ 9’04)
o ((le - e'a"‘)& + a, + eal ' (a2_ eaa)‘fl + a, + eyax '

On trouve de la méme facon qu’a la substitution gauche %' d’entiers caractéris-
tiques @, et ¢,, qui change ) en et )" en 9, il correspond la substitution &
deux variables :

A— (5 " (Ce _ 063)'q + Co + 6'(:1 (Ce - elcs>§ + Ca + 001)
" (a,—%a)q +a, + 0'a,’ (a,—b'a)E + a, + ba,

Cette correspondance entre les substitutions = et X' d'une part, U et V d’autre
pari, jouit des propriétés suivantes : '

1° A une substitution X ou X' correspond une seule substitution U ou V et réci-
proguement.

2° A la substitution X7 adjoinle & £ correspond la substitution U™ inverse de U;
de méme & ="' correspond V™' inverse de V.

3° Au produit de deux des substitutions X ou X' correspond le produit des deux
substitutions & deux variables U ou V correspondantes.

4° A un groupe de substitutions (S) n’altérant pas le couple [¢] il correspond un
groupe de substitutions a deux variables et les deux groupes sont isomorphes holoé-
driquement.

Nous adopterons la notation W pour une substitution a deux variables de I'un ou
Pautre des deux types U et V; les substitutions U seront dites de premiére espéce ou
droites, les 'V étant de seconde espéce ou gauches.

Toute substitution gauche V est le produit d’une substilution droite U par la
substitution

Vo=@ n: —n, —3),
et le produit d'une substitution droite quelconque U par V_  est une substitution
gauche. Ceci résulte de I'application aux substitutions & deux variables de la propo-
sition analogue relative aux substitutions (8).

Si Vinvariant A est positif, les coefficients des substitutions W sont réels; si A
est 'néga'ti’f, ils sont inlaginaires. Précisons la nature de ces coefficients dans le groupe
des substitutions W isomorphe au groupe des substitutions X et X' ordinaires ou
singuliéres n’altérant pas le couple réduit d’invariant A : Si A est pair, égal & 4D et
tel que D ne soit pas congru & 1 suivant le module 4, ce sont des entiers quelconques
du corps \/B si D=1 (mod 4), cec sont des entiers du corps \/B de la forme
M+ N\/ﬁ, M et N étant deux entiers ordinaires quelconquesv; si. A est impair, ce

sont des entiers quelconques du corps \/K
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[2] Appelons groupe modulaire du corps quadratique \/ A réel ou imaginaire le
groupe des substitutions de I'un ou I'autre des deux types (droit et gauche)

) (E gy Mo B wad BN (a,n; ant b “'Hb');
U v 48 ~(’T,+8') : ch +d i+ d

%, 8, v, 8, a, b, ¢, d sont des entiers du corps VA, o, g4, %, d, b, ¢, d étant
leurs conjugués; on suppose en outre que ces entiers vérifient les relations

ad — By =41, ad — bc= —1;

%3 — @By et ad — bc sont appelés les déterminants des substitutions (4). On vérifie
trés facilement que les substitutions du groupe modulaire forment bien un groupe.
Les substitutions (4) de délerminant 1 forment aussi un groupe que nous appel-
lerons groupe arithmétique du corps quadratique \/X Le groupe modulaire est un
sous-groupe invariant d’indice 2 du groupe arithmétique ; les substitutions de celui-ci
étanl toutes oblenues en faisant suivre celles du groupe modulaire de la substitution
unité etde (5, v; —=n, —E5).

Ces définitions étant adoptées, soit g le groupe des substitutions (S) ordinaires
de degré 1 n’altérant pas le couple réduit d'invariant A, il lui correspond un
groupe <g) de substitutions U et V a deux variables :

(g) est le groupe arithmétique du corps \/5 si A est pair et égal & 4D (D=z1, mod 4),
et du corps \/S si A est impair.

.

Si A=4(4N + 1). (9} est le sous-groupe du groupe arithmétique du corps

\//;N + 1 formé par les substitutions de déterminant 1 dont les coefficients sont
de la forme A 4+ B\/!;N + 1, A et B étant des entiers ordinaires. En outre :

Le groupe modulaire du corps \/ D est isomorphe holoédriquement au groupe des
substitutions ordinaires d’ordre 1 laissant inalléré un couple & d’invariant 4D si
D == 1(mod 4), et d’invariant D si D= 1(mod 4).

Nous désignerons par ((}a) le groupe arithmétique d’un corps quadratique, (9 ) le
groupe modulaire et (G) le sous-groupe de (\(}) formé par les substitutions modu-
laires droites. Et & moins d’indications contraires, nous supposerons dans la suite
que nous ne considérons que les couples & dont I'invariant, s’il est pair, n’est pas de
forme 4(4N + 1). En se reportant aux notations du chapitre précédent, on voit
que (((Z}G) est isomorphe au groupe G (‘(}) a @1 et (G) &4 G, l'isomorphisme étant
toujours holoédrique. Soient U les substitutions du groupe (G) d’'un corps \/Z, les
substitutions de (g) sont U et UV, en posant V,=(&, n, —m, —E); celles de (((j()
sont U,UV,,UU_, et UV U_

Les groupes arithmétique et modulaire des corps réels sont aussi holoédriquement

, silon pose U_,=(&,n; —%, —mu).
isomorphes & certains groupes de transformations d’Hermite signalés au chapitre
précédent; celles-ci conservant les modules des fonctions abéliennes singuliéres qui

Fac. de T'., 3¢ S., Il 4o
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les subissent, ces modules, considérés comme fonctions de % et v, sont des fonctions
des groupes arithmétique et modulaire des corps réels.

Les considérations précédentes montrent que linterprétation géométrique des
fonctions abéliennes singuliéres et de leurs transformations met trés facilement en
évidence la liaison de ces derniéres avec les corps quadratiques. Un grand nombre de
problémes relatifs & ces corps se rattachant & des questions de géométrie réglée, on
voit en outre, qu’au point de vue de la théorie des nombres, il ne serait peut-étre pas
sans intérét de rechercher, un peu plus que nous 'avons fait, les rapports qui exis-
tent entre les tableaux de seize lettres =(n, n), les formes binaires & coefficients entiers
dans un corps du second degré, et les groupes modulaires des corps quadratiques
d’une part, les complexes linéaires arithmétiques et les divers ensembles de droites
qui s’y rattachent d’autre part. On verra dans la troisiéme partie une nouvelle appli-
cation de cette idée & la réduction des formes abéliennes et des formes a indéter-
minées conjuguées des corps quadratiques.

[3] L’analogie des groupes modulaires des corps quadratiques et du groupe
modulaire proprement dit est trés facile & poursuivre. On sait toute I'importance
des sous-groupes de congruence dans 1'étude de ce dernier et des fonctions modu-
laires. Des sous-groupes analogues existent dans les groupes modulaires des corps
du second degré. Posons dans I'expression (4) des substitutions du groupe modulaire

du corps \/B :

a=aqa, + auv, b:bo—i—b‘w, c—=¢, + C,v, d:do-l—dlw,

o étant égal a \/_D si D= 1(mod 4), et & #)- si D=1(mod 4). Les substitutions

du groupe (g }, dont les coefficients satisfont aux congruences

a,=b,=c,=d, (mod n)
forment un sous-groupe d’indice fini du groupe modulaire (g) nous l'appellerons
sous-groupe de congruence relatif au module n. Par exemple, le groupe de substi-
tutions W isomorphe au groupe des substitutions (S) ordinaires de degré 1 n’altérant
pas un couple [3] d’invariant A=4(4N + 1) est le sous-groupe de congruence relatif

au module 2 du groupe arithmétique du corps \/ 4N 4 1. Le groupe modulaire du

corps \/ A pour lequel A’=n"A est le sous-groupe de congruence relatif au module n
du corps \/ D.

Considérons maintenant les substitutions modulaires du corpsy/ D dont les coeffi-
cients vérifient les congruences

a=d=d=d=1, b=b=c=c=o0 (modn);

elles forment un groupe qui est un sous-groupe d’indice fini du groupe modulaire
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du corps \/ 5; nous l'appellerons sous-groupe de congruence principal relalif au
module n pour rappeler son analogie avec le sous-groupe correspondant du groupe
modulaire proprement dit.

Nous n’insisterons pas sur I'extension aux groupes ((}) des notions relatives au
groupe modulaire; nous allons donner de tous ces groupes une méme propriété qui

nous permettra de les situer dans les groupes connus & deux variables.

2. — LES GROUPES MODULAIRES ET LES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES.

Appelons, suivant I'usage, substilution semblable ou substitution aulombrphe d’une
torme quadratique toute substitution & coefficients réels et de déterminant =1 qui
n’altére pas cette forme et substitution semblable arithmétique, une substitution
automorphe A coefficients entiers. Nous montrerons que le groupe modulaire d'un
corps quadratique est isomorphe & un groupe de substitutions semblables arithmé-
tiques d’'une forme quaternaire indéfinie & coefficients entiers réductible & 1'un ou
Iautre des types

2 2 2 2 2 2 2 2
u, + u, +u,—u,, u, +u,—u,—u,,
suivant que le corps quadratique considéré est imaginaire ou réel.

[1] Rappelons d’abord qu’en vertu d'une convention faite sur le choix de la
représentation paramétrique des points des deux droites d'un couple &, un groupe de
substitutions 4 deux variables isomorphe & un groupe de substitutions (S) laissant
inaltéré un couple [3] réduit est identique & un groupe de substitutions a deux
variables isomorphe & un groupe de substitutions (S) n’altérant pas un couple 3
quelconque de méme invariant que [3]. Rappelons également qu’au couple ¢ d’inva-
riant A formé par les deux droites D et D' conjuguées par rapport au complexe [" :

P., + P,,=o de I'espace (), dont les coordonnées’sont :

B+s\/§ o B——s\/_ s
9 ’ ”'——'—'——2—‘“_’ -_— ’

(5) poA:E’ pz.'i:D’ poz:C’ psl—‘L\’ p03:

nous avons associé la pseudosphére (X) de I'espace (E) :
D(X: —XX, + AX X, + CX X, + BX)X, + EX; =o.

A tout point (X,, X,, X,, X,) de I'espace (E), il correspond dans I'espace (e) la
droite d du complexe I" dont les coordonnées sont :

X:—XX

6 —_— 3 1772

©) =

0

» Ppy=—1, Poa:XU pu:Xg’ poa:_xs’ pn:Xa'

A tout point de (), il correspond une droite du complexe I" rencontrant les deux
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droites D et D'; inversement, a toule droite de la congruence qui admet comme
directrices D et D', il correspond un point de la pseudosphére (Z).
A une substitution homographique (S) de I'espace (e)
x,=aX,+ aX, +aX,+a\,,
x,=bX, + bX, +bX, +bX,,
, z,=cX, + ¢ X, +¢X, + ¢X,.
Lo, =dX, +dX, + dX, + dX,,

(S)

supposée ordinaire, c’est-a-dire n’altérant pas le complexe I', il correspond unec
substitution linéaire sur les coordonnées pluckériennes p,, d’une droite quelconque

de T' et une substitution linéaire (T) sur les coordonnées X, X,, X,, X, d’'un point
de (E) et sur la quantité és_\ixe . Cette substitution (T) est la suivante :
X¥—XX,
X, 7
- -7 NG -1 - le'_ X:X;
X, = (db), X + (db), X, + (db),,X; + [(dD)y, — (db) ] X + (db)y ——7—

X2~ X/X!

X,=(ab),X; + (ab), X + (ab),.\, + [(ab),, — (ab),,] X; + (ab),,

< N, =(a0), X, + (ae), X, + (ac),,X; + [(ac),, — (ac),,] X; + (ac),,

X,
‘ U T e -7 X:,_ X:X;
X,=(ad), X, + (ad), X + (ad), X, + [(ad),, — (ad),] X, + (ad),, -
X;—XX - -7 ’ -7 er* X:X;
JT'—L_’: (Cd)mxo, + <Cd):nxi + (Cd)o'zxz + [(Cd)os - (Cd)m] ‘Xa + (Cd>23 ‘_—‘!—— .

Si la substitution (S) laisse inaltéré le couple 3, elle change les unes dans les
autres les droites de la congruence qui admet comme directrices les deux droites D
et D’ du couple 3; la substitution (T) change les uns dans les autres les points de (¥).
Supposons que (X,, X,, X,, X,) soit un point de (£), (\,, N, X/, X\") est aussi un
X:—X,X, o X —X/X,

X, X/
de X, X,, \,, X, et X" X, X, X/, et, pour les points de (%), (T) se réduit & une

37

point de (X);

sont des fonctions linéaires respectivement

substitution linéaire (s) sur les coordonnées X, \,, X,, X;. Supposons, pour sim-
plifier, D égal & l'unité, (s) s’écrit :

X, =[(ab),, — E(ab), ]\, + [(ab),, — A(ab),,]X," + [(ab),, — C(ab), I\, + [(ab),, — (ab),, — B(ab), ]X,,
X, = [(db),, — E(db),, ]\, + [(db),, — A(db), X, + [(db),, — C(db),,]X," + [(db),, — (db),, — B(db),]X,’,
X, = [(ac),, — E(ac),, ]\, + [(ac),, — A(ac),, )X, + [(ac),, — C(ac), X, + [(ac),, — (ac),, — B(ac),,]X,,
X, =[(ad),, — E(ad),)]\, + [(ad),, — A(ad),]X," + [(ad),, — Clad),, ]\, + [(ad),, — (ad),, — B(ad),,]X,'.

Supposons que le premier membre de I'équation de (X) soit une forme quadra-
tique F(X,. X,. \,. \,) & coefficients entiers et que la substitution ordinaire (S) soit
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a coefficients entiers de degré 1 et n’altérant pas le couple 3 associé & (L), on voit
facilement que (s) est & coefficients entiers et de degré 1 et que :

A toul groupe de substitutions ordinaires (S) de degré 1 correspond un groupe de
substitulions semblables arithmétiques (s) d'une forme quadratique F.

Considérons maintenant le groupe des substitutions a deux variables isomorphe
au groupe des (S) laissant inaltéré un couple 8 quelconque d’invariant A, on voit que :

Le groupe modulaire el le groupe arithmélique d'un corps quadratique quel-
conque \/ D sont isomorphes a deux groupes de substitutions semblables arithmétiques
d’une forme quadratique F.

On peut prendre pour F le premier membre de I'équation d’une pseudosphére
quelconque d’invariant D si D=1 (mod 4) et 4D dans le cas contraire; en parti-
culier, on peut toujours prendre, et d'une infinité de fagons, une forme F dont le
coefficient D soit égal & 1. '

La propriété précédente appartient aussi aux sous-groupes et en particulier aux
sous-groupes de congruence des groupes arithmétiques et modulaires des corps
quadratiques.

Si linvariant A de 2 est négatif, F est algébriquement réductible au type
) + u: +ul —ui, et le groupe modulaire d’un corps quadratique imaginaire est un
groupe kleinéen. Si A est positif, F est réductible au type u? + ul —ul —u’, et le
groupe modulaire d'un corps quadratique réel est un groupe hyperabélien. Un tel
groupe est isomorphe & un groupe de transformations d 'Hermite effectuées sur les
périodes ¢, h, g' d’un systéme de fonctions abéliennes; il est d’ailleurs trés facile de
ratlacher ces transformations abéliennes aux substitutions (T) et (s) correspondantes.

[2] La correspondance établie en're les pseudosphéres (X) et les couples ¢ permet
d’étendre aux formes quadratiques I certains résultats relatifs a 'équivalence des
couples 3. On sait que toute quadrique F=o peut. par une substitution isogonale,
é&tre transformée en un plan réel quand F est une forme indéfinie; c’est au fond ce
que nous avons fail en définissant les couples [3] réduils; ceux-ci correspondent en
effet aux pseudosphéres X réduites a des plans

X, + kX, —mX,=o0

ot k=-1, A=k*+ 4m. Toutes les formes F associées aux couples 3 de méme
invariant A admettent des groupes de substitutions semblables arithmétiques tous

isomorphes au groupe arithmétique (ou modulaire) du corps \/K si A est impair,

A . \ . fonl
\/—/— si A est pair. Dans le cas ou A est pair et égal 4 4D, on peut prendre comme
a

forme F la suivante :
X: — XX, —DX;,
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et c'est ainsi que MM. Picard et Bourget ont étudié les groupes modulaires des
corps \/D ou D est positif et non congru a 1 (mod 4).
Si A est impair, on peut prendre :

F=X— XX, + XX, — nX2.

A la pseudosphére F=o correspond un couple 3 d’invariant A=/4n + 1. On
trouve aisément une substitution changeant 8 en le couple réduit [3] de méme inva-
riant; on en déduit alors les substitutions ordinaires (S) de degré 1 n’altérant pas 3
(IL, ch. 1, § 2). Le groupe des substitutions semblables de la forme F isomorphe au

groupe modulaire du corps \/K comprend les substitulions

+ [(ab),, — (ab),, — (ab),,]X,

(db),, — (db),, — (db) )X/,
(ac),, — (ac),, — (ac),, )X,
+ [(ad),, — (ad),,— (ad) ;]\,

I X, =[(ab),, + n]X," + (ab), X," + (ab),X,
S\ [(db),, + n]X, + (db), X, + (db),X,’ +
) ’ X,=[(ac),, + n|\; + (ac), \," + (ac)qgk3 +
VX, =[(ad),, + n)\," + (ad), N\, + (ad), X,

—_— o —

dans lesquelles q;, b;. ¢;, d; vérifient I'un ou 'aulre des systémes de relations

g { c,=na,. ¢c,=—na,—a, ¢c,=a,—a,, c,=—a,, (ab), + (ab),=o;
®9 d,=—b,—nb,, d,=nb,, dy=—b, d=b—b,, (ab),— (ab), — n(ab), =
et
¢, =——a,—na,, ¢, =na,, c,=—a,, c¢,=a,—a, (ab), +(ab),=o;
<9) do - nbe ’ (ll - bs _‘n’b:x ’ d2 - bo_ b<z ’ da - bn ’ (ab)m - (ab)ozx - n(ab)m: —¢&
A VN
ol :=- 1. Sil'on pose m:[+9\/ ,m':l 2\/ , et
N, X, X, X,

¥ —— A — I 1
c—1 (v — )3 w— wn— e

aux substitutions automorphes (7) de F correspondent sur Z et = les substitutions du

groupe arithmétique du corps \/A, si e==+ 1, on a les substitutions du groupe
modulaire.

ReMarques : I. — Indépendamment de lintérét que présente la considération
des formes F pour donner aux groupes modulaires de tous les corps quadratiques
une méme origine commune, nous ferons remarquer que les propositions précé-
dentes montrent qu'on peut étudier ces groupes en effectuant la réduction conti-
nuelle des formes F. C’est d’ailleurs & ce point de vue que I'étude de certains d’entre

eux a déja été envisagée.
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IT. — Le cas de I'entier n quelconque et non égal a I'unité conduit a des groupes
analogues aux groupes modulaires et dont les coeflicients sont des entiers de certains
modules que nous avons déja signalés et sur lesquels nous reviendrons dans un
autre travail.

3. — Sur QUELQUES GROUPES MODULAIRES PARTICULIERS. -

~ [4] Les groupes arithmétique et modulaire des corps quadratiques imaginaires

ne different pas de certains groupes kleinéens déja étudiés; les substitutions effec-

tuées sur les deux variables £ et v étant imaginaires conjuguées, la considération des
*

deux substitutions effectuées simultanément sur % et v ne présente pas un grand
intérét et on peut se borner & étudier le groupe G des substitutions droites effectuées

sur &.
Dans le corps des entiers complexes, ce groupe G est le groupe connu sous le nom
. . - s 48 \
de groupe de Picard(?); il comprend les substitutions linéaires (E, a: i 8> ou
s

%, B, v, 8 sont des entiers complexes vérifiant la relation 23 — By =-1 pour le

groupe arithmétique et «3 — By==1 pour le groupe modulaire. Ce groupe se rat-
tache, comme nous I'avons vu, aux substitutions semblables de la forme

X — XX, + X2
2%+ 8

E1 s
s+
(23 — By)*==1, on voit facilement qu’il se rattache aux substitutions (S) singuliéres

Si 'on considére le groupe des substitutions linéaires (E > , pour lesquelles

n’altérant pas un couple 3 d’invariant — 4. Le groupe de Picard n’est pas proprement
discontinu dans le plan de la variable £, mais il posséde dans I'espace & trois dimen-
sions un domaine fondamental qui présente de grandes analogies avec celui du
groupe modulaire dans le plan. C’est M. Picard qui I'a obtenu le premier, en rédui-
sant une forme d’Hermite & indéterminées conjuguées. Ces formes se rattachent
directement aux groupes arithmétique et modulaire du corps \/: nous le mon-
trerons dans la troisi¢éme Partie. Leur étude a été faite dans le cas des formes définies
par Hermite, qui les avait rencontrées en traitant par une méthode nouvelle la repré-
sentation d'un nombre par une somme de quatre carrés (2). Le cas des formes indé-

finies a fait I'objet d'un Mémoire de M. Picard (3) qui leur a appliqué la méthode de

(1) E. Picanp, Bulletin Société mathématique de France, X1I (1883-84); Math. Annalen,
- XXXIX (18g1).

(2) Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques, second Mémoire (Journal de Crelle,
t. XLVII, et (Euvres, t. I).

(%) E. Picano, Mémoire sur les formes quadratiques binaires indéfinies & indéterminées
conjuguées (Acta Mathematica, t. V). :
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la réduction continuelle par laquelle Hermite ramenait 1'étude des formes réelles
indéfinies a4 la réduction d’une forme définie dépendant de certains paramétres
variant d’une fagon continue. .

Le cas des corps négatifs quelconques a été envisagé par Bianchi (!). Les groupes G
correspondants ne sont pas proprement discontinus, mais ont un domaine fonda-
mental dans P'espace & trois dimensions. Ce domaine a été déterminé par Bianchi
pour un certain nombre de corps, en utilisant la méthode des symétries; mais celle
méthode n’est pas susceptible de s’appliquer & tous les groupes G. Bianchi a rattaché
ces groupes aux formes & indéterminées conjugudes et aux substitutions semblables
de certaines formes quaternaires; c’est sur la connaissance du domaine fondamental
des groupes G qu’il a fait reposer la réduction des formes & indéterminées conju-
guées; nous aurons a revenir sur ce point dans la troisiéme Partie en traitant des
formes abéliennes.

[2] Les groupes arithmétique et modulaire d’'un corps réel \/Z sont des groupes
hyperabéliens, c’est-a-dire des groupes de substilulions & deux variables de I'un ou
Pautre type :

. . ai+b a'-r.+b’> < an + B a'§+p'>
I (R . s < ST T s T )
= A cE+d cq+d yn+ 28 *{'; + 3

discontinus dans un certain domaine de valeurs de % etv. Il est trés facile de
démontrer directement qu’ils sont discontinus a I'intérieur du domaine formé par
deux cercles quelconques de rayons finis des plans analytiques (%) et (v) ne coupant
pas l'axe réel. Cette propriété résulte aussi des théorémes généraux démontrés par
M. Picard relativement aux groupes hyperabéliens qui se rattachenl aux substitutions
semblables des formes quadratiques du type u} + u, — u; — u;. Bien entendu, nous
supposons que A n’'est pas carré parfait: dans ce cas, le groupe modulaire résulterait
de la superposition de deux groupes modulaires ordinaires.

Si A n’est pas congru & 1 suivant le module 4, le groupe modulaire du corps \/A
est le groupe Picard-Bourget que M. Picard a rattaché aux transformations abéliennes
d’ordre 1 n’altérant pas la relation singuliére

W —gg'=44;

plus exactement, c’est ce groupe dans lequel on aurait changé Z en —Z (en supposant
quon adopte les notations de M. Bourget). Le groupe arithmétique est obtenu en
adjoignant aux substitutions fondamentales du groupe modulaire la suivante :

(") L. Biancui, Sur certains groupes de substitutions linéaires (Math. Annalen, t. XL,
XLIT et XLIII).
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(3, n; —E, —v,). Le groupe modulaire du corps \/K comprend cinq substitutions
fondamentales :

G E—1,—1), G, 03 B4V, n—VA), (&m:—%, —%)
]
(2, n: (a—eVaYE, (a+eV/a)ra),  (E ni—n, —B),

ol a et ¢ désignent la plus petite solution positive des deux équations de Pell :
a — AP=-+1.

Cette réduction est due 3 M. Bourget qui a également, par la considération des
fonctions $ d’arguments nuls, déterminé un certain nombre de fonctions du groupe.
Si A=1(mod 4), le groupe arithmétique du corps \/K est le groupe hyperabélien
que nous avons déduit des transformations d’Hermite n’altérant pas une relation

singuliére d’invariant A et que nous étudierons au chapitre suivant.

CHAPITRE HI.

Sur les groupes modulaires des corps quadratiques réels \/4n + 1.

Dans les chapitres précédents, nous avons condensé dans un méme exposé un
ensemble de propriétés fondamentales communes aux groupes modulaires de tous
les corps quadratiques. On peut poursuivre I'analogie de ces groupes avec le groupe
modulaire proprement dit et rechercher, en particulier, pour les fonctions hyper-
abéliennes correspondant aux groupes des corps réels les propriétés spéciales de ces
fonctions qui les rapprochent des fonctions modulaires, les fonctions abéliennes sin-
guliéres devant jouer dans cette recherche le méme réle que les fonctions elliptiques
dans la théorie des fonctions modulaires. C’est 14 un ordre de considérations fort
difficiles qui seraient aussi intéressantes pour la théorie des fonctions que pour la
théorie des nombres algébriques. Avant d’entreprendre cette recherche, il était

nécessaire de faire 'étude arithmétique des groupes modulaires des corps \/Z;n +1;
nous la résumerons trés brievement, afin de ne pas allonger par trop ce travail;
nous la reprendrons, en la complétant par I'étude des fonctions du groupe, dans un
autre travail que nous publierons trés prochainement (1).

[1] Soit ({ga) le groupe arithmétique, (g) le groupe modulaire et (G) le groupe

des substitutions modulaires droites du corps \/E:\/l;n + 1. Les substitutions de |

(1) Une partie de ces résultats a fait I’'objet d’une Note aux Comptes rendus de I’Académie
des Sciences (21 février 1910).

Fac. de 7., 3¢ S., III. 41
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ces groupes sont de I'un ou I'autre des deux types

<y aid b a4l CRAES +8>
3 0

=T T g,y ———, 2
ci4d (7/W+d'/’ \ : Y"l‘i—c’ v'E4+ 8

’

a,b,c, ..., v, 3 sont des entiers du corps \/K, c’est-a-dire des nombres algébriques
de la forme M 4 Nw. M et N élant des entiers ordinaires quelconques et o I'entier
l—_:i‘k— du corps \/K a, ¥, ..., & sont les conjugués de a, b, ..., 3; ad — bc el
a2 — By sont égaux & + 1 ou & — 1. suivant les groupes que 1'on considére.

Les groupes (g({), ((}) et (G) sont isomorphes & trois groupes PHG, M et H de
substitutions arithmétiques semblables de la forme

F=X;— XX, + XX, —nX’.

Ils sont respectivement isomorphes aux groupes des substitutions d’Hermite :
1° de degré 1, 2° d'ordre 1, 3° droites et d’ordre 1 n’altérant pas une relation singu-
liere d’invariant A.

[2] La réduction continuelle de la forme indéfinie F permettrait de trouver les
substitutions fondamentales des groupes (’@J (9) et G; comme dans le cas voisin
du groupe Picard-Bourget, cette réduction continuelle ne s’opére pas sans d’assez
grandes difficultés de calcul. Nous avons réduit le groupe des substitutions (S)
n’altérant pas le couple réduit ¢ d’invariant A, ou, ce qui revient au méme, le groupe
des transformations d’Hermite du premier degré n’altérant pas une relation singu-
liere d’invariant A. Ce groupe isomorphe au groupe arithmétique ((}a) du corps \/K
comprend six substitutions fondamentales :

1 (o] o] (o] 1 o o (o] (0] (0] I o
o I o o (o] 1 o o . o] (o] I I
b’: , ng ) bs: s
—I o I o (0] I 1 o —I o (o] Oi
I —I O I n o o 1| I —1 o o]
a+c
—C o o
2
a—cC
—nc — o (o}
S 2
s atc ecc |
o (o] 3
2
a—cC
(o] o enc 3
2
1 (o] (o] (o] I (o] o (o]
I —I o o . I o o
S frmnd b —

(=]
=]
|
-
[e]
o o ©
(=]
I
—
)
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ol a et ¢ désignent la plus petite solution positive des deux équations de Pell :

@& — AC* =z,

!

¢ étant égal & 1. De cette réduction, on déduit la réduction & six transformations
fondamentales des transformations d’Hermite d’ordre =1 n’altérant pas une relation
singuliére d’invariant A==4n 4+ 1; on en tire également la réduction des groupes
(6 (.

Le groupe arithmétique (ga> d’un corps quadratique réel admel six substitutions

JSfondamentales :

’

W= (o i—1, —1), W= 1 4o, 1+, W3=<<s,n:-—

yve] =
l

S0

N

AT

\V:(: T;(a+0\/,)>a 5
N )

4 \‘.’
e

Le groupe modulaire <“f) admel cing substitutions fondamenltales :

/
G

a—c\/a\ . . . -
< 2\/ >q> W=G1—n—9, W,=GEn -5 —v).

W, W, W, W, 6 W.
Le groupe (G) admet quatre substitutions fondamendtales :
W, W, W, W,.

On écrirait facilement les substitutions fondamentales des groupes de substi-
tutions semblables (rHa> , (PH> et (I) de la forme F.

[8] Le groupe Picard-Bourget (*) correspondant & la relation singuliére h*—gg'=/A
est le sous-groupe de congruence relatif au module 2 du groupe modulaire ((? ); c'est
un sous-groupe d'indice 2 si la plus petite solution positive des équations de Pell,
a’ — Ac* =4, est paire et d’'indice 4 dans les autres cas.

On trouve facilement les substitutions fondamentales des sous-groupes de con-
gruence principaux ou non, relatifs & des modules quelconques, en partant des
substitutions fondamentales W,, ..., W, de <Ga>

[4] Posons

S=3, +1i3, =, + i,

les groupes (G/>a’ (g) et (G) ont des domaines fondamentaux dans l'espace & qualre
dimensions (E) ot les coordonnées d’un point sont Z,, £,, ,, n,. Nous ne les avons
pas construits, mais la réduction continuelle de F et la connaissance des substi-
tutions fondamentales suffisent & donner quelques renseignements qui montrent

leur analogie avec le domaine fondamental du groupe modulaire. On peut utiliser

(1) Plus précisément le groupe qu’on en déduit en changeant £ en —¥,
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les résultals généraux relatifs aux groupes hyperabéliens, dus & M. Picard, et s'aider
aussi des remarques de M. Bourget sur le domaine fondamental du groupe qu'il a
étudié.

Toute substitution modulaire (du groupe modulaire) change un point M de (E)
pour lequel %, est positif et , négatif en un point de la méme région. Appelons, pour
conserver des notatlions analogues & celles de M. Picard, domaine S I'’ensemble des
points (%, v) pour lesquels £, est positif et 4, négatif, et désignons par (S) la limite
E,=,=o de ce domaine. La substitution (%, ; —£%, — ) change un point M de S
en un point du domaine symétrique (, <o, v,>>0) que nous appelons point symé-
trique de M, et le domaine fondamental du groupe modulaire (g) est obtenu en
adjoignant au domaine fondamental du groupe arithmétique (qa> le domaine symé-
trique (1). 1l résulte de I'étude faite par M. Picard du domaine fondamental 3 dans S
d’'un groupe hyperabélien isomorphe & un groupe de transformations semblables
d’une forme quadratique F, que ce domaine est formé par 1’ensemble d’un certain
nombre fini de domaines D obtenus par la réduction continuelle de F et n’ayant
aucun point commun avec la limite (S) de S; & n’a aucun point commun avec (8).
Ce résultat relatif au groupe modulaire du corps \/Z est analogue a celui qui con-
cerne le groupe modulaire proprement dit dont le domaine fondamental n’a aucun
point commun avec I'axe réel. Nous avons trouvé également que le domaine fonda-
mental 3 de (g) n’a qu’un seul point & I'infini dans le domaine S (§, =+, — o) tout
4 fait analogue au point a I'infini du groupe Picard-Bourget et du groupe modulaire
proprement dit.

[B8] Appelons fonction modulaire du corps \/K toute fonction analytique de & et
dans les demi-plans

3o
=

g,>o0, 1,< 0 qui ne prend qu'un nombre limité de valeurs
pour 'ensemble des valeurs de % et 4 qui se déduisent de I'une d’elles par les substi-
tutions modulaires du corps \E Ces fonctions sont des fonctions hyperabéliennes
du groupe hyperabélien (@) ou d'un de ses sous-groupes. Les propriétés générales
des fonctions hyperabéliennes établies par M. Picard appartiennent a ces fonctions
particuli¢res ; considérons, par exemple, les fonctions modulaires F(3, n) du
groupe <g) ne prenant qu'une seule valeur pour l'ensemble des valeurs de % et y
qu’on déduit de I'une d’elles par toutes les substitutions de <{q>, ce sont des fonc-
tions rationnelles de trois d’entre elles liées par une relation algébrique. La considé-
ration des fonctions 3 d’arguments nuls permet de former des fonctions F(Z,.m) que
nous avons recherchées dans le cas des corps \/4n + 1; mais, de méme que dans le
cas traité par M. Bourget, la présence du radical \/E dans I'expression de ces fonc-
tions rend & peu prés impossible la formation des relations algébriques qui exislent

(*) On peut encore dire que (9) admet un domaine fondamental 3 dans S.
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entre elles et les autres fonctions qu’on en peut déduire par addition, multiplication,
dérivation, etc... D’autre part, si I’'on considére les trois modules 1, ., v des systémes
de fonctions abéliennes singuliéres liées & une relation singuliére d’invariant A, ce
sont des fonctions modulaires de % et 4 du corps \/Z M. Humbert a bien indiqué
un moyen de trouver la relation algébrique & (%, u, v)=o0 qui existe entre ces trois
fonctions, mais la formation effective de ® est extrémement difficile. L’extension
aux fonctions abéliennes simplement singuliéres de la théorie des fonctions modu-
laires qui se présente dans 'étude des fonctions elliptiques semble donc difficilement
abordable. Et méme, elle se présente a4 un point de vue un peu différent, le rdle de
la fonction J(z) étant joué dans la théorie des fonctions abéliennes singuliéres non
pas par deux fonctions de deux variables, mais par trois fonctions 1, p, v liées par
une relation algébrique. Il n’est pas sans intérét d’étendre aussi & ces fonctions abé-
liennes singuliéres le probléme de la transformation des fonctions elliptiques et de
voir & quoi il correspond pour les fonctions modulaires des corps quadratiques.
Nous espérons revenir prochainement sur ce sujet qui concerne plus spécialement la
théorie des fonctions.




TROISIEME PARTIE

CHAPITRE PREMIER.

Formes abéliennes et formes binaires adjointes.

En étendant aux fonctions abéliennes de deux variables le probléme de la trans-
formation tel que Jacobi I'avait traité dans le cas des fonclions elliptiques, Ilermite
a introduit dans la science un certain nombre de notions nouvelles: quelques-unecs
devaient étre remarquablement fécondes et ouvrirent la voie a de belles recherches
d’algébre et d’arithmétique. C’est ainsi qu’on doit faire remonter a Hermite la notion
de substitution abélienne. dont on sait le role important en algébre, et celle de
forme abélienne telle qu'elle a été utilisée par Laguerre dans son Mémoire : Sur le
calcul des syslémes linéaires (*). Ces formes, dont la nature n’est pas altérée par les
substitutions (S) liées aux transformations abéliennes d’Hermite, ont dans la théorie
des fonctions abéliennes une importance capitale qu'Hermite et Laguerre ont tous
deux mis en évidence; elles y jouent le méme role que les formes binaires dans la
théorie des fonctions elliptiques. Hermite a établi quelques-unes de leurs propriélés
et s’en est servi pour démontrer plusieurs propositions fondamentales concernanl la
transformation des fonctions abéliennes de genre 2; d’autre parl, nous aurons, a un
point de vue tout différent. 'occasion de montrer quelle liaison étroite existe entre
une certaine classe de ces formes particuliéres a quatre indéterminées et les fonctions
abéliennes doublement singuli¢res. C'est Hermite qui, & la fin de son Mémoire sur la
transformation, a pos¢ le probléme de I'équivalence arithmétique des formes abé-
liennes & quatre variables, tel que nous le traiterons. Les propriélés relatives aux
formes adjointes permettaient de penser quun rapprochement entre ces formes et
les formes 4 deux indéterminées () devait se présenter; c’est pourquoi nous avons

cherché A utiliser la considération des formes binaires pour effectuer la réduction

(1) Journal de UEcole polytechnique, foe cahier, tome XXV, 1867.

(2) Voir a ce sujet les deux citations d’Hermite faites dans I'lntroduction. Par suite d’'une
erreur d’impression que le lecteur corrigera aisément, dans ces citations, il faut lire : fornies
binaires au lieu de formes linéaires.



LES FONCTIONS ABELIENNES ET LA THEORIE DES NOMBRES. 31 7

des formes abéliennes et a faire reposer cette réduction sur les mémes principes que
celle des formes & deux variables. Mais, comme nous le montrerons, on rencontre
dans cette voie. qu’il semble tout naturel de suivre, des difficultés de nature arithmé-
tique & peu prés insurmontables dans 1'état actuel de la théorie des nombres algé-
briques et, malgré I'analogie apparente des formes abéliennes et des formes binaires,
les méthodes propres & I'étude arithmétique de ces derniéres ne peuvent, a elles
seules, conduire & la solution des principaux problémes concernant I'équivalence et
la réduction des premiéres. C’est bien dans les propriétés des formes & deux variables
que nous avons trouvé un instrument analylique essentiel pour effectuer la réduction
des formes abéliennes; mais il ne semble pas possible de faire reposer cette r>duction
sur une suite de propositions analogues a celles qu’employérent Gauss pour les
formes binaires définies et Hermite pour les formes & indéterminées conjuguées. Avant
d’exposer la méthode que nous avons suivie, nous présenterons quelques remarques
sur les substitutions (S) a coefficients entiers de type (1, 1) que nous appelons encore
substitutions d’'Hermite.

Dans les deux premiéres Parlies, nous avons étudié les substitutions d’Hermite
lices aux transformations abéliennes en utilisant une propriété géométrique carac-
téristique de toutes ces substitutions, celle de laisser inaltéré le complexe ' :
Py + P,,=o0. Nous avons pu reprendre & ce point de vue les divers problémes de la
transformation des fonctions abéliennes, et c’est sur cetle seule définition purement
géométrique de ces substitutions que nous avons basé la recherche de leurs pro-
pri¢tés et la démonstration d’un grand nombre de propositions concernant la théorie
des fonctions abéliennes ordinaires et singuliéres. C’est & un tout autre point de vue
que ces substitutions s’étaient présentées & Hermite et il est d’autant plus important
de rapprocher ces deux ordres de considérations. en apparence si différentes, que
c’est la propriété analytique de ces substitutions quHermite prit comme point de
départ de ses recherches sur la transformation, qui conduisit M. Jordan 4 la notion
de substitution abélienne (*). Soient (w,, v,), (o,,v,), (o, v,). (0, v,) les quatre paires
de périodes simultanées d'un systéme de fonctions quadruplement périodiques; on

sait qu’il existe entre ces périodes la relation fondamentale de Riemana :
(1) 0V, — 0V, + vV, — w,u, = 0.

\

Cherchons & effectuer sur les deux systémes de variables (o, ,, ,, w,) et
(v, V5 ,, u,) une méme substitution a coefficients entiers
[ x,=aX, + aX, + aX, + a)X,,
S x, =bX +bX, +bX, + bX,,
( x, =X, + ¢,X, + ¢,X, + ¢X,,
\x,=dX, +dX, +dX, + dX,

8
l

(') JorpaN, T'raité des substitulions et des équations algébrigues, p. 71.
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changeant », en Q, et v, en Y;, et telle que 'on ait :
(2) 0V, — 0, + 0,v, —o,u, = K(Q T, —QY +QY,—QY,),

on trouve qu'il doit exister entre les seize entiers q;, b,, ¢;, d, de la substitution (S),
les relations d’Hermite dans le cas d'une substitution d’ordre K, et c’est a ce point
de vue que ces substitutions se sont présentées & Hermite; il met bien en évidence le
rapport étroit des considérations précédentes avec les substitutions abéliennes sur
deux suites de deux paires d’indices. Considérons (v, o,, v, ©,), (9, 9,, v,)
comme les coordonnées de deux points de I'espace; les coordonnées pluckériennes
de la droite qui les joint ayant comme expression

Pix = w0 — 0,0,

la relation de Riemann s’interpréte ainsi : la droile qui passe par les deux points
(0, 00,5 0, ©) et (v, v,, v, v,) appartient au complexe linéaire I' : p, + p,, = o;
quant a I'égalité (2), elle exprime que la substitution (S) change une droite du com-
plexe I' en une autre droite de ce complexe. On apercoit ainsi la compléte identité
du point de vue analytique d’Hermite qui fut le point de départ des recherches de
M. Jordan sur les substitutions abéliennes et du point de vue géométrique ot nous
nous sommes placés. On peut remarquer que les considérations relatives a la relation
de Riemann, aux substitutions d’Hermite et aux formes abéliennes s’étendent aux
fonctions abéliennes de genre trois, quatre... et aux formes abéliennes & six, huit...
variables; d’autre part, les notions de géométrie réglée sont susceptibles de générali-
sations dans les espaces & cinq, sept... dimensions, et on congoit qu'on puisse
étendre aux fonctions abéliennes de genre quelconque et aux formes abéliennes & un
nombre quelconque de variables, les diverses méthodes géomélriques que nous
avons employées dans ce travail; c’est un ordre d’idées sur lequel nous reviendrons
dans la suite. Cette digression étant terminée, nous aborderons I'étude arithmétique
des fonctions abéliennes.

Nous isolons les formes abéliennes des formes générales & quatre indéterminées
pour les comparer entre elles dans les substitutions d’Hermite; nous nous poserons
A ce point de vue le probléme de I'équivalence arithmétique de ces formes, nous éta-
blirons la notion de classe, nous prouverons que les formes a coefficients entiers dont
le discriminant a une valeur donnée se distribuent en un nombre limité de classes
et nous montrerons que, dans le cas des formes définies, on peut faire correspondre
a chaque classe une et une seule forme réduite caractérisée par certaines inégalités
auxquelles satisfont ses coefficients. Toute cette étude sera intimement liée aux pro-
priétés des corps quadratiques et de certaines classes de formes bilinéaires et égale-
ment a certaines propriétés des fonctions abéliennes que nous signalerons au cours
de notre exposé.

C’est sous sa forme géométrique que nous exposerons la méthode que nous avons
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suivie pour faire I'étude arithmétique des formes abéliennes; il est bien évident que
notre principal but était d’introduire les formes binaires dans la théorie des formes
abéliennes et que les interprétations géométriques des propositions que I’'on rencon-
trera dans la suite ne sont qu'un procédé commode pour en simplifier 'exposé.

1. — PROPRIETES GENERALES DES FORMES ABELIENNES.

[1] Soit
f e Eaijacimj

Uexpression générale d'une forme & quatre indéterminées, les coefficients a,; vérifiant
les équations a,; = a;; et le signe X s*¢tendant aux valeurs o, 1, 2, 3 des indices i et j.
Etablissons entre les coefficients de cette forme les relations suivantes :

2

2
aoo au:l — aoa - a“ agz - a12 ’
Qoo Q™ A, Ay — Gy, (aos_aaz) =o,
(1 ) Ayy Ay — Ay Ay — Ay (aos—am) =0,

a,a, +a,a,— am(aos'*_am) =0,

a,a,, + a,a,, —a (a,+a)=o.

00 23 04 22

Toute forme f dont les coefficients vérifient les équations (1) sera dite forme abé-
lienne ou forme d’Hermile.
Considérons la substitution

x,=aX, +aX, + aX, + aX,.
@, = bX, + bX, +bX, + bX,,
[ 2, =cX,+ X, + cX, + ¢X,,
o, =dX, +dX, + dX, + dX,.

®)

Nous supposerons que ses coefficients sont des entiers ordinaires vérifiant les
deux systémes suivants de relations qui sont absolument équivalents :

[ (ad)oa + (bc)m =0, . / (ab)oa + (ab>“:0,
(ad),, + (be),, =o. | (@) + (@) =o,
(I) (ad)on + (bc)oi: o, ([[) " (bd)os + (bd)u =o,

(ad):u + (bC)“:O, ( (Cd)os + (Cd)n: O_’
(ad),, + (bc),,=(ad),, +(bc),,=k. (ad),, + (ad),,= (bc),, ’—i—(bc)“:.lc.
Fac. de T., 3¢ S, 1III. 42
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Une substitution (S) dont les coefficients sont entiers et vérifient les relations M
et (II) sera dite substitution abélienne (*) ou substitulion d’Hermite d’ordre k. Nous
avons déja étudié ces substitutions dans la premiére Partie; elles laissent inaltéré le
complexe linéaire arithmétique I" : p,, + p,,= o, et nous avons vu que :

Toule substitution abélienne change une forme abélienne en une aultre forme abé-
lienne.

Deux formes abéliennes f et f' sont équivalentes si I'on passe de I'une & I'autre
par une substitution abélienne d’ordre =4-1, c’est-d-dire de degré 1. Nous traiterons le
probléme de I'équivalence et de la réduction des formes d’Hermite & coefficients
enliers; il sera bien facile de voir quels résultats sont valables pour les formes &
coeflicients quelconques.

[2] A chaque forme abéliennne f correspond une quadrique f=o, que nous
appellerons quadrique d’Hermite ou quadrique abélienne associée i la forme f. Le
théoreme précédent montre qu'une liaison géométrique doit exister entre les qua-
driques d’Hermite et le complexe linéaire I'; cette liaison est la suivante :

Les quadriques abéliennes sont les quadriques appartenant au complexe T'.

Nous disons qu'une quadrique appartient & un complexe linéaire lorsque 'une des
deux séries réglées qu’elle contient est constituée par des droites de ce complexe.

La démonstration du théoréme précédent repose sur la considération de la
deuzxiéme adjoinle de la forme f, premier membre d'une équation d'une quadrique
abélienne. et sur cette remarque géométrique :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une quadrique () appartienne & un
complexe linéaire I" est la suivante : si Q contient une droite, elle contient en méme
temps sa conjuguée par rapport & I" ou méme, plus généralement, les conjuguées de
toules les droites tangentes a4 Q sont ¢galement tangentes a la quadrique.

Considérons la quadrique Q :

f: Zau.acincj —=0;
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une droite de coordonnées plucké-

riennes p,, soit tangente & Q s'obtient en annulant la deuxiéme adjointe ¥ (p,,, p
poz’ p:u‘ pos‘ pu) def:

23?

(2) w = Epia, ay—ay) + 28 (@, Q= Q) PP

le signe ¥ s’étendant aux valeurs o, 1, 2, 3 des indices A, i, k, I, tels que p, . z=p,,-
H ! . - Aog  droites 3 A . N ¢
Si p,, et p', sont les coordonnées de deux droites conjuguées par rapport au complexe
linéaire I', on a : )

(3> Pin =Por> P’z:;:pzu‘ p:)‘_’zpo?,‘ pz’u:pu’ I)t’)a:_pm’ p’m:_poa’

(1) Cest la dénomination adoptée par Laguerre dans son Mémoire Sur le calcul des substi-
tulions linéaires.
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Ecrivant que si I'équation (2) est satisfaite pour un systéme quelconque de
valeurs des variables p,,,. elle est également satisfaite pour le systéme des valeurs
correspondantes p’,, définies par les équations (3), on obtient les relations (1) qui
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la quadrique f=o0 appartkienne
au complexe I'.

RemarQUE 1. — Les propriétés géométriques des substitutions et des quadriques
abéliennes rendent évident le théoréme qu'Hermite a énoncé sur la propriété des
formes abéliennes d’étre transformées en des formes de méme nature par une subs-
titution abélienne.

Le caractére de I'étude arithmétique des formes f telle que 1'avait congue Hermite
et telle que nous la ferons, apparait bien nettement : nous isolons les formes abé-
liennes des formes & quatre indéterminées pour les comparer enlre elles par une
classe de substitutions particuliéres qui ne changent pas leur nature; & un autre
point de vue, nous faisons la géométrie réglée par rapport & un complexe linéaire
déterminé en isolant des quadriques générales celles qui appartiennent & ce complexe
et des substitutions homographiques celles qui le laissent inaltéré.

[3] Hermite a montré que les substitutions abéliennes présentent de grandes
analogies avec les substitutions & deux variables; nous avons repris ces considé-
rations & un point de vue un peu plus général en étudiant les systémes linéaires
2(n, n). (Premiére Partie, chap. II, § 1.)

Les formes abéliennes quaternaires se rapprochent également des formes a deux
variables par des propriétés qui ont été signalées par Hermite et retrouvées par
Laguerre.

1° Rappelons que le discriminant de la forme abélienne S est égal & 8° en posant

P 2 . o
0 == Qpy — Q4 Ay, + Ao Ayy — Ay, Qyy = A}, — A, Ay + a,a,— a,a,,

3 sera dit I'invariant de la forme f. Soit, en effet,
F= XA XX,

la transformée de la forme d’Hermite f par la substilution abélienne (S) d’ordre K,
posons :

A= A:a - AooAas + AMAN - AmAea = A‘Tz - AuAu + AocAu - AMAN;

on a
A=K?%3,

relation qui met bien évident le réle de I'ordre K et de 'invariant 3. Cet invariant
reste inaltéré par les substitutions de degré 1.
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2 Soit F(X,, X,, X,. X,) 1a forme adjointe de f; on aura
f(’:co’ xi’ wz’ xa) == g(xo’ xa’ xg’ xa)’

en posant

wo:\/—_gxa’ a"(\:\/—axz’ wa:_\/——axa’ w;x:—\/:—axo’

propriété tout a fait analogue 4 celle des formes binaires et de leurs formes adjointes.

3° Les formes abéliennes sont définies ou indéfinies; dans ce dernier cas, clles
sont algébriquement réductibles au type u? + u? — u®> — u*. L'invariant 3 d’une forme
définie est nécessairement négatif, mais il existe deux catégories distinctes de formes
indéfinies : pour les unes, U'invariant est positif; pour les autres, il est négatif. Les
Jormes indéfinies d’invariant négalif seront dites de premiére espéce, celles dont I'in-
variant est positif étant de seconde espéce. Nous laissons de c6té les formes d’inva-
riant nul dont la considération est sans intérét. Deux formes indéfinies d’espéce
différente ne sont jamais transformables I'une dans 1'autre par une substitution abé-
lienne, cela résulte de I'invariance du signe de ¢ dans une telle substitution: par
exemple, les deux formes abéliennes

24,22, + 2a,,2,2,, 2@, T, X, — 20, L,X,

sont respectivement de premicre et de deuxiéme espéce en supposant a,, et a,, positifs;
la substitution (x,, ,, x,, x,; x,, —,, ,. @,) change la premiére en la seconde,
mais n’est pas abélienne; aucune substitution abélienne ne peut réaliser ce passage.

On voit ainsi s'introduire dans I'étude des formes abéliennes, telle que nous la
comprenons, une distinction entre les diverses classes de formes indéfinies algébri-
briquement réductibles & un méme type qui n’arien de correspondant dans la théorie
ordinaire des formes et qui sera tout & fait fondamentale dans I'étude arithmétique
des formes d’Hermite.

9. — INTRODUCTION DES FORMES BINAIRES DANS LA THEORIE DES FORMES ABELIENNES.

[1] Comme nous I'avons annoncé, nous exposerons sous sa forme géométrique
la méthode que nous avons suivie pour traiter le probléme de 1'équivalence arithmé-
tique des formes abéliennes a coefficients entiers. Ainsi présentée, elle consisle A
utiliser les propriétés arithmétiques de I'espace réglé, deux systémes de droites élant
¢quivalents lorsqu’on passe de I'un & l'autre par une subslitution homographique &
coefficients entiers et de degré 1 sur les coordonnées homogénes d’un point de 1'es-
pace. Adjoignons a la forme f(x,, x,, x,, @,) la quadrique f(x,, x,. @, x,)=o0; si
I'on peut déterminer sur ces quadriques f=o certains ensembles de droites jouissant

de propriétés arithmétiques particulitres, on congoit que de I'étude de I'équivalence
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et de la réduction de ces systémes de droites, faite a priori, on puisse déduire un
certain nombre de conditions nécessaires pour I'équivalence de deux formes f et une
premiére réduction de ces formes & quelques types simples. Cette méthode, peut-étre
nouvelle dans la théorie des formes quadratiques. est susceptible de s’appliquer
a d’autres formes que les formes abéliennes et nous en donnerons queldques exten-
sions & la fin de ce travail.

Considérons un couple § de droites conjuguées et & coordonnées rationnelles par
rapport au complexe linéaire I'; une substitution abélienne de degré 1 le change en
un autre couple 2 analogue et de méme invariant, et il est bien évident qu’étant don-
nées deux formes d’Hermite & coefficients entiers f et f’ équivalentes, si la qua-
drique f=o contient un couple 2 d’invariant A, la quadrique f' = o contient néces-
sairement un couple 2' de méme invariant. On congoit que la considération des
couples ¢ tracés sur les quadriques abéliennes puisse conduire & un certain nombre
de conditions nécessaires pour I'équivalence de deux telles quadriques. Le premier
probléme que nous ayons a résoudre est donc celui de la recherche des couples 3
appartenant & une quadrique d’Hermite.

Soient

p,=E. p,=D. p,=C. p,=A, p,—p,=B
les équations définissant les coordonnées pluckériennes d’un couple 3 d’invariant
A =DB*"—4AC —4DE,

A, B, C, D, E sont des entiers premiers entre eux dans i’ensemble et A est un entier
positif ou négatif. ‘

Remarquons d’abord que si I'une des droites D et D’ du couple 2 est une généra-
trice rectiligne d’'une quadrique d’Hermite Q, la seconde est également une généra-
trice de Q, puisque D et D' sont conjuguées par rapport au complexe linéaire I’
auquel appartient toute quadrique abélienne. Cherchons les relations nécessaires et
suffisantes qui doivent exister entre les coordonnées A, B, C, D, E d’un couple 2 pour
qu’il appartienne & la quadrique abélienne Q dont 1’équation s’écrit :

—_ % J—
f=2a,x,2,=0,

les coeflicients a,, satisfaisant aux conditions (1). Les équations des deux droites D
ct D' du couple ¢ peuvent s’écrire

/ _
\:yim‘——erF Dz,
%) , 3
! :_B_-I;_EE;I;ZZ Ex0+Am3‘

e élant respectivement égal & 41 el & —1 pour D et D'. De ces relations (4) tirons
les valeurs de , et «, en fonction de x, et x,, portons-les dans I'équation de la qua-
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drique Q et écrivons que cette équation devient une identité en x, et 2, quand ¢ y
recoit successivement les valeurs 4 1 et — 1; nous obtiendrons ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les deux droites D et D’ scient deux génératrices
rectilignes de Q. Nous ne développerons pas ce calcul qui conduit aux relations
suivantes :- '

2Aa,, — Ba, + 2Da, ,—o,

(®)

Ba,, + 2Ca,, — 2Ea,=o.

Aa,, —Ba,— Ca, + Da,, 4+ Ea,=o;

Da,, + A’a,, + 2ADq,,— (AC 4+ DE)a,,=o,
(6) C’a,, + F’a,, — 2CEa,, — (AC+DE)a,—o,
CDa,,—AEaq,, + (AC—DE)a,, 4+ (AC+ DE)a ,—o.

Remarquons que les six équations (5) et (6) expriment que la quadrique Q contient
le couple Z; il est donc bien évident, sans qu’aucun calcul soit nécessaire pour le
vérifier, qu’elles entrainent, quels que soient A, B, C, D, E, pourvu que A ne soit pas
nul, que Q soit une quadrique du complexe I, c’est-a-dire une quadrique d’Hermite.
Il est donc possible, en tenant compte des équations (1), de réduire & un nombre
moindre les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une quadrique supposée
abélienne contienne un couple 3. On trouve que les équations (6) sont des consé-
quences des relations (5) jointes aux conditions (1) auxquelles satisfont les coeffi-
cients a;, d'une forme abélienne; par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante pour que la quadrique Q contienne le couple 3
est que les coefficients a; de Q et A, B, C, D, E de 2 vérifient les équations (5).

[3] Sila quadrique Q ne se réduit pas & un systéme de deux plans. les trois équa-
tions (5) aux inconnues A, B, C.D, E sont indépendantes. Pour trouver tous les
couples 2 que contient une quadrique abélienne Q, il suffit de résoudre en nombres
entiers les équations (5) qui constituent, si la forme f est A coefficients entiers, un
systéme d’équations diophantiques du premier degré. Soit

Ai B1 Ci Dl El
A'? B2 Ci D2 E!
un systéme fondamental de solutions des équations (5); désignons par x et y deux

entiers quelconques premiers entre eux, les coordonnées A, B, C, D, E des couples 3
tracés sur Q regoivent les expressions suivantes :

(8) A=uxA,+yA,, B=uB, +9B,, C=aC,+yC,, D=2xD,+yD,, E=xE, - yk,.

Sur chaque quadrique d’Hermite & coefficients entiers, il existe par conséquent
une infinité de couples 3 de droites conjuguées et & coordonnées rationnelles par
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>

rapport au complexe I'. Les couples 2, et &, correspondant respectivement aux va-
leurs (x=1, y==0) et (x=o0, y=1) de x et y seront dits former un systéme de
couples fondamentaux sur la quadrique Q et nous représenterons symboliquement le
couple 2 défini par les égalités (8) par la notation x2, + y3,.

Posons

(9) A,=B;—4AC,—4DE, ) =B,B,—2(A,C,+A,C,)—2(D,E,+ED,), A=B:—4A,C,—4D,E,,
les invariants des couples 2 tracés sur Q sont les nombres représentés proprement
par la forme binaire

(10) s(@, y)=a,2" + 2T ay + 4,5

Nous sommes ainsi conduits & associer & chaque forme abélienne f, ou ce qui
revient au méme & chaque quadrique d’Hermite Q, une forme binaire 3(x, y) que
nous appellerons la forme binaire adjointe & f ou & Q, et qui représente proprement
les invariants de tous les couples £ tracés sur Q, et rien que ces invariants. En vertu
d’une remarque déja faite, deux couples & n’étant équivalents que s’ils ont les mémes
invariants, deux formes abéliennes f et f' ne peuvent étre équivalentes que si leurs
formes binaires adjointes ¢ et ¢’ représentent proprement les mémes nombres, c’est-
A-dire sont proprement ou improprement équivalentes, au sens donné & ces mots
dans la théorie ordinaire des formes quadratiques. Nous parvenons ainsi a la pro-

position suivante :
TuEOREME FONDAMENTAL. — A chaque forme abélienne f—= Ea, x,x,, associons la
JSorme binaire adjointe ¢(x,y) ainst définie :
A,B,C, D,E,
A,B,C,D,E,
est un systéme fondamental de solutions des équations
2Aa,, — Ba,, 4+ 2Da,,=o,
®) Ba,, + 2Ca,, — 2Ea,,=o,
Aa, —Ba, — Ca,, + Da,, 4+ Ea,,=o,
et l'on pose :
A, =B*—4AC,—4DE, 9Y=BB,—2(AC,+A,C)—2DEA+DE), A =B2—4AC —4DJ,:
o(x, y) =22 + 2Dy + 4,

Si deux formes abéliennes sonl équivalentes, leurs formes binaires adjointes sont équi-
valentes (au sens donné & ce mot dans la théorie des formes).

I1 est bien clair, qu'en général, cette condition nécessaire pour 1’équivalence de
deux formes abéliennes ne sera pas suffisante. Prenons, par exemple, une forme f et
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la forme obtenue en multipliant tous les coefficients de celle-ci par un méme entier,
il est bien évident que ces deux formes ne sont pas équivalentes; elles ont cependant
méme forme binaire adjointe.

ReMARQUES : I. — Les formes binaires ¢(a, y) adjointes aux formes abéliennes ne
sont pas les formes les plus générales a deux indéterminées; ceci résulte immédia-
tement de ce que, d’aprés leur définition méme, elles ne peuvent représenter propre-
ment que des entiers congrus 4 o ou 4 1 suivant le module 4.

II. — Le nombre &) défini par la seconde des égalités (g) est ce quon peut
appeler Vinvariant simultané de deux couples 3, et 3,. Une substitution abélienne de

degré 1 change un systéme de deux couples 3, et 3, en un autre.systéme de deux

2
couples 3" et 3," ayant les mémes invariants et méme invariant simultané.

III. — On peut remplacer le systétme fondamental (7) de solutions des équations
diophantiques (5) par un systéme équivalent :

A":)\A‘+y.A2, B,/=AiB, +pB,, ..... , E,/=XE, 4+ pE
A =WA + vA,, B/ =W¥B, +p'B,, ..... , E' = VE, + JvE,,

how, W, p/ étant des entiers tels que p! — W'p=-1; la forme binaire adjointe & f
s'écrit alors g (', y') et elle se déduit de ¢(x, y) par la substitution

T = )\w! + 'Alyl’
y =& +py'

Les deux formes ¢ et g, sont donc équivalentes. proprement ou improprement
suivant que ip’— A'p. est égal & + 1 ou & —1. Par conséquent, si I'on remplace le
systéme fondamental (7) par un systéme arithméiiquement équivalent, la forme
binaire y adjointe & la forme abélienne f est remplacée par une forme équivalente ;
inversement, 4 toute forme binaire équivalente & «(x, y) correspond un systéme fon-
damental de solutions des équations (). Ce résultat nous montre qu’il est plus exact
de dire que nous associons & chaque forme abélienne f une classe de formes binaires
adjointes en appelant classe de formes binaires I'ensemble des formes proprement ou
improprement équivalentes & une forme donnée.

(4] Des considérations géométriques faciles permettent de vérifier les théoremes
suivants, qu’il est aisé de retrouver par le calcul.
La condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme abélienne f soil :

1° Définie, c’esl-a-dire algébriquement réduclible au type u; + u; + u; + u;, est que
la forme binaire adjointe ¢ soit définie négalive;

2° Indéfinie de premiére espéce, c’est-a-dire algébriquement réductible au lype
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u: 4 u; —u,—u. et d’invariant positif, est que la forme binaire adjointe ¢ soil indé-
finie;

3° Indéfinie de seconde espéce, c’esl-a-dire algébriquement réductible au lype
u; + u; — u; — u; et d’invariant négatif est que la forme binaire adjointe 9 soit définie

positive.

Ces propositions mettent bien en évidence le role important que doivent jouer les
formes binaires adjointes dans I'étude des formes abéliennes. Cette derniére peut
méme, comme nous allons I'indiquer, reposer uniquement sur I'équivalence arith-
métique des couples &. En effet, si 2, et 3, sont deux couples 2 d’invariants non nuls,
il existe une et une seule quadrique d’Hermite Q & coefficients entiers contenant ces
deux couples; ceci montre que I'on peut ramener les problémes de I'équivalence et
de la réduction des formes abéliennes aux problémes analogues pour les ensembles
de deux couples 2. '

Une telle méthode, en apparence si simple, rencontre dans son application d’assez
grosses difficultés qui tiennent & ce qu'un systéme de deux couples 3, et 3, possédant
trois invariants A,, ) et A,, une substitution abélienne de degré 1 le change bien
en un systéme analogue ayant les trois mémes invariants, mais deux systémes de
deux couples 3 admettant les trois mémes invariants, ne sont pas toujours équi-
valents. Nous I'avons cependant appliquée a I'étude des formes abéliennes, elle
conduit aux conditions nécessaires et suffisantes pour que deux formes soient équi-
valentes; d’ailleurs, ces conditions n’ont pas une expression trés commode et ne sont
intéressantes que dans certains cas particuliers, par exemple lorsque la forme pro-
posée est susceptible de représenter proprement =1, ou bien pour décider de 1'équi-
valence de deux formes numériquement données. Le manque de place nous empéche
de les donner, mais nous ferons remarquer qu’elles renierment la théorie compléte
de I'équivalence arithmétique des formes abéliennes. Nous reviendrons d’ailleurs sur

ce point, dans I'étude des formes indéfinies.

[B] Si I'emploi exclusif des propriétés arithmétiques des couples 3 ne semble pas
conduire, sans difficultés de calcul, & la réduction des formes abéliennes, il a du
moins I'avantage de faciliter beaucoup la solution de ce probléme et de mettre trés
nettement en évidence la liaison de ces formes d’Hermite avec les corps quadra-
tiques et avec certaines formes bilinéaires liées & ces corps, que nous allons définir
et dont on verra toute I'importance dans la suite.

Considérons une forme abélienne f= Xa,, x,x, et sa forme binaire adjointe ¢(x, y).
Soit A un nombre représenté proprement par ¢(x, y); il existe sur la quadrique Q
associé a f un couple 3 d'invariant A dont nous connaissons les coordonnées : c'est le
zouple x 3, + y,3, ot «, et y, sont tels que g(x,, y,) = A.

Nous savons, d’autre part, que deux couples & de méme invariant sont équivalents;

Fac. de T., 3¢ S., 1IL 43
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en particulier, le couple =3, + y2, tracé sur Q est équivalent au couple réduit [3]
d’invariant A, et nous avons indiqué comment on trouvait une substitution abé-
lienne (S) du premier ordre le changeant en [2]; on en conclut que la quadrique Q

est équivalente & une certaine quadrique d’Hermite contenant le couple réduit [2] dont
les coordonnées pluckériennes sont

k+ ¢ \/Z I — e\/z
(l[) Pu=Py=0, Ppy=—"n, pP,=T1, po3:—2_—' n:_—'—_;—’
dans lesquelles k est égal & o ou & 1 suivant que le coefficient B du couple ¢ est pair
ou impair, n étant défini par I'égalité de A et de k* 4 4n. Cherchons 1'équation

générale des quadriques abéliennes contenant un couple réduit, nous distinguerons
deux cas, suivant que A est pair ou impair.

1° Invariant pair 4D. — Les relations (5) entre les coefficients d’'une quadrique

abélienne et d’'un couple 2 tracé sur elle. montrent que, pour qu'une quadrique Q

contienne le couple réduit [3] d’invariant A = 4D, il est nécessaire et suffisant que
ses coefficients soient liés par les équations

aw:_Da“, agzz_Dasa, aoe:—Da”, a,=4a,=—=o0, q,——a,;

I'équation générale d'une telle quadrique dépend donc de quatre entiers arbitraires
m, n, p, q et peut s’écrire

¥ =m(x;—Da}) + 2p(x,x,—x,x,) + 29 (x,2,—Dx,x,) + n(x—Daxl);
I'invariant ¢ d’une telle forme ¥ est donné par la relation
3 =p*—D(¢*— mn).

2° Invariant impair 4N 4- 1. — On trouve de la méme maniére les relations néces-
saires et suffisantes qui doivent exister entre les coefficients a,, d'une quadrique abé-
lienne, pour que cette derniére contienne le couple réduit d’invariant impair
A =4N 4+ 1, elles s’écrivent
J— N J— N J— N — N J— \ J— .
a,,—— Na,,=2Naq,,, a,—~=—Na,=—2Nq,,, a,=a,—Na,, a,——a

02 03

I'équalion générale des quadriques contenant le couple réduit d’invariant 4N + 1
peut se mettre sous la forme

¥ = am' (wj_xo mx_Nxz) - zp’(acox3+aco XLy—X, we) - gq,(a:l $3—N$0 xz)
— an'(xi4x,0c,—Nx);

elle dépend de quatre entiers arbitraires et U'invariant de la forme ¥ est égal &
S=p"+p'¢—Ng"+ Aam'n".

On peut remarquer que la forme ¥'(x,, x,.x,, x,) ne peut élre qu'improprement
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primitive aprés division de ses coefficients par leur plus grand commun diviseur; on
en conclut que :

Les formes abéliennes, dont la forme binaire adjointe peul représenter proprement
un nombre impair, sont improprement primitives aprés division de leurs coefficients
par leur plus grand commun diviseur.

Nous retrouverons plus loin ce résultat qui se présente comme une application
immeédiate de la réduction des formes abéliennes aux formes W et ¥'. La forme
binaire adjointe & une forme abélienne f quelconque représente toujours proprement
au moins un nombre pair 4D; en effet, si I'un des coefficients B, et B, des couples
fondamentaux g, et 3, est pair, le résultat précédent est établi, et, s’ils sont tous deux
impairs, le couple 3, 4 3, a pour coefficient B un nombre pair et son invariant
o(r1, 1) est un nombre pair 4D.

On en conclut que :

Toute forme abélienne est réductible & une forme de type ¥(x,, z,, z,, x,).

Cette réduction peul dans tous les cas étre effectuée de plusieurs maniéres; on
peut, en effet, changer la substitution” qui fait passer du couple § au couple
réduit [2] et choisir I'un quelconque des nombres 4D représentés par la forme
adjointe. Cette premiére réduction des formes abéliennes sera trés importante dans
la suite et nous conduira pour les formes définies & la solution compléte du probléme
de I'équivalence. Pour le moment, cherchons & préciser le caractére arithmétique
des formes W et W' dont nous n’avons jusqu’d présent donné qu'une définition géo-
métrique et & montrer le parti qu’on en peut tirer pour réduire les formes abéliennes.

3. — SUR LES FORMES A INDETERMINEES CONJUGUEES D'UN CORPS QUADRATIQUE

QUELCONQUE.

(4] Appelons forme a indélerminées conjuguées du corps quadratique \/ A réel ou
imaginaire toute forme bilinéaire

'
(15) Auu’+—£_lzv’—~]—_lc'v+va’
A A

dans laquelle les coefficients A et C sont des entiers ordinaires, B et B’ étant deux
entiers conjugués du corps VA; on suppose en outre que les deux indéterminées u
et v ne regoivent que des valeurs entiéres du corps quadratique \/K, u' et v’ étant les
entiers conjugués de u et v: c’est ce que nous traduisons en disant que les indéter-
minées sont conjuguées; cette expression a toujours un sens, méme si le corps qua-
dratique considéré est un corps réel, puisque ces indéterminées ne sont susceptibles
de prendre comme valeurs que celles des entiers du corps.



330 G. COTTY.

Si Aest égal & —1, les formes & indéterminées conjuguées du corps de Gauss
sont bien celles qu'Hermite () et M. Picard (?) ont étudiées sous le méme nom. Une
forme & indéterminées conjuguées d’un corps quadratique quelconque ne représente,
en vertu des définitions précédentes, que des nombres entiers ordinaires; si ces
cntiers sont tous de méme signe, la forme est définie, positive s’ils sont tous positifs,
négalive dans le cas contraire. S’il existe des entiers des deux signes représentables
par la forme, on la dit indéfinie.

Posons

8 =BB' + DAC,

g sera le déterminant de la forme (15), —2 étant son discriminant. Les formes 3
indéterminées conjuguées des corps imaginaires sont définies ou indéfinies suivant
que leur discriminant est positif ou négatif; quant aux formes des corps réels, elles
sont toutes indéfinies. Nous supposerons toujours que le discriminant des formes
a indéterminées conjuguées que nous considérons n’est ni nul, ni carré parfait; ces
deux cas ne présentent aucun intérét, la forme se décomposant alors en le produit
de deux formes linéaires.

Ces définitions étant adoptées, posons dans I'expression (12) de la forme abé-
lienne ¥ dont la forme binaire adjointe représente proprement le nombre 4D :

" o4 VBrzu, o
lac,—\/Daco:u', xa—\/Dacgzv';

¥ se change identiquement en

a.+a D a,—a D
A ’3\/ uy — 2 i\/ uv' 4 a,vv'.

VD VD

Si I'on ne donne a x,, x,, x,, «, que des valeurs entiéres, | est une forme &

(17) y=a,uu +

indélerminées conjuguées du corps quadratique \/ D. On voit facilement qu’aux
formes abéliennes U correspondent les formes & indéterminées conjuguées les plus
générales des corps quadratiques \/K en supposant A congru a o, 2 ou J suivant le
module 4.

De la méme maniére, posons, dans I'expression (13) de la forme abélienne W' :
T, — 0L, =u, x, + wr,=v,

(18)

J r — .
T, —0r,=u, X, + 0X, =0},

(1) Hermrte, Sur la théorie des formes quadratiques, second Mémoire (Journal de Crelle,
t. XLVII, et (Buvres, pp. 234, 290, 350). .

(2) Picarp, Sur les formes quadratiques binaires indéfinies (Annales de I'Ecole Nor-
male, 1884).
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r+\/§ ol :—\/Z
2 a

o et o' désignant respectivement les quantités algébriques

" devient identique & la forme bilinéaire

!
a, +a,» . QA+ a,m

va 7T Va

(19) V' =a,uu + uv' — a,vv',

qui n’est autre qu'une forme & indéterminées conjuguées du corps \/A, et il est bien
clair qu’il correspond ainsi a I'ensemble des formes abéliennes ¥ dont la forme
binaire adjointe représente proprement le nombre 4n + 1, I’ensemble des formes a

indéterminées conjuguées du corps réel ou imaginaire \/[;n 4+ 1.

Ce passage de ¥ et ¥’ & 4 et 4’ montre bien en quel rapport étroit se trouve
I'étude arithmétique des formes abéliennes et celle des formes & indéterminées con-
juguées. On peut remarquer que le discriminant de ¢ est égal 4 'invariant de U". Les
formes a indéterminées conjuguées ne pouvant étre définies que si elles appartiennent

A un corps imaginaire et si leur discriminant est positif; on en conclut que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme abélienne soit définie esl que
son invariant soit positif et qu’elle contienne un couple (2) d’invariant négalif.

Il est facile de voir que cetle condition est bien équivalente & celle que nous
avons déja donnée en exprimant que la forme binaire adjointe 4 une forme abé-
lienne définie est définie négative.

[2] Nous avons déterminé (deuxiéme partie, chap. II, § 2) les substitutions (S)
ordinaires a coefficients entiers :

x,=bX, + bX,+ bX, + bX,,
( x% - Coxo + clxi + czxe + csxs’
x,=dX, +dX, +dX, + dX,

g r,=aX, +aX, +aX, +aX,,

qui n'alterent pas un couple réduit [3]. Ce sont des substitutions abéliennes qui
changent toute forme abélienne W ou ¥’ dont la quadrique associée contient un
couple réduit [2] déterminé en une autre forme de méme nature. Il est bien naturel
de comparer les formes abéliennes W ou U’ correspondant & un méme couple [3]
dans les substitutions abéliennes n’altérant pas ce couple et d’essayer d’en déduire
des conditions suffisantes pour I'équivalence de deux formes abéliennes quelconques.
Nous allons voir & quoi correspond ce probléme pour les formes A indéterminées
conjuguées.
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Les substitutions abéliennes (S) d’ordre k n’altérant pas le couple réduit [¢] d’in-
variant 4D sont de I'un ou 'autre type :

a, a a, a, a, a, a, a,

Da, a, Da, a, —Da, —a, —Da, —a,
N R c, c, c, e, |

De, ¢, Dec, ¢, —D¢, —c¢, —De¢, —c,

les entiers a, et ¢, d’une substitution du premier type ou droite vérifiant les équations
suivantes ot ¢ = + 1, celles du second type vérifiant les mémes équations ou ¢ regoit
la valeur — 1 :

(21) (ac), + (ac),,=o,  (ac), + D(ac),=c<k.

A toute substitution abélienne (S) d’ordre & de I'un des deux types précédents
correspond une substitution (X) effectuée sur les variables u, v, @/, v' définies en
fonction de «,, x,, ,, x, par les équations (16); (X) sera dite d’ordre k et droite ou
gauche suivant que (8) est du premier ou du second type. La substitution (X) droite
qui correspond & la substitution abélienne droite (S) d’entiers caractéristiques q, et ¢,
s’écrit :
u=(a, + ¢,V/D)U + (a, + ¢, VD)V, w'={(a,—a,V/D)U'+ (a,— a,\/D) V’;

(22) — — — —
v=1(¢, + ¢,VD)U + (¢, + ¢, VD)V, v'={(c,— ¢,\/DIU'+ (¢, — ¢,V D) V".

A la substitution abélienne gauche d’entiers caractéristiques g, et ¢, correspond la
substitution (X) gauche :

w=(—a,4+a,/D)U'+(—a,+a,\/D)V',  w=—(a,+a,/D)U—(a,+a,y/D)V;

3 - - - .
@ >§ v=(—¢,+¢,VD)U +(—c,+¢,VD)V. v=—(c,4¢,\/D)U—(c,+ ¢c,y/D)V.

A chaque substitution abélienne (S) n’altérant pas [2] correspond une et une seule
substitution (X) et réciproquement; & la substitution (S™) adjointe & (S) correspond
la substitution (£7') inverse de (£); au produit de deux substitutions (S) correspond
le produit des deux substitutions (L) correspondantes; & un groupe de substitutions (8)
correspond un groupe de substitutions (T) et les deux groupes sont holoédriquement
isomorphes.

Convenons de désigner, par la notation m'le conjugué d’un entier quelconque m
du corps \/B on voit, en tenant compte des relations (20) et (21), que les substi-
tutions (X) d’ordre k sont de I'un ou I'autre type :

(24) (@, v, W, v au+Bv, vyu+dv, Ju4BY. yu'43),
(25) (u, v, w, Vs au'+bv', cu'4+dv, du+bv, cu+dv),

, B, v, & étant des entiers quelconques du corps \/D vérifiant la relation o2 — 8vy=1F%
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et a, b, ¢, d désignant également des entiers du méme cofps quadratique satisfaisant
4 I'équation ad — bc =— k.

Ceci suppose toutefois que D n’est pas congru & 1 suivant suivant le module 4;
dans ce cas, a, 8, v, ¢, a, b, ¢, d seraieni des entiers du corps \/B de la forme

P+Q \/]5, P et Q élant deux entiers ordinaires quelconques et non pas de la forme
P4+Q # qui est I'expression générale des entiers d’'un tel corps.

Au groupe des substitutions (S) de degré 1 correspond le groupe isomorphe des
substitutions (£) d’ordre +1. Considérons deux formes & indéterminées conjuguées
Y, et ¢, du corps \/B si 'cn passe de I'une & 'autre par une substitution (%)
d’ordre 41, ces deux formes seront dites équivalentes, 1'équivalence étant propre
si (Z) est droite et d’ordre + 1. Les deux formes abéliennes W, et W, associées
¥, et ¢, seront alors équivalenles au sens que nous avons donné & ce mot dans la
théorie des formes abéliennes; on passe en effet de 'une & 'autre par la substitution
abélienne (S) correspondant & (X). Par conséquent :

Si deux formes a indélerminées conjuguées Y, et |, d'un méme corps quadralique
sont équivalenles, les formes abéliennes assocides W, et W, sont équivalentes.

Or, nous verrons que deux formes abéliennes définies W, et W, ne peuvent étre
équivalentes que dans des subsltitutions n’altérant pas le couple [3]; on en conclura
I'identité complete des deux problémes de I'équivalence des formes 3 indéterminées
conjuguées définies et de celle des formes abéliennes définies; il en sera de méme,
comme nous le verrons, d’une certaine classe des formes & indéterminées conjugudes
des corps réels et des formes abéliennes indéfinies de seconde espéce.

RemMarQuEs : 1. — L’isomorphisme holoédrique des groupes de substitutions abé-
liennes (8) n’altérant pas le couple [3] et des groupes de substitutions (%) du
corps \/B permet d’étendre & ces derniers quelques résultats relatifs aux substi-
tutions (8) de degré 1.

Toute substitution (X) d’ordre — 1 est le produit de la substitution

I, = u,vu, —o, u, —v)

par une substitution () d’ordre 1, et toute substitution () gauche est le produit de
S, =, v, v, v d, —', u, —v)
par une substitution droite de méme ordre.
Nous avons défini l'équivalence propre de deux formes 3 indéterminées conju-
guées: il y a trois ordres déquivalence impropre qui correspondent aux substi-

tutions () droites d’ordre — 1 ou gauches d’ordre =+ 1. Convenons de représenter
symboliquement par (A, B, C) la forme & indéterminées conjuguées
- B B :
(15) P v, v)=Auv + —uv'— —u'v + Cov'.
D VD
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I_, change la forme (A, B, C) en (A, —B, C) que nous appelons forme opposée  la
premiére; X_, change 4 en (A, B', C) que nous appelons Jorme conjugude de ¢ ; et
I'on voit que toute forme ¢ équivalente & la forme (A, B, C) est proprement équiva-
lente & I'une des quatre formes .

(A,B,C), (A, —B,C), (A,B,C). (A —B, Q).

On voit s'introduire ainsi des ordres d’équivalence impropre différents de ceux
qu’on rencontre dans la théorie des formes binaires; on doit remarquer qu’on pour-
rait également considérer comme équivalentes deux formes & indéterminées conju-
guées transformables 'une dans 'autre par une substitution (Z) du type (24) ou (25),
telle que «2 — 8y ou ad— be soit une unité quelconque du corps \/D, ce qui intro-
duirait, dans le cas du corps \/:_1 et des corps réels, de nouveaux ordres d’équiva-
lence impropre. Cette notion arithmétique avait déja été donnée par Hermite dans le
cas du corps \/—1; nous y reviendrons a la fin de ce travail et nous montrerons
qu’elle est liée aux transformations abéliennes singuliéres.

II. — Posons dans I'expression de la forme (15) : °

cette forme se change en

. . B,
PG =A%+ —=5——=7+C

VD /D

aux substitutions (X) d’ordre <1 effectuées sur 4 correspondent, comme il est bien
facile de le voir, les substitutions du groupe arithmétique du corps \/B effectuées
sur 5 et =, et on pourrait définir I'équivalence des relations homographiques e(Z.n),
¢tablir la notion de classe, effectuer leur réduction. Ceci relie I'étude des formes &
indéterminées conjuguées aux groupes modulaires et arithmétiques des corps qua-
dratiques et nous aurons l'occasion, dans la suite, d’appliquer les propriétés de ces
groupes a la réduction des formes ¢ et J'.

III. — Nous avons défini précédemment le déterminant 3 et le discriminant —3
de la forme {(u, v; u', v'); on vérifie trés facilement qu’une substitution (2) droite
d’ordre i change J en une forme de déterminant &' donné par la relation

g =(ad—By) («'¢'— By s = k3.
De méme, la substitution gauche (25) d’ordre & change ¢ en une forme de déter-

minant
3" = (ad—bc) (a'd' — ¥ c"Z = k*3.
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Le déterminant et le discriminant d’une forme 4 indéterminées conjuguées restent
invariables dans les substitutions d’ordre 4 1. Ce résultat peut d’ailleurs étre consi-
déré comme une conséquence de I'invariabilité de I'invariant d'une forme abélienne

dans une substitution abélienne de degré 1.

IV. — Tout ce que nous avons dit relativement aux formes a indéterminées con-
juguées du type ¢ s’étend aux formes des corps \/l;N + 1; les expressions (24) et (25)
des substitutions dans lesquelles on les compare sont exactement les mémes et nous

ne reprendrons pas pour ces formes les développements précédents.

[3] Dans son Mémoire relatif & la transformation des fonctions abéliennes, Her-
mite a attiré l'attention sur le rapprochement qui s’impose entre les formes ab¢-
liennes et les formes a deux indéterminées dont un cerlain nombre de proprié¢tés
semblables révélent la grande analogie. et a pensé qu’il serait peut-étre possible de
traiter, par les méthodes propres aux formes binaires, les principales questions con-
cernant les formes abéliennes. Si la considération des formes & deux variables joue
un réle capital dans la méthode que nous avons suivie, il importe cependant de
remarquer qu’elle ne pouvait. a elle seule, conduire & la réduction des formes abé-
liennes et que celle-ci exigeait I'emploi de principes nouveaux et différents de cenx
sur lesquels Gauss et Hermite ont fait reposer la théorie arithmétique des formes
binaires.

Pour les formes définies et les formes indéfinies de premiére espéce, nous avons
fait appel & une représentation géométrique déja employée des formes a indéter-
minées conjuguées des corps imaginaires, utilisant pour la réduction de ces formes
la connaissance du domaine fondamental des groupes modulaires de ces corps, et, a
ce point de vue, nous irouverons une certaine analogie entre les formes binaires et
I'ensemble des formes abéliennes dont la forme adjointe représente proprement un
méme nombre donné négatif de forme —4N ou — (4N —1). Quant aux formes
indéfinies de seconde espéce, leur réduction repose sur des principes tout différents
de ceux qu’'on emploie ordinairement dans la théorie des nombres. Cette nécessité
d’employer une méthode nouvelle peut sembler en contradiction avec I'analogie de
cerlaines propriétés des formes abéliennes et de formes & deux indéterminées. Aussi,
essaierons-nous d’en donner une raison; celle-ci se trouve dans la liaison intime des
formes d’Hermite avec les corps quadratiques et I'impossibilité d’étendre aux entiers
de ces corps, sans modification, les propriétés de la divisibilité des entiers ordinaires.
Nous traiterons comme exemple la représentation d'un nombre par une forme abé-
lienne et nous essaierons d’en déduire un procédé de réduction de ces formes, analogue
a celui qu’on emploie pour les formes binaires et qu’Hermite a étendu aux formes a
indéterminées conjuguées du corps \/—1.

Soit a4 représenter un nombre entier donné N par une forme abélienne

Fac. de T., 3¢ S., 1. 44
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S(r, x,, @, x,). En vertu des remarques du paragraphe précédent, ce probléme est
enticrement équivalent & celui de la représentation du nombre N par une forme
ab¢lienne du type ¥ ou par une forme & indéterminées conjuguées
’ ! ’ B r B, !, ’
(28) d@, v;u,v)=Aud + —_uv'———u'v + Cov
; A

NN

d’un corps quadratique réel ou imaginaire \/A, 4A élant un nombre représenté pro-
prement par la forme binaire adjointe & f.

Nous dirons que le nombre N est représentable proprement par ¢, si 'on peut

trouver deux entiers u et v du corps \/I, premiers entre eux, tels que :
d(u, v; u,v)=N.

N est représentable proprement par la forme abélienne f s’il exisle quatre entiers
ordinaires x,, x,, x,, x, premiers enlre eux: dans l'ensemble, tels que :

Sy, x,, x,, x)=N.

A toute représentation propre (u, v) de N par 4 correspond la représentalion
propre (x,, x,, x,, ;) de ce nombre N par la forme ¥'; on I'obtient en posant

(')‘9) u:xl—}_wo\/z’ D:m3+.1?2\/§-

Inversement, & une représentation propre (x,, x,, x,, x,) de N par W, il correspond
la représentation (u, v) de N par ¢, u et v étant donnés par les relations (ag); il peut
arriver que u et v soient premiers entre eux daus le corps \/K et alors la représen-
tation de N par + est propre; mais u et v peuvent admeltre des diviseurs algébriques
communs, auquel cas la représentalion est impropre. Et ici, il apparait une dis-
tinction capitale entre les diverses classes de formes abéliennes W. Si le corps \/K
forme un domaine holoide complet. u et v ont un plus grand commun diviseur 3

. . N
dont nous désignerons la norme par |2, et 4 représente proprement le nombre Bk
2
d’ou il résulte qu'on obtiendra toutes les représentations propres de N par la forme
abélienne U” de la fagon suivante : on déterminera tous les diviseurs de N qui sont la

norme d’un entier £ du corps V/A; on cherchera toutes les représentations propres

N . , ,
de chacun des nombres — par la forme ¥ ; soit (w, v) I'une d’elles, posant :

12l
uS:afi+wo\/A, v5:x3+w‘\/A,
(%, x,, x,, x,) donnera une représentation propre de N par ¥ et on obtiendra par ce

procédé toutes les représentations propres d’'un nombre donné par une forme abé-
lienne.

Si le corps \/A ne forme pas un domaine holoide complet, deux entiers algé-
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briques du corps n’ayant pas toujours un plus grand commun diviseur, la méthode
précédente ne s’applique plus. On voit ainsi apparaitre dans ce probléme de la repré-
sentation d’'un nombre par une forme abélienne une distinction essentielle entre les
formes abéliennes dont la forme binaire adjointe représente un nombre —4A, tel
que le corps \/Z constitue un domaine holoide complet, et celles pour lesquelles la
propriété n’a pas lieu. Pour les premiéres, le probléme se traite de la méme facon
que pour les formes binaires, et nous allons montrer qu'on peut méme, en isolant
des formes abéliennes générales, celles dont la forme binaire adjointe représente
proprement un nombre entier 4D ou 4N + 1, développer, dans le cas ou le
corps \/]_) ou \/[;N + 1 forme un domaine holoide complet, une théorie de la réduc-
tion et de I'équivalence de ces formes abéliennes particuliéres, absolument paralléle

a celle des formes binaires.

[4] Considérons ’ensemble des formes abéliennes dont la forme binaire adjointe
représente proprement un nombre donné 4D, positif ou négatif. Nous ferons I'hypo-
thése tout a fait essentielle que le corps \/B forme un domaine holoide complet et
nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que D n’est pas congru & 1 suivant le
module 4. Chacune de ces formes est équivalente & une forme ¥(x,, x,, ,, ,) dont

les coefficients vérifient les relations

(10:———D(1“, a, — Dan, a :—Dam, a, =a, —o, aq,——4da,.

0 22 02 01 23

A cette forme est associée la forme & indéterminée conjuguée

a,+a . \VD a.—a \VD
03 13\/ uvl_ 03 13 ulv+a33vvl

Y(u, v; v, v)=a,uu + = =
VD VD
que nous noterons (A, B, C).

Nous admettrons le résultat suivant que nous démontrerons plus tard :

Deux formes abéliennes définies W, et W, sont équivalentes quand les deux
formes associées ¥, et 4, sont équivalentes et seulement dans ce cas. La plupart des
propositions que nous établirons seront énoncées pour leg formes a indéterminées
conjuguées et il serait aisé d'écrire les théorémes correspondants pour les formes’

abéliennes.
1° La substitution (Z)
u=1aU + §V, '=a'U 4 p'V,
(30) % aU 4 | =aU +p
=vV + 3V, vV =+U +3V

v

change la forme (A, B, C) en la forme <;/}c B, @) :

YU V; U V)= AUU + —UV ——U'V + ( VV/,

VD VD
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: . Fala! ¢, ’ ’ . .
dans laquelle les coefficients A , "/, € sont donnés par les équations suivantes :

B B’
A = Axd + \—/—_~ ay' — \7_—.. ay + Cyy' =4 (o, yi o, ),
D

D
. —A g’ ¢ 3/ o o)
\/D > +\/—D°"———$r+cv TR
31) oy B B . X
— —==AdB+ —=fy ——=0' +C-/’*a:a'i+\‘,'£

VD \/D VD ' opt TRz

’

6 =Ap8 + — aa'—ﬁ 83 + C3%' =4 (8, 3: 6, ),
VORENRVOY

et I'on a identiquement

N '\

(32) T+ DAG = (23 —By) («'3—8'y') (BB'+-DAC).

Si le nombre N est représentable proprement par la forme . le déterminant & de
cetle forme est congru suivant le module ND & la norme d’un entier du corps qua-
dratique \/D.

Supposons, en effet. qu’on ait
N=/f(x, vi o, ¥);
« el y étant deux entiers premiers entre eux du corps \/D. on peut trouver, en vertu
de I'hypothése faite sur ce corps, deux entiers de ce corps 6 et 2 tels que :

13 — By =1.

La substitution (30) de coefficients «, #, v, & change ¢ en la forme J' et I'éga-
lit¢ (32) peut s’écrire

(33) 3= (@ +yVD)(x —yVD) + DN4 (5, 3: . 2)
en posant

SO MY =,
(36) VD(«@JFYDB)—“ND.

I'égalité (33) entraine la congruence
(35) s=a*—Dy* (mod DN),

qui contient le théoréme que nous voulions démontrer.
On voit de plus que :
Si un nombre N est représentable proprement par une forme & indélerminées con-
Jjuguées L, celle-ci est équivalente & une forme ' dont le premier coefficient est égal a N.
Cette forme ' s’écrit :

D —yVD 35— (x*—D
(36) ¢’=Nuu'+x+y_\/Duv'-—w y_\/Du’v—l— @’ ¥) v’

VD VD DN
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et elle est équivalente & ¢ dans la substitution (30), « et ~ donnant une représentation
propre de N par {.

Nous n’énoncerons pas les théorémes correspondanis relatifs aux formes abé-
liennes; nous ferons simplement remarquer leur grande analogie avec les théorémes
relatifs aux formes binaires.

2° On obtiendra toutes les représentations propres de N par la forme ¢ en cal-
culant toutes les expressions ' composées avec ce nombre N et les solutions de la
congruence (36), et en cherchant les transformations de chacune de ces formes {’
dans la forme 4. Ceci donne toutes les représentations propres de N par une forme
abélienne ¥, et on en déduit, comme nous l'avons indiqué, toutes les représentations
propres d’'un nombre par une forme abélienne quelconque dont la forme binaire
associée représente proprement le nombre 4D.

3° Sur les résultats précédents, on peut faire reposer une réduction des formes ¢
définies analogue a celle des formes binaires et tout & fait comparable & celle des
formes & indéterminées conjuguées qu’'a donnée Hermite. Nous ne voulons pas
insister trop longuement sur ce point qu’il est extrémement facile de développer;
montrons simplement qu'on peut déduire des propositions précédentes la distri-
bution en un nombre limité de classes des formes abéliennes dont la forme binaire
adjointe représente proprement un méme nombre 4D et qui ont un méme invariant
donné 3. Hermite a donné une limite supérieure du module du plus petit nombre
entier représentable par une forme quadratique en fonction de la racine carrée de
son discriminant; on en conclut qu'une forme abélienne d’invariant 2 représente
toujours un nombre inférieur & X|3|, % étant un coefficient numérique qu’il est inutile
d’expliciter. Par conséquent, en vertu des théorémes précédents, toute forme abé-
lienne est équivalente & une forme W dont le coefficient a,, est limité en fonction
de I'invariant 3; or, on montre facilement qu'on peut trouver des substitutions abé-
liennes simples n’altérant pas le coefficient a,, de U et changeant cette forme en une
autre dans laquelle

o<a03<Da“, O<an<au'

Les coefficients a,,, a,,, a,, étant limités en fonction de I'invariant 3, on en conclut
immédiatement la distribution en un nombre limité de classes des formes abéliennes
définies ou indéfinies d’invariant donné dont la forme binaire adjointe représente
proprement le nombre 4D.

On peut, pour les formes définies, faire correspondre & chaque classe une forme
réduite unique définie par certaines inégalités entre ses coefficients. Mais tout ceci est
subordonné a I'hypothése que le corps \/D constitue un domaine holoide complet;
c’est pourquoi nous nous bornerons & ces indications rapides; nous reprendrons au
chapitre suivant, par une méthode absolument générale, la réduction des formes
abéliennes définies.
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CHAPITRE 11.

Formes abéliennes définies.

Soit
S, x,, x,, x)=La,x,x;

une forme abélienne; nous savons que la condition nécessaire et suffisante pour que
cette forme soit définie est que sa forme binaire adjointe ¢(x, y) soit définie négalive,
ou, ce qui revient au méme, que la quadrique associée Q ne contienne que des
couples & imaginaires, c’est-d-dire dont I'invariant est négatif, ce qu'on peut encore
exprimer autrement en disant que Q contient un couple & d’invariant négatif et que
Iinvariant de f est négatif. Si ¢(x, y) représente proprement le nombre —4D, la
forme f est équivalente & la forme abélienne W :

(1) W = m(x} + Da?) + 2p(z,@, — 7,,) + 3q (2%, + D,2,) + n(z} + Dal);
¥ a méme invariant
(2) §=p*+ D(¢"—mn)

que f et a également les mémes invariants arithmétiques, c’est-d-dire que les plus
grands communs diviseurs des mineurs d’ordre 1, 2, 3, 4 des discriminants de ces
deux formes sont les mémes; en outre, les deux formes binaires adjointes sont équi-
valentes. Comme, en réalité, on doit considérer qu’a une forme abélienne donnée il
correspond une classe de formes binaires en désignant ainsi I'ensemble des formes
proprement ou improprement équivalentes & une forme donnée, nous pouvons dire
que fet ¥ ont méme forme binaire adjointe ¢(x, y). Nous savons que toute forme
abélienne définie est équivalente & une ou plusieurs formes du type W et nous avons
donné le moyen de trouver la substitution changeant fen W.

Si ¢(x, y) représente proprement le nombre entier —D = — (4N —1), la forme f

est équivalente & une forme

(3) W'=am(x?“w,x, + Nai) — op(x,x, + 2,2, — 2,2,) — 2q(%,x, + Nx,x,)
—an(x} + x,x, + Naj)

d’invariant
(4) , 8=p"'+pqg+N¢—Dmn
négalif si f et W' sont définies. — W' a mémes invariants et méme forme binaire

adjointe que f.
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Rappelons encore que nous avons montré qu’il revenait au méme d’étudier
I'équivalence des formes a indéterminées conjuguées des corps quadratiques \/D ou
de comparer les formes abéliennes de I'un des types ¥ ou ¥’ dans les substitutions
abéliennes d’ordre -1 n’altérant pas le couple réduit d’invariant 4D si D n’est pas
congru 4 1 suivant le module 4 et D dans le cas contraire.

Ceci posé, voici comment nous opérons la réduction des formes abéliennes
définies :

i° Nous montrons que le nombre des classes de formes binaires adjointes aux
formes abéliennes dont I'invariant est donné, est fini.

2° Nous établissons que si deux formes abéliennes définies d’'un méme type I
ou ¥’ sont équivalentes, elles le sont nécessairement dans une substitution abélienne
n’altérant pas le couple réduit que contiennent leurs quadriques associées. Cette pro-
position se présente comme la conséquence d’'un théoreme relatif aux substitutions
automorphes d’une forme abélienne définie et elle montre 'identité des deux pro-
blémes de I'équivalence des formes d’Hermite définies et de celle des formes & indé-
terminées conjuguées définies des corps imaginaires.

3° Isolant des formes abéliennes celles dont la forme binaire adjointe représente
proprement un méme nombre donné, nous effectuons la réduction compléte de ces
formes, en faisant correspondre a chaque classe une et une seule réduite définie par
des inégalités entre les coefficients.

4° En coordonnant les résultats précédents, nous prouvons que les formes abé-
liennes définies se distribuent en un nombre limité de classes et qu’a chaque classe
correspond une et une seule réduile dont nous indiquons la formation.

1. — SUR LE NOMBRE DES CLASSES DE FORMES BINAIRES ADJOINTES AUX FORMES ABELIENNES

D’ INVARIANT DONNE.

[4] Nous démontrerons la proposition suivante :

Le nombre des classes de formes binaires adjointes aux formes abéliennes définies
dont I'invariant 3 a une valeur donnée, est fini.

11 va nous suffire, pour établir ce théoréme, de préciser un peu plus que nous ne
I'avons fait jusqu'd présent la liaison des formes d’Hermite et de leurs formes
binaires adjointes. Les formes abéliennes définies f(x,. x,, «,, x,) dont I'invariant,
nécessairement négatif

—_— 2
(5) 8= Aoy — Ay Ay + .2, — q,,a

23
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a une valeur déterminée 3, sont équivalentes aux formes U’ de méme invariant
(2) 2=p'+ D(g'—mn),

ou I'on considére m, n, p, ¢ et D comme des entiers quelconques vérifiant I'éga-
lité (2). I1 nous suffit de raisonner sur les formes Y(x,, x,, x,, x,) pour lesquelles il
est trés facile de calculer les coefficients de la forme binaire adjointe. Les coefficients
Ao, B, ¢, D, € d'un couple 3 tracé sur la quadrique W=o, vérifient (troisi¢me
Parlie, chap. I, § 2) les équations

( 23g) —n'l3 =o,
—2¢6 + m' =o,

(6)
( —q 4+ Dgh—pB=o,

dont nous allons chercher un systéme fondamental de solutions.

Nous pouvons supposer que les coefficients m, n, p, ¢ sont premiers entre eux
dans I'ensemble, ce qui revient & admettre que nous ne considérons que les formes
abéliennes primitives d’invariant 3. En effet, supposons 2 divisible par ¢?, d étant un
entier, nous savons que les formes d’invariant 3, dont le plus grand commun diviseur
des coefficients est égal & d, ont les mémes formes binaires adjointes que les formes

2

- e . g
primitives d’invariant JEonen conclut que :

Si 23, 85, ..., 8 sont les diviseurs carrés de 3, le nombre des classes de formes
binaires adjointes aux formes abéliennes d'invariant § est égal & la somme des
nombres de classes de formes binaires adjointes aux formes abéliennes primitives

x
o]

2% ey

N

I(}

. .o 8
d’invariant 3, -, -
o}

1]

07

©

07

1

(2] Ce théoréme est vrai aussi bien pour les formes indéfinies que pour les formes
définies. Nous pouvons nous borner & rechercher le nombre de classes de formes
binaires adjointes aux formes abéliennes f primitives d’invariant donné 3; nous dis-

tinguerons deux cas suivant que fest proprement ou improprement primitive.

1° Formes proprement primitives. — Les entiers m et n qui figurent dans I'expression
de W ne sont pas tous deux pairs; un systéme fondamental de solutions des équa-
tions (6) est le suivant :
A,=1, B,=o, C,=D, D,=o0, E =o,
A,=o0, B,=2q, C,=—2p, D,=n, E.=m,
et la forme ¢(x, y) adjointe & W s’écrit :
9(x. y) = — 4[Dx*—2pzy + (mn—¢")y].

Tous les couples Z tracés sur la quadrique ¢ =o sont d’invariant pair, c’est un
résultat que nous avons déja trouvé.
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———TC‘D étant une forme binaire quelconque du type ax® 4 2bxy + ¢y* dont le déter-

minant est égal & § :

Le nombre des classes de formes binaires adjointes aux formes abéliennes propre-
ment primitives d’invariant 3 est égal au nombre de classes de formes binaires de déler-

minant <.

-— 9
1

Ce nombre est fini. Dans le cas des formes abéliennes définies, ——4— est définie

positive et on peut toujours, par une substitution unimodulaire effectuée sur x et y,
la ramener a la forme réduite de sa classe, ce qui montre, en vertu de résultats pré-
cédents, qu’on peut toujours, sur une quadrique abélienne définie, déterminer deux
couples fondamentaux 2, et 3, tels que la forme binaire adjointe correspondante soit
la forme réduite de sa classe. Deux formes abéliennes ne pouvant étre équivalentes que
si elles ont méme forme binaire adjointe, on voit ainsi qu’aux formes définies pro-
prement primitives ayant méme forme binaire adjointe, se trouve associé 1'ensemble
des systémes de deux couples g, et 3, dont les trois invariants sont déterminés. Ces
couples étant imaginaires, il est trés facile de montrer que ces systémes de couples de
mémes invariants sont réductibles & un nombre fini d’entre eux et d’en déduire les
théorémes relatifs & la réduction des formes abéliennes définies et a la distribution en
un nombre limité de classes de celles qui ont un invariant déterminé. De ces propo-
sitions, on déduirait les théorémes analogues concernant les formes & indéterminées
conjuguées définies. C’est la marche inverse que nous avons suivie dans ce Mémoire;
mais nous devons signaler que I'étude arithmétique des formes abéliennes peut
reposer uniquement sur la considération de I'équivalence des couples ¢ et qu’il n’est
pas sans intérét de constater que le point de vue géomélrique ot nous sommes
placés conduit aux résultats fondamentaux de la -théorie des formes abéliennes et de
celle des formes & indéterminées conjuguées.

Dans le cas des formes indéfinies, le théoréme précédent est encore vrai. En effet,

(e, ¥)

si f est indéfinie de premicre espéce, ¢ est positif, est indéfinie : le nombre

des classes de formes binaires adjointes est encore fini, mais on doit remarquer qu'’il

y a en général plusieurs réduites dans chaque classe. Si f est indéfinie de seconde
s T . (e @ e . ,
espcce, ¢ est négatif, D est toujours négatif, z est une forme définie positive qu’on

peut ramener & la forme réduite de sa classe, mais il y a d’assez grandes difficultés a

~

prouver que les systemes de deux couples réels g, et 3, de mémes invariants sont

1
réductibles & un nombre fini d’entre eux, et la méthode géométrique dont nous
avons mentionné I'emploi pour les formes définies n’est pas aussi avantageuse que
dans ce dernier cas : c’est un ordre d’idées sur lequel nous reviendrons ultérieu-
rement.

Fac. de T., 3¢ S., IIl. 45
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2° Formes improprement primitives. — m et n sont pairs, et respectivement égaux
4 2m’ et 2n’; un systéme fondamental de solutions des équations (5) s’écrit :

A =1, B,=o, C,=D, D,=o, E,=o,

A,=o, B,=g¢, C,=—p, D,=n/, 5, =m';
la forme <(x, y) adjointe & ¥ est la suivante :
¢(@, y)=—[4Dx’ —hpxy + (4m'n' — ¢*)y*].

Si q est impair, —g(a, y) représente proprement des nombres de forme 4N et des
nombres de forme 4N —1, son déterminant est égal & 43, et le nombre de ces classes
de formes correspondant & une valeur donnée de 3 est fini.

Si g est pair et égal & 2¢", on peut écrire
9(x, y)=—4[Da* —pry + (m'n' — ¢")y],

p est alors impair: tous les couples tracés sur W =o sont d’invariant pair; le déter-
minant de g(x, y) est égal & 2 et le nombre de ces classes de formes ¢(x, y) corres-
pondant & une valeur déterminée de 2 est fini.

On retrouve ainsi ce résultat : les formes abéliennes improprement primitives
apres division de leurs coefficients par leur plus grand commun diviseur sont les
seules dont la quadrique associée peut contenir un couple ¢ d’invariant impair.

Des considérations précédentes, il résulte que le théoréme que nous avions en vue
est démontré et on voit de plus qu’il est également établi pour I'ensemble des formes
ahéliennes indéfinies de premiére ou de seconde espéce et d’invariant déterminé.

2. — SUBSTITUTIONS AUTOMORPHES D' UNE FORME ABELIENNE DEFINIE.

[1] Soit f(x,, z,. x,, z,) une forme abélienne dont la forme binaire adjointe est
9(@ )= + 2Ty + Ay

La quadrique abélienne Q associée & la forme f contient deux couples fondamen-
taux 2, et 2, d’'invariants ‘A, et A, et dont I'invariant simultané est égal & O ; tous les
couples 3 tracés sur Q sont représentés symboliquement par x3, 4 y3,, x et y élant
deux nombres entiers premiers entre eux.

Soit (5) une substitution abélienne de degré 1 conduisant des variables x,, x,, x,, ,
aux variables X, X, X , X_ et telle que l'on ait

f(mu’ IE‘, wz’ xa) Ef(xo’ Xl’ X:’ Xa)’

(8) est une substitution automorphe de la forme f. Nous démontrerons la proposition
suivante :
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Si la forme binaire ¢ (x, y) adjoinle & la forme abélienne définie f n’appartient pas
& une classe ambigué, les substitutions abéliennes automorphes de f laissent inallérés
tous.les couples ¥ tracés sur la quadrique associée a Q.

11 est alors trés facile de trouver ces substitutions, car il suffit pour les déterminer
d'écrire qu’'elles n’altérent pas les deux couples fondamentaux g, et ,.

La substitution automorphe (S) change nécessairement un couple ¢ tracé sur Q en
un autre couple 2 également tracé sur Q; elle change donc le couple 2, en 2, + y2,
et le couple 3, en 2.3, + y,2,. Soit 3 le couple x2, 4 y2, d’'invariant A = ¢(x, y) tracé
sur Q, il se trouve changé en le couple x(x32, + ¥,%,) + y(x,2, + y.2,) ou
(xx, + yx,)3, + (xy, + yy.)%, qui a méme invariant A, puisqu'une substitution
abélienne de degré 1 conserve I'invariant d’un couple 2: on a donc, quels que soient
x et y premiers entre eux : "

g(@a, +yx,, Y, +yy) =3 ¥).
ce qui montre que la substitution
(@, y: 2,z +a,y. ¥, 2+ Y,))
est une substitution automorphe de la forme binaire ¢ (x, y): or, si ¢(x, y) est définie
et n’appartient pas & une classe ambigué, ses seules transformations en elle-méme
sont : '
(¢, y: ex,ey), e==1;

les substitutions abéliennes (S) correspondantes sont les substitutions d’ordre e
laissant inaltérés lous les couples a2, + yZ, et le théoréme est démontré. 11 est trés

facile de constater qu’il existe toujours de telles substitutions abéliennes.

RemarQue. — Nous n’avons pas fait intervenir la condition pour ¢(x, y) d’étre
négalive, on en conclut que la proposition précédente s’applique également aux
formes abéliennes indéfinies de seconde espéce, leur forme binaire adjointe étant

définie positive.

[2] Si la forme binaire ¢(x, y) appartient ¢ une classe ambigué, il peut exisler
des substitutions automorphes de la forme f'ne laissant pas inaltérés tous les couples &
tracés sur Q. Soit ¢ le plus grand diviseur de ¢(x.y), c’est-a-dire le plus grand
commun diviseur de A,, 2 T, A,; désignons par D le discriminant positif A, A, — o
de la forme définie ¢(x, y), cette forme appartient a une classe ambigué dans les
deux cas suivants : D=¢" et 4D=35".

1° D=¢" la forme réduite est c(x* + y*), et nous avons le droit de supposer que
les couples fondamentaux 2, et 8, sont ceux qui correspondent & cette réduite; celte
réduite admet quatre substitutions automorphes :

£ O o —

[

o = B o
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aux deux premiéres correspondent les substitutions abéliennes d’ordre ¢ n’altérant
pas les deux couples 2, et 2,; aux deux derniéres correspondent les substitutions abé-
liennes d’ordre =1 changeant respectivement 3, et £, en d, et —Z,; on constate qu’il
en existe toujours. Soit T I'une d’elles et S I'une quelconque des substitutions trans-
formant en lui-méme chaque couple 2 de Q, les substitutions S changent 2, en 2,

ct 3, en —2,; ce sont toutes les substitutions jouissant de cette propriété.

2° 4D =23¢". la forme réduite est s(x* + xy + y*); ses substitutions automorphes
sont au nombre de six, & savoir :

lo —¢ —
, , , e=-1;
o

[}
w

<

™
m

les deux premiéres correspondent aux substitutions abéliennes n’altérant aucun
couple 2, les deux suivantes a celles qui changent 2, en 3, et 3, en —3, + 3, les deux
derniéres & celles qui transforment 3, en —2, + 3, et &, en —2,. [l en existe toujours
de ces deux derniéres catégories ; soit S une substitution abélienne délerminée chan-
geant &, en ¢, et ¢, en —3, + ¢, et S la substitution abélienne de degré 1 la plus géné-
rale n’altérant aucun des couples 2, les substitutions automorphes de la forme f sont
les suivantes :

Nous avons antérieurement déterminé les substitutions abéliennes n’altérant pas
un couple 2, ; cherchons parmi elles celles qui laissent également inaltéré le couple 3,
on en déduit expression générale des substitutions automorphes d’une forme ahé-
lienne définie ou indéfinie de seconde espéce si sa forme binaire adjointe n’appartient
pas & une classe ambigué. Dans le cas contraire, on détermine aisément 'une des
subslitutions que nous avons appelées X et on en déduit, dans les conditions que
nous avons indiquées, 'expression générale des substitutions automorphes de la
forme abélienne f. .

Ces substilutions automorphes sont en nombre fini dans le cas ou la forme f cst
définie, et en nombre infini dans le cas ou elle est algébriquement réductible au
type u} + ul — u: — u; et d’invariant positif.

[8] Une conséquence trés importante des propositions précédentes est la suivante :

Si deux formes abéliennes définies W, et ¥, correspondanl ¢ un méme couple réduil [2]
sont équivalenles, les formes & indélerminées conjuguées L, et |, assocides a W, el ',
sonl équivalentes ().

(1) Au sens donné & ce mot au Chapitre précédent lorsque nous avons traité des formes a
indéterminées conjuguées des corps quadratiques.
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Soient ¥, et ¥, deux formes abéliennes équivalentes dont les quadriques associées
Q, et Q, contiennent toutes deux le couple réduit [2]. Soit 5, un couple de W, formant
avec ¢, =[2] un systéme de couples fondamentaux: W, et W, étant équivalentes, il
existe sur Q, un couple 2, formant avec 2, = 2] un systéme fondamental et les sys-
témes (3,, 2,) et (¢,, 2,) ont les mémes invariants; les deux formes binaires adjointes
A ¥, et ¥, sont alors identiques 4 une méme forme 5 (. y). I1 suffit de reprendre les
raisonnements précédents faits sur ¢(a, y) pour trouver que si ¢ n’appartient pas &
une classe ambigué, les seules substitutions changeant ¥, ou ¥, sont celles qui chan-
gent tout couple 3, + y3, de Q, en x3, + y2, de Q,, et qui, par conséquent, trans-
forment le couple réduit [2] en lui-méme. Si ¢ appartient & une classe ambigué, il
existe des substitutions abéliennes (S) changeant ¥, en W, et changeant le couple [3]
considéré comme appartenant & Q, en certains couples a3, + 82, de Q,, « ei § ayant
les valeurs que nous avons déterminées; mais, dans ce cas, il existe des substitutions
automorphes de Q, changeant «2] + 62, en [2]; soit £ I'une d’elles, S¥ change
', en ¥, et n’altére pas le couple [2], ce qui prouve que, dans tous les cas, ¥, et ",
sont bien équivalentes dans une substitution abélienne laissant inaltéré [2]; par consé-
quent, les formes & indéterminées conjuguées ¢, et 4, associées & ', et ', sont
équivalentes. '

Le procédé que nous donnerons pour constater 'équivalence de deux formes abé-
liennes fournissant une des substitutions abéliennes permettant de passer de 'une &:
I'autre, la recherche de toutes ces substitutions se trouvera complétement effectuée
puisque nous savons déterminer les substitutions automorphes de 'une de ces formes.

Nous avons déja montré que si deux formes a indéterminées conjuguées d’un
méme cofps quadratique sont équivalentes, les formes abéliennes associées sont
¢quivalentes; le théoréme précédent conduit au résultat suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux formes abéliennes définies W,
et W, dont les quadriques associées contiennent un méme couple réduit [8] soient équi-
valentes est que les deux formes a indélerminées conjuguées , et b, associées o W, et W,
soient équivalentes. '

Ce théoréme est également démontré pour les formes abéliennes indéfinies de
seconde espeéce ().

(1) Cela tient a ce que leur forme binaire adjointe ¢ est définie et les raisonnements qui pré-
ctdent ne font intervenir que la condition pour ¢ d’étre définie, sans rien supposer sur son signe.
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3. — SUR LES FORMES A INDETERMINEES CONJUGUEES DEFINIES DES CORPS IMAGINAIRES.

[4] Considérons les formes & indéterminées conjuguées

B , B
uv' — ——u'v 4 Cod'
iv/D iv/D

(1) Y@, v; u',v)=Auu' 4+

définies du corps i\/—D; A et C sont deux entiers ordinaires quelconques, B et B’ deux

entiers conjugués du corps i\/D; si D est congru 4 o, 1 ou 2 suivant le module 4, on
peut écrire

(2) B=B, 4 iB,yD.  B=B—iBVD;

si D est congru a 3 suivant le module 4, c’est-d-dire si D =4N — 1, N étant un entier
quelconque positif, posons

1+i\/B , I—i\/ﬁ
= ——G W=,
2

2

[0
on a
3) . B=B,+wB,, B=B +uB,

B, et B, étant dans tous les cas des entiers quelconques. Nous nommerons corps
[T, i\/D] les corps quadratiques de la premiére catégorie et corps [1, w] ceux de la
seconde.

Nous supposerons que les formes ¥ que nous considérons sont définies positives;
dans ces conditions, le déterminant

%) 3=BB' — DAC

est essentiellement négatif et le coefficient A est positif, ainsi que le discriminant —2.
On pourrait supposer A et C réels et quelconques, B et B’ étant imaginaires con-
jugués; cette extension ne présentant aucun intérét pour I'étude des formes abé-
liennes telles que nous la traitons dans ce travail, nous la laissons de coté.
Ces formes & indéterminées conjuguées ont déja été considérées par Hermite dans
le cas du corps [1, i], et par M. Bianchi dans le cas des corps négatifs quelconques; il
importe cependant de remarquer que ce géomeétre ne considérait comme formes

arithmétiques du corps l\/ﬁ que les suivantes :
(%) Auu' + buv' + b'u'v + Cov’,

b et b’ étant deux entiers conjugués du corps i\/D; ces formes rentrent, comme cas

particulier, dans celles que nous étudions. En effet, dans le cas d'un corps [1, i\/ﬁ],
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elles correspondent aux formes J dont le coefficient B, est multiple de D, et dans le
cas d’un corps [1, w] & celles dont les coefficients B, et B, vérifient les congruences

(6) B, + 2aNB,=2B, + B,=o0 (mod D).

II n’y a aucune raison pour ne pas considérer les formes plus générales que nous
avons définies, puisque celles-ci ne prennent que des valeurs entiéres pour des valeurs
des variables u et v entiéres dans le corps quadratique, d’autant plus que la méthode
employée par M. Bianchi pour réduire les formes (5) s’applique parfaitement a la
réduction des formes ¢ .

Nous nous pfoposons d’établir la distribution en un nombre limité de classes
des formes a indéterminées conjuguées du corps i\/D dont le déterminant a une
valeur négative entiére donnée, nécessairement congrue a la norme d’un entier du
corps suivant le module D, et de prouver qu'a chaque classe on peut faire corres-
pondre une et une seule forme réduite. Nous ferons reposer cette théorie de I'équi-
valence et de la réduction des formes définies <} sur l'existence d’'un domaine
fondamental dans I'espace & trois dimensions du groupe arithmétique d’un corps
quadratique imaginaire quelconque.

Avant d’exposer cette méthode qui, nous le répétons, n’est pas nouvelle et n’est
autre que celle qu’a suivie M. Bianchi, nous ferons remarquer que la considération
des formes binaires adjointes aux formes abéliennes fournit une condition nécessaire
pour I'équivalence de deux formes ¢. La correspondance établie entre les formes ahé-
liennes ¥ et les formes & indéterminées conjuguées 4, permet de définir la forme
binaire adjointe a chaque forme J; pour que deux formes J soient équivalentes, il
est nécessaire que leurs’ formes binaires adjointes soient proprement ou impropre-
ment équivalentes. Dans le cas des formes de Bianchi, on constatera que cette con-
dition est toujours vérifiée quand les deux formes ¢ ont méme déterminant. Les
calculs faits sur les formes abéliennes se transportent sans difficulté aux formes a
indéterminées conjuguées et nous n’insisterons pas sur cet emploi des formes
adjointes qui n’est pas essentiel pour les développements qui vont suivre.

[2] Soit G le groupe des substitutions modulaires droites

«z 4+ 8

(G) z‘_YZ-{—a

du corps imaginaire z\/ﬁ a, 8, v, 2 étant des entiers quelconques de ce corps véri-
fiant la relation
al —By=1.
Posons
z=E+ iy, z,=E5 +in,;

la représentation géométrique des groupes kleinéens, due 3 M. Poincaré, fait corres-
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pondre & la substitution (s) la transformation (s) du demi-espace (E) supérieur >0
d'un espace a trois dimensions rapporté aux axes de coordonnées rectangulaires
0%, oy, o, changeant le point (&, =, {) en le point (,, 7,, ¢,) défini par les formules

suivantes :

i _p'ay'—l—-zaa'—{—z'ﬁy'—}—,ﬁa'
ey avd Y 4 e
L p:a'yl + z'a'i + z,ﬁ’:{\ + '(i'\a,,
eyy tzvd +zyce4 22
2_p21&,+21{5,+2,7j.ﬁ+|3‘3’
Pl_— FQYYIJ‘_ Z"'a,+ Z"(’B + aal’

r
S ®

! 4 1! ’
' 92*17 +z~{8 —I—Z‘{E-{—EE'

A%

ou I'on a pOSé
2 ne 2 2 2 o 2 2
P == n Q 4 Pa - ;1 TM Ca 4

et dans lesquelles nous désignons la conjuguée d'une quantité complexe quelconque
par la méme lettre accentuée. A toute substitution (s) correspond une et une seule
transformation (s), et il résulte des théorémes généraux de M. Poincaré sur les
groupes kleinéens que le groupe G a un domaine fondamental dans le demi-espace (E).
M. Bianchi en a donné (') une démonstration directe en montrant que dans toute
région définie par les inégalités

k<<&<l, m<nq<n, {(>ce,

¢ étant une quantité essentiellement positive, il n’y avait quun nombre limité de
points (g, v, {) équivalents & un point de (E) par les substitutions du groupe I' des
mouvements (s) isomorphe au groupe G.

Ce domaine fondamental a été déterminé dans le cas du corps complexe [1, i] par
M. Picard (2), il est défini par les inégalités suivantes :

I b 1 I I e 2 ve
—;<€<;, —;<“’1<;, SHNHT>T.

M. Bianchi, en employant la méthode des symétries, a déterminé les domaines
fondamentaux des groupes (G) pour un grand nombre de corps quadratiques (3).

(") Mathematische Annalen, tome XL, p. 334.
(2) Bualletin Soc. math. de France, tome XI1, 1883-84, p. 43; Math. Annalen, tome XXXIX.
p. 142.

(®) Voir articles déja cités des Mathematische Annalen.
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[3] A la forme & indéterminées conjuguées (1) supposée définie, nous faisons
correspondre le point M du demi-espace (E) que nous appellerons point représentatif
" de la forme et qui est défini par les égalités suivantes :

B— B B+ B V—23

8 . e —_— = S
(8 3 ~AVD I ¢

La substitution droite (X) d’ordre 1
u=—aoU + BV, u'=2'U + 'V,

(9) v — YU + BV, P — YIUI + A

change la forme [A, B, C] en une forme [A,, B,, C,] qui lui est proprement équiva-

lente et I'on a :

B
A, =Aad + —ay — ,_ow{—I—Cyv
iv/D f iv/D
=Aap + B_ZE'—-—— _,B'*(-{—Cya',
z\/D z\/D iy/D
(r0) B/ B’
L —Adf +——= —_ '3 + Cy'e.
l\/D z\/D il 1\/D
C,=ABH + M,BE' — B_fﬁ’B-{—CEB'.

ivVD iv/D
Soit M, le point (§,, ,, {,) représentatif de la forme [A,, B,, C,]; & la substitution (I)
correspond la substitution modulaire () du corps i\/D :

vz 4+ 8
2, = — =
'*{4,-*-6

le mouvement (s) du demi-espace (E) correspondant & (¢) change M en M,, comme il
est facile de le vérifier en remplacant A, B, C et A, B,, C, par leurs valeurs en fonc-
tionde &, v, { et £, v,, {, dans les relations (10), et en constatant 'identité des nou-
velles équations et des formules (7).

Appelons forme réduite toute forme a indéterminées conjuguées du corps quadra-
tique L\/B dont le point représentatif se trouve dans le domaine fondamental du
groupe G relatif a ce corps i\/ﬁ; il est immédiat que : toute forme § est proprement
équivalente a une forme réduite et que deux formes réduites ne peuvent pas étre pro-
prement équivalentes.

Nous démontrerons maintenant la proposition suivante :

Le nombre des formes réduites définies de déterminant & donné est fini.

Si le domaine fondamental du groupe G n’a aucun point singulier dans le
Fac. de T'., 3¢ S., IIL 46
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plan ¢=o, tout point de ce domaine fondamental est tel que J est supérieur & un

certain nombre positif <; on en conclut alors que le nombre entier A, que nous avons

~

e P —5 ., , S
supposé positif, est inférieur a —; il n’y a donc qu'un nombre limité de valeurs
ey D

entiéres possibles pour A les inégalités
E<i<ll, m<s<n

montrenl que, dans ces conditions. les valeurs des entiers B, et B, sont limitées, ce
qui achéve la démonstration.

Si le domaine fondamental de G a des points singuliers dans le plan ¢=o, on
1éve la difficulté comme I'a fait M. Bianchi dans le méme cas (Math. Annalen, tome XL,
P- 390).

(4] Sidans les inégalités définissant le domaine fondamental du groupe G, on
remplace &, v et { par leurs expressions (8) en fonction de A, B, C, on obtient un
systéme. d’inégalités auxquelles satisfont les coefficients des formes réduites. Elles
sont un peu différentes de celles qu’a données M. Bianchi dans le cas particulier qu’il
a traité; nous en donnerons quelques exemples':

Nous n’avons pas considéré, jusqu'a présent, les trois ordres d’équivalence
impropres des formes & indéterminées conjuguées; prenons d’abord le premier qui

correspond aux substitutions (2) droites d’ordre —r, (3 —fy=-—1). Considérons les
substitutions () telles que a2 — 8y =—1: elles forment un groupe G’ qu’on obtient
en adjoignant & G la substitution z, = — z; le groupe de transformations (s) corres-

pondantes s’obtient par I'adjonction de la symétrie par rapport a of, au groupe de
mouvements I'; or, le domaine fondamental de G est symétrique par rapport & o{:
celui de G’ s’obtient en le coupant en deux par un plan passant par of et en prenant
une seule moitié. Assujettissons le point représentatif d’'une forme & se trouver dans
cette région, on définira ainsi des réduites telles que toute forme soit proprement
équivalente ou improprement équivalente dans le premier ordre & une forme réduite;
deux réduites ne pouvant pas étre équivalentes dans I'ordre propre ou dans le pre-
mier ordre impropre. On verrait de la méme maniére que les deux derniers ordres
d’équivalence reviennent & considérer comme forme réduite une forme dont le point
représentatif se trouve dans le quart du domaine fondamental de G compris, par
exemple, dans I'angle formé par les directions positives 0%, o, of, les quatre points
représentatifs des formes

(A, B, C), (A —B, C), (A, B, C), (A, —B, C)
étant

G0 5= (%00 G o—r Y.
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Ceci montre qu’il sera toujours trés facile, quel que soit le procédé de réduction
qu’on ait adopté. de trouver les réduites correspondant aux classes de formes équi-
valentes dans 'ordre propre ou dans un ordre impropre déterminé.

o y a, au sens général de 1'équivalence dans les substitutions droites ou gauches
d’ordre 1, une seule forme réduite parmi les quatre précédentes pour laquelle B,
et B, aient des signes fixés si D n’est pas congru a 3 suivant le module 4, et telle que
B, et 2B, 4 B, soient de signes déterminés si D=1 (mod 4).

Exempres : 1. Corps [1, i]. — Le domaine fondamental du groupe G est défini par
les inégalités

I 4 I I I ne 2 2
——-lr<-, — -l <-, S+ +C>a.
2 2 2 2

Les coefficients des formes réduites satisfont aux inégalités
—A<2B, A, —A<2B, <A, ALG;
ces conditions ont été données par Hermite (1). Toute forme & indéterminées conju-
guées est proprement équivalente & une et une seule forme réduite, deux formes
réduites n’étant certainement pas proprement équivalentes.

Si I'on considére également les ordres d’équivalence propre et impropre, on peut
définir une forme réduite positive par ces conditions :

0 2B, <A, o< 2B, <A, ALC,

et toute forme § du corps [1, {] est équivalente proprement ou improprement a une
forme réduite. A est limité en fonction du déterminant &; on a :

A<<y\/—23.

IL. Corps[l,i\/g]. — Le domaine fondamental du groupe G’ est défini par les
inégalités (10) suivantes :

gz
R R s L T (e ) e

2
1\? 2 \* L, 1 RS 2 \* 1
(E+;>+<n———\/-§>+t.>;~ <w"‘;‘>+<“ﬁ_\7g>+c>—23c
On pose dans ce cas :

B B —3
E—'—‘_—’. 7]:“_4_:’ :\/ f’ L] !+nz+ci=£.
A5 AV5

hye)
SIY

A

(') Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques ((Buvres, t. I, p. 231).
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On peut supposer pour une réduite B,>>o et B, <o, les inégalités que vérifient
Ies coeflicients d’une forme réduite s’écrivent ‘
A 5A
o§B,<—2—, og—B‘\<T, C>A, C45B,+A>0. 5C+4B,+5A>5 B,

Deux formes réduites ne peuvent étre équivalentes ni- proprement ni impro-
prement.

Cherchons les formes réduites de déterminant —5; on trouve qu’il y a trois
formes réduites de déterminant —5 qui sont :

[f.o.1],  [3 —5:3], [b,—10+ 2iV/5, 5].

Deux formes réduites ne sont pas équivalentes ni proprement ni improprement ;

et toute forme ¢ du corps i\/ 5 est équivalente dans un ordre quelconque propre ou
impropre & une forme réduite.

Si on ne considérait que I'équivalence propre dans I'exemple précédent, les
formes réduites seraient au nombre de sept :

[1,0,1], [25,3], [2.—5,3], (6.4 (10 + zi\/g), 5], [5, &= (10— ni\/g), 5].
III. Corps (1, i\/;]‘ — Le domaine fondamental du groupe G’ est la région

Vi

I I ~ e/ e 'Y
—; N5 oSS 1—EV7>0, n+iV7>0, E4n+0>,

2
( —§> +<'q—-\éz> +0>0, <§+l> +<"r.~\ﬁ> + &>

9N

2

On a dans ce cas :

w::’—‘—l/l, B=B, + wB,, =B+ BB, + aB> — 7AC,
2
on doit poser :
; B, 2B, +B, V=3 o C
= ——, -,1—-_.___, = —_—, —
Y 24 V7 AV7 A

Dans la forme réduite, on peut supposer B, positif ou nul et 2B, + B, négatif ou
nul; il y aura ainsi une et une seule réduite par classe; les coefficients d’'une telle
forme réduite positive vérifient les inégalités suivantes :

o<B, <A, 0<—(B +B)<7A, B +4B<o.  C>A,
C+B,+B,+A>o0, aC 4 aB, — B, + 2A > 0.

10

A est inférieur a

3
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Cherchons les formes réduites de déterminant —3; A ne peut étre égal qu'a o
ou 1; on trouve qu’il y a une et une seule forme réduite de déterminant —3 qui est
la forme [1, —2, 1] ou

L\//

Toutes les formes de déterminant —3 lui sont proprement ou impropremeht
équivalentes; elles sont toutes proprement équivalentes & I'une des deux formes

[1, —2, 1] et [1, 2, 1]

[5] Le probléme de la réduction des formes abéliennes pose relativement aux
formes 4 indéterminées conjuguées des corps i\/4N—1 une question un peu diffé-
rente de celle que nous avons traitée.

Considérons I'ensemble des formes § d’un tel corps dans lesquelles le coeffi-
cient B, est un nombre pair; on a alors

B=B, 4 AuvB,=§, +iV/D§,

cn posant

B,
B‘+—;:ABA’ —2:32'

Une telle forme se change en une forme de méme nature par toute substitution (Z)
droite ou gauche effectuée sur les variables u, v, u', v' dont les coefficients sont des
entiers du corps l\/D de la forme ’\/I—}—Nt\/D et non pas de la forme plus géné-
rale M + No.

On est amené & comparer les formes spéciales 4 que nous venons de définir
dans ces substitutions particuliéres et & établir a ce nouveau point de vue la notion
de classe. Remarquons que le groupe des substitutions (X) d’ordre 1 est un sous-
groupe du groupe arithmétique du corps [1, w].

Le groupe (g) des substitutions () droites d’ordre 1 est un sous-groupe du
groupe G du corps [1, ©]; on obtient toutes les substitutions de G en faisant suivre
celles du groupe (g) de la substitution unité et de la substitution ¢' =(z, z— o). A
cetle substitution ¢’ correspond dans le demi-espace (E) le mouvement

s=G 0 65— it 0;

le domaine fondamental de (g) s’obtient en ajoulant au domaine fondamental D
de G la région D’ obtenue en faisant subir & ce D le mouvement

VD

_ I
s ‘:(E,W.C§E+;, Y]+—2 , O);
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il est évident que D' n’a aucun point commun avec D en vertu méme de la définition
de ce dernier domaine. On appellera forme réduite toute forme du type considéré
dont le point représentatif se trouve dans la région (D+D’") et on eftectuera la
réduction de ces formes spéciales de la méme maniére que dans le cas général.

Pratiquement, supposons faite la réduction des formes du corps l\/ﬁ telle que
nous l'avons indiquée; soit [A, B, C] une forme réduite, appliquons-lui la substi-
tution X'=(u, v, ', v'; u+ v, v, &'+ o', v') qui correspond & ¢'; A chaque forme
(A, B, C] correspond ainsi une forme [A’, B', C']; choisissons parmi les formes
[A, B. C] et [A", B, C'] celles dont le coefficient B, est pair, nous aurons ainsi
toutes les formes réduites & indéterminées conjuguées dont le coefficient B, est pair,
quand on compare ces formes dans les substitutions (%) spéciales que nous avons
définies.

4. — REDUCTION DES FORMES ABELIENNES DEFINIES.

[41] Considérons I'ensemble E(A) des formes abéliennes définies dont la forme
binaire adjointe représente proprement un nombre négatif A = — 4D, tel que D soit
congru a o, 1 ou 2 suivant le module 4, ces formes sont équivalentes aux formes
abéliennes du type W(x,, x,, x,, x,) auxquelles sont associées les formes & indéter-
minées conjuguées définies {(u, v; u', v') du corps i\/_D, le déterminant de { étant
égal a l'invariant de W. Les théorémes établis au paragraphe 3 permettent de déduire
de la réduction de ces formes ¢ celle des formes W. Aux formes ¢ réduites corres-
pondent certaines formes abéliennes réduites W que nous appellerons formes abé-
liennes réduites de 'ensemble E(A), et il suffit de se reporter & 1'expression des coeffi-
cients A, B, C de ¢ en fonction des coefficients a,, de ¥ pour déduire des inégalités
entre les coefficients d'une réduite ¢, celles qui sont vérifiées par les coefficients
d’une forme abélienne définie réduite. Nous énoncerons les propositions les plus
importantes et nous donnerons quelques exemples.

Les formes abéliennes définies d’invariant donné % dont la forme binaire adjoinle
représente proprement le nombre — 4D se distribuent en un nombre limité de classes et
a chaque classe correspond une el une seule forme réduite de U'ensemble E(—4D)(1).

Exempies : I. D=1. — Toute forme abélienne définie positive dont la forme
binaire adjointe représente proprement le nombre — 4 est équivalente & une et une seule
des formes réduites de l'ensemble E(—4) satisfaisant aux conditions suivantes :

—=o, a

i3 aOS ’

1) a

a
a“>o, 0<aoa< " 0<a13<_2—' aaa>aa|'

il
2

(1) Il importe de remarquer que nous ne définissons des réduites que pour un ensemble E(3).
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Il. D=5. — Toute forme abélienne définie positive de U'ensemble E(— 20), c’esl--
a-dire dont la forme binaire adjointe représente proprement le nombre — 20, est équi-
valente a une et une seule des formes réduiles dont les coefficients a,, satisfont aux

conditions
Ay = 5(1“ ’ a,, = 5a33 . a, = 5a13 ’ a, —=a,,=o, Q,==—0q,
< <—5a“ <an <™, a,>a,, a,+5a,+a,>o0
(2) au>0' DRSNS 2’ O\aw\_;’ 33 2 Y41 33 03 uz="5

5a33 + [lal)ﬁ + 5a“ > 5al3

La réduction des formes i indéterminées conjuguées du corps i\/5 et d’inva-
riant —5 montre que les formes abéliennes définies dont I'invariant est égal & —5
se répartissent en trois classes correspondant aux trois formes réduites :

2 2 2 2
Sx; + @} + dx; + xf,
2 2 2 2
1ox, + 2x; + 15x; 4+ 3x;, 4+ 1ox,x, — 102, ,,

25x; 4+ 5] + 25x; + Sa; + 20x,%, + 202, — 202, X, 4 X, 2, .

Les considérations précédentes s’étendent au cas ou la forme binaire adjointe aux
formes abéliennes que I'on envisage représente proprement un nombre — D, D étant
congru a 3 suivant le module 4. Nous n’énoncerons pas & nouveau le théoréme sur
la distribution en un nombre limité de classes des formes de méme invariant: nous
donnerons un exemple :

D=—7. — Toule forme abélienne définie positive dont la forme binaire adjointe
représente proprement le nombre —7 est équivalente & une et une seule des formes
réduites; ces derniéres sont celles qui salisfont aux égalités el inégalités suivanles :

(3) Qyy =20, = — Aaol’ Ayy — 20y, = l'azs’ Ay, == Ay + 2, Ay=-—0a,;
(/) 0<a13<a04’ O<—(2a03+a43)<7am’ a03+l;a”<o, —(l’:'}a“,
0

_st+aos+an+aoa>o' —2&23—{-2(103—&”4—2(1“}0.

Les formes abéliennes précédentes définies positives d’invariant — 3 constituent
une seule classe et sont toutes équivalentes a la réduite

.2 2 2 2
ha, + 22, + ha, + 22] — 22, @, — ho,x, — ho,x, + ho,x, + 2x,2,.

Dans le cas ou les formes binaires. adjointes aux formes abéliennes considérées
représentent toutes proprement un nombre —4D, D étant congru a 3 suivant le
module 4, on effeclue la réduction de ces formes abéliennes de la méme maniére en

\

utilisant la réduction des formes particuliéres & indéterminées conjuguées du

corps i\/D qui leur correspondent. Par exemple, on déduit de résultats antérieu
rement établis que les formes abéliennes d’invariant —3 dont la forme binaire



358 : G. COTTY.

adjointe représente proprement le nombre — 28, constituent une seule classe: elles
sont toutes équivalentes a la forme réduite

7% + @7 4+ 7%, + @) — hx,x, + b, x,.

En résumé :

Les formes abéliennes définies d’invariant donné de l'ensemble E(A), c’est-i-dire
dont la forme binaire adjointe représente proprement le nombre négatif A nécessaire-
ment congru ¢ o ou & 1 suwant le module 4, se distribuent en un nombre limité de
classes, et, a chaque classe, correspond une el une seule réduite.

(2] Dérmvrriox. — Nous appelons forme abélienne définie réduite toute forme abé-
lienne définie ¥, réduile dans Uensemble E(A), telle que — A soit le plus petit entier repre-
senté proprement par la forme — (. y), en désignant par ¢ (a, y) la forme binaire
adjointe & F.

Ces formes réduites jouissent des propriétés suivantes :

1° Toule forme abélienne définie f est équivalenie & une et & une seule réduile.

Soit ¢(x,y) la forme binaire adjointe & f; elle est définie négative. La forme
—¢(, y) est définie positive; il existe, par conséquent, un entier positif bien déter-
miné — A qui est le plus petit des nombres représentés proprement par la forme —q,
et & chaque forme abélienne il correspond ainsi un et un seul nombre A. D’autre
part, la forme f considérée comme appartenant & I'ensemble E(A) des formes abé-
liennes dont la forme binaire adjointe représente proprement le nombre A est équi-
valente a une et & une seule réduite de cet ensemble, ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

2° Deux formes réduites ne peuvent pas étre équivalentes.

Cette proposition est une conséquence de la précédente et il est d’ailleurs facile
de I'établir directement. Elle met bhien en évidence le caractére de la réduction que
nous effectuons. Nous avons, pour chaque ensemble E(A) de formes abéliennes -
définies dont la quadrique associée contient un couple & d’invariant négatif A déter-
miné, défini des réduites: deux réduites du niéme ensemble ne pouvaient pas étre
¢quivalentes, mais deux réduites correspondant & des valeurs différentes de A pou-
vaient I'étre; nous choisissons maintenant dans chacun de ces ensembles E(A) des
formes réduites telles que deux quelconques appartenant & des ensembles différents
ne puissent pas non plus étre équivalentes, et nous sommes ainsi conduits a la
réduction compléte des formes abéliennes définies. En résumé, prenons parmi les
réduites de tous les ensembles E(A) celles qui sont telles que le plus petit entier
positif représenté par la forme obtenue en changeant de signe tous les coefficients de
la forme binaire adjointe, soit précisément —A, nous obtenons I'’ensemble des
formes abéliennes réduites.
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3° Le nombre des formes abéliennes définies réduites d’invariant donné § est fini.

En effet, le nombre des classes de formes binaires ¢(x, y) adjointes aux formes
abéliennes d’invariant & donné étant fini, les plus petits entiers représentés propre-
ment par les fcrmes —¢ sont a fortiori en nombre fini; comme, d’autre part, le
nombre des réduites d’invariant 3 dont la forme binaire adjointe représente propre-
ment un nombre donné est également fini, la proposition est établie. On peut
I'énoncer ainsi : '

Les formes abéliennes définies d’invariant donné se distribuent en un nombre limité

de classes.

[3] Les considérations précédentes conduisent & une réduction des formes abé-
liennes qui, pratiquement, peut étre effectuée d’une maniére remarquablement
simple.

S it & trouver les formes réduites d’invariant donné &, nécessairement négatif. On
cherche d’abord les classes C,, C,, ..., C, de formes binaires adjointes qui leur sont
associées (chap. I, § 1) et on prend dans chacune de ces classes la forme réduite ¢,;
il convient toutefois de remarquer qu'une de nos classes de formes binaires com-
prenant ’ensemble des formes proprement ou improprement équivalentes 4 une
forme donnée, il importe d’avoir choisi parmi les deux formes réduites de deux
classes ordinaires opposées, celle qu'on prend comme réduite de la classe totale (pour
ax® + 2bxy + cy*, il suffit, par exemple, si a=|=c, de se fixer le signe de b). Soient
A, A, ..., A, les premiers coefficients de ¢, ..., ¢, réduites, —A,; est le plus petit
entier représenté proprement par —g,. On choisit parmi les formes abéliennes d’in-
variant 8 réduites dans I'ensemble E(A,), celles dont la forme binaire adjointe est de
méme classe que g,, soient F, ces formes. Les formes F,, ¥, ..., F, donnent I'en-

semble des formes abéliennes réduites d’invariant 3.

ExempLE. — Soit a trouver les formes abéliennes définies posilives proprement pri-

mitives réduites d’invariant — a.

La forme binaire adjointe & une telle forme est du type —46(x. y), 6 étant une
forme définie de déterminant —2; or, les formes binaires de discriminant 2 consti-
tuent une seule classe dont la réduite correspondante est a* 4 2y*. Cherchons donc
parmi les formes abéliennes d’invariant — 2, réduites dans I'ensemble E(—4), celles
dont la forme binaire adjointe est de méme classe que — 4(x* 4 2y*); soit

_—\ 0
F(z, z, x,, x,) = Xa,;x,x;
une telle forme, ses coeflicients satisfont aux conditions suivantes :

saoaza“’ Ay, = Ayys Ay == Qyy, am:a:s:o' aq,=—aq

(1)

5]

a
la, >0, 0<a, <%, o0<a,<

11

7’ au>au’

lac. de 7., 3¢ S., Il 47
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on trouve une seule forme réduite
x4 af + 2x) + 2x)

dont la forme binaire adjointe est bien de méme classe que —4(x* + 2y*). On en
conclut que les formes abéliennes définies proprement primitives d’invariant — 2
constituent une seule classe a laquelle correspond la réduite x} + x? + 22 + ax}.

Nous devons faire remarquer que le calcul effectif des réduites n’est possible
qu’autant que le domaine fondamental du groupe modulaire du corps quadratique
correspondant 4 chacun des ensembles E(A) que 'on doit considérer, est connu; or,
ce domaine n’a pas été déterminé dans tous les cas par M. Bianchi, et la méthode qu’il
a employée ne semble pas devoir s’appliquer & tous les corps quadratiques; on voit

qu’'il y aurait pour la théorie des formes abéliennes un grand intérét & reprendre ces
lravaux et & les compléter.

[4] On peut présenter d'une maniére un peu différente la réduction des formes
abéliennes en prenant comme point de départ la considération des formes binaires.
A toute classe (C) de formes binaires définies négatives de I'un des deux types

— 4(ax® + bxy + ¢y, — h(ax® + bxy + cy*) — v,

correspond un nombre fini de classes de formes abéliennes réduites admettant
comme forme binaire adjointe une forme de (C). A chaque classe de formes binaires
définies positives 8(x, y) correspondent les formes réduites en nombre fini dont I'ad-
jointe est de méme classe que —46(x, y). Par exemple, 4 la classe dont la réduite
est x* 4 5y* correspondent les formes réduites proprement primitives d’invariant —5
de I'ensemble E(—4), dont la forme binaire adjointe est —4(x* + 5y*); ces formes
réduites d’invariant —5 de E(—4) sont au nombre de trois :

N a2 2 2 2
F —w1;+w1+w2+5xs’
F=aaxl + ax] 4 32 + 3 + axx, @, — 22,2,

v___ 2 2 2 2
F'=ax) + 22} + 32, + 3, + 2,0, + 22, x,.

On les déterminera en utilisant le systéme d’égalités et d’inégalités (1) entre leurs
coefficients; on voit que leurs formes binaires adjointes sont toutes les trois de méme
classe que —4(x* + 5y*); F, F’ et F” sont donc trois formes abéliennes réduites.

Les formes abéliennes définies proprement primitives dont la forme binaire adjoinle

est de méme classe que la forme —4(x* + 5y*) se distribuent en trois classes corres-
pondant aux trois formes réduites F, I, I'.

On pourrait ainsi classer les réduites abéliennes en prenant comme base de cette
classification celle des classes de formes binaires.

RemMARQUE. — Les deux formes F’ et F” sont équivalentes dans la substitution

S = (a,, x,, x,, x,; x, —,, X,, T,)
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qui n’est pas une substitution abélienne. Ce résultat n’a rien de surprenant, puisque
nous comparons les formes abéliennes uniquement dans les substitutions particu-
litres 4 quatre variables dont les coefficients vérifient les relations d’Hermite. Si I'on
prend les deux formes & indéterminées conjuguées associées & F' et F', elles

s’écrivent
¢ =2uu —iuv' + iu'v 4+ 30, {"=1auu' + uv' 4+ u'v + 3vv’;
on passe de la premiére 4 la seconde par la substitution
Y =(u. v, u', v; iu, v. —iv', V')

en revenant aux notations employées dans 1'élude des formes a indéterminées conju-
guées a3 — Py=1; on a ainsi un exemple d’un ordre d’équivalence impropre que
nous avons laissé de coté; il n’est pas sans intérét de le relier aux substitutions sin-
guliéres n’altérant pas le couple réduit d’invariant —4; on vérifie aisément que S est
une de ces subslitutions. Nous reviendrons sur ce point & propos des formes & indé-
terminées conjuguées des corps réels. ‘

Il nous reste & indiquer comment une forme abélienne étant numériquement
donnée, on peut trouver la forme réduite qui lui est équivalente. Soit f cette forme
et ¢(x, y) sa forme binaire adjointe; on détermine par les méthodes courantes de la
théorie des formes & deux variables, la substitution (a, y; 2x + py, e + u'y) qui
transforme ¢ en la forme réduite équivalente (A" + 290wy + A,y*); ceci donne,
comme nous I'avons montré, les coordonnées du couple ¢, d’invariant A, tracé surla
quadrique associée a f. v

Uue substitution abélienne quelconque de degré 1 changeant &, en le couple
réduit d’invariant A, transforme f en une forme ¥ ou ¥’ équivalente. On cherche la
réduite F équivalente & cette forme W, ce qui peut se faire en réduisant la forme &
indéterminées conjuguées associée a W, et F est la réduite cherchée.

ReMARQUE. — On peut, tout au moins théoriquement, définir les formes abé-
liennes réduites par un systéme d’inégalités entre leurs coefficients. Soit C(A) I'en-
semble des égalités et inégalités définissant une réduite de I'ensemble E(A).

Le plus grand nombre négatif représenté proprement par la forme binaire
adjointe & une forme abélienne f étant le premier coefficient A de cette forme, c’est
une fonction des coefficients a,; de f; en le considérant comme tel, C(3) est un
ensemble d’égalités et d’inégalités entre les coefficients d’'une forme abélienne définie
et il caractérise les formes abéliennes définies réduites.
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CHAPITRE III.

Formes abéliennes indéfinies.

[1] Tous les principes sur lesquels repose la réduction des formes abéliennes
indéfinies de premiére espéce ayant été énoncés dans les précédents chapitres, nous
indiquerons trés briévement les propositions fondamentales concernant 1'équivalence
de ces formes, en nous attachant surtout & prouver la distribution en un nombre
limité de classes des formes de méme invariant. Le cas des formes de seconde espéce,
plus difficile & traiter et particuliérement intéressant par sa liaison avec les fonctions
abéliennes singuliéres, nous conduira a la réduction des formes & indéterminées con-
juguées des corps quadratiques réels et nous permettra de donner une application
assez inattendue de la théorie des fonctions & la théorie des nombres.

1. — FORMES ABELIENNES INDEFINIES DE PREMIERE ESPECE.

Ces formes abéliennes f(zx,. ac,.locg, x,) sont algébriquement réductibles au type
u; + u; — u; — u;, leur invariant g est positif et leur forme binaire adjointe est indé-
finie. Comme nous l'avons déji montré, si la forme binaire ¢(x, y) adjointe a f repré-
sente proprement le nombre négatif —4D, f est équivalente & une forme abélienne
du type I'(x,, x,, x,. x,) dont la quadrique associée contient le couple réduit d’inva-
riant —4D; a cette forme ¥ correspond une forme & indéterminées conjugudes
L (u.v; w. ') du corps i\/D, qui est indéfinie et de déterminant positif et égal A
Iinvariant £ de W et de f. Comme pour les formes définies, on détermine encore les
substitutions automorphes d’une forme abélienne indéfinie de premiére espéce f, en
s’aidant de la considération des transformations en elle-méme de la forme binaire
adjointe g(x, y); celle-ci, étant indéfinie, en admet une infinité. Ces transformations
dépendent des solutions (Z,, u,) d'une équation de Pell, auxquelles correspondent des
systémes de deux couples (2}, 3;) tracés sur la quadrique Q associée a f et ayant
mémes invariants que le systéme fondamental (3,, 3,). Soient S les substitutions abé-
liennes du premier degré en nombre infini n’altérant aucun des couples 2 tracés sur Q,
et ¥ une substitution abélienne déterminée d’ordre + 1, changeant les deux couples
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fondamentaux (3,,2,) en (3, ¢,*); les substitutions S transforment (3,.2)) en
(2%, 8,5, et ce sont toutes les substitutions abéliennes jouissant de cette propriété.
Cherchons alors la plus pelile valeur de k, telle que (2., 2,%) soit équivalent & (2,, 2,)
et soit = une substitution abélienne de degré 1 changeant (3,. 3)) en (3,5, 2%), les
substitutions automorphes de fsont toules les substitutions S, SI, S¥*, ..., S%*, ...,
En général, cet entier k est égal 4 l'unité. S'il est différent de 1, deux formes abé-
liennes ¥, et ¥,, dont la forme binaire adjointe est de la méme classe, peuvent éire
équivalentes sans que celle équivalence ait lieu dans une substilution abélienne n’al-
térant pas le couple réduit d’invariant —4D, c’est-a-dire sans que les deux formes 4
indéterminées conjuguées {, et {,, associées & ¥, et ¥, soient équivalentes.

[2] Démontrons la proposition suivante :

Les formes abéliennes indéfinies de premiére espéce d’invariant donné se distribuent
en un nombre limité de classes. ’ '

Soit 2 cet invariant positif donné, nous avons déja monitré que les classes de
formes binaires adjointes aux formes abéliennes de méme invariant sont en nombre
fini, et nous avons indiqué comment on trouvait ces classes quand 2 est donné. Dans
chaque classe (!) de formes binaires indéfinies ¢ (x, y), il existe un nombre fini de
formes réduites dont les coefficients vérifient certaines inégalilés; en particulier,
si ax® 4 abxy + cy* est réduile, on a : a>>o0, ¢< o. A chaque classe de formes
binaires adjointes aux formes f d’invariant 2, il correspond un nombre fini dec
réduites et par conséquent un nombre limité d’entiers négatifs ¢. Comme dans le
cas des formes définies, on peut réduire la forme adjointe ¢ & une forme réduite équi-
valente ax® + 2bxy + cy®, ¢ est négatif, f est équivalente & une forme ¥ ou ¥’ dont
la quadrique associée contient le couple réduit d’invariant négatif ¢. Si 'on montre
que les substitutions abéliennes n’altérant pas un couple réduit permettent de réduire
a un nombre fini de types les formes ¥ ou W’ correspondant & ce couple et de méme
invariant ¢, la proposition annoncée sera démontrée.

Tout revient & montrer que les formes & indéterminées conjuguées indéfinies
d’un corps imaginaire et dont le déterminant a une valeur positive donnée se dis-
tribuent en un nombre limité de classes. Bien que les formes & indéterminées con-
juguées que nous considérons soient un peu plus générales que celles de Biarnchi,
elles peuvent étre réduites exactement de la méme maniére. A chaque forme [A, B, C]
indéfinie du corps [1, l\/ﬁ] :

'

B
¢ (u, vy u, v)=Auu' + \/_ uv' — ——u'v + Cop’
ivD ivD

(1) Quel que soit le procédé de réduction adopté pour les formes binaires indéfinies, notre
raisonnement s’applique; il suppose seulement que le nombre des classes de méme discriminant
est fini ainsi que le nombre des formes binaires réduites de chaque classe.
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faisons correspondre la sphére représentative (k) décrite sur le cercle
B B’
(1) Az — 72— —— 24+ C=o0
ivD  iyD

du plan analytique de la variable z=2% + ix. Si B est égal & B, + iB,\/B, I'équation
de (k) s’écrit :

- 5“ B, \*, .. ¢
(o) (i) o=

La forme [A, B, C] est réduite si sa sphére représentative. (k) coupe le domaine

2

fondamental dans l'espace & trois dimensions (%, %, ), du groupe modulaire du
corps i\/D. Une forme [A, B, C] est toujours équivalente a une réduite au moins, et
on démontre, en calquant la démonstration de M. Bianchi, que : R

Le nombre des formes & indéterminées conjuguées réduites, dont le déterminant & a
une valeur posilive donnée, est fini.

Ces formes réduites jouissent des mémes propriétés que celles de M. Bianchi: on
pourrait chercher a les retrouver en effectuant la réduction continuelle des formes Y
en opérant comme M. Picard dans le cas du corps \/: Du théoréme précédent, on
déduit la distribution en un nombre limité de classes des formes abéliennes de méme
invariant positif. Mais & chaque classe de formes abéliennes. il correspond plusicurs
réduites, si on définit ces réduites de la méme fagon que dans le cas des formes défi-
nies. Nous ne pouvons pas développer suffisamment ce sujet; il est trés facile de
donner des exemples de réduites analogues a ceux que nous avons donnés pour les
formes définies, en utilisant les résultats de Bianchi relatifs aux domaines fonda-

mentaux des groupes modulaires des corps imaginaires.

(8] Au groupe des substitutions automorphes (S) d'une forme abélienne ¥, n'al- -

térant aucun couple Z, correspond un groupe de substitutions semblables de la forme -
4 indéterminées conjuguées 4 qui lui est associée; ce groupe est isomorphe a un

groupe I de substitutions automorphes (z, :,j j__ ‘2
sentatif de 4. Chacun de ces groupes I' & cercle principal est isomorphe au groupe
des substitutions abéliennes laissant inaltérés deux couples ¢, I'un réduit d’invariant
négatif, 'autre d'invariant positif. M. Picard (') a étudié certains de ces groupes liés

> conservant le cercle (1) repré-

au corps \/:—-_l ils ont un domaine fondamental dans le plan analytique de la
variable z limité par des arcs de cercles orthogonaux au cercle représentatif de la
forme a indéterminées conjuguées 'v. Il ne serait peut-étre pas sans intérét d'étendre
aux corps imaginaires quelconques les recherches de M. Picard sur les formes & indé-
terminées conjuguées d’Hermite et de déterminer les domaines fondamentaux des

groupes a cercle principal qui se rattachent a ces formes.

(*) Annales de IEcole Normale supérieure (1884).
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2. — FORMES ABELIENNES INDEFINIES DE SECONDE ESPECE.

[4] Les formes abéliennes indéfinies de seconde espéce f sont algébriquement
réductibles au type u: + u} —ul — ul; leur invariant ¢ est négatif et leur forme
binaire adjointe est définie positive; les quadriques abéliennes associées a ces formes
ne contiennent que des couples 2 d’'invariant positif. Toute substitution abélienne de
degré quelconque change une telle forme f en une autre forme indéfinie de seconde
espéce; mais il existe des substitutions non abéliennes, & coefficients entiers réels
changeant une forme f en une forme abélienne indéfinie de premiére espéce, nous en
donnerons plus loin des exemples. La forme binaire adjointe 4 une forme abélienne f
¢tant définie, ces formes f jouissent de propriétés qui les rapprochent des formes
définies. La plupart des résultats qui suivent ont été obtenus dans les chapitres pré-
cédents.

t° Si la forme binaire 4 (x, y) adjointe & f représente proprement le nombre 4D, la
JSorme f est équivalente a la suivante :

W(x,, x,, x,, 2,) = m(x;—Dx}) + 2p(xo,—xx,) + 29(x,x,—Dx2,) + n(r:—Dxd).

¥ a les mémes invariants arithmétiques que f et en particulier méme discriminant
et méme invariant 3 :
¢=p'— D(¢*—mn).
2° Si ¢(x, y) représente proprement le nombre positif D—=4N + 1, la forme [ est
équivalente a la forme abélienne
V(z,.x,, x,, x,) = am(x;—rx,—Nx}) — ap(x,x,+x,x,—,,)

—2q(x,x,—Nx,x,) — an(xi+x,c,—Nal)
d’invariant 3 égal & celui de f:
E=p'+pg—Ng'+ Dmn.

3 Le nombre des classes (1) de formes binaires adjointes aux formes abéliennes
indéfinies de seconde espéce dont U'invariant % a une valeur négative donnée est fini.

Les formes binaires adjointes aux formes abéliennes indéfinies de seconde
espéce f, proprement primitives aprés division de leurs coefficients par leur plus

(*) Deux formes sont de méme classe si elles sont proprement ou improprement équiva-
lentes; une de nos classes comprend en général deux classes ordinaires opposées; il n'y a
d’exception que pour les classes ambigués.
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grand commun diviseur, sont du type 40(x,y), 8 désignant une forme & deux
“variables définie positive quelconque, et le nombre des classes de formes binaires
associées aux formes f proprement primitives d’invariant 2 est égal au nombre des
classes de formes binaires de discriminant positif —3.

4° Si la forme binaire ¢(x.y) adjoinle & f n’appartient pas a une classe ambigiie,
les subslitutions abéliennes automorphes de f laissent inaltérés tous les couples % tracés
sur la quadrique associée a f.

Ces substitutions se déterminent comme dans le cas des formes définies, mais
il importe de remarquer que, dans le cas présent, elles sont en nombre infini. Si ¢(x, y)
appartient 4 une classe ambigué, on doit, pour avoir toutes les substitutions auto-
morphes, combiner les précédentes avec une ou deux substitutions, comme nous
Pavons indiqué a propos des formes définies.

5 A la forme abélienne ¥ est associée la forme & indélerminées conjuguées ¥ du
corps quadratique réel \/ D:

p+aVD . p—gVD
VD VD

Le déterminant ¢ de 4 est égal & I'invariant de ¥.

Y(u, v;u,v)=muu' + u'v + nov'.

A une substitution abélienne (S) d’ordre =1 n’allérant pas le couple réduit [2]
d’invariant 4D, il correspond une substitution (X) effectuée sur les variables u. v, u', v’
et de I'un ou l'autre des deux types

(w, v, v, vy auw + Bv, yu + v, LUV, U +3),

(u,v, @, v av +bv', cu +dv', adu+ bv, cu+ dv),

ou «, 8, 3, a, b, c,d sont des entiers quelconques (') du corps \/D vérifiant les
relations
«—Ly==FT, ad —bec=-41,

’ U

«, §', ..., d étant les conjugués de «, 8, ..., d. Réciproquement, & toute substi-
tution (£) du premier ou du second type (nous dirons aussi droite ou gauche) chan-
geant ¢ en une forme & indéterminées conjuguées équivalente, il correspond une
substitution abélienne (S) n’altérant pas le couple réduit [2] d’invariant 4D et chan-
geant ¥ en une forme abélienne équivalente. Le groupe des substitutions abéliennes
de degré 1 n’altérant pas [2] est isomorphe holoédriquement au groupe des substi-
tutions (3) de déterminant =— 8y (ou ad— bc) égal & 4-1. De plus, ces deux groupes

sont isomorphes holoédriquement au groupe arithmétique du corps \/D .

(') Si D=1(mod4), on doit supposer que ce sont des entiers du corps de.la forme P + Q\/B,
P et Q étant des entiers ordinaires.
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Les considérations précédentes s’étendent aux formes ¥ et aux formes a indéter-
minées conjuguées des corps \/4N + 1.

ReMarQuE. — Dans le cas ot I'équation x* — Dy*==—1 a des solutions, il existe
des substitlutions (X)) de degré —1 et des substitutions (S) singuliéres de degré —1
n’altérant pas [Z]. Une telle substitution (X) change une forme  de discriminant —32
positif en une autre de discriminant 3 qui est négatif; la substitution singuliére cor-
respondante change une forme abélienne ¥ indéfinie de seconde espece (invariant 2
négatif) en une forme ¥ indéfinie de premiére espéce. On peut utiliser ce résultat
pour ramener la réduction des formes de seconde espéce a celle des formes de pre-
miére espéce; cette méthode n’étant pas générale et ne s’appliquant que pour cer-

taines valeurs de D, doit étre abandonnée.

6° Si deux formes abéliennes ¥, et W, (correspondant ¢ une méme valeur de D)
sont équivalentes, les formes & indéterminées conjuguées '}, el v, du corps \/ D assocides
a W, et &, sont équivalenles. La réciproque est vraie.

Ce théoréme montre la parfaite identité de I'étude arithmétique des formes abé-
liennes indéfinies de seconde espéce et de celle des formes & indéterminées conjuguées

des corps réels, dont le déterminant est négatif (*).

[2] Comme nous l'avons montré, la réduction des formes & indéterminées con-
juguées des corps réels ne peut étre effectuée aisément par une méthode analogue a
celle qu'on emploie pour les formes binaires que dans le cas des corps dont les
entiers forment un domaine holoide complet. Pour les corps imaginaires, nous avons
eu recours au domaine fondamental des groupes modulaires et nous avons pu faire
reposer sur la connaissance de ces domaines la réduction effective des formes a indé-
terminées conjuguées des corps imaginaires. Les formes ¢ des corps réels ne semblent
pas se préter & une réduction géométrique basée sur I'existence du domaine fonda-
mental du groupe modulaire de chacun de ces corps. En outre, si I'on sait que ce
domaine existe, on ne le connait pour aucun corps et, en suivant la voie que nous
indiquons, on n’obtiendrait qu'une réduction purement théorique des formes 4 indé-
terminées conjuguées des corps positifs. Au fond, la méthode que nous suivrons
dans ce travail ne difféere peut-étre pas essentiellement de la précédente; nous n'uti-
lisons pas les domaines fondamentaux des groupes modulaires, mais c’est sur cer-
taines propriétés des fonctions de ces groupes que nous ferons reposer la démons-
tration des principales propositions relatives a I'équivalence des formes U et des
formes abéliennes indéfinies de seconde espéce. Cette méthode consiste essentielle-
ment a appliquer aux formes abéliennes certains résultats relatifs aux fonctions

(') Les formes & indéterminées conjuguées des corps réels dont le discriminant est négatif
correspondent aux formes abéliennes indéfinies de premiére espéce.

Fac. de T., 3¢ S., IIl. 48
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abéliennes singuliéres dus & M. Humbert. Avant de¢ I'exposer, montrons en quel
rapport étroit se trouve l'étude arithmélique des formes abéliennes indéfinies de

seconde espéce el la recherche des propriélés des fonctions abéliennes doublement
singuliéres.

(3] Dans un Mémoire inséré au Journal de mathématiques pures el appliquées
(5 série, t. IX, 1903), M. Humbert a appelé fonction abélienne doublement singu-
liere toute fonction de deux variables u et v, admetlant les quatre paires de périodes

normales : (1,0); (0.1): (g, h); (h, g') dans le cas ou il existe entre ces périodes deux
relations singuliéres distinctes et deux seulement :

F,=Ag+BA+ Cg'+ D,(F—gy) + L, =o0,
F,=Ag+Bh+ Cyg'+ D,(K—gy) + E,=o:

g, h, g’ vérifient toutes les relations singuliéres xF, 4 yF,—o, = et y étant deux
entiers quelconques.

Soient &, et 2, les couples & associés aux relations singuliéres F,=—o0 et F,=—o;
aux relations xF, 4+ yI', = o sont associés les couples a3, 4 ¥3,; tous ces couples sont
tracés sur la quadrique abélienne Q contenant 2, et 2,. Soit f(x,, x,, x, x,)=—o0
I'équation de Q, la forme abélienne f est indéfinie de seconde espéce, car les inva-
riants de tous les couples & tracés sur Q sont positifs, puisque ce sont des invariants
de relations singuliéres. Ainsi, & toute forme abélienne indéfinie de seconde espéce f
correspond un seul faisceau de relations singuliéres xF, + yF,=o0 associées aux
couples a3, + y2, tracés sur la quadrique Q d’équation f=o. Inversement, & lout
faisccau de relations singuliéres xF, 4+ yF,=o, il correspond une seule forme abé-
lienne f primitive indéfinie de seconde espéce. Il est nécessaire de supposer f pri-
mitive, sinon il correspondrait au faisceau xF, + yF,—o l'infinité de formes abé-
liennes kf, k étant un entier quelconque. Nous ne considérerons dans la suite que
des formes abéliennes primitives; en vertu de remarques déja failes, il n’y a aucun
inconvénient & faire cette hypothése, les propositions relatives a la réduction de ces
formes particuliéres s’étendant aux formes générales.

A T'équivalence de deux faisceaux xF, 4 yF,=o et «F,' 4+ yF,/=o0 de relations
singulicres, telle que I'a définie M. Humbert, correspond I'équivalence des deux
formes abéliennes f et f' qui leur sont rattachés, telle que nous 'avons définie. Le
probléme de la réduction des systémes de fonctions abéliennes doublement singu-
liéres est donc équivalent au probléme de la réduction des formes abéliennes indé-
finies de seconde espéce. Des résultats dus a M. Humbert, concernant le premier
probléme, nous déduirons la solution du second.

[4] Deux formes abéliennes ne peuvent étre équivalentes que si leurs formes
binaires adjointes sont de méme classe. Aux formes indéfinies de seconde espéce f
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dont I'invariant a une valeur donnée sont associées des classes de formes binaires
définies positives en nombre fini; pour effectuer la réduction des formes f, nous
pouvons opérer cette réduction pour les formes dont la forme binaire associée appar-
tient & une classe déterminée. Montrons qu’il est possible de réduire a4 un nombre
limité de types les formes f d’invariant négatif 3 donné, dont la forme adjointe est
d’une certaine classe, nous en conclurons que les formes f d’invariant 2 se distribuent
en un nombre limité de classes.

11 ne serait pas sans intérét de reprendre, au point de vue géométrique oti nous
nous sommnes placés, les recherches de M. Humbert sur les fonctions abéliennes dou-
blement singuliéres; nous ne pourrions le faire ici sans allonger par trop ce travail,
aussi nous bornerons-nous a énoncer les résultats les plus imporlants relatifs aux
formes abéliennes, tels qu'on peut les déduire des propositions contenues dans le
Mémoire déja cité.

Les formes abéliennes indéfinies de seconde espéce dont la forme binaire adjoinle
est de la méme classe que la forme «(x, y) sont toules équivalentes entre elles el consli-

tuent par conséquent une seule classe dans les cas suivants :

1° La forme o, aprés division par 1, est propremenl ou improprement primilive el

de discriminant impair ou impairement pair.
2° La forme v, apreés division par 2, est improprement primitive.
3° La forme v est primitive el le quolient de son discriminant par & est impair ow

impairement pair.

Ceci donne une classe assez étendue de formes abéliennes telles qu’a une classe
de formes binaires adjointes se trouve attachée une seule classe de formes abélicnnes
indéfinies d’invariant négatif. Les propositions correspondanles relatives aux fonc-
tions abéliennes ont été établies par M. Humbert en utilisant une méthode qui
revient au fond & étudier 1'équivalence des ensembles de deux couples & d’invariants
positifs. Comme nous l'avons déja signalé, dans le cas ot la forme ¢ (x. y) est quel-
conque, on éprouve d’assez grandes difficultés a traiter par cette méthode la réduction
des formes abéliennes. C’est pourquoi M. Humbert a fait reposer la réduction des
systétmes de fonctions doublement singuliéres sur un principe tout différent en
employant une interprétation géométrique des nombres et des formes binaires qui
met en évidence d'une fagon remarquablement simple certaines propositions de la
théorie des nombres et de celle des fonctions abéliennes singuliéres.

[5] Au point de vue de la théorie des formes abéliennes, voici comment on peut
présenter cetle interprétation. Sur une quadrique abélienne Q, associée & une forme f
indéfinie de seconde espéce, il exisle deux systémes de génératrices rectilignes : celles
du premier systéme comprennent une infinité de couples 3; celles du second, une
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infinité de droites d imaginaires joignant deux poinls (1, o, k. g), (o, 1, g', h), tels que
I'on ait

9=9,+1i9,, h=h +ih, ¢=g,+ig,, g,>o0, g,>o0, hi—g,9 <o.

A chaque droite d correspondent les trois modules (%, 1, v) du systétme de fonc-
tions abéliennes aux périodes normales g. k, g'. Soit A, l'invariant d'un couple Z,
tracé sur Q, on sait qu’il existe entre %, p, v une relation algébrique Fy, (. p,v)=o0
(équation modulaire d’invariant A;) dépendant uniquement de lentier posilif a,.
A une droite d faisons correspondre le point (%, u,v) d'un espace. E; aux droites d
rencontrant un couple ¢ d’invariant A; correspondent les points de la surface
¥y, (%, p, v) =03 cetle surface Sy, est une surface hyperabélienne, puisque 2, p., v sont
des fonctions hyperabéliennes. Aux droites d de la quadrique @ passant par deux
couples 2, et 2, d'invariants A, et A, correspondent les points de la courbe hyperabé-
lienne (C), intersection des deux surfaces hyperabéliennes S,, et S,,.

Ceci posé, soit A, un nombre représenté proprement par la forme binaire ¢(a, y)
adjointe & la forme abélienne f, la quadrique Q contenant un couple d’invariant A,
la courbe hyperabélienne (C) associée & f est tracée sur la surface S,,;; réciproquement,
si (C) est sur 8;;, Q contient un couple d’invariant A;; donc :

Si la forme binaire adjointe & une forme abélienne f indéfinie de seconde espéce
représenle proprement un nombre A;, la courbe hyperabélienne (C) associée & f est sur
la surface hyperabélienne Sy;. La réciproque est vraie.

Une substitution abélienne de degré 1 laissant inaltérés les modules %, p, v, liés &
toute droite d, toutes les formes abéliennes équivalentes ont méme courbe hyperabé-
lienne (C); & chaque classe de formes abéliennes indéfinies de seconde espéce se trouve
associde une courbe algébrique (C) que nous appelons courbe hyperaovélienne de celte
classe.

Considérons une classe (k) de formes binaires positives ne représentant que des
nombres de forme 4N ou 4N + 1, et soit (K) une classe de formes abéliennes dont la
forme binaire adjointe est de la classe (k). La courbe hyperabélienne (C) de la classe (K)
appartient & toutes les surfaces Sy;, A, étant I'un quelconque des nombres représentés
proprement par la classe (k). '

Or, deux surfaces hyperabéliennes n’ayant évidemment pas de portion commune,
I'inlersection des surfaces S,, ne peut comprendre quun nombre fini de courbes
hyperabéliennes (C); donc :

Le nombre des classes de formes abéliennes indéfinies de seconde espéce dont la
JSorme binaire adjoinle est d’'une classe délerminée est fini.

Par conséquent :

Les formes abéliennes indéfinies de seconde espéce d’invariant donné se distribuen!
en un nombre limité de classes.
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[6] Au groupe des substitutions abéliennes automorphes d’une forme indéfinie f
d’invariant négatif, correspond un groupe fuchsien (le groupe fuchsien de la courbe
hyperabélienne (C)). M. Humbert a rencontré ce groupe dans son étude des fonctions
abéliennes doublement singulitres. Si ¢(x,y) est la forme binaire adjointe & f, ce
groupe fuchsien se rattache aux substitutions semblables de la forme ternaire indé-
finie ® =2 — ¢(x, y); on a une interprétation géométrique trés simple de ce fait en
remarquant que @ représente proprement les invariants des complexes arithmétiques
auxquels appartient une des deux séries réglées de la quadrique Q associée & f. Les
substitutions singuliéres de degré 1 jouissent, comme les substitutions ordinaires, de
la propriété de ne pas altérer les invariants des complexes précédents, il leur corres-
pond aussi des substitutions fuchsiennes liées aux transformations semblables de @.
On est ainsi amené & comparer les formes abéliennes dans les substitutions (8) sin-
gulitres. On peut, pour la solution de ce nouveau probléme, utiliser encore les tra-
vaux de M. Humbert sur les fonctions abéliennes singuliéres. Nous reviendrons, dans
un autre travail, sur ce nouveau mode de réduction des formes abéliennes; on est
conduit & des applications assez intéressantes de la théorie des fonctions 4 la théorie
des nombres.

3. — SUR LES FORMES A INDETERMINEES CONJUGUEES DES CORPS REELS.

[1] Soit [A, B, C] une forme & indéterminées conjuguées

B '
1w, v; 0, v)=Auv + —uv' — —u'v + C'vv
VA A

du corps réel \/K A et C sont deux entiers ordinaires, B et B' sont deux entiers con-
jugués du corps \/—A_ u, u' et v, v’ sont deux couples d’entiers conjugués quelconques
du corps \/K {} ne représente que des nombres entiers. Les formes ¢ se partagent en
deux catégories suivant que leur déterminant

¢ =BB' + AAC
est positif ou négatif. Deux formes ¢ et {'sont équivalentes si I'une est la transformée
de l'autre par une substitution (X) de I'un ou I'autre des deux types
(u,v, u',v"; au+4Bv, yu-+.2v, ou + 2, yu +3),
(w,v,u,v'; au' 4+ W', cu' +dv'. d'u 4+ bv, cu+ dv),
ot «, B, ..., c, dsont des entiers du corps \/A satisfaisant aux conditions

al—By==H1, ad —bc=-1.
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o/, 8, ..., d' sont les conjugués de o, §, ..., d. L'invariant & d’une forme ¢ n’est pas
altéré par une substitution () de degré 1 (déterminant «3 — By ou ad—be égal & =1).

Nous énoncerons relativement aux formes & indéterminées conjuguées les propo-
sitions qui sont les conséquences directes des théorémes concernant ’équivalence ct
la réduction des formes abéliennes indéfinies.

[2] A toute forme Y} se trouve associée une forme binaire adjointe ¢(x, y), c’est
celle qui est associée & la forme abélienne ¥ ou ¥’ correspondante; par exemple, si
A et C ne sont pas simultanément pairs et si A=o0, 2.3 (mod 4), ¢(x, y) s'écrit :

4[Ax® — 2B, xy + (B — AC)y*]

en supposant B égal 4 B, + B, \/K

La forme g (x, y) est définie positive si le déterminant & de ¢ est négatif et indé-
finie si 2 est positif.

Deux formes a indéterminées conjuguées ne peuvenl élre équivalentes que si leurs
JSormes binaires adjointes sont de méme classe.

[3] Appelons classe de formes ¢ l'ensemble des formes équivalentes & I'une
d’elles :

.

Les formes & indéterminées conjuguées du corps \/A dont le délerminant a une
valeur donnée se distribuent en un nombre fini de classes.

Cette proposition est vraie quel que soit le signe du déterminant & et est la consé-
quence directe de théorémes relatifs & la réduction des formes abéliennes. Entiérement
analogue a celle qui concerne les formes & indéterminées conjuguées des corps ima-
ginaires, elle doit s'étendre aux formes a indéterminées conjuguées & un nombre
quelconque de variables. De la proposition analogue concernant les corps imagi-
naires, Hermite a déduit d’importantes conséquences relativement au nombre limité
d’irrationnalités auxquelles se réduisent les racines des équations & coefficients entiers
complexes, d'un degré et d'un discriminant donnés.

En général, & une classe de formes binaires définies positives ne représentant que
des nombres 4N ou 4N + 1 et susceptible de représenter proprement 4A si A=o,
2, 3 (mod 4) et A si A =1 (mod 4), il correspond plusieurs classes de formes & indé-
terminées conjuguées du corps \/:\— dont le discriminant a une méme valeur posi-
tive ; dans certains cas, & une classe de formes binaires ¢ correspond une seule classe
de formes & indéterminées conjuguées . Par exemple, si A est un nombre premier
de forme 4N — 1 et si o(x, y) est divisible par 4, non divisible par A et de discrimi-
nant impair ou impairement pair. les formes 4 admettant comme forme binaire
adjointe ¢(x. y) conslituent une seule classe: la conclusion est la méme si ¢, aprés
division par 2, est improprement primitive. Si A est un nombre premier 4N + 1 et
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si ¢ est primitive de discriminant impair ou impairement pair, les formes ¢ du
corps /4N + 1, dont la forme binaire adjointe est de méme classe que 9, sont toutes
¢quivalentes.

[4] On pourrait concevoir I'étude arithmétique des formes a indéterminées con-
juguées des corps réels & un point de vue un peu plus général. Effectuons sur la
forme [A, B, C] la substitution (X) dans laquelle on suppose que «, 8, v, & sont des
entiers du corps \/Z absolument arbitraires. La forme [A, B, C] de déterminant 2 se
change en une forme [A’, B', C'] de déterminant &', et 'on a :

By) (#4'—B)2.

Assujettissons o« — By & étre une unilé du corps \/A: dans ces conditions, &' est

8= (3

¢gal & 2 et on peut regarder les formes [A, B, C] et [A’, B, C'] comme équivalentes
improprement et l'on voit ainsi s’introduire une infinité d’ordres d’équivalence
impropre. C’est une notion qui s’est présentée pour la premiére fois & Hermite dans
I'élude des formes & indéterminées conjuguces du corps \/:_1 dans ce corps, il y a
quatre unités 1, —1, i, —i. Pour les corps réels \/A, il y a une infinité d’unités
dépendant des solutions de I'équation de Pell :

' — Ay =1
si A est congru & o, 2 ou 3 (mod 4) et
x*— Ay =44

si A est congru & 1 (mod 4). Nous n’étudierons pas ici ces ordres d’équivalence
impropre, mais nous ferons remarquer que ces substitutions [X] de degré =41 corres-
pondent aux substitutions (8) singuliéres de degré 1 n’altérant pas le couple [3]
réduit d’invariant A, si A=1 (mod 4), et 4A dans les autres cas et se rattachent par
conséquent aux transformations abéliennes singuliéres qui laissent inaltérée une
relation singuliére réduite. On peut donc trouver dans l'étude des fonctions abé-
liennes singuliéres I'origine des principales notions propres aux corps quadratiques
réels, et, bien que nous ne puissions pas développer ce dernier point, nous tenons i
signaler cette nouvelle application de la théorie des fonclions abéliennes i la
théorie des nombres.

La méthode que nous avons suivie dans I'étude arithmétique des formes abé-
licnnes est susceptible de s’appliquer & d’autres classes de formes quadratiques;
nous en donnerons quelques exemples : '

1° Soit

S(x,, z,, x,, )= 2Ta,;x,x;, (i,j=o0,1,2,3), a.=a,
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1

une forme quadratique a coefficients entiers. Disons que cette forme appartient au
complexe linéaire £A,, p,, = o, les quantités p,, étant les coordonnées pluckériennes
d’une droite dans un espace ou les coordonnées tétraédriques sont x,, x,. x,, «, si
I'une des deux séries réglées de la quadrique f=o fait partie du complexe. Considé-
rons les formes fappartenant & un complexe arithmétique (k) d’invariant 1; les a,; sont
liés par cinq relations homogénes du second degré et & coefficients entiers. Consi-
dérons, d’autre part, les substitutions homographiques (q,, b,. ¢,, d,) effectuées sur
les x;, & coefficients entiers et de déterminant r laissant inaltéré le complexe (k).
Les a,, b, ¢, d,sont liés par six relations homogeénes du second degré et a coefficients
entiers. On peut se proposer d’étudier I'équivalence de ces formes f dans ces substi-
tutions spéciales. Ces formes constituent une généralisation des formes abéliennes;
leur étude se rameéne a celle de ces derniéres et il est aisé de définir les formes
binaires adjointes et de prouver la distribution en un nombre limité de classes de ces
formes de discriminant donné.

2° Une seconde généralisation plus importante des formes abéliennes est fournie
par les formes du complexe p,, + np,,= o, que nous avons rencontrées (I, ch. 1, § 2)
en étudiant la transformation des fonctions abéliennes relatives aux tableaux de
périodes T, d’indice quelconque. L’étude de ces formes se faii exactement comme
celle des formes abéliennes qui en sont un cas particulier; de méme que ces der-

niéres sont liées aux corps quadratiques, les secondes sont liées a certains modules
de nombres algébriques du second degré dont I'étude n’est pas sans intérét pour la

théorie des nombres. )

Enfin, on trouve & appliquer les principes sur lesquels repose la réduction des
formes abéliennes a4 deux variables, a I'étude arithmétique des formes abéliennes
4 un nombre quelconque de variables. L'interprétation géométrique des transfor-
mations des fonctions abéliennes est susceptible d’étre étendue. aux fonctlions de
plus de deux variables et pourra simplifier beaucoup I'étude de ces fonctions.

Quant A la théorie des nombres, nous croyons que la théorie des fonctions abé-
liennes sera pour clle une source abondante de problémes nouveaux et intéressants.
11 semble bien que P'utilisation des fonctions abéliennes puisse étre considérée
comme un procédé de généralisation puissant lorsqu’il s'agit d’étendre aux corps
quadratiques les propriétés du corps des entiers ordinaires ou pluldt les notions qui
le concernent. C’est du moins ce que nous avons essayé de mettre en évidence sur
quelques points; nous sommes bien loin d’avoir épuisé ce sujet. Peut-étre est-il
permis d’espérer que-les fonctions abéliennes viendront apporter a I'Arithmétique
transcendante une contribution comparable & celle que lui fournirent les fonctions
elliptiques.
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