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ETUDE

DES

PRINCIPALES INEGALITES DU MOUVEMENT DB LA LUNE

QUI DEPENDENT DE L’INCLINAISON

Par PauvrL CAUBET

INTRODUCTION.

(1] Dans une série de mémoires sur la Théorie de la Lune ('), M. Andoyer a
montré l'existence d'un certain nombre d’erreurs, de peu d’importance pratique en
général, mais qui déparent la beauté des recherches antérieures faites sur le méme
sujet par Delaunay (?). Jai cru utile de poursuivre la vérification des résultats de
Delaunay, en me limitant aux principaux termes qui dépendent de I'inclinaison.

Jai trouvé aussi des erreurs insignifiantes ; mais, encore une fois, c’est la perfec-
tion analytique et non pratique que j’ai recherchée. D’autre part, j’ai calculé avec la
méme approximation, c'est-d-dire jusqu’au septiéme ordre, le logarithme du rayon
vecteur et les trois coordonnées rectangulaires.

M. Andoyer avait bien voulu m’exposer le principe de sa derniére méthode, qui
n’était pas encore publiée, et qui I'a été depuis (3); il m’en fit de plus saisir sur le vif,
par des exemples nombreux et appropriés, le mécanisme détaillé; il m’a aidé sou-
vent, de ses conseils, a surmonter les difficultés que j'ai rencontrées dans Uexécution

(1) H. Axpover, Sur quelques inégalités de la Longitude de la Lune (Annales de la Faculté
des sciences de Toulouse, t. VI, pp. J; & Jg3). — Théorie de la Lune, collection Scientia,
février 1902. — Bulletin astronomique, t. XXIV (nov. 1907), pp. 3¢5 & 412; t. XVIII (rgor),
pp- 177 & 197; t. XIX (1902), pp. 4or & 412.

(2) Théorie du Mouvement de la Lune (Mémoires de I’Académie des sciences, t. XXVIII,
1866 ; t. XXIX, 1867).

(3) H. A~vover, Sur la Théorie de la Lune (Bull. astr., nov. 1907, Pp. 395 4 412).

Fac. de T., 38 S., 1. 4y
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de mon travail, ensuite, & I'occasion, dans quelques cas embarrassants ; il m’a appris
enfin & exposer les résultats de mes recherches et indiqué plusieurs ouvrages ou je
pourrais puiser des documents utiles. C'est dire combien je lui suis redevable pour
la bienveillante direction qu’il n’a cessé d’exercer sur I'ensemble de mes efforts. Je
lui en dédie le résultat avec reconnaissance.

Je n’aurais garde d’oublier dans mes remerciements M. Cosserat, qui a bien

voulu m’aider de ses conseils dans la rédaction qui va suivre.

[2] Je me bornerai, dans cette étude, & la Théorie solaire du mouvement de la
Lune, c’est-d-dire aux perturbations déterminées dans le mouvement de celle-ci par
I'action du Soleil. On sait, en effet, qu'étant données les dimensions des corps
célestes, leurs distances mutuelles et leurs masses. I'influence perturbatrice du Soleil
est de beaucoup prépondérante (*). Je reproduirai d’abord, en considérant seulement
celles des équations dont je me suis servi, I'exposé de M. Andoyer (?).

« La Théorie solaire du mouvement de la Lune revient, comme on sait, & 1'étude
« du mouvement d'un point matériel de masse 1, sous I'action d'une certaine fonc-

tion de forces U, déterminée plus loin. Soient a, y, z les coordonnées rectangu-

laires de la Lune, par rapport & des axes de directions fixes, ayant la Terre pour

=

origine ; soit N un argument égal a nt + , n et » désignant deux constantes arbi-

=

traires, ¢ représentant le temps; soit @ une autre constante liée & n par la relation
SM,+M)=nra

« ou f, M,, M sont respectivement le coefficient d’attraction, la masse de la Terre et
« celle de la Lune; soicnt enfin e la base des logarithmes hyperboliques et { 'imagi-
« naire \/ I

« Nous poserons
g e e

« de sorte que, inversement

a.. . ‘ a . . .
@ p=2(EN 4 ne ), y=Z(et—ne®),  z=at,

« et nous subslituerons %, v, { aux coordonnées rectangulaires x, y, z; de plus, nous
« prendrons N comme variable indépendante, et nous marquerons par des accents
« les dérivées par rapport a N, sans qu’il puisse en résulter de confusion.

(1) Voir Théorie de la Lune, collection Scientia, p. 7.
(%) Bulletin astronomigque (nov. 1907), t. XXIV, pp. 395 a 412.
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« Nous ferons encore, en désignant par r le rayon vecteur de la Lune :
r s 2 2 e .2
3) p=_=(En+h  U=n'a'T.

« Les équations du mouvement, telles que les fournit la méthode de Lagrange,
« s'écrivent dés lors immédiatement :

F

Voot —f—a

I

" 4 )F

4) 'r‘—ﬂln-—n=2ﬁ,

oF

U=cr

ey

[3] « Lalatitude du Soleil étant supposée nulle, sa longitude sera N' 41, N’ étant
« un argument analogue & N de la forme n't 4 ', et )’ étant périodique, sans partie
« constante; son rayon vecteur r’ sera a'¢’, a’ étant li¢ & n’ par la relation

SO+ M, +M)=n"a"

« ou M' désigne la masse du Soleil. Il ne faut pas oublier, d’ailleurs, que les coor-
« données du Soleil sont ici rapportées au centre de gravité de la Terre et de la Lune
« comme origine.

« Faisant alors

n' a M
- S =u,

(5) n a Mo-l—M:
B=1—12v, K=N-—-N/,

v,

« on aura, comme on sait, en écrivant ¢ pour €N ;

I I 1 3 3 ~
- s -3 [ " ¥ _re 182,20 ._ !G—! 20n
F—p-*-mp (l‘iq——nl—l-ssce +8“q e >

[N 3 s 3 2 — i\ 3 .2 3 2 =1 50N 5 3 .3 ,-3iN 5 3 =8 5300
+ afm’p [(Ein—zic>ce +<;§£r‘ —ch>c e +;6§ce +ognee ]

T+

[4] « Les équations (4) sont suffisantes pour résoudre le probléme. Mais afin
« d’obtenir des vérifications complétes pour les calculs numériques, afin aussi
« d’avoir des équations plus commodes dans certains cas particuliers ou 'emploi des
« équations (4) exigerait des calculs en réalité superflus, il convient de former de
« nouvelles équations entiérement distinctes des premiéres au point de vue du
« calcul. Il convient aussi d’introduire & volonté, au lieu des seules coordonnées &, 7, ¢,
« les coordonnées polaires de la Lune ou des quantités équivalentes.
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« A cet effet, désignant par v et s la longitude et la latitude de la Lune, nous
« poserons p=e*, v=N + ), et nous conserverons les quantités u, A, s liées & &, =, {
« par les relations

@) E=e** cos s, n=e*"cos s, {=e*sins.

Pour les coefficients & longue ou & trés longue période, nous utiliserons en outre
I'équation de Laplace :

(10) d\,(p)—lnF-l-?F —l;m/\\,
ou
F F R
F‘—E'g-f‘ —+C NS

et que I'on obtient facilement par combinaison des équations primitives.
Partons, en effet, des coordonnées rectangulaires

U

ﬁv

pLSj

D_:)T,

U

g:

Ul
"

ZY/ e
ou ', y", 2" représentent ici les dérivées du deuxiéme ordre par rapport au temps.

Multiplions par «', ¥, 2’ et ajoutons, ce qui correspond i la combinaison des
forces vives; on a :

wVw”+ +z!z"_x U + IBU_*_ZIDU_dU DU n!
Y w VTt T WY
d’ou
£} 2 [ p— U
x+y 2 aU —an' bl\'dt

D’autre part, multiplions par «, y, z, et ajoutons; il viendra :

xx" 4+ +z2"= wa~—|— U aU—U
¥y = y\y 3z

d’ou, par combinaison :

U
a(xx” + yy"+ 22") 4+ 2(ax” + y” + 2”)=1aU, 4 4U — l;n'f—— dt.

N
Or:
r=x'+y+2,
(r*Y = axx' + ayy' + azz/,
(r)'=2x" + 2y™ + 22" + 2xx" 4+ ayy" + 222".
Donc
(r*)'=2aU,+ 4U — 40’ U —dt.

N



ETUDE DES PRINCIPALES INEGALITES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 38D

Revenant a

p="

et 3 N comme variable indépendante, on a bien, puisque U = n*a’F :

iy . F
(?)'=4F +2F, —m [ =5dN.

[5] « Déterminons maintenant la forme de la solution. En désignant par ¢'
« I'excentricité de l'orbite solaire, par ' la longitude de son périgée, posons
« d’abord

(11) SE G = DS

’ o1 p—i(N'—3) .

==& eI =,

« les coordonnées o' et A" sont développables suivant les puissances entiéres, posi-
« tives ou nulles, de <; et de ¢;; les premiers termes des développements sont :

it D
(12)

« Introduisons de la méme fagon deux constantes arbitraires ¢, y, et deux argu-
« ments correspondants G=g¢gN + &, H=~AN 4 6, ot & et 6 sont des constantes
« arbitraires, g et k des constantes inconnues; puis posons :

¢, = ceilN—0)
(13) ‘

=y eiN—H) v, =7 e—ilN—H)_

g, = ce =0

« On sait que les inconnues %, %, ¢, ), v, s sont developpables suivant les puis-
« sances entieres, positives ou nulles, de <, ¢,, v,, v,, </, <., et en outre «, et aussi

)

« suivant les puissances entieres, positives, négatives ou nulles, de .
« Désignons donc par M, un mondéme tel que

ae e
« on aura pour les inconnues des expressions telles que
| ~—
= '—Z gpMp 2
—Van
=M,

ig—_—z LM, (s, + s, impair),

(s,+ s, pair),

(Sl + Sn pair)’

I
L~
'e>‘
RZ

is :2 M, (s,+ s, impair).
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« Les coefficients £, v,, ... sont eux-mémes développés suivant les puissances
« de g, de fagon que

{ L= 50"
‘%ZZ 1,40° (Ic2 0, de méme parité que ¢),
Z-.»:E Ci’v"ck’
v, :E Py kG
A :E )\P”‘ck’

. k
="

« On a de méme
S g :Z 9,M, | ¢ pair,

(16)
(h:thMp ro=r,, r,=r,, $§=s,.

1 2

« Cette solution est possible, la partie constante de i étant nulle; les coefficients
€ Zpo Tipir s S, G B, sODE 1éels et ont la forme de séries ordonnées suivant les
« puissances du seul paramétre m. Si d’ailleurs M,, désigne le mondme conjugué de
« M, on a les relations

E o= C,=—20
(I') Spok T p,—k? Gp kT T Spl,—k
/
Pp, o= ' i )‘p,k: - )‘p',—k v S = Sy ks

« Revenant enfin aux quantités réelles, on peut écrire :

= W Byt cos [N KK - (1, — 1) (N — G) 4 (F— P (N'— ') + (s, — 5,) (N — H)],

Dttt sin [N KR (7, — 1) (N — G) o+ (7, — P (N — ) + (5, — ,) (N — H)],

z :2 Cppatentrae iyt sin (kK 4 (7, — 1) (N— G) + (r, — ) (N' — @) + (5, — 5,) (N — H)],
p .

v =

\

zﬂp,k“qér‘ﬂ’E'r"+"'“{s‘+“’ cos [kK + (r, — r)) (N — G) + (r, — rl) (N — @) + (5, — s,)(N— H)],

Py :2 Ap edentre gt sin [kK + (r, — 1)) (N — G) + (r, — rl)) (' — @) + (5, — s, )(N—H)J,

§ 7= 35, (T g sin (KK - (r, — 1) (N — G) 4 (7, — PN — @) + (5, — 5,) (N — H)],

g =E g, aTetr ey, h :2 h, o gyt



ETUDE DES PRINCIPALES INEGALITES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 387

« Dans les six premiéres de ces formules, ¢ et & sont de méme parité; dans les
« deux derniéres, ¢ est pair; dans la troisiéme et la sixi¢me, la somme s, 4 s, est

(

impaire, tandis qu’elle est paire dans les autres. Les développements trigonomé-

. z . sy g .
triques de —, g, %, § sont symétriques, c’est-d-dire que les cosinus de deux argu-
a

« ments égaux et de signes contraires ont des coefficients égaux. tandis que les
« coefficients de leurs sinus sont égaux et de signes contraires. Les &, ; s’échangent
« en My, —x, M, et M, désignant deux mondmes conjugués.

« Pour faire coincider les constantes ¢ et y avec les quantités analogues ¢ et v de

la théorie de Delaunay, il suffira de faire en sorte, ce qui est possible, que le coeffi-
cient de sin (N — G) dans 2 soit

- I 3+ J 5+ IO7 ,-7_]_
S8 Tig2 Tgai6
« et que le coefficient de sin (N — H) dans s soit
K} I 5+ 7 ._I_i 7+£.5-’_i 6.
(TR TRT T T T a6 T8 T a88 T

« Ce sont les valeurs de ces coefficients dans le mouvement elliptique, quand on
« désigne par ¢ l'excentricité, par y le sinus de la demi-inclinaison.

[6] « Pour définir les différents mondmes utilisés précédemment et dans le pré-
« sent article, j'ai été amené A poser, en suivant une notation plutdt arbitraire,
« résultant surtout de 'ordre des calculs effectués ou en cours :

My=1, M,=¢,, M,=¢, M
M,=a, M,=¢, M,=¢e, M

|

I

[7] Telle est, exposée par lui-méme, la méthode de M. Andoyer. Elle permet, non
seulement de contréler les résultats de Delaunay, mais en méme temps de donner le
rayon vecteur avec la méme approximation que la longitude et de fournir aussi de la
méme fagon les coordonnées rectangulaires qui sont fort utiles. On détermine sépa-
ment les unes et les autres, et, en rapprochant les résultats, on a une vérification.
C’est un avantage sur les méthodes antérieures.

Si l'on considére m, ¢, ¢/, y comme des infiniment petits du premier ordre,
« comme un infiniment petit du second ordre, les résultats de Delaunay, comme 1'a
montré M. Andoyer, sont tous inexacts au deld du septiétme ordre. Pour les termes
dépendant de l'inclinaison, Delaunay n’a pas dépassé le septiéme ordre. Les erreurs
sont en nombre trés restreint, et portent presque toutes sur le dernier terme des
coefficients ; il est extrémement rare qu’elles atteignent le sixi¢me ordre. De méme
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que M. Andoyer, je marquerai d’un astérisque les termes de la longitude ou de la
latitude qui différent des termes correspondants donnés par Delaunay.

Je serai parfois conduit, pour déterminer certains coefficients & longue ou trés
longue période, & pousser plus loin que lui Papproximation des termes dont dé-
pendent ces coeflicients; je marquerai d’un double astérisque les additions ainsi
effectuées.

[8] Je terminerai cette introduction par quelques généralités sur la marche des
calculs. Leur but principal étant de retrouver par une nouvelle méthode les résultats
de Delaunay, j’ai, comme lui, exprimé les coefficients sous forme de séries procédant
suivant les puissances des divers ¢léments, y compris le rapport m des moyens mou-
vements. Sans doute, MM. Hill(*) et E.-W. Brown (2), en développant suivant les

. m \ ;
puissances du parameétre ——, et remplacant, dés le début du calcul, ce nouveau
I—m

paramétre par sa valeur numérique, ont obtenu une convergence bien plus rapide.
Mais la comparaison avec Delaunay serait, par leur méthode, moins immédiate.

La méthode de calcul que jadopterai sera celle des coefficients indéterminés,
facilement applicable, puisque nous connaissons la forme des inconnues. Prenons,
en effet, I'une quelconque des équations (4). Remplacons-y les inconnues par leurs
valeurs supposées calculées £, ,s*M, ..., et groupons les termes correspondant & une
méme puissance de e. L’identification se fera en annulant le coefficient de cette
puissance.

Mais ce coefficient lui-méme sera une somme de termes renfermant en facteur
des expressions telles que afe’+ng™ " ys+5: [Jexposant de e détermine seulement

’

Vordre de parité de ¢, les différences r, —r,, ', —r,, s, —s,. L’équation générale se

22 "1

subdivise donc en autant d’équations partielles qu’il y a de combinaisons possibles

adehtragitr ks correspondant & une méme puissance de e. Clest ainsi, par
exemple, qu'd I'expression ¢! correspondent les termes en vy

Yo O0 Y1V, O YV
Nous obtiendrons un premier groupe d’équations, donnant les termes du premier
degré en v, en annulant les termes en vy, correspondant & une méme puissance de e;
nous obtiendrons un second groupe, donnant des termes du troisiéme degré en vy, en
annulant les termes en vy, correspondant & une méme puissance de e. Et ainsi de
suite.

Mais, dans chaque groupe, ce qui distingue les exposants de e, ce sont les

(1) Researches in the Lunar Theory (American Journal of Mathematics, 1878, t. I, pp. 5-26,
129-147, 245-260).

(28) Theory of the Motion of the Moon (Memoirs of the Royal Astronomical Society, t. LIII,
1897, 189g; t. LIV, 1900; t. LVII, 1905; t. LIX, 1908). — An infroductory treatise on the
lunar Theory. Cambridge, 1896. — The inequalities in the Motion of the Moon due to the
direct action of the planets. Cambridge, 19o8.
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puissances de ¢. Chacun d’eux donnera donc naissance 4 autant d’équations qu’il
contiendra de puissances distinctes de .

Il est clair, dés lors, que l'identification pourra se faire par étapes successives. Si,
par exemple, je veux obtenir les termes en v, seul, les équations qui les donneront ne
sauraient contenir que des expressions en vy,, et d’autres dépendant du seul para-
métre m, c’est-a-dire les termes de la variation. Jaurai d’ailleurs 4 utiliser des coeffi-
cients déja calculés par M. Andoyer (1). Les seules modifications que j'aurai a y intro-
duire consisteront & y transformer les « et les y en £ et en 7.

b

Il reste & montrer d'une fagon détaillée le mécanisme des calculs. Soit, par
S,

exemple, & déterminer les termes en v, =M,,, c’est-a-dire les ¢,, , et les s,, ,. Nous

aurons a calculer

Cu,o ' ' ho 4
Cu,—z ’ Su,—z’
Cu,z’ Su,z’
Cll‘—l’ SM,—L ’
Cu,a’ Su,t ’
cu,—-c ’ Su,—s M
4 s

=11,6 11,6 °

d’ordres respectifs o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 en m, comme cela résulte des travaux de
Delaunay. Nous verrons plus loin que les équations générales
peuvent s’écrire

Z-u,k{ - [k(l - m) + (I - ho)]z +m’+ aog =+ a, Cu,k—z =+ a—acu,k—c-z +a, Cn,—n + a_, C“,]H..‘}' «..=0,
Su.k: bo Z~u,lc + bz Cu,k—2+ b—zcu,k+z + ce

en posant

P

b :Z bkck: e o,

i, désignant la partie de w. qui ne dépend que de m.
Les u, , ayant été déterminés par M. Andoyer, il est aisé de former les quantités
auxiliaires a,, b, dont les ordres par rapport & m sont

o pour a, b,,
» a,=a_,, b,==5_,,
» o a=a_,, b=0b_,,
6 » a=a_, b=0b_,.

(*) Bulletin astronomique, t. XVIII, 1go1; t. XIX, 19o2; t. XXIV, 1907.
Fac. de T., 3¢ S., 1, 50.
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Ceci posé, cherchons ¢, et h,, ce qui est possible, puisque, par convention, s

coeflicient de y, sin (N — H) dans s, est égal & I'unité. Dans les deux équations

11,0’

Cu,o[_ <1 - ho)’ + m’® + (IJ + aet-u,—-e + a—zv +...=o0,

Si1,e

— —h v v
1= Su,o— o‘tu,o+ ba S11,—2 + b—a S11,2 + crt

les termesen £, _,, ¢, ,, ... sont au moins d’ordre 3 en m. De la seconde équation, on
pourra donc tirer ¢, , jusqu’a m® inclus; portant dans la premiére, on aura le terme
en m® de h,.

Envisageons maintenant les équations

Z_w_g{— [2(1—m)+ (1—h)]+m + aO} +a8, +a i, +...=o0,
Su,—2: bo ‘;u,—e + b% C“,—'A + b—a :u,o + cees

¢, _, est du troisiéme ordre en m. On voit immédiatement qu’étant donné ce que
nous savons de ¢, et de &, on peut calculer les termes en m et en m* de ¢,, _,, dont
le coeflicient, comme nous le remarquerons par la suite, contient m en facteur. On

aura s,, _, avec la méme approximation.

Un raisonnement analogue nous montrerait que pour ¢,, ,, s,, , nous pouvons dés

a présent déterminer les termes en m*, m’, m*. Revenant aux termes cn ¢,, ,, k,, nous

pourrons avoir ces quantités jusqu'en m* inclus.

Formant les équations en ¢, _,, ¢,, ,, nous pouvons les avoir jusqu’en m* et en m°

.
respectivement. Ces quantités, substituées I'une dans I'équation en ¢,, _,, I'autre dans
I'équation en ¢,, ,, en méme temps que les nouveaux termes calculés de ¢, , et h,,
nous permettront de pousser plus loin la détermination de ces expressions. Et ainsi
de suite.

L’identification se fera ainsi par approximations successives, et 'ensemble des
termes en M, s’obtiendra avec la méme approximation que Delaunay.

Nous pourrons alors passer aux coefficients en M,, =

v,5,- On fera sur ces coeffi-
cients des raisonnements analogues aux précédents, avec cette seule différence que

I'indice 11y sera remplacé par I'indice 13. Mais dans les équations qui les donneront
interviendront les termes en vy, maintenant connus, et les termes en ¢, déja calculés
par M. Andoyer. Puisque dans le terme général que nous égalons & zéro se trouve en
facteur I'expressioh y,e,, les termes en v, seront nécessairement multipliés par des
termes convenables en ¢,. 11 y aura intérét & effectuer au préalable le calcul de ces
produits auxiliaires, et & en obtenir une vérification, au moins sommaire. Voici com-
ment je procéderai :

Soit, par exemple, & déterminer les coefficients en M,, = v} de la longitude, pour
laquelle, comme pour le rayon vecteur, I'inclinaison ne figure jamais qu’a un ordre
pair. On peut refaire, pour les approximations successives qui les donneront, des
raisonnements analogues & ceux qui nous ont permis de calculer de proche en proche
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les termes en v,, en v,s,, ... de la latitude. Je me contenterai donc d’expliquer le
calcul d’'une certaine catégorie de quantités auxiliaires, les autres pouvant &tre obte-
nues de la méme maniére.

Puisque, dans les équations actuelles, I'expression y; doit se trouver en facteur,
les coeflicients en y, y figureront ¢levés au carré. Nous serons donc amenés A déter-
miner a 'avance des expressions telles que

ve) (v )2 | 14 v 4
%1ddo tHlo _'—2“-11 2K-11 —e.+ 2‘:41,@‘-11,—A+ MR

J— id
‘u) 2‘“0 uz+2‘u,—a S, 4,+ trt

De méme, proposons—nous de calculer les Z et les « en v3z,. Nous rencontrerons

K

les produits tels que £ Nous aurons donc avantage & former les expressions

33,k ¢ zk

3
(‘33 ) ‘33 0 -2 0 ~33 2 2,—2 + ‘33,-—2 z 2 + MR

Nous aurons encore des produits tels que (¢},), 3, /; par exemple :
e % e 5o
‘111‘32)0—(‘410 »o+( 2 2—z+""

On voit qu’ici nous pouvons utiliser les (¢},), déja déterminés. Formons, de
plus, la somme des (¢}, %), ainsi obtenus. Elle renferme, comme on le voit immeé-
diatement, les produits de tous les (¢},), par tous les £, v, de sorte que

V@ 2=N o Yy

On a ainsi un moyen de vérification qui, sans étre absolument infaillible, — on
peut commettre des erreurs qui se compensent, — donne cependant une- certaine
garantie d’exactitude. Pour qu’il soit efficace, on est amené & pousser le calcul des
quantités auxiliaires un ordre plus loin que celui des quantités dont elles assurent la
détermination : en effet, pour les termes & longue période, le dénominateur contient
m en facteur, d’oti la nécessité de calculer le numérateur avec un ordre d’approxima-
tion en plus.

Toutefois, ce dénominateur peut commencer par un terme en m?, ce qui oblige &
augmenter de deux unités I'ordre du numérateur. I1 et été trop long d’augmenter
encore d'un ordre le calcul de toutes les quantités auxiliaires ; je me suis borné, pour
ces cas tout a fait spéciaux, au calcul minutieux de celles qui m’étaient indispen-
sables. Tous les calculs étant faits par deux méthodes différentes, la concordance
des deux séries de résultats m’a garanti leur exactitude.

Mais on devine la difficult¢ que présente cette partie du travail. M. Andoyer a
déja expliqué (1) combien il devenait pénible & partir d'une certaine puissance de m.

(1) H. A~xvover, Théorie de la Lune, collection Scientia, pp. 57 et 5g.
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Je montrerai par la suite & quelles additions laborieuses m’a obligé le calcul du
coefficient de la longitude en ig; 2(G —H), que je n’ai poussé cependant que jus-
quen m’. Ce coefficient rentre dans le groupe de termes en y<*; le dénominateur
contient m* en facteur, d’oti la nécessité de calculer les quantités auxiliaires du
numérateur jusqu'en m’. Parmi celles-ci figurent les coefficients en sin (2G —H),
2102 (G —2H) de la latitude et de la longitude dont le dénominateur contenait aussi
m® en facteur. J'ai donc été amené 4 pousser jusqu'en m’ le calcul des numérateurs,
et des termes en y,, en yj, en y,e, dont ils dépendaient. Ce retour en arriére, joint A
la complication croissante des multiplicateurs de m, exige un grand effort, et il n’est
pas rare de passer plusieurs fois & c6té d’une erreur recherchée sans arriver A la
découvrir.

Telles sont les quelques idées générales qu’il m’a paru utile d’esquisser au début
de ce travail. Elles seront précisées par la suite.

Pour qu’il soit facilement comparable & la Théorie de Delaunay, il est bon de
rappeler ses notations, savoir :

D=N—-N, I=N—G, I'=N—%, F=N—H, e=¢, ¢=¢.




CHAPITRE PREMIER.

Exposition des méthodes, conformément aux derniéres recherches
de M. Andoyer (*).

[9] Les coefficients que je me propose de contrdler sont les suivants :
Pour la latitude : les termes en vy, ye, y&', y&%, yu, yae.
Pour la longitude : les termes en ¢%, v, y%¢, v'¢*, yY*a.
Puisque les termes que j’envisage ne renferment que la premiére puissance de ¢',

je pourrai prendre les valeurs de p' et de i)' telles qu’elles sont données par les for-
mules (12), d’ot1 :

\ 3, ,
p'_":I—l— ;(51 +€2)‘

¢’ ne s’'introduisant pas en méme temps que o, je pourrai, pour les termes en «,
poser :

=1, iN=o.

La fonction F peut s’écrire

I I I
F=14 m’<—§n~;§’) + .
La fonction ®, réduite aux termes du premier ordre en « et ¢', seuls considérés
ici, devient
3 2 2 2 2 _—2 3 2 ’ 14 » 2
(© b= mE o]+ g (e + ) (G — 3

21 3
El)+ ’nz_rxc—g —8, ____Er
2 ! 16 % 16 ?

2 3 2 2 3 r 2 2\ _—1 5 3 8 5 3 _—3
+a.3m[E(E‘n—éit)c-l-l—é(:v.——lml)c +EEG+Enc ]

2z 2 3 ' 21
+’"”(“E€4+E

Les équations sont alors

? J
D —r—a (i) =S +a =0,
2 ¢ M
2) ——'1"'+2i'rl'+*q<l+m—>——ﬂs+ D—(,EZ ’
2 P %
] D
3) —ir—mig— 2
hls

(1) Bulletin astronomique (nov. 19o7), t. XXIV, pp. 395-412.
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et I’équation de Laplace

i .
4) —-;(p"’)"—l—-;——l— mg(p"—-3?;2)+2(I>+<I)4—2mf\—$di\:o

XD RIS )P
(I) e - -
TR T TR
Les dérivées partielles de & par rapport & &, =, ¢, N sont prises en supposant la
fonction ¢ laissée sous sa forme primitive (o).
Si I'on néglige @, on a la solution particuliére évidente

. m*\-%
{=o, p:g:v,:(l-’f—; .

[10] Les fonctions y, i, is, définies dans I'introduction, donnent lieu, comme le
montrent les formules (7), & des développements analogues & ceux des &, 4, ¢; quand
on change i en —i, c'est-d-dire quand on passe de M, 5" & M,/s™", le mondme M, étant
conjugué de M, § et m s'échangent, 1. ne change pas, i}, is, i¢ changent de signe.

Il y a lieu d’envisager d’autres fonctions avec propriétés analogues telles que %*;
alors (£°), désignera le coeflicient du mondme M, dans la fonction 2*; et (&), dési-
gnera le coefficient de s* dans (%), conformément aux notations générales. Si I'on
change M, en M/, conjugué de M, (5"), , devient (%), _,; et ainsi de suite.

Pour simplifier I'écriture, je pose :

S_m ew Yo
¢ ¢ ¢
1:1)’ E;Q.:C
¢

[14] Si f,, est le coefficient de iN dans I'exposant de e relatif au produit M, ",

ona:
Sop=lk(—=m) + (r,—r,) (1 —g) + (r,—ry)m+(s,—s,)(1 —h),

" et ceci est développable, comme ¢ et h, suivant les puissances de ¢, ¢*, v*, «*; malis,
ici, une partie seulement de ce développement nous intéressera.

Ona:
—Er_ 2i§’=2 E.p,k(f:,k + pr,k)Mka’
. 71”+.2i7;,:2 Tl;;,k(f:,k_ D) p,k)Mka’
— i:r/:E (Cp,kf;,kMka’

1 2\// I 2 ]
—- == Nc, 20,6t
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Soit un terme de ®, contenant M,s* en facteur, et que j'appelle T, ,; il est obtenu
aprés que &, 1, ¢ sont remplacés par leurs développements. Supposons que le terme
de ®, pris sous sa forme primitive, qui donne naissance & T, ,, soit du degré ¢ d’ho-
mogénéité par rapport & %, v, ¢&; que, de plus, il contienne directement, sous sa forme

e ey . r oyl .. R
rimitive, le produit ¢*'s'"7¢/"7; dans ces conditions, le terme correspondant & T
p 1 2 .k
pXi )
sera, dans — :
\'

T, i(—=k4+r,—r)),

d 2P N
et ans/)—N,, N :

N W i
—k +7 1

T .
.k fp,k

Par suite, le terme T, , de ¢ donnera, dans la combinaison

.

2 + P, —2m/WdV
qui figure dans (4), le résultat

J — 4 ,Z/
TM<2 +q+ zm.—f——&)

fp,k

Alors les équations deviennent :

2

3 ) m*\ . 3 ., 3 L., I\
(1) OZZ:.p,k(fp,k'_l_gfp,k)l\lpch_i_(l+'2_>;_H+'2'm G “’l_l'[“m' (e, +e)3
21 3 _“— 5 —3_2 3 —1 93
+ m? (Zs—ze>c 7q+ocﬁm|:80',+ ‘7]+8 n—0 C:l;
2 i m2 ’ '5 2 27
(2) °=Ewp,k<fp,k—zfp,aMpc"Jr(1+ - >71~H +-m's + m (&, + )n
2 3 r 21 3“1 3 —_2 3 2
—i—m(—zl-s,1 Zc) —}-aﬁm[—c ~c.vl+§c ‘q—;c',:I;

N 2 2 ” " 3 2/ 1 AN
3) o=N¢, /1M, —m W, —H —=mi (e +e)i

3
— o] 2020 +3o7ni0) |:
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) (4 une constante prés, i cause de I'intégrale) :

== G, 2 M, 4 P m(C— 37
RS HIRCE N f—>+ m [’ _']”(’“J%>

+ 2l — 2920, (1— p)+ (e — a)el), (I+J"f)
— el )ﬁ‘ (1)

3 m_ 3m
——m [-q’c_“-:; < m ’s;]p,k I )
4 2k

am
(20— 43093 )
[ 5fp,lc
+15 ot (5 — 4 ( _m
Ean (1'[ ’l%)c ]p,k I :—)prk
25 errs s 6m
TR ]<+“>
2b 4 [ 5] <1 6m>
+E1| [(} G .k 5fp,k °

[42] Les différentes fonctions introduites ne sont pas indépendantes.
Sil'on prend . ), s comme variables indépendantes, on a

t=—e**? cos s,
n=e*"" cos s,
¢ =—¢*sin s,
H —=e 2+ cos s,
H' =" cos s,

H"=ie—? sin s.

On peut donc calculer ces fonctions & I'aide de u, 3, s.
Si I'on prend les coordonnées rectangulaires %, v, ¢ comme variables indépen-
dantes, on a, outre les fonctions qui s'expriment alors immédiatement, comme

B By e,
C=k+0  P=@En+0)" C=e*,  P=e+,
H=§( n+§’)‘g ou H=Ee %,
= (50 + )73 H' =ne,

H'= i (3 + ) H'=ige~?.
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et ainsi tout s’exprime en fonction de %, 4, ¢ et peut se vérifier  1'aide des derniéres
égalités.

Voici, sur un exemple, de quelle facon j'ai effectué le développement pratique de
ces diverses quantités. Mes calculs ayant commencé par des termes en vy, seul, la
premiére que j’ai rencontrée est, comme le montre I'équation (3) :

-3 . s
H'= (3 + 0 = ige s,

Ici iC:E M, " (avec M, =1v,) représente la somme des divers coefficients &

déterminer. Le second facteur de H ne contiendra donc que des expressions dépen-
dant du seul paramétre m, c’est-a-dire

I k
(50710) f=a= 2ako. .
Mais ici
2o — (%) — p2
Sollo=— (F )0_ e,
d’ou
a—= 6—31‘0,
ce qui permet de vérifier les résultats.
Passons au calcul des termes en ye,, et voyons ce que devient H” par exemple.
Si nous posons v,e,=M,;, les expressions ¢,, . se trouvent dans H’, multipliées par
les a,, puisque dans I'équation générale intervient le seul facteur commun y,¢,. Quant
aux ¢, , déja calculés, ils devront étre multipliés par des termes convenables en
e, = M,. Pour les trouver, remarquons que

e =g —3e Moy + ... =a—3ap,+ ...
ce qui donne pour H” des expressions de la forme
—3a,u, p{,, M, G TFHR
Des considérations analogues nous permettront d’obtenir graduellement les déve-
loppements des quantités conjuguées H et H'. Envisageons la premiére. Elle s’intro-

duit d’abord dans la détermination des termes en y; =M,,.
Si nous posons

EEn 48 = m, O,

il est clair que, § et n ne contenant que les puissances paires de v,, ¢ les puissances
impaires, on introduira

E(:—f > + 1 (:—f)— ~@) (i—gf )

iz;:ngMp.

Fac. de T., 3¢ S., 1. 51

en remarquant que
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Ceci nous ameéne a 'expression

Lo 3e-t -8, 43,8 b
_;a‘-sa—;‘o Yo 7133-}_;50 o (gu)’
ou bien
I w2
- ; agas +f’q33 + e('ﬁxa)’
en posant
-\ k 3 -1 5
P
O 3 s
= ekck_ E e
Remarquons que
G=0_y,

ce qui n’a lieu ni pour e ni pour f.

On obtiendra de nouvelles quantités auxiliaires si I'on forme I'expression H rela-
tive aux termes en yjz,. Elles se détermineront aisément par la formule de Taylor, et
j’en donnerai explicitement la forme algébrique & mesure qu’elles s’'introduiront.

[13] Considérons I'équation (3) & la latitude. Cherchons directement ¢,. Je pose :
H' = igedr = a,(it) + Gj:(i;)(; +: m’) G

Le développement de e=** ne différe de 1'unité que par des termes qui contiennent

des monémes M, en facteur, sauf une partie ¢, — 1 constante en m qui commence

1 . . .
par le terme —m® et dont le terme suivant contient m* en facteur. Soit C,.x le coefli-
N )

cient & déterminer. Si dans (3) je groupe la portion — (i%) (1 4 im") de — H" avec

I'ensemble des deux premiers termes, il en résulte, et c’est essentiel, que dans Gy, le
coefficient de ¢, , ne se retrouvera que multiplié par m*, d’ott une méthode d’approxi-
mations successives applicable sans difficulté.

G" étant donc calculé (par approximations successives naturellement), 1'équa-
tion (3) s’écrit sans peine.

Soit en général ¢, , 1a partie de f, , qui est indépendante de ¢, v, ¢/, o, et ne dépend
par suite que de m. L’équation (3) donnera naissance aux équations suivantes :

2 2 -
cp,k[‘n‘p,k — I 3 m’] + kp,k_o'

Elle devient résoluble par approximations successives, pour chaque mondme

successivement ; et & mesure on pourra calculer les X; ,. D'aprés la remarque faite,

X}« ne saurait contenir linconnue ¢, , que multipliée par un terme d’ordre aw moins
égal a m'.
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Avec {, ,, on pourra calculer s, , par la formule
sin s =—=¢ge*.
Si 'on veut directement s, faisons :
g = (63*)0’0 is + B,
H'=(e),,is + K".

Nous obtiendrons, pour I'inconnue Sy I'équation

Sp,k(eg)o,o[?:,k —m’— ao] + (Y;,)p,k: 0,

\’” .
d’ou, en divisant par le facteur constant (e#), , et en groupant avec g—‘L”' la portion

*/o,0
. . .
de —a,s, , qui contient m's, , en facteur

3
2 2 s
Spulopr—1— ;m]—q—ﬁp’,‘_o,

Y, . étant une nouvelle fonction analogue a X7 ,. Ensuite I'équation
ig={(e#),,is + B"

peut servir & calculer ¢, ,, connaissant s, ,.

Mais on a employé la méme équation ; il n’y a donc pas 14 de vérification absolue;
cependant il est clair que les erreurs de calcul proprement dites seront évitées, si
I'on fait ainsi le calcul en double, ct que I'on pourra escompter pour les résultats une-
grande certitude. .

. . . 3 . o
Le coeflicient de I'inconnue est toujours ¢; , — 1 ——m’; si ¢, différe de =+ 1, pas.
’ 2 b,

de difficulté; s’il en différe d’'une quantité de I'ordre m, on a un dénominateur de
I'ordre m.

Pour le terme s,, =1, Y], , est de I'ordre de m’, et I'on a tout de suite, puisqu’ici

11,0

Pup=—1— ho, la relation

(I—ho)’zl+§m2,

. .3
ce qui donne le terme en m* de h, savoir — — m®.
2

Il n’y a pas a craindre ici que le coefficient de I'inconnue devienne d’un ordre
supérieur & m*. Remarquons, en effet, que

=k (1 —m) + (r,— r)(t—g,) + ("L — r)m + (s, — 5,) (1 — h,).

Nous n’envisageons ici que des termes du premier ordre en ¢'. On doit donc avoir :
soit

=1 avec r,=o,
soit
!

J— A,
ri=o avec r=rI.
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Dans I'un comme dans l'autre cas, on voit, k étant pair puisque nous n’envi-
sageons pas les termes en ya:', que ¢, , ne peut différer de I'unité que par une quan-
tité de I'ordre de m.

Nous sommes ainsi amenés & considérer les seuls coefficients
?p,kzk([ - m) + ("4 - rz)(l - ga) + (84 - 82)(1 - ho) .

g, et h, étant du second ordre en m, on doit avoir évidemment k=o pour que la
différence ¢, , o 1 puisse étre de I'ordre de m’.
Drautre part, puisque nous en sommes aux termes du premier degré en y, on doit
avoir :
soit
s,=1 avec  §,=o,
soit
s§,=o0  avec  §,=I.

1

Le second cas se raméne au premier, étant donnée la forme symétrique des coefli-
cients. Finalement nous sommes donc conduits & rechercher pour quelles valeurs
I'expression

CPP,DZ(PA_ re)(l _go) + (I - ho)

difféere de 4=1 par un terme de l'ordre de m®. D’abord la somme r, + r, ne peut
prendre que les valeurs o, 1, 2, puisque j'envisage seulement des termes en ¢°, &', .
On n’aura par suite & s’occuper que de

r=r,=o ou I,

r,—a2.
Dans le premier cas, nous avons
q‘p,o: I— ho’

c’est-a-dire que nous devons calculer les coefficients en v et en y<* de sin (N — I).
Mais ils sont donnés par convention. L’équation en s nous permet dans ces cas de
calculer immédiatement les coefficients A et k, de M, et de M, dans h.

En effet, supposons effectué le calcul de &, pour lequel nous avons donné tous les
détails nécessaires dans I'Introduction, et proposons-nous de déterminer h,. Posons

7e5=M

22°

Nous aurons

Soao=(1—h)—h. g ¢ + des termes d’ordre supérieur

=0,,— g5+ des termes d’ordre supérieur,

o= —h) —a(t — h)h, e,z + des termes d’ordre supérieur.

23,0 1%4%g
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L’équation en s s’écrit donc, en se rappelant que y, =M,,,

(1= h) — 1— 2 m] a5, b, (1— h) + A, =o,

11,0
A, dépendant seulement de A et étant du troisiéme ordre au moins en m, comme on

le verra plus tard. Ona s, =1, s —1; h, est du second ordre en m.

11,0 22,0

L’équation précédente montre que h, est aussi du second ordre, et permet de le
calculer par approximations successives. Aprés quoi, I'équation

it={(e*),,is + B”
donnera la valeur de ¢, .
Envisageons maintenant le cas ou
r,—=as,
ce qui donne

¢ ,o:—g(l—go)+l_ho:—l+2gu_ho'

P

’ 3 2 3 2 2 14
Dans l'expression ¢, ,— 1 ——m? les termes en m* seront donnés par
’ 2

—a(2g,—h,) —gm’.

3 . 3
Or, h‘,:—zm2 .... Nous verrons plus loin que go:Zm2 .... Nous trouvons

ainsi une somme en m* égale & —6m®.

Ainsi le coefficient de I'inconnue ne sera jamais d’'un ordre supérieur & m*. La
discussion précédente serait inutile, si I'on se reporte & la démonstration générale
bien connue, faite notamment par MM. H. Andoyer, E.-W. Brown et H. Poincaré:
mais il m’a paru intéressant de la donner & titre d’indication pratique.

[14] Passons maintenant aux termes de la longitude et du rayon vecteur.

L’idée la plus simple est d’employer les équations (1) et (2), soit avec % et v seuls,
soit avec p. et A seuls.

1° Avec £ et . — Ce sont les fonctions H et H' qui génent. J’ai montré plus haut
comment je les développais progressivement.

Envisageons I'équation (1) relative a §, ,, v, ;- Ces inconnues se trouvent, dans H,

ey . 1
multipliées respectivement par — % et par f,. Or,
1, ,
a,=1+-m"'+ des termes d’ordre 4 en m,
2

3 3
fi=— Pl m® <+ des termes d’ordre 4 en m.
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Envisageons maintenant 'équation (2). Dans H', %,.x et m, , sont multipliées res-
. T . (1 -

pectivement par f, et par — S G Cela ressort immédiatement des explications don-

nées plus haut pour le développement de H.
Puisque dans les équations (1) et (2) ce sont —H et —H' qui interviennent, nous

obtenons immédiatement

3 3m®
[‘ >+"'|p,k<; [‘ >+Xp,k=o'

. (3 3m 3m* ,
:.p,k<;+ A +’7p,< 2?p,k+ +— A )+Xp,k:O'

v
Spk <up,k+ 2 q’p,

Si I'on veut conserver p. et A, on fera

§=ethcos s=(e*), (1 + .+ i)+ B,
n =e*"*cos s =(e*), (1 + u—i))+ B,
H =e*?cos s=(e7), (1 —au+ i}) + K,

H'=e?"cos s=(e™), ,(1—2p—i)) + K/,

et B, B', K, K’ seront faciles & calculer.
Les expressions (e*), , X 1, (™), , X 1 s’introduisent dans la détermination de

3 : 3 iner &
%0 H, .- Pour déterminer %, ,, =, ;. nous aurons

20,0
E.p,k: (ep)o,o(:"‘p,k + )\p,k) + BPJ"
?]p,k: (el")",o (’\)‘p,k - )\p,k) + B’p,k

Substituons ces valeurs dans les équations en £, ,, N,k €t divisons les premiers
membres par le facteur constant (e*), .. Nous obtiendrons

3m’

k"‘2“‘pk+3+_ +)‘p,k<{‘pk+2 pk)+Y

w

2

{42
p,k(

( 3m . )

2 — 29, 3+ > (gt 29,0+ Y, =

U,k

Ces équations auront les mémes propriétés que celles de la latitude; on a les

mémes observations sur leur emploi, qui ne donne pas la certitude absolue.
Voyons de plus prés les difficultés possibles. Leur déterminant est, dans I'un des

cas comme dans 'autre :

3
A—?p,k(‘?:,k_ 1+ ;me).

Si donc 5 différe de o et de = 1 d'une quantité finie, il n’y a pas de difficultés.
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On établit pour le mouvement du périgée une propriété analogue a celle de A,
savoir :

2 Sms
(1—g)=1 PRLLERRE

. 3
ce qui donne g:zm + ...

Si ¢, differe de 41 d’'une quantité d’ordre m ou m’, il faudrait calculer les
X,,% -+~ un ou deux ordres plus loin.

Si g, , différe de o d’'une quantité d’ordre m ou m?, il faudrait calculer les D S
deux ou quatre ordres plus loin, ce qui arrive pour 'argument 2F — al = 2(G — H).

C’est ici qu’intervient I'équation de Laplace. I1 n’y a pas A craindre dés lors que le
dénominateur devienne d'un ordre plus ¢levé en m?, comme je vais le montrer en
discutant tous les cas possibles. Mais auparavant examinons I'équation de Laplace :

1° Avec 5 et v. — Développons C et P par la formule de Taylor. Elle donne
immeédiatement, en se reportant aux notations déji définies :

C - (%’:Tl)a,n + Tlo,og + Eo,on + D| ’
[0t — Lo, i ta
P= (;7l> 0,0 ; ao—rlo,o; - ; a, S0, + Q4 ’

D, et Q, étant des fonctions analogues aux fonctions G, ... déj considérées.
L'équation (4) devient alors, en divisant par le facteur constant 7, , = =

| S R 3
S(Cp,k_‘_ np,k)(?p,k_ I + ;'n)+Z1:Q

2° Avec p et . — On fait :

C=(e"),,(1+2p) +D,
P=(e),(1— ) +Q,

et I'on a, en divisant par le facteur constant (€),,0 :

. 3 ., '
yp’k(q;p,k——l—l-;m)%—[:o.

Z et Z, sont des fonctions toujours analogues aux précédentes.
Ainsi, dans les deux cas, le dénominateur sera :

2 2
G — I+ ;m.

Je dis qu’il ne saurait étre d’ordre supérieur & celui de m*. En effet, pour qu’il soit
d’ordre supérieur & o, il faut que la partie constante de @, Soit égaled +1.Or,on a:

cPp.lc:k(r - "I) + ("4_ rg)(l —go) + ("’ - I‘Iz)m + (31—31)(1 —_ ho)'
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Comme pour les termes de la latitude, nous n’envisageons que les termes du
premier ordre en ¢/, k étant pair puisque nous n’envisageons pas les termes en y*x¢'.
. . 2! 1 2
On verrait, comme pour la latitude, que pour ces termes en v/, o, (et par suite 7 ;)
ne peut différer de 'unité que par une quantité de 'ordre de m.

Envisageons donc les termes indépendants de ¢/, c’est-a-dire pour lesquels

pp=h(t—m)+(r,—r)(1—g)+ (s,—s)(1—h,).

1

Si k est différent de o, nous arrivons 4 la méme conclusion quant & 'ordre du
dénominateur. Nous sommes donc ramenés a examiner les coefficients

C?p,o:(l"—l")(l —g‘,) =+ (S, — SQ)(I -_— ho)’
pour lesquels
r—r,+8§—s,=—==1I.

Nous pouvons d’ailleurs, profitant de la forme symétrique des coefficients, et
puisque tous renferment y* en facteur, supposer
soit
s,=2 avec s,=o,
soit

81282: I.

Nous sommes ainsi conduits aux deux types suivants :

?P‘“:(rl— ,‘2)(1 —go)'+ 2(1 - hu)’
fIDIJH): (ri - rz)(l - go) >
pour lesquels
Gpo—t1....

Puisque la somme r, 4 r,, pour les termes que nous envisageons, ne peut
dépasser 2, le second type nous donne soit r, =1 avec r,==o, soit r,—1 avec r,=o,
cas qui se raménent I'un & l'autre, par raison de symétrie. Ils correspondent au
caloul du coefficient en y,v,¢, ou v,v,¢, dans 1}, coefficient égal & zéro par convention,
et ceci nous permettra de calculer sans difficulté le coefficient de v,y, dans g.

Le premier type ne peut donner que

r.=r avec r,=o,

d’on

?p,ozl + Jgo— 2ho'

D’aprés les valeurs connues des termes en m* de g, et de h, on aura :

2 3 2 2
Qp’o—-l-{—;ln:ﬁm + ...,



ETUDE DES PRINCIPALES INEGALITES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 40D

Donc, dans tous les cas possibles ou la partie constante de ¢, , est égale & =1, le
. . 3 . .
dénominateur ¢, , — 1+ -m’ est au plus du second ordre en m. On devra alors cal-
’ 2

culer Z ou Z, 4 un ordre (ou deux) de plus qu'on ne veut. Ensuite, connaissant v., ,,
€, x + 1, de cette facon, il suffira de prendre I'une ou I'autre des équations (1) ou (2)
pour achever la détermination compléte des inconnues.

Examinons maintenant le cas ou g, , différe de zéro d’'une quantité de I'ordre m
ou m*. L'é¢quation de Laplace donne, sans difficulté, %, , + 1, , dans le premier cas,
¢, dans l'autre. Pour avoir %, ,, 1, , d'une part, 3, de I'autre, portons dans I'équa-
tion (1). Nous avons
soit
3 3Im?

2

Ep,k(?}z),k + 2%,1:) + +— (Ep,k + "lp,k) + Xp,k: o,
4

soit

. N 3m?
)‘p,ln (q‘p,lc + 2"?1),’6) + P’p,k(cf‘p,k + 2?‘p,k + 3 + T) + Yp,k: 0.

Les multiplicateurs de E’M et de ), seront de 'ordre de %5 en m. Je dis que cet
it dénass o ‘ ; AN 3 = .
ordre ne saurait dépasser le 'second, ce qui nous aménera a calculer ot et
W Jusqu'a L'ordre «+42 au plus, si nous voulons avoir les inconnues jusqu’i
I'ordre . ’
Envisageons, en eflet,

Spx= (1 —m) +(r,—r)(1—g,) + (", —r)ym+(s,— s) (1 —h,)

ou :
k+r,—r,4+s,—s,=o.

Pour les termes en ¢/, k est pair d’aprés ce que nous avons dit, ry—r, est égal

& 1. Donc ¢,, est au plus de I'ordre de m. Nous pouvons écarter ce cas et
considérer ’

C‘Pp k:k(l _m> + (ra_r2)(1 _go) + (SA—SQ)(I - ho) .

Si I est différent de zéro, I'ordre de 3, , ne peut encore dépasser celui de m. Nous
sommes finalement conduits i I'expression

@ 0:(’1 - ra)(l _go) + (Sl— SQ)(I - ho)
avec ;
r,—r,+s,—s,=o.
Si I'on suppose
o $,=S8, =1,

on doit avoir en méme temps

r,=r,—o ou- .1,

Fac. de T., 3¢ S., L. ' 52
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ce qui nous conduit aux coefficients d’indice o en y,y, ou en v,

V.6, 5, Mais alors, par
raison de symétrie, X, ,;=o, , =1, ,, et I'équation (1) détermine sans difficulté les

inconnues =, u

®p,0° p,0°

Nous devons donc avoir, de toute nécessité,

§,=2 avec §,=—o,
et par suite

r=—3:.

Nous arrivons ainsi au coefficient en 2 (G — H) dont j’ai parlé dans I'Introduction.
En réalité, on pourrait avoir

§,=—0 avec §,—2.

Mais ce cas se déduit du précédent par symétrie.

¢, et b, ont des termes en m® égaux et de signes contraires; on aura donc

t‘?p,o: g(go_ ho):?)"f—i- ey

ce que nous voulions établir.

La discussion précédente, comme celle relative & la latitude, n’a d’utilité que pour
se faire une idée précise du degré d’approximation nécessaire dans tous les cas
possibles. A la vérité, f, , figure dans Z ou Z, au dénominateur ; mais — et cest 1
I'avantage essentiel de cette équation — il n’y figure que multiplié par m®.

Nous pouvons, aprés cet exposé, aborder la publication des résultats. Les particu-
larités que comporte le calcul de certains coefficients seront détaillées au fur et a
mesure. Nous consacrerons un chapitre aux termes de la latitude, et, vu leur
étendue, deux autres a ceux de la longitude. '

Remarquons toutefois que les équations, soit de la longitude. soit de la latitude,
peuvent se ramener au méme type, ou & peu prés. On s’en rend compte par la dis-
cussion, et on s’en apercevra mieux a mesure que nous les reucontrerons. Ce qui les
distingue, c’est la forme de plus en plus compliquée que prennent les expressions H,
I, ... & mesure que nous avancons. Le développement de H, par exemple, introduit

e .\ oH oH o .
seulement les dérivées premieres <—b—§>o, <3—q> s'il s’agit des termes en v;=M;

0
2

les dérivées secondes (F) ..., si nous abordons les termes en v%; les dérivées
° 0
¥H

troisiémes <\”3> ... pour les termes en y*¢, et ainsi de suite. Ces dérivées succes-
[Us o

sives seront des quantités auxiliaires qu’il sera bon de déterminer & I'avance. Nous
en donnerons I'expression dés qu’elles se présenteront.
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Toutefois, il m’a paru utile, pour la commodité de la lecture, d’en donner, dés a
présent, le tableau général que voici :

a— 6—3}"‘, b—et,
.c_____ey.“’ d___ —2:4“’ h(l)=e2;\°‘
3,3 s 3,1 s
e—=-g, 1, *» f:'—;;oz% w
15,1 _1 15, 3 1
L=_2?E-o %M, % K:';:-o N, %

5 100, 1 v
l:ge"“v, mW=_— P R P
w 45,2 s 100, 3 o

N=— 5 2, %, O=——=53 %%, %»
—_—k 4
J,=a%, J.=an,.

Lune quelconque de ces expressions, { par exemple, peut se mettre sous la forme

Elkck.

CHAPITRE 1II.

Latitude.

[15] Nous avons donné au n° 13 les formules qui permettent de déterminer soit
directement soit indirectement les { et les s, et nous avons indiqué un moyen de
vérification qui, sans étre d’une rigueur absolue, offre cependant une grande certitude.

Appliquons ces formules aux divers groupes de coeflicients.

I. Termes en v seul. — 1ls sont de deux sortes :

1° Les termesen M,,=1v,;
2° Les termesen M, ,—1v,.

11 suffit évidemment de déterminer les premiers.

Vu la forme symétrique que nous adoptons, en vertu de laquelle A un argument
quelconque, nous faisons correspondre l'argument égal et de signe contraire, il
faudra, pour la comparaison, prendre la moitié des coefficients de Delaunay, et ceci
s’applique 4 'ensemble des résultats tant de la latitude que de la longitude.
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Delaunay donne les termes en y jusqu’a m® inclus. J'ai été amené & déterminer les
termes en m’ de ¢, ., §,, ,, s,, _, : ils interviennent dans le calcul des coefficients en
2(G — H). D'autre part, le coefficient de {, _, renfermant m en facteur, j'ai du

calculer les termes en m® de a_,, de c_, et de d_, définis plus bas.

Reportons-nous aux notations du n° 13. Nous aurons :
fu,k: k(I - ’n) + (I - h) ’
?u,k:k(l - m) + (I - ho)' -
Au lieu d’envisager les équations en { et en s qui nous ont servi pour la discussion,

partons de I'équation initiale; elle nous conduira directement aux notations que j'ai
utilisées dans la pratique. Soit donc

dF it XD
'=l—a=———ml+ i—,
. e - {4+ ¥
ou bien
. . . 0P
i+ ile - mhil— i —=o.
o

Dans le cas actuel, nous pouvons faire

En effet, dans ®, { se trouve multiplié par I'une des quantités ¢’ ou «8, et ces
quantités ne sauraient intervenir dans la détermination des termes en y seul. De
plus, nous devons réduire f,, , & g, ., puisque cette expression doit étre multipliée
par {,, ,, et que dans I'équation générale n'intervient que le facteur commun v,.

(est la, d'ailleurs, une régle qui s'applique quel que soit le mondéme M, : la
partie d¢ f, , qu’'il faudra multiplier par {, ,, s'il s’agit de la latitude, par 3 ,, ..., s'il
s'agit de la longitude, devra nécessairement étre indépendante de ¢, ¢, v, «, et par
suite se réduire & ¢, .. Car le produit de {, , (ou de &, ,) par I'une de ces quantités

, . o . ‘ I ! . .
s, ¢, v, « donnerait un mondéme multiple de M, M, . < par exemple, qui ne saurait
intervenir dans le groupe considéré.

Pour obtenir la dérivée seconde de Zp 4» hous devons multiplier cette expression
par —g; .. D'autre part, dans le produit (i{e="), , nous ne pouvons prendre pour y
que les valeurs dépendant du seul paramétre m, c¢’est-a-dire

o — Z a,c.

Nous obtenons alors immédiatement

0.

t'“'k[_ :P:*v" + ’ni + au] + agt-n,k——e + a—gcu,k+2+ e e —
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D’autre part, I'égalité
sin s ={e*

peut s’écrire ici, puisque nous envisageons les seuls termes du premier degré en vy :

Su,kzz (t-ue—h)k: bo Cu,k + bz Cu,k-e + b—a t-u,k-.La + M

-
i — Z bkck.

Telles sont, par le premier procédé, les équations du probléme. Elles permettent
d’obtenir immédiatement les équations de la seconde méthode. En effet,

N
Cu,k: ZJ (ewsu)k: cosu,k + casu,k——e + c
en posant .
e3'°:Z [ *.
L’équation initiale
2 2 —3; J—
t~u,k['—_ Q.:'u,k—{_ m ] + [Cne "o]k_o

s’écrit donc

(COQ + do)'gu,lc+ (CRQ + dﬂ)su,k—a + (C—zQ + d—q)su,k+5 + .. =0
ou
e Mo — 2 dkck
avec

i 2 2
Q__‘Pu,k—i—'n'

Nous savons que s, ,==1. Nous pouvons profiter de cette circonstance pour
déterminer la partie constante 2, de & avec la méme approximation que Delaunay,
c’est-a-dire jusqu’en m’. Deux procédés s’offrent & nous :

1° Considérons les deux équations

Lol — =Ry +m +a]+al, ,+a L, +..=o0,

_ — 4
Su,o_ 1= bo ‘~n,0+ bﬂt-u,—s-i_ b—zcn,z—i_ cete

De la deuxieme nous pouvons, par approximations successives, déduire {,, .

. I vr .
Portons dans la premiére, et remarquons que a,=—1 +~m* + ... Elle s'écrit :
2

28, ho— 4, + [+ (a,— D¢, + a8, _,+...=o0.
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I . sy
Onab =1+ —gm“ + ... Le premier terme de {,, , est donc I'unité : m* 4 (a,—1),
2. ’
et par suite h;, sont du second ordre en m, et le premier terme de h,, donné par
2

m*4a —1 3 . T

— ————— sera ——m’, ce que nous avions déji trouvé directement. De proche
2 2

en proche, il sera aisé¢ d’obtenir la valeur compléte de h, qui concorde avec celle
donnée par Delaunay.

2° L’'équation en s donne immédiatement :
e [— (1 —=h)+m]+d,+s, {e[—(1—h)+m]+ d}+...=o.

A partir du terme en s, _,, tous les produits sont au moins du troisime ordre
en m. D’autre part, on a :

I 2
00:1——an +...,

d0:1+%m%+....

L’expression ¢, [— (1 — h,)* + m*] + d, donne alors, comme termes en m?,

ah, + gm’, d’ott :

. 2
hq_~;;m cee
Quant a ¢, ,, s, ., la seule difficulté que présente leur détermination résulte
de ce que leur coefficient commence par un terme en m, et qu’il faut par suite
pousser un ordre plus loin le calcul du numérateur.
On obtient ainsi :

.03 ) 430.7
¢ zx—Lm‘—i—im’—{—l.o:m‘—}-Ig 73m5+586?125 6_*_1430 743 J
e 2.3 2* 2°.3 2".3 .3t 2"
3 .657.
B __im + g 278 e 9797 /97 m 4 19932/ me 4 807738
° .3 2.3
. .889.5
4 3m + -m' +97/ +Io?lgzxm5+12§ 93,3[m“,
e 2.3 2".3%5
11 59 7.063 ,  705.689 . 77.231.201
Sus™ ——m + m o+ 2.3 2 g 2035
3 41, 5.293 | 146.303 | 7.276.745 . 168.834. 913 o 149.346.650.753
T T M T T ey sy T g 2.3 2™.3%.5 "
. = _ o
—3-171—2 m* 2.9?7 e 84.703 m— 4.380:985 mt 100.[;0(/.4,3”16 _80.181.761. 089
11,~2 23 2.; 2-).5 211‘32 21«\,5.! 216‘5‘ 221 55 5
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¢ 925 mt 4 1.5563 — 1.783.801 e
AT R 2".3.5 2™.3°5*
16t 8437 . 8.508.509
S“"__ZT m 2".3.5 m 2.3%.5° ’
y 9 3—2I3m‘—58'953 5__2.9[;1.933’”6’
44,—8 27 29 2‘13‘5 215.55
i . 33 , 621, 456.643 m 22.536.223
Sun =TT 2’ T %35 2%.3.5° ’
. 833 et
11,6 212.3 4
11,6 21??37 ’n's’
. 71, hroagy
L-u,—a_ 211 213.3 5 ’
483 . 228.233 |
C11,—-6 " 211 213.3 5

II. Terme en ye. — On distingue :

1° Les termesen v, e, =M;

2° » ‘(152:)&15;

o — | .
3 » Ta 51 - Mus 4
4H° » Yoo ™— M“s .

Ce sont les deux premiers groupes que nous déterminerons.

M,.

1n° e

1° Termes en M,,=M
Nous avons ici

Sopg=k(—m)+ (1 —g)+(—h),
(Pn,k:k([ —m)+(l _go)+(l _—h’o)'

L’équation générale peut s’écrire, ® pouvant-encore étre négligé :

t-13,k [_ q‘fa,k + m2] + [L :8—3;&]“‘]‘: O.

etr=¢m —3y et ... =a—3au,+...,
d’ou

[l : 6_39]13,11' - [(I :n]k - 3[(1 !j'iE-ll]k .

bt
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Donc on est amené A calculer les produits auxiliaires (wsC,)5 et Péquation en ¢
s’écrit )

zas,k [_ CPZs,k + m’ + ao] + 2 ay Cia,k—k' - 32 ay (y‘z K-u)k—k' =0,

o

ot Z indique que ' a toutes les valeurs possibles sauf o; ce symbole aura d’ailleurs
o

la méme signification toutes les fois qu’il s’introduira.

— \) o w
Sn,k _2_‘ bk' Sa3,k—k *Z bk' (P‘a “-u)k—k"

Quant & I'équation en s, elle deviendra

8,0,6(6,Q + d,) +Esia,k' (CwQ+diy) +E (e8,)w (€ Q —2d,_p) =0

en posant

_ 2 2
Q_—cp”’k—f— m’.

<

D’une fagon générale, la quantité Q correspondant & un coefficient quelconque
2 2 :
$,,x Aura pour valeur —g¢>  + m’.
Remarquons que I'équation en s nous améne & calculer les produits auxiliaires
(P-,S“)k'
Les coefficients se déterminent sans difficultés, et les s concordent avec ceux
trouvés par Delaunay :

. I 1, 69 . 46.067 56.227
‘,,3,°:;+23.3m —}—?m > PO + 23
21,  2.101 69.605
2 3 4 3
S‘M:I——;;m——?m— e ——y M
3 51 1.673 117.70
v 2 3 / % 7-707 s
a5 —I—;m . a3 " + 2%.3°5
7 o 287 o 8185 | 462.803
S”":?m+2‘3m+ PO 55
. 9 291 o 947D 760499 ., 29.419.349 .
‘?13,—2_—2_17)1—‘ 5° m — 58 m— 5'.3 m 918,32 ’
3 105 , 3.68r . 98.299 , 3.496.637
Sy —=——m— — m’— = m*— —=m®,
13,—3 9 2& 27 210 212.5
) 177 6.987 .
Coa=—e m'+ = m’,
_65/ N 4 467 x5
813,5_ 98 + 98 ’
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45 339 51.083 455.673
v _ 2 3 ’n.s / ’ns
513.—5'——;7—"1 - 57 m — N - 25 ’

) , 6.45 <8.8
s _____l‘_‘r)_mz___?67ma_3 Aogmn_gl 21m5,

18,—45 "~ 2u 26 211 210'3‘5

135 5.523
m

o~ — L 5
=T m’,
-
315 . 10.989 e
13,—6 25 10
2° Termes en M,, .

On déduit immeédiatement les deux systemes d’équations de celles relatives a M,
en y remplagant les p, , par les p, ,, et I'indice 13 par I'indice 14. De plus, dans f,,
etg,, 1—get1—g, setrouvent remplacés par — (1 —g) et —(1 —g,). Le calcul
ne présente ni difficulté ni discordance avec les résultats de Delaunay. Toutefois, j ai
dii ajouter & ceux-ci les termes en m® et en m’ de {,, , s,,,. les termes en m°de ¢,, _,,
o> qui interviennent dans le calcul du coefficient de 'argument 2(G—H),

¢
“is,27 Su,—z' $

et dont voici les expressions :

. 903 . 1.26g ,  264.419 , 112.101 . 2.632.953.433 | 4.410.801.295 |
‘11'0,02 n + 212.3 m + 211 m + m ss m + 2“‘ Q2 m
189 , 375 , 15.403 ,  1.843 . 85.474.223 .. 669.495.377 ..,
Spo——1 + 5 m + e m + XC m -+ 510 m — NOFE m-— ROEE m-,
15 337 , 63881,  2.430.415 ,  148.016.869 , 16.771.524.877
w —_— . 6
Tue T p M + av3 " + e + s + 2'".3%5 e
195 241 43 721 o 1.751.311,  125.005.381 21.570.491.053 |
q — 5 G #H
.s“,e_—fm—l— m* 4+ —L 5 m ————2“‘32 m NONEE m NOFO- m'™r,
. ——im—én . L.bor w9 391 . 3.356.287 = 124.034. 607
Th,—2 2& 20 210.3 12 3 m 215.33 m + 21:.35 ’
3 23,  2.077 11.215 . 6.304.159 ,  348.447. 13,
"1&,—2_—_2'—3"1'_—2_5—"1 - 9 o 5 1 211.32 m 2“‘33 + lb %a ’
oo B o9 2196319
LT S 21; g + 26 9,2 3 .) ’
100 . 1.579 , 1.270.801
'Su.c: 95 m + 21; m + 2115 'nﬁ’
149.171
-45—A=_%m3_9_"zm‘— A? : n’,
’ 2 DY 2.3.5

21 97 3.229 .
‘l&—‘:_._ﬁ.ma——unl‘_—giﬁ'—m’
’ 2 2 2.5

Fac. de 7., 3¢ S., 1. 53
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2.655
‘Tu,s: 212 m,
o 985
14,6 = Qu 4
531
Cu,—a—' 12 m,
1.971
Su,-s_— 291{ m®.

III. Termes en y&'. — On distingue :

! .
1° Les termes en y,z; =M, ;

2° no- Y1 5;2 3118;
o w o — .

3 » .6, =M,;
o ,4’——

4 » T2 — ]'“zo'

Ce sont les deux premiers groupes de coefficients que nous déterminerons.

b

3
1” Termes en M,, =M, M,. — Remarquons que nous pouvons poser (I):—Zm*s:;’,

. - . . .3
ce qui, dans I'équation donnant ¢, ,, introduit I'expression —m*¢,, ,. D’autre part :
; 2 )

Jopg=hk(t—m)4+m+ (1—h),
G p=k(@—m)y+m+ (1—h).

On trouve immeédiatement I'équation

t-47,15[_ ?:7,1: + rn?] + [l :6_3P],7’k + ; m* :n,k: o.
[i:e_ag]n,k: [a :17]k - 3[(1 lJ'A 'gu]k *

3
e 2 2 14 4 2y J—
“-n,k[— Cunk + m’+ ao] +E ay Sumh—k T 32 ak'(\u'a L-u)k—k,' + 5 m Si,k T o.
0

Ceci nous améne & déterminer & 'avance les produits auxiliaires (p,¢,),-
D’autre part :

Sn,k:Z by Z-n,k——k' _E by (i, P
L’équation en s donne :
N\ N\ 3
Sn,k(CoQ +d,) +L (cpyQ+dy) Sym i T Z (cyQ— 2 ) (81w + 5 mgz CpSy g =0

avec
Q=—T[k(xr—m)+m+ (1—h)]’+m".
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11—y 1€ terme en m® de s,, , différent de ceux qu'a

trouvés Delaunay. Le reste des calculs ne présente d’ailleurs aucune particularité.

N'oublions pas enfin que I'équation en s nécessite le calcul des produits auxi-

liaires (8,

3 21 , 2.421 ,  1.600.333 ,  1.383.353
=Mt 5 s T
3. 69 , 2369 , 1.737.485 ,  12.614.783 |
Sea =T M T M e W ey U
3 ., 109 , 817 . 91781
4 — —=m'—
17,27 5 97 10 3 11 Q2 ’
_ 1t raag o 4671 0 1.410.727
Su,a__ 5 "3 0 33 39 ’
¢ 1 367 , 18.023 | 889.927 , 22.629.943
‘”’—’—_?m— 2* v 2%.3 v 2.3 = ar3
s - 1. 255m2- I‘S.;')ogm3 158.029 ,, 3.354.277 .,
11,—~a_“—2:£ - 5 - 5° - 912 m-— 91 3 m-,
25 12.587
J— 5 / 3
-H,A_—_s'n_ 215 m,
161 ~4.803
J— I / 3
S~4-1,5_'__ T m— 215 m,
o 10d . 1817 . 847.325 |
Cl'l,—l__ 98 m — 9° m —. 2t 3 ’
385 ., 16.375 ,  6.713.503 |
Sn,—A:_ 9° m — 2°.3 v OET m,
175
v I 3
MT,—6 9 m,
2
1.127
Siae ™ 5 m®.
2° Termes en M,, =M, M,.
Nous avons :
3
<1>:——ane;§ ,

fas,k:I{(I '—n1> —m 4 ([ _h),
G =h(1—m)—m+(1—h,).
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On déduit immédiatement les équations de ce groupe de celles relatives & M, en
y remplacant les p, , par les p, ,, < par ¢, et I'indice 17 par I'indice 18. Le terme
en m"des,, , est le seul qui différe de ceux trouvés par Delaunay :

3 57 1.081ma_ 79.883m4_5.840.941

o~ - 5
Cho—="3M+ —m —

2 D) PO 9 9" ’
: 1.107 537.771 15.757.075
Spo=—m+ _9_6"1,_ - T e — 2 'li m*— ”7 = mes,
’ 2 2 2 2 2.3
21 669 24.635 |, 77.6456 |
Ln=mm 4+ —m’ + ——m' +
2" 2
=7 1.94 61.091 156.949 .
s /..’l + 9-9m3+ 9 ’ns+ 9 gmo’
18,2 2a 21 210
3 131 3.131 64.411 31.220.047
. 2 3 . 4 /
‘;’R._z_;&rn -+ o m” 4 3 m — NEIET m iy m,
3 115 , 2.083 . 138491 , 28.563.575
5“’_5:-2—3171—}— —20 m° 4+ 73 m— NERT m— ITET m’,

. 179 47.3 47309

YW 9° m' Baiarere 91t 3 ’
N T1C g 260.869 ‘
'Slzl,t— 9° ’ 9.3 M
27 , 249 322. 322.917
v J— 3 4
S =5 m’ + —23 m 4+ —g 55 m',
900.669 669
Sn,—& 2 ,n + i 14 5 ’
75
o / 5
“18,—6 F m,
4——83 m°
S‘m,—a 10 .
IV. Termes en ve'.
Des six groupes de coefficients :
[ 2 _
Termes en v,¢; =M,,,
» 715152=RI22’
n Yl EZ :1\123’
» Y2 si - M24 ’
» Y2 g% — Nizs’
» Y2 e: - M20 4

ce sont les trois premiers que je déterminerai.
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1° Termes en v, s} =M, =M, M, =M, M, =M, OM,)".

Nous avons :

$=—o,
Sup=k(t—m)+2(1—g)+ (1 —h),
?n,k:k(l —_m) + 2(I —go) +(I _ho)’

et 'équation générale s’écrit :
& 2 [ ¥ p—31 —
Cz{,k [— c?m,k + m ] + [L :e ' ]21,}:_ o.
Ici

— - — - 9/ ye,—
e~ —e % — 3Ju e —3u.e "f‘v—}—;(p.g)ze oL,

. 3
(" :e_sp.)m,k: [a Czl]k_ S[a(y'ﬁcu + y‘g :13 - ; ‘U.: zu)]k .

3 . . . , \ . T
Nous sommes ainsi amenés a calculer les produits auxiliaires (p,&,)ss (P85)e0

(el = Z ok (1, §)ey» €t & faire les sommes

3 2
( u+ p‘ﬁ 13 y’zt-u)k'

Cela donne
Cu,lr[ .u k + ITl + a + ak a1, k—K 3 ak ( 6 =11 + ‘)‘a:n - § (“': t;u)k—k':O'
2
On trouve sans peine
Sm,kZE bk’ Cll,k—k, —E b (U“ﬁ 11 + Au’n:w e u)k—
On ecst ainsi conduit & déterminer les
3 ., .
( “u g n a u)k_‘( “u + P‘z Cia_ ; p‘g Cu)k + (:J'-z Cu)k'
L’équation en s devient
u k(c Q + d) +ZS“ k—k (Ck 0 + d )+2(P-68“+ « 2 u)k—-k (Ck Q 2dk')

+ S‘ (028, v (% 0+ zdk,> —o0

avee
Q=—[k(1—m)+ 2(1—g) + (x— A"+ ",
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Nous déterminerons les (p,s,, + p,s,.), et les (y.zs“)kzg Vot (08, ki

Seul, le terme en m' de s,, , différe de celui trouvé par Delaunay. Les calculs ne
présentent pas de difficulté spéciale :

. i I %+81 s D.91d
G o— 3 T M +—M ———m,
21,0 23 9° 28 210‘5
9 _17 . 279 . 6.995
821,0:_3_ s — ——m —"_7"7’”?’
2 2
. 70 ., 70, 9hrar
=—m —m’ + *———m
21,2 2: + 9% + 210‘5.5 ’
425 265 | 1.158.437
__ bttty Y !
S = Py m + 23.3m + 2'°.3%.5 s
- A - -
. :—Qén 1871 1%_503.093 . 27.068.357 y
T21,—g gu 23 2,3-3 2“‘32 - y
__ 147 3.257 m 764.755 m 37.539.119
21,—a " 6 8 212'3 214 32 v,
833 .,
K!l,l.: 1v m,
__7.007
Szl,t— 210 m,
P 315 m 903 m h7.745 e
o1, —4 29 23 211 ’
585 , 100 , 343.609
SM,—A: 9° m — 5t m——y—m,
2.020 . 05.985
K-m,—s: - 212 - 245 m,
6.075 244.755
/ 3 4. 4
Sel,——s__ o — 14 m-.

2° Termes en y,¢,z, = M,, = M,,. M, =M M, = M,,. M, =M, M, M,.

Ici, nous avons :

b=o,
Jup=k(@—m)+ (1 —h),
(Pzz,k:k(l - m) + (I - ho)‘

Par définition,

Cette égalité nous permettra de déterminer h,, coefficient de ¢ ¢, dans le déve
loppement de k. Voici comment je procéderai :
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L’équation générale s’éerit immédiatement
Cap[— thp+m +a] +Z Ay Cp i’ — 32 @ (0 Gy 1 G+ 1, 0 — 31,50 ) w
o
+a(k+1—km— ho)hvtu’k:o,
ce qui nous améne a déterminer les produits auxiliaires
(g Gy + 18+ 128 — 30,058k

On trouve de méme

Eb,ﬂ,g Kk Zb (st o Lot 1, G — oy, L) i -
Nous calculerons les
(ot G 0 G = 00 G0 = (0 G 0 G 0 8 — 30,0 L)+ 20,0, s
Appliquons les formules précédentes & k —o; elles deviennent

:as,o[ $as,0 + m* + a, +Z ak =92,— 32 ak'(p‘a Cna + 1y Cu + ey ':“ - 3&},2 g Cu)—k'

+ 2(1 - ho)hv Z“,‘):O

et
— 1= bo Vea ot 2 bh “a2,— Z b (Pa LYt + e Cu + e :n T ey Cu)—k’ .
La seconde relation donne ,, ,: portant dans la premiére, nous en déduirons ..
Quant & I'équation en s, elle donne
Sm,k(c + d) +V Szz k—K' (clc Q + d ) +Z(pnsn+ Vz u 7 u)k—k (C Q )
+2(81u opa>k-k (ck Q + [’d ) + 29,,, kh ch' S k- =0,
avec

Q=—T[k(xt—m)+ (1—h)]"+m*
Nous déterminerons les deux groupes de produits auxiliaires

(pJSiII + Pz 14 7 u)k et (p Pn u)k’
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Faisant k=o, nous avons une nouvelle détermination de h, qui vérifie la pre-
miére :

s o1 25 /09 oy 203:000
So0,0 5 NOPT m’,
3 . 18 2.73 165.411
hy=——-m*— 9 m— L I e — — m’,
2 DY 2 2
45 855 , br.ayy . 674.695
. 3 7
*zz,z—?ln + _27-’71 + ol m —+ 513
135 1.929 , 113.915 _  A.415. 909
Sn.es: 3 m + 47 m + 11 m + u ’
: 2 2 .3
. 3 b7 , 6.353 . 250.663
Cop g M — — N — — m — — m
©29,—2 20 27 210.5 212.52 4
27 423 , 2.619 , 163.375
Sy —=— g M—— M — —= M’ — ———m’,
’ 2 2 2 2'".3
, 112y . 38.175 "
A-255, - 2&\ 11 m,
6,375 . 182.985 .
22,4 211 11 ’
I3 -
. 13.)m2 1./37m3 118.581m‘
[N _——— - —_— r
$22,—4& 28 29 213 ’
hod ,  h.60d . 315.543
S _ m — m — 3
22,—4 98 9° 913 ’
., 3.375 m
L~z'z,—s 212 ’
19.125
S.22,—«: - N n-.

3° Termes en y,c2 =M, =M, M, =M, M,=M,,(M,)".

On a :

d—o0,
Jap=k(—m) —2(1—g)+(—h),
?23,1‘::]{(1 - m) - 2(1 _go) + (I - hu)

On écrit sans difficulté les relations

3
sz,k[ .23 k+’n +a +Zak 203, k—k Svak( stu+ ;p‘scn)k—k':o’

I

-z'& kT Z 'ng,k—k' _E bk'<§"s’;n + e tu Ty n)k—

2!
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Enatre les deux groupes d'auxiliaires, on a la relation
3
9 h

I . . .
({"‘s :-u + g :u - ; P: t-u)k - ('n"s :11 + Vgegs ™ ')‘z :n)k + (l"i C-u)lc .
L’expression directe de s s’obtient par 'équation
\
sm,k(coQ + do> +2Jsaa,k—!c'(ck'Q + dk') +E <{J‘ssu + P‘ssu)‘k—k'(ck'(\) - 2dk')
o

2 Cy 1 :
+ E (pa Sn)k—k' <-2£ Q an 2dk'> =0

avec

Q=—[k(t—m)—2(1—g,)+ (1—h)]"+ m".

Les produits auxiliaires & déterminer sont les (p,s,, + ,$,,), et les (u2s,),.

Jai dit pousser jusqu'a m® la détermination de S, (dont le terme en m* ne con-
corde pas avec celui de Delaunay) : cette approximation est nécessaire pour obtenir
le terme en m’ du coefficient & trés longue période en v*<2. Le dénominateur de Saa
renfermant m* en facteur, j'ai dii calculer les termes en m’ du numérateur, ce qui
m’a conduit & déterminer les termes en m*de s,, _,. s,, .. Le dénominateur de ce der-

nier contient lui-méme m en facteur; cela exige le calcul des termes en m* du numé-

rateur :
1135 3.551 19.071 £.095.275 85.518.223
v 2 b 3 b / ’ 5
;23,0_——;—[— ’; m -+ 573 m- 4+ "D m + S3 m' + 373 m’,
3 135 2.025 35.72~ 587.407 86.845.027
. c . 2 At 7-807 . (049027 ek
Swe = TR S A T M e e m o et
. 45 +381 o, 83267 o 1.124.855 . 794.786.153 |
23,2 ; 9 + mm + 212 3 1 273" m,
1) 1055 ., 37.943 . 4.343.963 | 897.844.193 -
Sza,z:_?ln_ 50 m + 2.3 m + 518 30 m’ —+ ROEY m-,
9 8t , 1.ad7 . 164.921 ,  120.417.043
= T e = R
a7 303 ., 5.187 , 683.527 , 527.970.461 -
Saa,—e——-?m_ s m — e + 51t 5 m’—+ 2173 50 ’
=5 855 1.386.435
/ 2 3 4
Cgs,A T m +—T + 14 m-,
__2.020 ,035 . 2.908.653 |
Sszuh ) 9 214 4
22D 4.805
t-ﬂi!,—l: o M — =om,

Fac. de 7., 32 S., 1. 54
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1.275 24.811
823,—5‘_‘ o m— =,
. 16.875 "
23,67 213 g
99.62> |
Sy 0= e mt.

Y. Termes en ya.

Les termes en
M,=y,o=M,. M

se déduiront de ceux en

M, =~vy,o=M,.M

que je vais déterminer.

On a ici

3 3
b =agm'[— 250s — 2 asT),

Sop=k(t—m)+(r—h),
CPM,I::k(I - ,n) + ([ - ho)’
k étant impair.

Les ¢quations s’écrivent immédiatement :

b

. e 5 ..
Eaf,k[— q’:v,k + "-ll + ao] + 2 ak' Cm,k—k’ - 3 A\_Jak' (Cu P‘A)k-—k' + ; Inﬂ(;o Cu)k—l
o

3
2/ v .
+ ;ln (’10\:“)/5—.1_0’

9 J— 14 14
'527,k _2 bk' ‘527,k—k' - Ebk' (‘?u y‘a)k—k"

v

Elles nécessitent le calcul auxiliaire des (2, 1) (G080 (Mo &) i ar

Quant A I'équation en s, elle devient
Sm,k(co Q + do> +2827,k—k' (Ck’Q + dk') + 2 (p‘asu)k—k’ (Ck’Q - Qdk')
o
3 . 3 .\
+ 5 mgg Cr (GoSu)hoi— T 5 m Cx(Ne$1)p—psa=0-

Elles entrainent la détermination des (p,s,,),. des (3,5,,),_, et des (8, )s,-
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D’ailleurs :

15 85 2%__Z;l;.’097 ms_2.7gl;.613m4

{.,—m——m——n
727,14 25 20 240.3 212-32 ’
15 83 , 38.917 ., 2.384.221
S ST T T e e g
45 1.425 , 32397 ,  2.727.881
t_”,_‘:§ m -+ 5 m* o M+ 0 m’,

- -
15 hrt 11.213 . ¢62.819
2 3 « i
=—m-4+—m —m m
27,—1 9t + 97 + 5 + XE s
. 9 . 9> . 2485
Cog— M —— M — — m.,
’ 2 2%.3
-
19 245 . 8¢5
821,3:—2?’” ) - 2° m,
=
¢ P 12+26()0 3_*_593.227 .
*27,—3 " 23 10 14 3 ’
_ 9% ., 2271 o ADAATS
27,—38 " 27 m + m + 2:3‘3 m,
109
_ 5
K~27,5_ 11 m,
465
27,8 240 m,
 §5) 1
o~ . 3 4
Copmy—— "M + —m’,
45 315

VI. Termes en yuce.

On distingue :

1° Les termes en vy, a5, =M_;

o -~ — Y .
2 » T1%E, 3130 ’
Qo0 -~ — N\ .
3 » Vx5, =M,

o -~ — N\

4 » 1,25, =M,,.

Ce sont les deux premiers groupes que je déterminerai.

h23
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1° Termes en o, =M, =M M =M M=MM_=M MM,.
On a, k étant toujours impair :
3 3
P =apm[— 2 i — 2T,
Sur=k(t—m)+ (@ —g)+ (1 —h),
Oy =h(1—m)+ (1—g)+ (1 —h,).

On trouve sans peine :

-
o 2 2 “ “ o A
“a0,k [— Dao,x +m a"] + 2 Ay T20,k—k T 32‘ Ay («U'as <1 + Py Sy + Moo &gy — 31"’4 2 Cu)k—k

o

3 3
2/ zr 2 4 ” J—
+ ; m (‘-o C” + Sa Su)k—a + ; m (Tlo St Su)k»‘-i =0,

Ses,k:Z bk' :ao,k—k' _E bk'(P‘n Cw + Moy Cw + 12 'Cu T Py Uy t-u)k—k' .

Les produits auxiliaires & déterminer seront les

tv o4z . v
<o %u+ =2 fai)k—i’ ('Zo ‘=43+ T “-u)IHU

” o 12 v (7 v v v . ”
(I)’q et =+ Py s + Vosn ™ 3{}'4 g ‘MA)k'— (?)2 Sa7 + Py egs + g 2 Py g ‘-u)k 2(?‘1 P L~u)ls .

Enfin, I'équation en s devient

szv,k(coQ + do> +E Sgn,k—k’ (CI;'Q + dk') +2 (p‘usu + P Sys + P‘gsev)k—k’ (ck'Q - 2dk’)
3 oV .
+2 (P‘A V‘ﬂzsu)k—k' (Cka + Z‘dk') + ; m 2‘ (‘;o L.n + ‘:.@ ‘Mi)lf——i

3 .o e
=+ ; ln_Z (Tlo S13 + kKl 311)1:—#1: o
avec
Q=—[ka—m)+ (1—g,)+ (1—h)"+ m".

Les produits auxiliaires sont ici les (u,s,, + 1,8, + 1,8, 1es (p,1,8,) les
L ¥ o v v
(;o ;43 + :-2 k:u)k—a et leS (’lo Qa3 + 712 “11),{—\"1'

Nous trouvons ainsi :

Soe, G 7 10 ’
.5gb 77.91
Sy = — -I;.—Om S Z?O mt— 1/10.93 e,
1) 2.14D 82.357
R 3 X .
s _Z;_c') +3.I[|I sy 157'077171”
21T g6 2® 2 ’
20 3T m’
20,37 8 2° ’
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175 , 2.229
0,37 48 m — 5° ’

25 1.o1b ,  522.295
Czn,—s=_15'm+ 7 m’+

2 2 2.3 ’
Spoms ™ %:— m+ —i—; m* 4 A—Z%‘—g m?,
. b.14d
R T ’
s = 16.315
30,—5_—2{2_

2° Termes en v,ae,—= M, =M, M, =M M, =MM =M MM,

Les équations de ce groupe se déduisent immédiatement de celles du groupe
précédent par les modifications suivantes :

a) Dans f, , et ¢, , on remplace 1 — g et 1 — g, par —(1 — g) et par —(1—9,-

b) On remplace les ¢,, , et les s, parles {,  etless, ..

. E 3
¢) On remplace p, , PAT Py x5 P g Sop0 Mok PAT Py o 3300 Mayie

., 1D 2.645 , 213.359
*30,1_'2_6'71— 20 S 223 ’
45 211,  64.519
Sao’l———?nl—-———gn m +—24'2'3 s
. 165 255 ,  31.547
S0, = Sy M T M ey,
195 327 ,  2.937
— 3
80,17 46 =+ 5 m — = m,
. .o6d , 42.375
G303 50 n — i m,
_3.555 , 115.785 |
S30,3_‘— 20 m — i m-,
w I 229 ’na 7'I73 3
‘730,-—3_‘ 29 211 g
635 . 20.b31
o — 3
30,—3 2" Tm ’
o =
979
g / 3
g-30,:f._ 11 m,
2.625 |
S.u),:s— 11 n,
=
~9
4 I / 3
S30,— 5 T m,
525 |
S:so,—s_ a1 m
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LONGITUDE.

[16] Les calculs de la longitude sont beaucoup plus longs que ceux effectués
pour les coefficients de la latitude. Aussi décomposerai-je en deux chapitres cette
partie de mon travail. ,

Dans un premier chapitre, j'envisagerai les coefficients qui contiennent en facteur
une expression du second ou du troisiéme ordre, savoir :

Dans un second chapitre, jaborderai les coefficients qui contiennent en facteur
une expression du quatriéme ordre, savoir :

. ‘{‘: 52. ‘(2 ZL.

Dans les n* 11 et 13 sont développées et discutées les deux équations en % et en v,
ainsi que I'équation de Laplace. La seule difficulté sera, pour chaque groupe de
coefficients, de donner explicitement les valeurs de H, H', P, C, ainsi que les valeurs
des £ et des « en fonction des . et des . Cette derniére opération nous permettra de
former les deux équations en p. et en 1, ainsi que I'équation de Laplace correspon-
dante. Ayant calculé séparément les deux systémes de coefficients (5 et ¢ d'une part,
p. et ) d’autre part), nous vérifierons si la relation existant entre ces deux systémes
est bien réalisée, ce qui garantira I'exactitude des calculs.

Comme pour la latitude, ceux-ci se feront par approximations successives. J'indi-
querai en détail comment jai procédé, en prenant un groupe de coefficients, en y; par
exemple, puisque c’est le premier qui se présente.

11 serait superflu, aprés ce qui a été dit dans I'exposition des méthodes, de s'appe-
santir sur la formation des équations dans chaque cas spécial. Etant donnée pour
chaque groupe I'expression de &, de f, , et de ¢, ,, de H, H', P et G, il est ais¢ d’en
déduire les équations correspondantes.

Abordons maintenant la détermination et la publication des diverses séries de
résultats.




CHAPITRE IIL

[. Termes en y*. — Ils sont de trois sortes :

1° Les termes en vi=M

33°

2° » Tite= M,
3° » vi=M,,.

Nous déterminerons les deux premiers groupes.
" 2 . 2

1° Termes en v;i =M, =(M,,)"

Ona:

3
b= 3 m*[2¢" + 7107,

Jar=k({—m)+2(1—h),
Gy =Hk(1—m)+2(1—nh).
D’autre part, la formule de Taylor donne immeédiatement, en posant
3,1 _»
fZkaGk: _; E.o 2"]0 2’

3 3 5
— k__Ye-3. -3
e_Zekc =3 2Ny %

’ .
83,k *

les valeurs suivantes pour H,, , et H
I 4
}I:m,k: - ; ao:-as,k+fo’qaa,k + Bas,k’

H;

I
—f = !
33.k‘_fo‘-33,k ;aoﬂax,k—}— Bso,k‘

avec

1 N\ .
J— 1 2
Ry v =— 5 E A Za3,5—1 +ka'7\as,k—k’ + E ey (G
o [
AN ' \
e : x v2
Ry, v =— 5 Z Ay Ny i + 2 Sk G nr +Z e_y (C)e—r»
o o

ou, comme pour la latitude, E indique que &’ a toutes les valeurs possibles, sauf o.

o
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Alors les équations sont :

m* 1 3,
E-as,k[__ (I + <:.r’as,k)a - ; - ; ao] +fo MNas, k™ ; m N33, k+e + Bsa,k =o,

m* 1

3
fog.ss,k + Tlas,k[_<1 - ?33,1()2 - _; - ; ao] - ; ,nzé-aa,k—g + R:,m,k: o.

Tout est prét pour les approximations successives, et on a un type d’équations
qui subsistera sans écritures nouvelles, ou & peine.

Ce type & peu prés uniforme, nous allons aussi le réaliser pour les équations en
Pas,i+ Ass o €0 pour I'équation de Laplace.

Dans celle-ci interviennent des produits tels que (a3), et (axn),. Nous poserons :

(@%),=J,=2J, ",
(a'fl)(): J(,):E n’),k Gk’

de sorte que J et J' seront des quantités conjuguées.

Nous obtiendrons ainsi

I I
1 . row - N )
Psa,k — ; Jo,o‘-ss,k 9 Jo,o a3,k + : 33,k

7

| |4
Css,k - qo,o ;az,k + ‘.»o,onas,k + Css,k 4
avec

I I 1
4 ’ 2 — ( - —_ 2 ’
las,k' — '—; 2 |Jo,k'$33,k—k' 5 & 'Jo,k'qax,k—k' + P 2 ‘ak'(c4 )k—ls ’
o

o

[— |2 |4 2
C‘aa.k —Z No, ' Sa3,k—k' + E So,& Nas, k—r' (Cu)k .
o o

A r 2 2 ) L2 on 2 . ’
gax,k[']o,o T a3,k Moo 2m '10,0] + q:l:s.lc[JO,o T Das,k 30,0 am ‘-o,o] 2P33,k

) @i

- (?:a,k + g]n’) C;z,k - 6m2(§31)k —3m? (I + _IZL

33,k

o

733,k

- 3m2<1 - i) (702)33 ke 0>

avec, en outre,

B), =2 E E
) )33,1: =2 So,k Sas k—k

2 . B
(4 )sa,k: 2‘/‘_‘ o & Tiss, k—k'
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Pour passer aux équations en . el X, el & I'équation de Laplace correspondante,
écrivons les relations

E—ertPrcoss,
=e*"™coss,

H===e?%*"coss,

L] S O,

H=—-=e%"coss.

O

Nous pourrons poser :

33,k E.o o( g i T )~33 k) + B;'; &
Mg,k ™= Moo (Paa,k — A, lc)+B3'3 K

+= oo )o(— 2‘("33,1;-{_ i) + G i
H,3 k_<7lopo )o( b 33 1.) + Gn NN

i

Ceci nous améne a déterminer les quantités auxiliaires

(‘.o‘o)k ('L).o)—

Alors, avec
2

, m
_*(?sa,k‘l— I) _?’

m?

€= — Gus— ' —

:;:0.0 (s:x)k v =0,k ( 33 + /JJ 9 Sfl)k—k”

o

1 N . I
B;a,k: ; MNo,o0 (Sfl)k + }_J -qo,k'(p‘ss_ Ags + —2' Si4)k—k' ’
o

- 5 I
Gas,k —(‘opo )n('gu)k S‘ S0 fo )k ( 29‘33"" "zx+'2'sil>k—k"

o

I _ _ . i)
G:Iza.k == ; (710 Poa)o (821)k + 2 (720 Pos)k' (—' 233 Ayy + ; Sil)k—k' ’
o

ou, comme toujours, Z indique que /' est différent de o, on a simplement :

0

» % =3 = 2z =8 3 3
p‘sa,k[(/k":o,o - 2(":o Po )0] + )‘as,k[Qk;o$0+ (;opo )0] + QkBas,k + Gfm,k— ; m -'lss,k e 0.

’ -3 Y ’ 3
p‘ss,k[’lkﬂo 0 2( |0. o ]0] + 33 :s[ qk 10,0 ("]0 .Oo )0] + qk B:;:;,k + G:m - I7l :"3 k—2 =o.

Fac. de 7., 3¢ S., 1. 53
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De méme pour I'équation de Laplace. Si

b:Zbkckz e,

P. CAUBET.

=\ R k= g2,
—

on pourra poser

> . "

I 33,k bo 33, + Paa,lc’
— (1) 4

Cas kT 2ho p’szs,k + 33,k

avec

"
33,k

_2 bk’ Ve k—1 s
o
(1)
22 hk'v Pega, k—i
o

"

33,k

Alors I'équation de Laplace s’écrit :

oh(1) 2 27 (1) 2 o\ I " 2 v2
P’as,k[_ Zho Yas,k~ hm ho + 2bu] - (q‘aa,k =+ 2m )Ca:;,k - 2P33,k+ 6m (‘:u 33,k

m

2 J—
> ("] )3s,k+z_ o

— 3m"<

m\ . .
T+ _> (:.2)33,16—‘2 —3m’ <I -

q.‘aa,k (?:xzdc

avec, ici :

33,k

(C’ Z hﬂ:’) (Sid)k—k"
::2)33,1; :2 (:Ti)k’ [29‘33 + 2)‘33 + Sii]k—k”

o 2
(71 ):t;x,k:L ('Il?))k' [2})«33— 2)‘33 + Sil]k—k,'

Jai dii pousser jusquen m’ le calcul de %, ..., jusqu’en m* celui de

4
<33,—2?

ey

cette approximation est nécessaire pour obtenir le terme en m® du coefficient & trés

longue période en vie? :

3 a7 . 1.361 12.21 114.401 3.556.717
L= m*— 21y e —m' - 9 e e 3 me 4 = gy
’ 2’ 2 2 27 27, .o,
L 61 e ﬁﬁm“ " 26.677 4 83.483 A43.127.293 ,  63.378.761
Yl:w,o"‘_ 23.3 i 25 29.‘ 2 241.3 215.34 213‘33'5 Ly
. e
I —l—im"—f—m m 4 2.12() lﬁ__52.831 "0_10.819.,60 .
. — 5 D) 1 992 93 ’
e 2 a° 2".3 2".3 2".3%5
~ah 5AS =S -
_— e mt— LT90 6.505 . 6.391.835 e 3.870.2069.027 -
‘33,0 T ) - T - ) 4 M 15 92 1 18 93 -
’ ‘ 2 2 2 2.3 235

.
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2D 6.7
’. m {99 5

3 i 475 2535.487

2 / 3 by 1 SHOY
=—m+=m 4+ ——m o os = M
"133,2 26 28 21»‘3 210‘5..0 ’

= =4
5 ., 35
V'M,!:_;;rn —2:5 5’”' 4
o, by o 2627 163.699
Ao =— M — 5 I — — s I — — e I,
: 2 2%.3 2°.3 2".3°.5
3 ITT 227 ~.835 162.97¢ 15.086.951
» . 2 22 3 /O]y 2.079 OV () 6
C.. . ———mM -+ —m — m’ 4+ m —~m’+ — m !
<33,—2 9 2.*3 25 211 211”5 210.5 ()’
3 59 , 809 , 327.581 , 14.586.697 . 1.105.956.853 |
Myg,—p — 3 M— 5 M — s, M — o M — 13 93 m — 16 4 m,
’ 2 2 2%.3 937 2.3 2.3
., 9 , hor , 17961 . 1.861.160 73.946.807
Pgg g =— M — 5 M — — M — ——m’ — ' — s,
' 2 2 2 2".3 2.3 2.3
; 9m+ TI - 2.939 2+ 115.679 ,  22.136.689 sy 198.157.331 ..
NI — rall o3 oY n - : m
33,—2 2.! 22 29'5 210'5z 214'34 214'34 ’
3
E-ss,b'—o'm 4
2 ,  1.863 |
7133,A_ 8 m 7 3 -m,
gy, == O - M7,
443 . 1947 .
)‘33,;:_ K m 2% 5 >
. _9,..,9 , hog . 1.933
H_”,_‘_Em +Sm—-—rm T s
27 . 231, 567
. = m® 4 —m' 4 —m’
133,—4 6 .36 2.»‘5 ’

gz, — = '2—2. e - "7_ ’

- g m* ‘)?35 o 5 jj;') o 72;35579 e,
Taame™ % m' + %2—5?1—7 me.

Nya,—s — %—)7,; m’,

_ 497‘7307&42.489"17.

(') Ona: Eas,—z + Ngg,—o ==+ =+
DA )

z
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I:) 5

l"*aa,oc —m,
=99 LT
sa,—s_‘2w - o1t n.

2° Termes en v, v, =M, =M AM,,.

On a:

3
b= 3 m*[5e"+ ',

jac,k: e /{(I —m).
Par symétrie, on aura :

& J—
T34,k rlza,—k’
p‘s&,k: P‘a‘,——k’

)‘aa,k —_ )‘34,—k .

11 suffira donc de donner & /& des valeurs positives, zéro compris. Il serait superflu
d’écrire explicilement les diverses équations relatives & ce groupe : elles se déduisent
immédiatement de celles relatives au groupe précédent en y remplacant 'indice 33

par Uindice 34, (3},), et (s7,), respectivement par (2{,,{,,), et (25,,s,,),. Nous obtenons
ainsi :

R e ~ -
=Ty, = — 1+ LY [‘"88: m*— 106'6,99 m’,
©34,0 34,0 26.3 27 211.3 2n.5
6
Prgg,o=—m" — —72 n,
X =0,
E 9. 70 m 6.07SI . 93.245 m
— T 3 ) - - b »
e 2t 2° 2" 2".3
3 n D, n 2.343 n 23.831 ,  1.349.011
Ty e == M S e m — 1 — )
T e 2* 2° 2".3 2.3 ’
., 29 ,  1.760 683
P e =M + 73 m’ 4 POrT m’ + pOrE nm,
) 3 47 . S.thg ,  88.181 " 552.089 .
= — — M — — T — — P — — — —~m
34,2 23 9° 2‘.3 211.32 2“‘51 ’
. 12b . 2881
:-u T 8 1 8 3 m,
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5 =3

N / 5
=—m'4+-—m

l’)‘al,A 21 2.5 ’

33 ., 925 , 8gr.1dr
)‘304___6,"’ R 12 m,
’ 2 2 2%.3.5-

3
fat,e_o'm:
-5
___/") 5
7\34,6_?"1’

. 14 1 s I . A r_*
On sait, en vertu du théoréme d’Adams, que (—> doit étre nul. Vérifions cette
34,0
égalité autant que c’est possible, c’est-a-dire jusqu'a m® inclus. On a :

/1
K;) - (e_:l)ai,l): - (6~H0 \U'Sb)a —_ (b U‘:u)o *

Mais, aux termes du sixiéme ordre preés,

(b V‘:u)o - bo y‘:u,o + b—a p"(ﬂ,‘l + bz p‘u,—@ - bo P‘au,o + 2b9 u‘u,z ’

puisque
1)2: b—ﬂ’ p‘u,:: p‘sa,—z'
Or,
b=140.m,
| 19
b.—=—-m*+ —— m®.
29 m+ 223 m
Donc
6
bo 38,0 m* ;2_73 ’ns’
6
2b2p3m: m* -+ g73 m’,
d’'ou
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II. Termes en v*<
On distingue :

° Les termesen  yis,=M,,;

20 » \‘"1 32: B13'7
3 » Y1284 les ;
b » Yit28 =M,
b » T2 =M,
6° » *{:52:1\1“ .

Nous déterminerons les coefficients des trois premiers groupes.

1° Termes en v; =M, =M,M =M, )M,=M, M,
Ona:

3,?‘22 2 _—2
‘D—_—g (5%"+0'a],

fup=R(0—m)+ (1 —g)+201—h),
Oy =h(1—m)+ (1—g,) + 200 —h).

Les équations s’écrivent immédiatement :

2

m 3
:Tse k[ (I+<Pss k) ___"a]‘i"j:) Iask 2n7'2‘03s,k+z+Rse,k:0;

m* 1

. 3
f:;::ss,k"" T:s.;,k[_(l - ":736,k) “'———a] *;m‘ “36 k——-»+ Rae = 0>

2 2

avec

I -
Ryp=— 9 2 O y " iag, k—k'
o

o

1 B : 1

+ ; E e——k’@z Eas)k—k' + Z lk'(%ﬂsa)k—k’ + ; Z ek'(::znaa + 7, E~33)k—k'
I

+ 2 2 ey (Gl — 5 Z L (G ey — 7 Z Ky (Cat)iws

: . AN
so = S Tt — = D Ay k—k
9’ b 2 A
0

0

2_‘ Ly (‘ ‘33)k v Z ey (n ( nzxa)k—— S e_y (“ s+ nagas)k—k'

+ 2> e_y (“u Sus Ic— ¥ 2 I\—I. (:u‘z>k— A, l —K (E41 ﬁz)k——k ’
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ou

1 1 7

. . k - -

i=Y =10
2
9 )

I_E lkak_—<fo Go) ’
2
15 7

{ — P A T 1

k ‘——E K,‘.U — 2 ‘-0 0 2 * ( )
L’équation de Laplace devient :
" ’ 2 2 . 2z 2z
*ras,k[‘]o,o - CPse,lc.’io,o_ 2m no,o] + 36,k [Jo,o T Yss,k%0,0 am ‘:o,o]
' 2 2\ (v 2/v v
- 2p66 & (?ae,k + 2m )Ca(;.k— ram (‘:u Saa)k
m m
2 r2 Q.2 2 _
—3m (I + ) ) )ae,k—z_jm <I - >(72 )36,k+2_0
CPss,k <Paﬁ,k
avec

[A— = A
Cac,k‘_‘E no,k".ae,k—k' + 2 10,k'nae,k—k' + ( Tiss + .Gg“sa)lu 2(C“ C.a)k ’
o

o

I I\

’ _ ro= _ 2 N v v

Pae T Jo,k"-as,k—k' 9 ZJo,k' s, k—k T E ay (5,50 er
0 [

1 I
- E f ( PR as)k— ll Z Ay 5.,7133 + .’;nz-sz)k—k' - ; 2 fk’ (na.%a)k—k
- 2 e_y(Gidew—= Z ey (i) s>
2 2
(Ez)ss,k: Z“o K -3«, k—k + ?(“2 -3a)k‘
(le)aa,k: 22 Mo,k Niag, k— k' + 9( 133

Les produits auxiliaires & déterminer sont les (3,40, (5,500 Gafs + MeZse)ee

(ngnns)k’ (‘:u ;a)k’ (541 .'Lz)k'

Passons maintenant aux équations en p. et X; nous pouvons poser :

J W

el*+l7‘ COS S] E [pas k + )\36 k] + Bac k?
e w—ik Cos S];n; kT ﬂn,o[p'ns,k 35 ] + Ban k?
[e R COs S]as,k: [E-o F;S]o [— 29‘3&.1: + )\as,k] + Gaﬁ,k’

e cos 8], =[085 ] [— RIS ss,k] + G;s,lv

[
[

36

’N)

l |

34,,

(1) Je mets K pour éviter toute confusion avec .
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avec

—k
Bsa,k — “o,0 (Susia)k +2 E-a,k' (P'ae + >‘ss + Su 1a)k——
[

+y§ok( gpaa+)‘zpas+ Pa)sa—“—/‘s 33+ Si“‘"z+ 811 2>k—k’

B;e,ls - no,o<3u 13)1: S‘ lo,k'(p‘:m - )‘35 + Susn)lc—k'

o

I 1
+ 2 no,k'('i)‘n g ™ )‘s [ pg)‘aa + >‘2 33 + ; Sft Pp — ; 831 )‘2)k—-k’ ’

Gas E— (‘0| 03) (S“ 1a)k +2_‘ (“0 poa)k 29‘36 + )\36 + Su u)k K

+Z(‘o Po )Ic (4 g Py — 2)‘2'11‘33— 2["2)‘33 + )‘z)‘aa :1'\)‘2 + 841 2)k—k .

3(;1. (’ioxo O(Susla)h'l_Z(erPo )k T 2 Sia u)k i

. - ) L
+ Z (‘Qo .:’oa)k' (Z‘p‘z a3 + 2)‘2 gy T+ 202 z)‘as + )‘«z )‘33 - S:i Mo ; Siz )‘2)k-k' .

Faisons, comme pour M,

m
qy=— (I + "Paa,k)z_ 7’
, m?
¢e=—(1— cPss,k)z_ et
2
nous aurons

3o 3o -3 ~ bl bl -3 3 2
p‘as,k [(Ik :.o.o - 2(“:0 ?o‘ )0] + Aae,k [(]k ;o,o + (:.0 Po )0] + quac,k + ch,k - ; m 7‘36,’(14-2: o,

’ - ’ - r 3 b
p‘as,k[‘]kno,o - 2(.")o Pos)o] + 7‘36,19[_ qkno,o - (.Go Pua>o] + qlc 3c,k + G'zs k& ; m? Sse,k—s— O+
L’équation de Laplace s’écrira encore :

p‘so,k[_ D‘hi;) ?zﬁ kT hm h“) + 2b ] - (’3( k + am’ )C.m Jk 2PZG,/¢+ 6mg(t~z)ac,k

m\ . m
> Qg)as,k—a —3m’ K] - ——> (YI )ss kra— O

P,k Pas,k

— 3m? <1 +
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avec

Zc,k: _E by Vege, k=i’ T Ebk' (g Meag)k—is

o

CZo B Zh‘)pas k—k '+ AEh( (P‘ﬂpsa)k—-k’

e \' 71
(‘r ):u;.l;: - 22_‘ htc) (Su u)k K
(w)m k—z (‘0 k 35+ 2)‘3¢;+ llp"zt 33 + Apa)‘ss + A)‘ep‘ss—*_ A)\z 33+ 28“5“ + ?541\ + 2841 2][. k'

(rl 36 k_Z(Tlo)k 2{)‘36 2)‘30+ [H‘) p?.a [l« 2 33~[')\ [l)‘z 33+ 28“ |3+ Qsilp” 28“)\2]

Les produits auxiliaires & former sont les (s,,8,)u (Ui (Bae + Xtk Qi)
($Tatde (510

Je n’ai pas été amené, toutefois, & recourir a cette équation; ct les résultats,
obtenus sans difficulté spéciale, concordent pour les 3, , avec ceux de Delaunay,

sauf A ,

. __3_ o 170 . 10T,
36,0 2 T - 7 ’
I 1, 615 . 86.545
nas,o:;—g m + 9° m’+ 510 32 m,
1.12d , 11.017
— 2 3 4
Uy o=—— 3 M + 7 m’ + - m,
9 , 381 ,  2.047 ,
/\3&0———1—‘———3” _-;7—'" T .,

= 177 s
36,2 27 m,
3 , b1 . 3.295
i36 1—5_3 ) + 2.3 m,
ho3 .
uae.:_—'_zt— m,
39 . 135 5.891
36,8 ,4”1— N m — "3 ’
33 2.29T 7.8
S —=——r M + 3m*— ;) m* — 97 1277 m*,
e 2 2 2
33g , 10303 , 31.015
’;:to,—z: 5° mn — IXC m — 2.3 n,

[\
(=5

Fac. de 7., 3¢ S., 1,



438 P. CAUBET.

63 3.027 9
Pas "2:2"’ +—=m'+ #m‘ + A 2:9 .
. S - ] ’

m',
: 61 24.28~ 8=1.447
N . 2 220y /1-aa7
A3G,_9_-—2—gm+?m + 73 m" + S 3 m,
" . &
Gy =—=0. M,
-
L I
"’m,‘— 29 m,
4
V36,4 o.nm,
563 ..
)\36,:5:—_7” ’
243 5.067 . 459.051
A 2 d *
__36’_&_7111 +——m+ = m,
45 , 1.059 , 84.543
i56,—4 — 5 m 4+ 5° m — e m,
45 . 387 54.837
Vegg,—s — 9° m + '—s,n + Tnl ’
99 , 129 . 84.431
HG’_‘——;‘;nl -+ ‘2—7”1 + Tln ,
- 135, 4.383 .
:.:u;,—s: ?10 m + ‘)12 m ’
135,
7}36,—6: 20 m,
' 337 e
Vyg—e — 510 ’
13 . 6.579
om0 = n’ — S m'.

2* Termes en y;s' =M, =M M, = M, )M, =M, M,..

Ona:

«

2

b = g m? [’ ¢t + f]: ’5-2] ,
\f:n,k: ]f(l - "2) - (I - {]) + 2(1 — h),
Gy =k(1—m)— (1 —g)+ 2(1 —h).
Les équations se déduisent de celles du groupe précédent en y remplacant les

termes en M, et en M,; par les termes en M, et M,, correspondants. Le terme cn m* de
X, 0 differe de celui trouvé par Delaunay.
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D’autre part, pour obtenir le terme en m® du coefficient & trés longue période en

vie; il faut calculer le terme en m® de Z,, , 4y, o ;00 Ayp o L€S équations qui donnent

37,07 “'37,
ces inconnues contiennent m*® en facteur au dénominateur, d’ott la nécessité de
pousser jusqu'en m’ le calcul du numérateur. Ceci nous améne a déterminer les

"

termes en m® de =

Sgr,e0 *o0 0 _37 —s

L'opération se fait sans difficulté pour %, , .... Mais, dans le calcul de %, _,, ...,
m se trouve en facteur au dénominateur. I1 faut donc obtenir les termes en m* du
numérateur. Ici se rencontre une difficulté nouvelle, que j'avais déja signalée : dans
le calcul des quantités auxiliaires, j’avais déterminé, en prévision du dénominateur m,
un ordre de plus que celui des inconnues; les termes en vie, étant évalués jusqu’a
m' inclusivement, j’avais calculé les termes en m® des quantités auxiliaires, et jen
avais fait une vérification sommaire. Pour les termes en m’, pareille vérification efit
¢té tres longue et trés laborieuse; je me bornai donc & revoir soigneusement mes
calculs. Or, il m’arriva de laisser passer, & plusieurs 1‘eprises une erreur dans l'un
d’eux sans la découvrir, si bien que les deux déterminations du terme en m® de E,

7,—2

ne concordaient pas. C’est & la longue seulement que je parvins a les concilier.

Je signale ce fait, bien connu des calculateurs, pour montrer I'intérét pratique
qu'offre la méthode de M. Andoyer. A la vérité, j'aurais dd recourir i la preuve
par 11, ce nombre n’entrant pas en dénominateur dans les expressions que javais a
former.

Quant au terme en m’ de &, , il nécessita le calcul, pour les quantités auxi-
liaires, des termes en m’ et en m’, et donna lieu, par suite, & des difficultés d’exécu-
tion encore plus grandes, les termes en m” atteignant des valeurs numériques élevées.

Les produits auxiliaires & déterminer sont d’ailleurs :

POUI’ les E-:57,k’ 7131,1: . IQS ("‘u u)k’ (‘ ‘*33)/»’ (‘3 K™ + M, .33)/;’ (7]3 '133)10 (L 1‘3)/.’ (:;)1 713)/.';

Pour les 5’”31,k’ 37k : les (S“S“)kv )k’ (H‘s 33 + )‘3\ n)k’ ()‘.x n)k‘ (qu 3)1.’ (S'“)\)

o 5 I%o 1.639 19185 . 876.089 3.878.547
37,0 —_2 n -+ 2.3 m* o m— POET n' + 16 ’
9 4od 699 , 32.283 | 63.961 14.361.509
Mis1,0— PE - 99 m— ?A v+ o1t n— e m — 51t m,
5 135 5 2.037 46.295 =50.461
" v R A -290 -799.401
Yy g = P m——m’4 T m — e m —T m’,
3 13) 3 8.385 “h.947 7.563.603
. < J - 00 . 704-947 7-900.00¢
Ay o=-- N -+ m + T m’ 4 ———m'* + T m’*,
2 2 2
115 =5 24.401 7.398.113
z S 2 / 3 1-c N Q 5
See T A M + PO + Sy M + 4 S M
1) 347 58.741 2.171.0D1 650.034.563
22 . 7 ; 2.171. 70.0954.00¢
fgrg— M+ —-m"+ ———m® 4 f 4 m’,

: T m T o =
2'.3 2'%.3% 2".3%5
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120, 5545, 613.357 , 179.039.873
s 73 T e T Ty

15 19 , 33575 . 9.545 , 722.927 ...
Ay, —=——m——m'— "3 M — g M — e
o 2 2 2" 2*. 3 2",
. 171 2.203 . 10.160 . b567.270 ,  7.714.861
Sur—e— 5 M — 3 v — T — mg M — 17 Q2 ’
o 2 2 2.3 2".3
21 457 9.93t . 173.209 o 118.458.865

213.3‘2 . 217‘33

33 855 =405 103.50D 39.014.35
Bh 2 7" gq N Rele A 0.014.909
n m m m

e g = MM — ——= — 13 < TED
yu, 2 9% 25 9 213'5 2““2 4
33 231 3.181 |, 127.24 4.002.21)
Ay T M — —— i — et — — L s 4 — m"*,
7 2 2 2 2.3 2.3
. 885
:.:;7,4: 10 m,

. &
V‘:n,A_ 10 m,

585 ., 9.433
Ay =— = —_——m,

o =%m*+ -—rm“+ ! mt,
T gt 9° 2°
S ™ Z—Z m',
Ny =0 . M,
Vs =0 . M"
351
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3° Termes en v,v,s,= M, =MM, =M M M, =M M =M M,k
Ona: v

3
(I)—:gm [5%6" 4+ '],

Sop= E(t—m)+ (1—g),
‘Pp,k:k(l —m)+(1—g,)-
Par convention J,, ,==o. Cette relation nous permettra de déterminer le coeffi-

cient g,, de v,y, dans le développement de g.
La partie de f, , que nous utiliserons sera ¢, , — ¢,,v,7,- Prenons la premicre des

équations en §,, ,. Nous aurons :

—(+fo ) =—049, )+ 21+ 9, )9,7,7, + des termes inutilisables.

Cela donne :
[_3(1 +f ,k)%]mk:— <38, k(I + CPp k) + °<I + ch k)g:uYa w.-‘e,k

On déterminerait de méme, sans la moindre difficulté, I'influence de g,, sur les
cinq autres équations.
Cela donne :

%

3
Esa k[—([ +?ss k) ___~a]+fo-’lask 2m "lxs,k+z+Rss,k
+ 2(1 + ?as,k)gu\hY:E-z,k:O’

m 1 3
o,::as,k + Tlss,k[—(l T Dy, k) _?_;a ] -—';ITl ‘33 k—2+ Bas k

+ 2<?as,k - I)gai‘l,lYQ‘qﬁ,k: o

" roo_ .2 . 2%
-.ss,k[‘]o,o ?38.1: 'Io 0 an 7]0 o] + Tl:\s k[Jo 0 .38 k‘o 0 —2am C.o,o]

2P;s 13 (?38,1: + 2m2) Caa‘k - lglng(:-u Cis + K-u Z-n)k
2 m re ‘ 2
- 3m <I + _> (; )3s,k—n - 3m (I - >(7l )33 k+a2

T38,k

(Pss k

. . 6m’ .,
+ 2?33,1:035 Ts Yg(‘fo‘ﬁe + ga'qo)k - W GasYaYe (:-o :-2)19—2
38, k.

6m’®

+ °gal {AYQ(‘GD’“ )k—l—»

138 k)

Posant toujours

.o
7=—(0+ cpzs,k)-_—

m

q'k=—(1—'%s,k)2—;,
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nous aurons, pour déterminer les i, , etles v ;

D

P‘xs,lc [quo,o— 23, 903 o] + )\3s,k[QkE-o,o + (E.o F;a)o] + quas,k + G:sa,k

3 BN
- ; nf Tl:ks,k +2 + 2(‘ + ?33,}:) gzLYA Ye [:.o</‘z + P‘g)]k:O >

l"‘as,k [q;cno,o - 2(7;0 P;S)n)] + )‘3s,k[— (Ilk-(;o,o_ (Tln Fga)o] + qlk Bss,k + G:m,k

D
-

- —2_ m* Sas,k—2 + 2(?33,1: - I) Jau Vi [no(p‘z - )\-z)]k: o,

(1) .2 2 7(1) 2 2\ T n
p“,k[—- 2hy) 95— hm Y 4 2b] — (355 5+ 20 )C 2P, + bmz(;z)”’k

as,k
m m
2 re _ 2 . 2
—3m (I + —r-—‘) (-, )zs,k_p_. 3m <I >(q )xs,k—' 2
Pss,k Dus,k
6m’

+ 2?33,[:03&‘(4 T [Ez (!I‘z - )‘2) =+ Tiz(!j'e + )‘2)]15 - (

l' - -~
?7.’!731 Y17 [:.3 b + "2)]k~1
T38,F.

6m’ .
T JuViVe [’:z (!"2 - Ae)]k% ;= O0-
(szs,k)

Les R,, ;, ... se déduisent immédiatement des R, ;, ..., étant donnés les produits
auxiliaires & déterminer, qui sont :

3

POUI‘ les E:as,k’ 'l\ss,k : les (:u 2t + Cut-m)k’ (32231>k’ (Egnu + Tlgév:u)k’ (‘fla"lu)k’ :11C1252)k'
(G lenis

Pour les p, 1o Ay p : 108 (5,8, S8, (Babade (s F Pt (M) (SuSuba)e
(8,8 M)k

Si on fait k= o, les deux premiéres équations en y. et en ) nous donneront u.,
et g,,. V'ai calculé cette dernicre quantité avec la méme approximation que Delaunay,
cest-d-dire jusquen m® inclusivement; jai trouvé le méme résultat que lui. Ce
isultat est d’ailleurs controlable en déterminant %, , =, , avec la méme approxima-
tion. lci se place une petite difficulté. En effet, si dans les deux premicres ¢quations
en % et en 7 nous faisons k=o, elles deviennent :

(240 m, () 0 M+ A=,
(a) ( %
R I
( (——5 +o. m)‘iulo—é—(—;—i—o. ’")"133,04‘]3:0-

La résolution de ce systéme nous donnerait m* au dénominateur. Jai tourné la
difficulté en portant dans chacune des deux équations les valeurs de 2, 1, , calcu-
lées & Laide des p. et des 2; la vérification est satisfaisante.

On pourrait, il est vrai, ¢lever contre ce procédé objection suivante : Dans les
premiers membres des équations (a), les termes en m® de &, ,, %,,, interviennent par
le facteur 3%, , 4 My, N pourrait-on pas avoir commis sur les inconnues des
€

— 3m5 sur 1, ,” Cela est impossible.

erreurs qui se compensent, savoir : e. m’ sur Eas,00
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En effet, les équations qui donnent 2 en fonction des u et des A sont de la

Z38,0 fiss,o
forme

2 =k

38,0 0,0 ° !"as 0 + P’

“’]380 ,‘00 \380+Q

P et Q étant des expressions indépendantes de p., , et rigoureusement connues.
Puisque

o= Too»

les erreurs que 'on pourrait commettre sur 2

38,0 7]33,0

seraient forcément égales. Si
I'on envisage la premiére des équations (), il y aurait encore une incertitude prove-
nant de ce qu’on ne serait pas str du terme en m*de 2(2 — ¢,)9,,v,7,5, ,- Cette incer-
titude disparait si on considére la seconde, puisque g,, y est multiplié par — 2¢,y,v,1, ,:
¢, commencant par un terme en m’, on n'utilise dans ce produit que le terme en m*

(le giu:
561, 1845 ,  2.176. .189.367
3 0:—1——1:).[712'—1 ,l')m‘ . 729 1y &m“,
38, 2 21‘5 9 l 52 . 213 |
3 437 , 189 , 35813 , 28.637
7}48,0: - 2'l ?’n 12 3 m — 2“ m,
19 , 129 . 80.525 6.270.
[ o:—_? v — _59 n’ — 1 f— 2/1? aatl ’
’ 2 2 2 2".3
8 3.963 335.403
G 6m*— ?m’— 95 mt— 222 f.o m’,
2
6.073
E.'m 2T Q} ’n? - 50 f— 0/ ’n"
B 2 2 2
3
Moo= M + —/n + /9/ m + A %: mt,
25 - 683 w4 30.053
oo =5 M g it o m?,
2 o
3 :——d—m-—gn'z——&ngg . 36869 .
38,2 22 24 25'5 10 52
117 700 93.387 386.827

z ——Fm-}—Q'FO m* 4+ 3 g
Sae,—2 " 25 "6 2-.» m + 29 m,

. -—-—@m— 1.281m2 5.633 ,  1.965. g
l3g,—2 ~ 9t 9° - 5° n 511 3 ’
15 153 .,  19.355 3.3906.423
Vg, —e ™ T3 m + 99'-‘0 ! 2911 SZ:) ITI‘,

3’9 19.909 1.002.041
Ay _,=3m -+ —2m’+ m® + mt,

e 2°.3 2".3
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. 8%,
38,47 a m,
9 5. 373 .
==m 4+ m
"133,‘ 25 23 ’
bod .
P‘SS,A: 27 m,
R 17 o 3.3,
Aas,;:_ 6 - s m,
45 723 57.875
3 2 3 /97 4
\‘-35,—4__0771 + 57 m’ 4 91t m,
225 . b4d
"733,—4“ 9° ——m,
355, 5.869
p‘as,—.x'_“ ?e + 7 ’
45 , 89t 87855
33,—‘—_2—5'” + 5° =+ 510 m,
. 135,
‘-:\s,——s: 28 m,
nas,—s O'mé’
Pg,—g=0 . m",
5 1.705
38,—6: 9 *
2
II. Termes en v*<'.
On en compte six groupes :
. 21
1“‘2_—‘ V181
I
hlsa— (1%29
ot
Mu_7472"1’
_ - 4
1“45_ (17=2%2>
2 1
MAG_ Y24
I
1“47_ (252

Nous calculerons les coefficients des trois premiers groupes.

1° Termes en v2&

1%

Ce qui distingue ce nouveau groupe des groupes précédents en

valeur de

3 3
B =gm* (2" + "+ gm (G — 20) —

2
—m
16

- 1\‘142 - NIMM“ == IWAB’I“ - (NIM)2 ML'

w2
P
T

Y’e, c'est la ’

21
¢ —I——:m”e;'r,’c 2,
I

6
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On a ici :
Sop=hk(@—m)+m+ 21— h),
P p=h(1—m)+m+2(1—h).
Posons :

ANy
Q

3 . 2 I .
AP = gm Vl(gq—%)—l—(sm”s; "+ Iﬁm’s;‘q a

Nous devrons, pour former les équations du groupe, déterminer l'influence de AD
sur chacune d’elles, ce qui est immédiat. Aprés quoi, nous remarquerons que les
R, . Ri.y - se déduisent des R, ,, R}, ,, ... en y remplacant les termes en M, et
en M,, par les termes correspondants en M, et en M,

Nous obtenons ainsi :

m 3
542,k|:_ (I + ?AQ,k)a_ —9- - ; ao] +fonm,k—_ ; ’nz‘fln,k—m + Rsz k

3 21
P 2 e .
_Zm <1233,k A m “'17133,15;2_'0’
2
m I 3
-
fo“uz,k-l— n&e,k[_ (I — Oy, k> —___a :I —_’n S, :c—2+ R42 k

2

3 .
_—msnusk_r[‘me <33, k—2 =o,

A

=
&

r 2 2 .2 B 25 ’
Az,k[" .42 k qo 0 —2n '10,0] + mz.k[‘]n.o ?qz,k‘.o,o 2m ‘10,0] 2P42 k

m
4 o\ (v 9/ o P -
— (o2, + 2m*)C, ,— 2m*(,,§,,),— 3m (1 + - ) e ks
: T2,k

m ’ m
0. @ 2 2. /= =
—3m’ <l , ><Q )m,k+»z 3m 4 [‘.0")33 + Tlowsa)k (I 5 )
'?m,k Z‘Pu,k

m
2 2 _!
—6m*($3),¢ 1(1—9’ >+m S __33),_2(3—{_ >
2950k 2"?42]4

., 63m’
- (.qo'!]:m)kftz ‘:‘; (2 m— > =0

?fm k

Faisant

2

(]k:_(I ue,k) -

. , m
o= — g —

les 5 4> A4, SONt donnés par les formules
l"'n,k[(lk‘:zo,o - 2(309:’)0] +' )\m,k [([kgo K] (‘~u 7o ) ] + qum,k + Gm,k
3 3

nl < [y Xl +—)\n+ )]

- ; m Tiso kia

4

21
_z—m "1[00 ."‘33_)33+ Su)]k—l—z o,

Fac. de T., 3¢ S., 1. 57
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Paak [q;cyln,o - 2(7!0 r’:;s)o] + >‘m,k [_ q'k'qo,o - (“rlo 9;3)0] + q,I:B:m,k =+ G;z,k
3

3 I,
- ; meé-u,k—e - Z m?e; [710(!‘]‘33 - )‘33 + ; SIJ],’:

3 ... S
4 - m e (5 (py, + 2, + N $i)]k—s=0,

4

2 2 2 P
\U'éz,k[_ 2h'(o” Yoo — 4m hf)” + 21)0] - (@22,[5-1_ am ) . 2PZ2,k+ 6"12(@2

a2,k 42,k
m m
o e 9. 9 L2
—3m (I + —*> (-_ )m,k—“z —3m <I - __> (f‘ )n,k—m
q‘,ﬁ’k ?AQ,k

I 1 m
Q.2 Ire . 5 2 = . .2
3m S1 [‘-o rlo(l"s:; + o + - S“) + <0 qg({"w )‘33 +- ‘SM)]I: < I
> 2 2‘?42,1{

m

— 6mte, [hms;]k(l —

142,k

o 3
)+ ok ot (34 )

24?42,14

I 63m
e rr. 2 2 —
—In ;4[!]0<{j‘33_)\33+5811)k—k2(21* >_O

')‘"?r)“k

Celte ¢quation sert & déterminer ), _,. le seul coefficient dont le terme en m* soit
différent de celui trouvé par Delaunay.
Nous aurons d’ailleurs & calculer :

-

D’une p('ll‘t, les (:ucn)k’ (E 5;33)/6’ (E&Ylm + nmsna)k’ (‘QATU:?)I(’ (:ii Et)k’ (:ii ’rh)lc;

D’autrc part, les (Snsn)k’ (p’A P‘as)k’ (p‘&)‘s's + 7\4 P‘az)k’ O‘a)‘sz)k’ (Siip‘a)k’ (8317‘4)1"'

-
" _9 . 23/ 3 807 4
;m,o— ; m— 26 - 910 m,

3 19 , .
Nagoy=—zM——m + 5 M +
- 2 2 2

3 by 341
2 3 4
pn’o__—gm -l——23 m —{—mm.

3 201 6.793 1.732.865
2 -79 3 cr 4
)\u,o_§m + = pol m',

2.3

.
» _20 '
Sz, T 2_ m,

3 . 4t 3.265
nn,e: ; mn—— 90 m,
5 .
g = — 5 m"
II °+613 s, 02.235 | ©
M 4 ——m' + ———m
e gt 2°.3 2".3*
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oI W B0 0
L
Paz ™ % m— 12_? m— Ifj m'— 232%?—1—7 m®,
b S e A e e

. 443
Am,&: 5" ’
21 291 39
” . 2 ° 3 &
542,—;——'2?"1 + ?m —m,
315 =0
3 / N
"hz,—‘— 27 m + 20 m,
_ 3 hab7 o,
p‘n,—i_ 23 27 3 ’
) a1, 2.735 . 219.065
s, — 5 M — T — 12 T,
’ 2 2 2.3
. A4t |
Sae,—6 T 11 m,
Nig,—s —O - m,
Pog,g=0. m",
1.617 |
7\“’_6:—25—"1

2° Termesen y;e, =M _ =M M, =M M, = (M, )M,.
La valeur de ® est de

3 s a0 21 3
M5 + 0" + o mie (5 — 20) + — mPel 3P — — mPe, 0

8 8 16 16

8.574.
(l) 51.2,—2 + Nyg g ==+ ¢+ — [%[;:J m°.
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On a, d’ailleurs :

fou=hk(t—m)—m+ 2(1—h),
¢ p=k(1—m)—m+2(1—h,)

Les ¢quations (') peuvent encore se calquer sur celles du groupe M, : on rem-
place les termes en M, et en M,, par les termes correspondants en M, et en M

18 >
plus, la portion A® de & qui dépend de <] introduit dans les premiers membres

des équations en £ , w,, , les expressions

2 I 2.7
1. -—Zln S0 Sk + Z’n =2Tl:m,k+z’
3 21
2 1%
II. -—Zm g, L S 4 TS, Sy ke

/
1. _3’7125’2(5.071334—710533)“ I+ “ >_ 6m* "O(SM Ic< + - >

\ 20,k “Task
3m m
P -
—2IM"¢, 0‘33)k—ﬂ< > +3m’e (fo r&n)/wa(I_ >’
Pus,k 296,k

qu’il est facile d’évaluer en fonction des p. et des X, et par suite d'utiliser pour les

équations en p.,, 4, A,y 4

Les seuls coefficients pour lesquels il soit nécessaire de recourir & I'équation de
Laplace sont d’ailleurs 2, _,, m,; v Py _o Ay

3 9.773
W 1
Sow _—m + m — T ",

3 81 665 ,  726.287

I J__ 4
"}43,0'_"_22 53 5° n 2.3 m,
.
——m+ -m’ + 3 /m‘
AJ“'.‘O 9 4
3 123 h.481 1.529.549
~ 2 3 4
Ay, —=——mM-+—m + m’ + e m
43,0 23 26 23 211.’5 4
125
" _ 4
Tz PO m,
11.647
% /
ru;e n + I + 29
2d
pn,z ;.’.—ln’
__77,. 99T . 27.047
)\‘M_———ﬁm —=m'— ————m',

(1) Et aussi les produits auxiliaires.
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3 =5 4o3 54.257
- . / 2 3 il I 1
m’_,_;m—}—§m —m + S Q)
487 ,  69.301
. 2 /3 by 4
e e O
3 63 271 16.63
2 3 / N -bog
iy g ——— M — — M — ——m*'——m
943, 2 22. 2A 28 210.3 >
N 9 9 ., 885 ,  162.137
Ay _—==m+—m — — M m’,
43,—2 9° 24 ° 3 21»'32
2 4
Eu—o0.m',
155
- 4
las,a ™ " 8 m, <
P &
p‘u,n—“o m,
3.101
4
)‘ts,a"‘——— T m,
. 9 , 243 , 263
‘;43,—A: ;;’n - v+ 1 ’
8r . 1.383 ,
nsa,—A——?n - 5° ’
9 s+, 919 ,
. = m 4 m,
l‘)m, & 23 27
9 4 hod o 41871,
)‘n’_‘_—;m + Tm +T n,
. 135 |
Sa3,—8 ?u ’

(") oz + Mg s

__54.964.093 -y

TR
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3> Termes en vy, v,e; = M,, = M, M, =M M, =M, M, = M, M, M,.

s . A
L'expression de ¢ est la méme que pour M,,.
Ona:

Sox=tp=k(1—m)+m.

Les équations et les produits auxiliaires de ce groupe se déduisent immédiatement
de ceux du groupe M, par les modifications suivantes :

A 14 o 7 .
1° Les ({,,(,,), et les (s,,s,), devront étre remplacés par les (€t + 8.8, et par
leS (Snsn + Susm)lc;
2° Les termes en M, devront &tre remplacés par les termes en M, correspondants

3 Les (,), et les (s3,), devront étre remplacés par les (27, Sl et les (as, s,

On obtient ainsi :

» 33 189 , 24.581 . 1.909.499
Si0 T o T — > m’— = m e m, (1)
33 ) 5.003 ~h2.35

Niso— “—22 m + %‘— m? + 2 2%9 m + /422”07 m,

6'2,59 mt hgr-647 m°

9 .,.39
Hago = 2m—|—23m+ 2".3 ’

+

\ 2T gy 117 e 19-007 1.588.069 -

u,oz'z—z' T — ot 9° 213 m,
- ».52
Eu 1:'25 m’ + 5—.{ ’n-“ + A? 11?9 ]nf’
S 2 2
Db 6.
) —_———im— 125 m"——Zl 5301 m’+ ! 1P?gm‘,
4.2 2° 2 2 2".3
s 131 . 17737
L L
3 .3 -.983
A :im—l—%m’—{-ghn 97m’+19f192 .
g 2 2.3 2.3
- ba. .203.5
Eo =L VT e . 22080 0 292220 t,
TR g0 2° 2%.3 2".3

nu,—g B 5

_ 63 . Gog . 164919 .
211 4

47

2

m* + 8';9’,19 m',

7 e
Vs, —a = ; m +

26.914.685
(O] Eu,o +7)44,o: 2912.32 m

5
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< 20 17.587 . 178.21b
Moo =5 m + 9 et 4 DL e 4 1 —m,
’ p] 2° : 2
=
120
[ 4
4k, 8 m,
27, 910,
Viss,s— —2_1_ - 9° m,
_ 4
Pasa ™ —=m,
99, 3:967 .
)\LA,L-— 27 m + 29 4
, _1od . 3 .
Sha,—a 7 0 m,
oo 8b
'Lu,—m— 28 m,
35
P‘u,—/.: 2 m,

Q5 =4 =4
S L
2".3




CHAPITRE 1V.

Termes en ¢’ et en .

L. Termes en y*¢*.

On distingue :

1° Les termes en  +isf =M,;
2° » A‘/fs1 g, = Mw:
3° ”» yf 52 = 1\150 H
b » TaY2 8: - l\’lu ;
o » Ta¥a&i% = M
B e =M
7 » na =M
8 » vae, e, =M, ;
9’ » e =M,

Ce sont les cing premiers groupes de coefficients que nous déterminerons :

1° Termes en y;f =M,, =M, =M M, — MM, =MM, =M M, = M, M, M,
=MM, =M M:,.

Nous avons :
3 :
b= 3 mi 8" + a7,

Jup=k(—m)+ 301 —g) +201—h),
Qup=k(1—m)+2(1—g,) + 2(1 — h,).

® ayant la méme expression que pour M, , les équations en M, pourront se

36°

déduire des équations en M, en y remplacant I'indice 36 par I'indice 48. 11 est donc

inutile de les écrire. Donnons simplement I'expression des quantités R, ,, Ry, on e
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Ona:
R y=— ;2 R +Efk’7hs,k—k’ + é S‘ ey (L5 55w
; o
i+ 1D+ 5 D Gt uZe+ S 1 E)
+ Y e (2 + 20, L)k ,--—Zl (22,24 20, LB ew
IV K+ ot G — g DG
— g Dl (Eng 25 E)ey — 5 DKo (% + 25y

T Y I I »
+ 5 Z m(/:’) (M3 fise)—r — A E ny (G — A 2 0 (G2 ki’
I S‘ (1) .
s n (3,5 M)ns
I .
R;s,k :E f—k' E.u,k——k' - ; E Ay N, k—t' + E Ly (Ez *:aae + E—e Eza)k——k'
o 0
+ - o d y ey ('la'nas + 1, qaa)k— y Y (‘ fos 1 ’lz‘as + Eﬂlas + 7]4;533)1:—):’

—K ((‘41 6 ZZuEn )k—

=+ 2 e_y (:fa + 2 :u :u)k—k'
1 \ | -
o ; S‘ —k (‘u Mo + 2“11 T3 l~z>k— +- > m(—l)k ‘i,‘zz)k—k’

\ - I\ - -
Z k—k'(:t:-'lza + 23,7, gaa)k—k’ - '8_ Z l—k' ("l: Sas + 23,M,M zs)k—k'

ol =~

1 . I 8 s I
-3 E K (03030) g—n — A Zo—k’ (3D s — ZE n(—l)i,'(cii )ik’

- —Z nm(‘u S )k—k ’

ou
w__ W h___ 10,1 2
m S’m — g Gttt
3 7 5
3 “) k .{l_._. z Er_a
<o o ?

Fac. de 7., 3¢ S., I, 58
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D’autre part,

A .- £ . . = 2 ;
Caa,lc —Z no,k' <48, hk—k' +E <0,k liss, k—k' + (‘ T + fle 236 + S Migs + Tis 233)/;_ (;13 + 2:“ Cu)k’
o 0

P,

48,k T

I I
. : w2 v o
- _ZJJD K Sas,k—E 2 EJo,k' liss k—k + ; Eak’ <43 + 25y, “:m)k—k'

0

A w = " -
—"_\ f ( < 5 )Ic— + \ Ay (‘enso+ 12 T3 ;o‘naz'{-"Is:-ss)k—k'

T2 w36 TeT 33

N I\ vz x “ =
- -ka ( Iau fis rlaa)/c——lc' - ; Z e_y ("-‘u Se + 2o :13 ;z)k—k'
I y w2 v v T . 2w
- ; Zd elc'(‘-“ T+ 2¢, Hasng)k—k' - Z Ly (BeSae)k—w
]
R ey (‘ U™ + 2 enz‘as)k— ! 828 ( (P -33+ 2% SN lss)k—

I .
lk ("12 l.;a)k— +§L —i fx:-z k—k' ZK (-u u)k—

l;

veon,
(G 8aMy)e—r

22)4s,k: 22 <0,k ‘&s k—k + 2(5 Eusr + 56533)14‘
kY 2 — 1 -
('} )Ls,k_ 22_‘ o,k Nss k—1' + 2( Nss + Ns lsa)k

Les expressions qui permettent de calculer les v ,, ), , sont :

I
B.'.s,k: 5 ’::o,o(su i el)k + \ S0,k (x 48 =+ )48 ‘— + SnSm>lx‘—-k'
20,k L2436

+2‘E Mg u +{JG(133+[J2 3u+)‘ayso 'JG)‘33+)‘n{J‘33+>‘2 aa+)‘ﬁ)‘sa

I
9 2
+;Suy'u+s S + /‘ +S“S“)ﬂ—i— ‘2\33+ "2)‘33+)‘zsm33

1372
I N
+;A2« aa+)‘ng)3a+ Ay 33 Z;‘ o 41+4 ‘o u+ )‘az"zsu]k—k';

’ N 2 2
BAs N A {]0,0(813 + 2811 ei)k +E lo K (; o s 9 '513 + Su m)k—

- N
+ Z Go,k' -2 Vg6 + e 3y P‘axse - )‘2 Vgg = 6)‘33 - )‘6 {ag + )\2 >\36 + As)‘m
I I I I
$ 2 2 2
+ - 1 Sl a+su 13t*e ;Su)‘e_ usw)‘z-l—;p‘zy'a:zﬁ;y"z)‘sa—)‘gy‘ay‘sa

I I I
2 2 2 2 2
+ - )‘2\33+)\1p‘z)‘33_;)‘2 ‘33+ZS“V'2+ZS“' S )592] —&
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- T
Gas k__ (‘o o 0(313 + 2844 21)k+2 (‘oiJo )k 2P‘As + /‘43 + ; 833 + Sn zl)k—

l2|36 2 " '36

—3
+2(Eo«oo )k' [AU‘ + l”"'s Pgg — 21 A 27‘2 et S 2‘U'e)‘zxa*— 2)‘3 Va3
Mg+ kg — 87 L2 8,8,k —
+ ATy ‘36+ T S e T 28,8, a+ g'gu N 1Sz, ey Mg

I
2 2 5 N DED 2
T 2pp kg, + l‘)‘z}"zy‘ss—)‘z Pgs T 2A, g Ay + ; Iyl + 5 bt

I
2
+ 53447‘2 )‘z\ 2 11]/:—1:"

1
as k_ ('70#03)0(833 + 28,9 m)k—l_E(ﬁopo )k 2y — 7‘63 + ;Sis + Su zx)k-—

‘|‘Z(%Po )k l‘u’zf“‘ac_*— l‘\ 6\ aa+ 2k, 36+ 2\ pas+ 2p67\33+ 2/‘6\ 33+)‘ 36

I
N P
+ )‘c Mgy — S 28,855 ; Siahe ™ SuSes z Z'Uap'ss 2. s)‘w
I
2 2 2 N2 2
- l‘)‘z Veg Mgy — )‘2 ag ™ 2A P - )‘z)‘aa + Siathg + - Su)\z + S )‘n P‘g] k—k'r

4

14 I 2
Pas kT _Z bk’?}ls k—k' - v b (pm “36 + Vg p‘ss)k—k’ - ; Z bk'(p‘g p‘aa)k—k"
C”s K 22h " Pose k&' - AS‘h ( 2 i3 + g 33)k~ + AE Ry ( p‘zs)k—k ’

(:z)ks,k: _Z hscl" (st + 2Sn u)k—k ’

-1 bl S p!
(Ez)m,k:Z (;i)k' [2}}.‘8 + 2/‘-15 + “/“)‘a p‘as + [”}'s {33 + l‘:"u )\36 + [')\» y‘as + l‘p‘c Aas + 4)\6 g
+ 4 2 36 + 4)\6)\33 + Sla + zsusel + 2841 Vg + llS“S,“JQ + 28“)\6
AS Sy + Z“Jz‘ "33 + [H/: >‘33 + 8)‘a Vg Migg + 4)\: Pg + 8)‘2 «Jzksa

1174372

4 A3 4 285, va + 28] A+ 48T )i

(1) = (02 30— 2y bty - ity — B2 2y — B0,y — i By — (0, 0
-+ [0\2)% + Ah g+ ST+ 28,8, + 285, v+ 48,8, 0, — 285, ),
8,832 F APy — Qs g — 82,y Wy + A4S 1y 8h Ay,
— Ao h + 285, pa + 285, he — 483, N v, )ik
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Ces diverses formules montrent nettement quels sont les produits auxiliaires &
déterminer; il serait superflu de les énumérer. Bornons-nous A dire que I'équation de
Laplace intervient seulement pour k = —4.

Les résultats, obtenus sans difficulté, sont les suivants :

=4 =
i) 2.920

= / 2 .
48,0 6 m s,

7 153

2

— 2 3
fus,o—;_ ;m + —21\ m’,

~ 43
g, 2343
Piso ™= " % m’ 4 7 m,
3 13 + 1, 4207
= — -m —=m
#.0 2 9 2®
Cpe.=0.M *
=S ¢
79 =5
/ 2 i 3
=M 4 —=m
nos.z 9 9° ’

_ 3
p.“ﬂ——o .ms,

; 187 . 3799
e — m — m,
’ 2 2°.3
81 o 20.571
= — 2 / 3
:-48 —2__?""' + 3 U 11 ’
33 m h4hd . 174791,
or _ — — — ;
lag,—2 9 241 5 ’
63 93 15.30D
. 2 3
Vs a =5 m -4 o m’ 4 BT m’,
=
15 271, 210449
doy=—Mm + v 4 o3 M
349 10.731
2 / 3
Cms = m : (M
hod , 423
Tisn,—1 :7 m ——-nm,
220, 3.135 | 357.957
Vg, = 3 —_— T m— AD m,
18 , 189
)‘n,—a:_ 9° m’ + ¢ ’

(1) Erarn - Mg = M e
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. 1.485
;IB —ﬁ.— PRTY n,
6.075

’f]“’_b'— AT nl
2.020
Pgg—e ™ o
; 3375
8,—6 210 *

2° Termes en v2z,z, = M,, = M, M,, = M, M, = MM, W= MM, = M2 M,
MM, = M;\LMM = \1;1\12313.

On a:

3
(I)__gln [!:2 2+Vis -9]’

Sor=k(1—m)+ 21 —h),
G =k(1—m)+ 2(1—h,).

Il serait fastidieux de montrer comment, des R,, ,, R}, ,, ..., on passe aux R, ,,
R}, 4> ... - Il suffit de comparer la décomposition de M,, et de M,

Toutefois, il y a une légére différence entre la forme des équations. En effet, la
partie de f,, , que nous utilisons est égale a ¢, , — 2h,z,<,. Ceci nous améne a ajouter

aux premiers membres des équations en %, ,, 7, , les expresswns

I' A(I + ":’m,k) h': 51 ea‘:t:w,k:
11. Z”(?lﬂ,k_ l>h7 SRS

II. A?mk 151 1(' Tlu+ o= .x;) “mk 5 2(‘*11>k
ram’ .
T2 h7aaea(;o;33)l;-z
?ln),k
3
12m
2 h7 S 32("‘407133>k-4 2
T a9,k

dont il est facile de donner I'expression en fonction des p., ,, 7,, ;-

On trouve ainsi :

49,0 9 9°

1D od 1.40¢ 2.583
i m— 4;) D 2 —m’
2

%‘ .267
02 %9 m* 4 Jo 16/ m’,
2

N,o™ " 5 +

15 4od +1.619mg_99§m3

p‘n,o'——?_ 50 n 5° 4
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_ 9 67 1.187 . 55.683 |

)\‘9’0——§+'71n— 29 m + 2“ m,
375 2.625
=4 J— / 2 N 3
Ss9,0 T T o m” 4 RO m°,
45 105 48.347

— 2 3

nts,g—?’n + > m' 4+ ———m®,

211

355 , 16.055 |

Yoy —=—— M ————— m

e 2° 2.3 ’
195 3.53r , 128563 |
m— m — m

49,2 5° o xT »

345 3.731 185.485

ol 2 3
Som =y m——f—m + — o, (!
49,—2 5 28 211.3 ’ ()

33 1.805 ,  121.543
"Im,—,:—?m-l- > m — 513 m,

P ‘653:) m 32.483 s 731.695
2

N
[ - : m
b 2° 2“"5 213.39 ’
75 2.333 , 17.029
_,— M — m m
40,—2 ‘ 2 23 ,
= — 3
50,4 T o.m,
1.125
49,4 20 n,
— 3
P‘te,t‘_o m,
2.805
—_— 3
)\59,5_ 27 m’,
= W3 . 16.305 s
D40,—4 T 29 —2“ N

4od ,  56.403 |
nw,—;:_—T — s m,

2 2

45
‘J’m,—c - 9;9 ’n! +

26.727 |
12

’

1,575 , 74169
Mgyma ™= PO + peallLR
=4 ___405 3

1.334.921
(1) Em,-g + Nag,me =— —ﬁ mh.
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3

Mg, =0 . M,

3
MA‘J,—G:O -,

3o Termes en vys; =DM, =M;, =M, M, =M M, =M M =M M, =M MM,
=MIM,, =M M.
Ona:

(I):g [?O’z-l— 7‘26_2] ,
Jop=k(t—m)—o(t—g)+201—h),

G =l (1—m)—a(t—g)+2(1—h,).

Les équations de ce groupe se déduisent immédiatement de celles du groupe M,
ct, pour /c% o, ne présentent aucune difficulté.
Mais il y en a une de trés grande pour &k —o. Dans ce cas,

o= 2(90 - ho)

contient m*® en facteur. Pour obtenir le terme en m® de = v A il faudra

$50,0° Tlso,o’ 50,0 “'50,0°

faire intervenir I'équation de Laplace, et calculer jusqu'en m® les termes du numéra-
teur. J’ai montré successivement, pour chacun des mondmes qui divisent M, , a

50
,

quels suppléments de calculs j'avais été conduit. Dans le groupe actuel, jai été

6m® 6m’ 6m’
4 2
© 20,0 ou © (‘.0)0' 710,0 ou
Y ip.k Vpk Pk
6m’

(m3),> qui commencent par un terme en m seulement, & déterminer les termes en

amené également par la présence des facteurs

ipk
m' de 550,-—2’ Ti50,—2? ’::50.2 Tgo,2 7 Fyo,—a0 )‘50,—2’ Ygo00 )‘5042'

Quant au terme en m*de 2,; , N,y s P00 Ay 1l DécCessite le calcul jusqu’en m® des
produits auxiliaires dont il dépend. On se trouve encore dans un cas exceptionnel.
Néanmoins, la valeur de %, , concorde avec celle donnée par Delaunay, ce qui vérifie

de nouveau les termes en m*de s,, et de X, , qui interviennent dans sa détermination

23,0 37,0

et dont les valeurs ne sont pas celles de Delaunay.

. 5 + 135 2.305 , 103.557 0
=S5+ —FMm———m'———m
=50,0 22 NG 23.5 211 4

nso.o:i:x - Z'O:) m + 71’9 m* + 133_6[_1

m
2 P 2%.3 P ’

11.237.4 .205.337
(') E;,g,o + Ns50,0 — 215.73277 m* — 7 2173 £ me.
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5 135 ., dr1.407 , 5.123.955
Ps0,0 = 3 M4 S — T M 15
’ 2 2 2 2.3
N 1 135 7 57.765
=— 4+ m-+-Ltm— m?
50,0 22 5 23 210 k4
4 - )
. 220m_2.4/5 ., 5955 . 10369
T50,2 26 9 211 28 4
_1b 2.209 ,  13.777 667.189m‘
nzso,z_ 5 9° T — o't 2 3 )
225 o 725 . 33.385 . 691.567 |
Vo0 — 9° m— 2° m — 2.3 9™ 32 .
; 1 2.395 2_|_98.159m3 h.22D.745
= — — m -
50,3 2 8 210.3 213‘32
L 1D 333 ,  12.677 . 49.195 ,
Ss0,—a— —um—?/ + —m S 3 m,
81 225 9-189 3o7.401
5 2 e e - 3 /* 4
Oso,—z_ 26 m 29 m + 211 m 211‘5 t,
99 2.089 , 23.477 ,  3.315.50%
"m, o = —_ m — N
VB0, —2 20 20 211.3 216‘32
45 1.223 . 34.267 . 7.078.171 ..
N LT T ’
. ___ 0.6ad m
80,4 T 210 ’
675 3.375
oo™ o3 m* 4 ——m’,
5.325
i‘no,a.: 0 m,
\ 2.925 ,  57.260 |
= ———m'— m
50,4 20 910 ’
27 81
5 . 2 3
‘_50,_‘_§m + ?m ,
1.120
7,50’_‘ —_ o m-,
1.491
p,“,__‘: 29 m’°,
117 , . 4.653 |
50,—a: 9 m 10 :

4

b

61.139.615n
2".3

5
’



LTUDE DES PRINGIPALES INEGALITES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 461

4 Termes en y,v,¢* =M, = M, M, =M, M, =M, M, = MM, =MM,=MMM,
= w,c_,M”M% — M, M, M, = M2M,, = M, M, M.

Ona:

@:'8‘ 2["2 ﬂ+,162],

Sup=lk(@—m)+2(1—9),
Spu =k (1 —m) +3(1—9,)-

Les équations de ce groupe se déduisent sans peine de celles en M,,. Les expres-
sions de R, R/, ... sont les mémes, aux changements d’indices prés. Mais il se produit

en outre la particularité suivante : la partie utilisée de f, ; est :
ok 20571 Vs
D’otl, par exemple. envisageant la premiére équation en P T
N _[(I +f51,k)2§]54,k—_ (I + D1, k) S51, r [l(l +9 G, k)g:u NIV

Si I'on déduit, par des modifications d’indices convenables et d’ailleurs immé-
diates, les équations de ce groupe des équations du groupe M,, il faudra donc
ajouter aux premiers membres les quantités suivantes :

Pour Em,k' 'q.-u,k :

]' 4(] + CPM,Ic)guYAYz:‘:G,k;
II. [‘(’?ch— I>g347472"‘lc,k"
I ['“-u £9s. Vs .2[ 0 Mo + ’10 =6 ’::z"]‘z]lc

am 92) . : »
HEC R P e
l'ilk

qui se transforment immédiatement pour le calcul des p,, ; A, ;-

On obtient alors :

3 2.071 , 11.239

= J—

=51 o—_;S— - M — 10 ’

) ____9__130”1_3.967 . 10.081

’]51_0‘—23 55 9° m — it m,
2b . 433

Um’o—'—?m — o m,

69.3
9-999 .

Ay ——— + m + m* 4 ——
51,0 93 9° 9° 912
225 1.575
“ — 2 /* 3
= M — o m?,

Fac. de T., 3¢ S., 1. 59
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:2771 +§£mg+5

29
., = m’,

1 2 2-: 9
=T 1.g0Q
/ 2 3
), , == I 4+ ———=1m
Voo 2 2.3 ’
)‘51 T 3? m— GO7I — llsuﬁ-ﬁl ]’1'3’
. 2 2.3
27 6.555 517.631
3 __ 21 2 / 3 1
w51,—2 " 23 m + 27 m + 211 m, ( )
1D 2.197 , 768359
Ty g = — —5 M — —= M — —— s
; 2'.3
1 220 . 70.821 . 3.353.413 ,
Doy —y——— —5 M — — — v — — m
Patms 2* 2° 2".3 2'.3% ’
3 8.313 164.265
. 2 . 3
Ay =—m+ " + ——m,
2
E.;i.L:O ° ,n‘&’
225
nsl,t_ ) m,
_— 3
Wy, ,=—0.m’,
561
- 3
)\51,4_ - ";.,— m’,
45 23.217
- . 2 3
S = M — o I,
337 o 79.785 m
Tlm,—-—A— 29 . PR ’
- -
=5 24.52D
| 2 3
Py, —g = 5 M+ e,
. h.o9d ,  336.645
s1,—8 .90 —2“__ m,
. 2025
T5,—6 11 n,
_— 3
T == 0 - M,
PR 3
Py, =0 .M,
8.775
971 3
)\51,~G'—— 211 m.

5.184.283
() Bty Mogye = a0 32— m*.
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5 Termes en v,y

2v172

On a:

463

e, = M, =M M, =M M, =MM, =M, M, =MM,=MM,

11772

= MM, = M, MM, = M, M, )M, = M, M, M, = M_,M, M,
= MM, M, = MM M,, = MMM, M,,.

147

3 e
b =-m*[F" + 7],

o]

-fssn,k: Do,k k(l - nl) *

On déduit sans la moindre difficulté les équations de ce groupe de celles du

groupe M,,. On a :

4 —
<52,k qm,—k ’

32,k Vse,—k?

\/\. _ )\

s2,—k *

Les calculs ne présentent aucune particularité, si ce n’est que pour détermines

3

32,0 — Tize,0

d’une part, p.,, (%,,,=o0) d’autre part, une seule équation suffit.

1265, 66y

> 2
L, —=—F+ —=m +—m
ROy 983 P

__ 167 . 10.059
\u'r.i.o_' 25 _‘zs 4

ar

. ___ldam_S 3,5m2 123.057
=522 9° 9 10 ’

9 589 , 61.495
7152,'2—_—‘:"7’_ 97 m— 10'3 m,

Vo= 3 M+ —m" + S M
63 1761 . 124847
Ay o=——M———— M — —m’,
® 2 2
. __ 5.69
Sy = — ——— ',

2!
1.065
y 52,L: 26 n,
585 2.667
Ny == — M* — —; Imd.
o 2 2
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L. Termes en v*u.

Les expressions de R, R', ... ont méme forme que pour les termes en ye, et
dans la formation des équations, on pourra se guider sur celles du groupe M, . Ce
qui distingue les termes en v*a, c’est la valeur de @ :

3
b :§m HE 47

% » 2 —1 5}‘3 3 5 3 3
| S5 45+ S (6 — D) FgEe e |

Il faudra, aprés avoir par des changements convenables d’indices transformé les
¢quations du groupe M,;, déterminer pour chacune d’elles I'influence de Ad,

® représentant la portion de @ qui contient «f en facteur.
On aura trois groupes de coefficients, savoir :

1° Les termesen  yio=0M_;

2° n YaTl%— 1\1“)8’

3° » vie=0M_,.

11 suffit naturellement de calculer les deux premiers.

° Termes en yjo =M, = M, M, =M M_ =M M,.
Ona:
Sor=k(@—m)+2(1—h),
G p=k(t—m) 4 a(1—n),
k étant impair.
Les équations en % ,, v,, , s'écrivent immédiatement :

2

) m 1 3
37,k L_ (I 57,1;‘)2* _,)_ - ; au] +fo‘q.\s7.k— ; m Tlss:,k te + Rm,/;

3 15
+m” l'_ (?o‘*m)k— (‘ ’m+ Tlo =33 k+1 s11)kaa ll (Tlon:xs)lﬁ—s]:o’
m* 1 :
f(?‘::s‘l.k + Niss, [_— (I - Q?ﬂ,k)e - ; - ;(10] —;I 557 k—a + Rﬂ N
.. 3 3. 3
+ m [— Z (Eo Tiss + 'no:t:m)k—i 9 “Ia)k ' (rloylax)lcu ‘o 3J)k— ] -
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-
N R D S MINCE:
R, ,=— 5 Z Uy g i T S T T 5 L e_y (G 3w
o
o
I _‘ b, o N K v
+ 5 ZJ ey (3,05 + 0,50 kw + 2 U (0, ) i+ 2 E ey (i

AN
"‘;}_J lk (:f1t1>k— Ay El\k (“41 'la)/c K>

Y I\
/ _2 4 _ . 2 .
R, = - — N Ak Csa,k—K
(J

o

. - 1
+Z [—k'<:-i :-aa)k—k' + g 2 ek' ( laa)k— + \1 —k (‘ U + Ty ‘ﬂ)k K

\! w
23 e k( 145’7 k—K Zl\—h ‘-:4:1)k— 21 k(‘u li)k——

I’équation de Laplace donne :

:':57,/,-“:),0 - ".;2,7 Iﬂ"lo 0 9"1 Yno o] + Mgk [Jo,u — ?:7,le-o 0 2’"’ :o o]
- 2P;‘l,k (A& k+ 2m )C' - 12In.z(‘u 2.7)/c
m m
— 3m’<1 +- > (3)yr 5 — 3007 <l — ——> (s ks
9374/: :PJ
15, ., 19 10D L. . < am
— — (2, 1N.,) — m ot — —m (2 I
+ [ 8 (.0 lsa)l.—— [I ( < lu)k——a 5 (-o‘tu k—x] + ‘)‘?57 B
15 15 am
+ [_ —8— m (Qo‘ss>k4 - (‘ laa)A—H m'z(‘rlo t-ja)lﬁq] <I - 5 >
2 ‘?57 k
-5 G -5 6
/-) ., « m / 2/, 2, m _
- 78— -3:3)1. n< 5":’;7,19) - g m (’]Z Gaa)k-{-a (I - 5?57,]‘ =0
avec

'7 "‘_Z 710 h m h—K +Z =0,k '\57 k—k' + (‘ A.xa LIS JJ>L 2(‘:1‘1 C~.’.-1)Ic;

1 1\
/ P 4 ’V'
Po-:.k——_; E'-Jo,k"::n,k—k'—; 2 -JU K s k—' '+ E ay (m e,)k—k’

\ \' I\
— > f-—k (‘4 JJ)k 4 '+ Z L ak’(‘ (P + Ty ‘.;3)Ic— - '; Z-fh’ (Tunaz)k—k
I\ o I\ .
NGRS CR R

2y o\ oz =2y .
(5 ).’.7,k— 22‘ :-u,k' <57, k—K + 2(11‘-33)k'

(.05)57”‘: 22 .’}o,l\" T‘m,k——k' + 2(‘617}33)1:‘
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466
Pour passer aux équations en y,. ., %, ,, nous poserons toujours
2
m
— 2
Ic___(I + ?57,/() T
2
, m’
qkz—(l_?zﬂ,k - ?’

E k:: nJ’5, k+)\57 k] +Bu7 k?

57,

7107 kT Qo,o[pm kT 57 k] + Bs7 k?

}15 k [yopo ] [ 2Wen k =+ )‘57,15] + G57,k’

H;7,k: [710 F;s]o[—— 2:)‘57.k 5,, ] + Go'l k?

:': (Su 21)Ic +2 So, & (p‘m + )‘51 + Su 27)k—

ZE. Sy 33+[}‘4 33+)‘ 3a+/‘ )‘33+ SM'J' + S A{]k——k;

B,7 k—' qa o(su Se,)k +E rlo k (’an 57+ Su 5-)k——

2 ~

I
+Z lolc Py gy = 4)‘33 )‘1p‘33+)‘4 33+ 841“‘1 u/a]k—k';

G - [- ] 11 zv)k +E ‘0 Po 21"‘5‘ + )‘-57 + Su 21]k—k

57,k

+Z(‘opo )k [4« g Piag ™ 2>‘4{)33 2!"4)‘33+ )‘x)\aa Sty + Sn 1]k—k';

u7 E— [no. 0 :] (Su o' +E [YIO F;a]k'(— Wy — 7‘51 + Sia 27)[:—

o

1
2 2
8P g Sia )\4] k—k"

+ 2 (Tlo F’;S>k' [l“l‘,'i p‘as + 2)\1 p“sa + 21’1 33 + )‘

Cela donne les équations :

- —3 " " ~3 3 2
I"uv,k[qkzo.o - 2(:.0 "Jo )o] + )\ [qk:-o,o + (;0 Po )0] + QkBm,k + G57,k - 5 m 7157,1:41

3 e 2
[‘ [ ( rgs + >‘33 11)]k—1 Z m [:-o-'lo (21)‘33 + su\)]k-é—n

3, B,
——2—171 [h” ch+a 4 —-—m [-'lo( a3 )93+ )]k——a 0.
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’ . .. =B "B’ ’ 3 "
p‘s:,k[‘]khqo 0 2(')0‘ o )o] + )‘57.k[_ qx Noyo ™ ((opu )o] + 9 57,k+ G37 c T _’n =31,k—s

3 3 3 ara !
—Zln [ Ylo(gpss-’f-su)]k— __’n [h(ﬂ y ]k— Zln‘[‘no(*)'as_)‘as'*‘;Su)]k«u

I

5
——Zln[ (p33—|—)\“+2 Dg—s=0-

I’équation de Laplace devient :

[— 2R g2, —am*hy) + 2b] — (33, 4+ 2m*)C], , — 2P]

57 hi 57,k

m m
+ 6m*(2),, ,— 3m*<1 + )(5”)57’,:_% — 3m’<1 — - >(7]2)_.;7,,H .
© ()
Vs7,k 37,k

S ) I 15 , . 1 1D, am
+ 3 - g t Au(t’ 33 )‘3:1 + ; Sj4)k—1 ———m’ [Eé‘qo(p‘ss + hy ; 8:1)]]{—1__; m’ [th(l) S?i]k—l g (I + 5o )
2 Y1,k

- -

1D 10, .. T, 15 3 2 / am
+ —§ [10 0(\"3.}+ )33+ )]k—La_Tl_n]' [lﬁogo(p‘aa_)‘sa_‘_ESM>]I¢—H——"1 [ h() ]k ai(l 50 >

57,k

5 L, 1, 6m 79 I, 6m
_—8_’"’ [;0<p‘33+ )‘33+;S“)]k—3<1 + 5 )_'—g‘[vlo(ps.x 3a+ ;S“)],‘_H<I - =0

©
137,k VY51,k

avec

" \ |
Pr:7,k - _2‘ by [ Z b (P V) ki
" ﬁ
C57,k - 2‘/8_4 hr') p‘eﬂ,k—k' + 42 hgcl') (p'a P‘aa)k—k 4

", k— 22 h(l) (Su a;)k—k’
(:‘:2)57,k22 (Eﬁ)k' [ + 2,‘«-1 + [gp a3 + Z”)x ‘33 + A)‘a p‘as 4)‘1 >\33 + 2814857
+ 1.5“1.} + 2311 l]k—k”

(7|2>57,lc :2 (le)lc' [2“57 - 2)‘57 + l”'}'i Pegs ™ 4["4 )‘33_ 10‘4 33 + 42\ 1733 + 28,8,
+ 2‘841 et 28‘121 )‘1]k—k

Je n’ai pas été amené¢, d’ailleurs, & utiliser cetle équation, et ai obtenu les résul-
tats suivants :

v, == — n —
87,4 9% 97 27.3
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7, 131y,
").57’1 _ — ? n"— o M.
. 1 377 10.903
Ay, =—M 4+ —m* + ——m?
37,1 25 26 27.5 ’
) B 42.823
” /¢ 2 3
¢ =—m—-——m —m
y57,—1 24 97 + ol 4
22D 1.065 ,  6.645
Mgz,— =™ 9° m s m— e
45 3og , 26.589
=Mt —m——m
p’.’n, 1 ] 24 97 211 ’
; T 825 ,  5.649 -
Ma7,—1 Tk 6 510 ’
= — 3
34y, ==0. M0,
5 2 o 3
Ngr,s == = m —-—nm,
- 3
Pgg,s =0 . NV,
X 15, 200
Ky y ™= — — M + ——n’,
7, N
. 75 135 1.345
:_“’_3:;‘”1——'7 — T m,
2d 65 20.455
'q,,y_:l:——?fn— s M — oo,
25 5 1.451
J— 2 / 3
lj.m_a—;;nl —m + — 3 m’,
. 25 55 22.48q9
Ky =M+ —m*+ ——m
T gt 2°¢ 2.3 ’
——
. __ 1.53) m
e 211 ’
1D
”;57,——5:—?"1 ’
25
Py, —s— 5 m,
_ 785
)‘57,—5_ w
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»° Termes en y,v,2 = M, = M, M,, = M, M,, = M,M,, = M, M, M,..

Ici :
Sok=p =l (1 —m).

Ce groupe étant a lui-méme son conjugué, on a :

|4 — J— _—
88,k rl:ss,—k’ y‘ss,k_— p‘as,—k’ )‘53,k - /‘:ss,—k .

11 serait superflu d’écrire explicitement les équations, qui donnent :

. 45 5.195 369.977 .
S = M by m + 23
135 6.525 ,  313.497
Nygpp — 5 M— s m — 9 m,
’ 2 2 2

65 3.87 358.
165 79 e 30 01;5"3

Yggn— — 2° o o1t ’

65 .08
)‘ss,A:I s m+2 059m2+

1.222.919 m
b

2 2 2'°.3
) 2.225
- 2 3
C-r.a,s__;’n + 2° m,
15 , 65
= —m——m
MNss,s o 5t ’
__7'? 2 4305 3
V‘ss,a_?n - 2° m,
5 2.333
2 3
)\58,3——2—3'1 + 97 ’
- 3
‘:53,5'—'0 - m,
15
l5s,5__9_m ’
3
1"53,5— o.m,
-
A WO
8,5 Ic

Fac. de T., 3¢ S,, L.

6o

A



CONCLUSION.

Comine on le voit, les errcurs trouvées dans Delaunay sont en trés petit nombre.
Voici, d’ailleurs, le tableau complet des différentes corrections purement numé-
riques qu’il faut apporter aux formules de Delaunay, en vertu des calculs ci-dessus.
JFemploie les notations de Delaunay et la disposition adoptée par M. Andoyer (1).

§’il s’agit de la correction que doit subir le terme en v,&;m®sin (2D + F + ') de
Ia latitude, on trouvera dans la premicre colonne, (A), I'argument 2D + F 4 I'; dans
la seconde colonne, (M), le multiplicateur y,;m"; dans la troisiéme colonne, (D), la
valeur donnée par Delaunay pour le terme considéré ; dans la quatriéme colonne, (E),
la valeur exacte de ce lermie; enfin, dans la cinquiéme colonne, (C), la correction de

ce terme, cest-d-dire la différence entre sa valeur exacle et sa valeur donnée par
Delaunay.

LATITUDE.

A M D E G
2D+F 1 v em + 0J0183 + 070185 + 0j002
oD — F — [ { v, em’ + 0,3730 + 0,3751 + 0,0021

{ vy, m® + 0,0492 + 0,0496 + 0,0004

F—1 v,zm’ — 0,4597 — 0,4666 — 0,0009

4 2l v, em' —0,0900  —0,0955 o

F—al v, eam’ + 0,0709 + 0,0616 — 0,0093
LONGITUDE.

A M D E G
4D + 2T + 1 N em' — 070052 —0J0063  — ojoor1

2F —1 vie,m' + 0,0D21 + 0,0262 — 0,025
aD — o F —1' yieumt — 0,0468 — 0,0438 + 0,0030

(1) H. Axvover, Sur la Théorie de la Lune (Bull. astr., 1gor, pp. 207 et 208).



ETUDE DES PRINCIPALES INKGALITES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. h1

Ces corrections sont encore sans portée pratique, et, puisqu’a ce point de vue la
méthode des calculs numériques est plus rapide, la révision des formules de De-
launay ne saurait avoir que 'intérét de la rigueur théorique. Toutefois, il parait inté-
ressant & cet égard de poursuivre ce travail, étant donné surtout que la méthode de
M. Andoyer, outre qu'elle permet d’éviter les erreurs de calcul (sauf évidemment
dans le cas tout A fait exceptionnel ol elles se compensent), donne les coordonnées
rectangulaires et le rayon vecteur avec la méme approximation que la longitude et la
latitude.



