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SUR LE

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE

AYANT

UNE CAVITE DE FORME ELLIPSOIDALE REMPLIE PAR UN LIQUIDE INCOMPRESSIBLE

ET SUR LES
YARIATIONS DES LATITUDES,

Par W. STEKLOTFF,

A SAINT-PETERSBOURG.

s
I. — LES EQUATIONS DU MOUVEMENT DU SYSTEME, LORSQUE LE LIQUIDE PARFAIT EST ANIME
D 'UN MOUVEMENT DE DIRICHLET. — LES INTEGRALES GENERALES DES EQUATIONS DU

MOUVEMENT.

[1] Supposons qu’'un corps solide ait une cavité, limitée par un ellipsoide (S) &

demi-axes
Va, Vb, Ve
et remplie par un liquide incompressible et parfait.

Supposons que le centre de I'ellipsoide reste fixe dans I'espace et prenons ce point
fixe pour l'origine des coordonnées %, 4, ¢, invariablement liées au corps.

Prenons les axes de I'ellipsoide (S) pour les axes £, 4, &

Si I'on applique certaines forces aux points du corps solide et du liquide contenu
4 son intérieur, le systéme considéré se mettra en mouvement.

Faisons I’hypothése que les forces, agissant aux points du liquide, dérivent d’une
fonction des forces et que le mouvement du liquide soit tel que les lignes de tour-
billons restent toujours des droites paralléles ayant la méme intensité.
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Dans mon Mémoire sur la théorie des tourbillons (), j’ai établi les équations géné-
rales du probléme, sans supposer que le centre de 'ellipsoide (S) soit immobile.

Ici nous nous bornerons au cas de rotation du corps solide autour de centre fixe
de I'ellipsoide (8), en supposant, en particulier, que les axes d’inertie du corps solide
(par rapport & l'origine des coordonnées) coincident avec ceux de I'ellipsoide (S).

[2] Introduisons maintenant les notations suivantes :

Désignons par
A, B C

les moments principaux d’inertie du corps solide, par

D, q,r
les composantes de la vitesse angulaire Q du corps suivant les axes &, 4, &, par
u, v, w

les composantes du tourbillon du liquide suivant les mémes axes, par M la masse du
liquide, par

M, M, M,

les sommes des moments par rapport aux axes de lellipsoide (S) des forces exté-
rieures appliquées aux divers points du corps solide.

Supposons enfin que les parties du liquide s’attirent mutuellement suivant la loi
de Newton et qu’aux points du liquide n’agissent nulles autres forces extérieures.

Les composantes p, g, r déterminent le mouvement du corps solide, les fonc-
tions u, v, w le mouvement du liquide contenu dans la cavité.

Désignons par

UV, W

les projections de la vitesse absolue d’un point quelconque (%, 7, ¢) du liquide sur les
axes mobiles %, v, &.

Moyennant les équations (98) [p. 302] de mon Mémoire, cité plus haut, nous pou-
vons écrire, avec les notations ici adoptées :

- ria—b)—wa q(c—a)-]—vat

- ]

a+b a+c >

v _pb—c)—ub  r(a—b)+wb,

() ) b+ atb
W —a—ve, plb—o+uc

cta b+c g

(1) M. StexroFr, Sur la théorie des tourbillons (Annales de la Faculté des sciences de Tou-
louse, 2¢ série, t. X, p. 271). — Je profite de 'occasion pour faire une correction dans certaines
lignes de ce Mémoire : aux mots « des lignes droites » (p. 299, ligne 22, p. 306, ligne 4 [en
remontant], et p. 311, ligne 18) doit étre ajoutée la phrase suivante : « paralléles, & la méme
intensité », omise par une inadvertance.
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En introduisant, au licu de
(2) ps ¢, reou, v, w,
les nouvelles variables
3) Ly Lys Lys Yyo Yoo Yoo
liées avec les précédentes par les relations

_ pb—c¢) + uc w_q(c——a)-{—va rHr(a—b)+wb

@ = b+c ’ : c+a T a+ b ’
_plb—c)—ub __q(c—a)—rc _r(a—b—wa
(5) ya— b+C ’ yg'— C+(I, ’. E a—l—b 4

les équations (1) deviennent
‘ U =YsM +$2:, l
(6) ¥ =rg 4ok,
2 ‘V‘: y‘zz + xl"i *

Nous ferons I'usage de ces formules plus loin.

[3] Moyennant les notations adoptées et désignant par
w, v, w's plq,r

les dérivées premiéres de

u, v, w; p,qr

par rapport & ¢ (le temps), nous pouvons écrire les équations (97) de mouvement du
liquide et les équations (113) [Voir aussi les équations (114)] de mouvement du
corps solide, établies dans mon Mémoire sur la théorie des tourbillons (pp. 302 et 3og),

sous la forme suivante :

‘ (c+a)(a+ byu'=a(b—c)vw+ 2a[(a+ c¢)rv — (a+ b)qw],
) (@4 b)(b + c)v' =b(c —a)uw+ 2b[(b + a)pw— (b + ¢)ru],
2 (b + o)(¢c +a)w'=c(a—b)vu + ac[(c + b)qu — (¢ + a)pv],

aMa(c —b)
5T [c(a—b)rv —b(c—a)qw] + M,

Cap'=(8—1)qr + K(c— byow +

aMb(a—

8) k= —a)rp+ K(a—c)utv-{——g—(g—c) [a(b—c)pw— c(a—b)ru] + M,

2Mc(b—a)
)

|y’ =(x— B)pg + K(b—a)m + [b(c —a)qu —a(b—c)pv] + M,
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ou I'on a posé, pour simplifier I'écriture,

' a—BA-{-l—w—(b—c)*(c-ka)(a—}—b),

5

© B=3B 1+ (c—a(at b(b+ o),

M
y=3C+5 @—b b+ o) +a),

aMabc

5

(10) S=(b+c)c+a)(a+ D), K=

[4] Considérons d’abord le cas le plus simple, ou le moment résullant des forces
externes, par rapport au point fixe (centre de I'ellipsoide), soit égal & zéro, c’est-a-dire

ME: M, = MKZO'

Faisons quelques remarques générales relatives & l'intégration des équations (7)
et (8) dans 'hypothése que nous venons de faire.

Remarquons tout d’abord que le principe du dernier multiplicateur de Jacobi
s’applique & ces équations, car la somme des dérivées, respectivement par rapport
au, v, w; p, qetr,deseconds membres de ces équations, est égale & zéro.

11 s’ensuit qu’il suffit de trouver quatre intégrales distincles, ne dépendant pas de ¢,
pour ramener la solution du probléme aux quadratures.

Or, quel que soit le corps solide, les équations (7) et (8) admettent toujours trois
intégrales qu’on obtient comme il suit :

Multiplions les équations (7) respectivement par

(b+c)u (e + a)v (a+Dd)w

’ ’

a b c

et additionnons les résultats.
On trouve, aprés l'intégration,

(11) beu® + cav® + abw'=17,
Ik désignant une constante arbitraire.
L’équation (11) représente la premiére intégrale générale, ne dépendant pas de ¢,
des équations du mouvement.
Multiplions maintenant les équations (7) respectivement par
alb+c)u, b(c+ a)v, cla+byw,
les équations (8) par

pq.r
et additionnons les résultats.
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On trouve, en effectuant I'intégration, une deuxiéme intégrale sous la forme
K, ., . . . . . .
(12) ;—(au—}-bv +cw®) + ap*+ B+ y =1,

h désignant une nouvelle constante arbitraire.
Posons enfin ‘
K(c+ a)(a+ b) "
a

>
7 —
>

+ap,

T_K(a—i—b)(b +C)v
T b

Kb
_Keroera,

+ 8¢,

4

r.

I1 est aisé de s’assurer que les variables £, v, Z satisfonl aux équations
¥=rn—qtl, o'=pt—ri,  =qi—pn.

Ces équations conduisent immeédiatement & la troisieme intégrale, ne dépendant
pas de ¢, de la forme suivante ‘

K(b .
+( ( +Cc)(0+a)w+w.>:lg,

! désignant une troisiéme constante arbitraire.

Les équalions (11), (12) et (13) représentent précisément les trois intégrales géné-
rales des équations du mouvement ayant Tlieu quel que soit le corps solide et les
valeurs de a, b et c.

On en conclut, en tenant compte de ce que nous avons dit plus haut, que la solu-
tion du probléme se rameéne aux quadratures dans tous les cas ot U'on connait, outre
les trois intégrales générales (11), (12) el (13), encore une quatriéme intégrale des équa-
tions (7) et (8).

II. — APPLICATION AUX EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES. — SOLUTIONS PERIODIQUES.

[5] Avant d’étudier les cas particuliers, ot 'on peut résoudre complétement le
probléme, indiquons une méthode générale d’intégration des équations (7) et (8)
qui s’applique avec succés, lorsque le rapport de la masse M du liquide & la masse M,
du corps solide est un nombre assez petit.
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Supposons, comme précédemment, que M= M, = M,= o et posons

(%) A=M,, B=M,8 C=M,y,

M
5M, "

1

o —
& —

Les équations (8) peuvent s’écrire
(2 p'=(B,—y)qr+:<X(b—o),
(14) Bd=G—a)rp+:Y(c—a),
Z v =(2,—B)pqg+<Zia—0b),
ou l'on a posé

v w40 2abc 2a b—
X—=" _ L P S _b—c
5 qr 5 vw 3 [e(a—b)rv — b(c —a)qw] b+cp,
oo be 2b c—a
- ) Y:‘L2<C+a) _2a _2b . . v ,
(15) 3 T 5w — [a(b— ¢)pw— c(a — b)ru] c+aq’
__w(a+b) aabc ac a—b
\Z= 5 pqg — 5 v —?[b(c—a)qu—a(b—c)pv]—a+br,
‘u.l:?)az—w, 11.2:31)2—-(4), 93:302—(»,

o=bc+ca-+ab.

Cherchons une solution des équations (7) et (14) sous la forme des séries infinies,

disposées suivant les puissances entiéres et positives du paramétre e.

Posons

(=} [ee) ’ o0
\! '

u= Z cku,, V= Z kv, w= E efw,,

. k=0 k=0 k=0
(16) - - - ‘
O

p= EEkpk’ ‘I:Z S ":25’:"1:'

k=0 k=0 k=0

W, U, W; Pp» ¢4 T (K=0, 1, 2, ...) étant des fonctions de ¢.

Substituant ces expressions dans (7), on obtient

Z s"ml(a—_'_b—) w, = 2 fima, 4+ nv,+ 2(a+ v, r,—2(a+ bw,q, + Uy,
k=0 k=0

o ) b b v ' o ’
(17) E s"ﬁ—)bﬂ V= Z s"{ m,u, + n,w,+ 2(b+ a)w,p,—2(b + c)uork-i-Vk()\k,
k=0 k=0

E akwwk: 2 #tm,v, 4+ nyu, 4 2(c + b)u,q,—2(c + a)v,p, + W',CSX,‘,

k=0 k=0
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ou l'on a posé
(18) m=(b—c)v,—2(a+b)q,, n=_0"b—cw,+2(a+c)r.
U, =o, U, =o,

U,= 2 {(b——c)v,.wk_i +a(a+o)r, ,—a(a+b)qw,_| pour k=234, ...

k=0

(18) (
A, =-, =1 pour k=1,2,3,...
2

Quant & m,, m,, n,, n,, V, et W, elles se déduisent des expressions écrites par
la permutation circulaire des groupes de lettres

(@b¢), (@wv,w), (pgr).
Les fonctions U,, V,, W, ne dépendent pas de quantités
Up, gy Wis Pys gy € T

Substituons maintenant les expressions (16) dans les équations (14).
On trouve, en tenant compte de (15),

2 o, py= E Ek{ Bi—v)(@ors + Toqy) + Xk} As
k=0 k=0

(19) D= (. —a) (Pt pord) + Yol
k=0 k=0

2 ey, = Z (@ — B (Poi+ 4oP) + Zi}
\ k=0 k=0

ou, comme il est aisé de s’assurer,

k—1
(20) X0:0’ Xk:(ne1_ R{1) E 4"
=1 '

k—1

b—c -
+ T E { P'i(b +¢) il —1—i— 2abe VW, + gab(c_a) qw, ., ;— 2ac(a— b) PV 4 }
i=0
b—or
T e e

‘o AN 1 .
et, comme précédemment. 3, =-, X, =1 pour toutes les valeurs de k, & partir
2

de bk =1.
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Les expressions de Y, et Z, se déduisent de X, par la permutation circulaire des

groupes de lettres

(. B0 8) (@bo),  (@wo,w), (pgr).

[6] Les ¢quations (17) el (19) conduisent aux équations suivantes qui permettent

de déterminer successivement toutes les inconnues

Ups Uy, Wis Prs Qs Ty ) (k=o, 1,2, ..

On a, pour k =o,

(C_—i—a)aw—'l_b) u, = (b —c)v,w,+ 2(a+ ¢)r,v, — 2(a + b)q,w,,
b)(b
(21) (a+ )b( +¢) v, =(c —a)u,w,+ 2(b+ a)p,w,— 2(b + c)r,u,,

(b+oC+a

P (a_- b>U0ua + 2(6 + b)qoun - 2(6 + a)povo‘

s “.P;:(.ﬁl_‘n)qoro’
(22) 2 ‘elq(,):(\h_y‘a)ropo’
Yirtl):(’lnw lBl)quO’

et, pour toutes les valeurs de k, & partir de k —1,

b
%—t—) w,=m,w,+ n,v, + 2@+ c)v,r, —2(a+ dbw,q,+ U,,

(23) (a+ b)b(bﬂ v,=m,u, + n,w, + 2(b + a)w,p,— 2(b + )u,r, + V,,

Qj_"ci(c_"“a)w'k:mka +n,u, + 2(c + bu,q, —2(c + a)v,p, +W,,
alp;sz (48'1 - Ya)(qork"‘ I”O(Ik) - Xk’
(24) B.q= (s — ) ("oPr+PoTi) + Yy
( T1 r’k: <m1_ ﬁa)(poqk_‘_ qopk) + Zk,.

2

Le probléme se rameéne tout d’abord a 'intégration des équations (21) et (22) dont

les trois derniéres (22) représentent les équations connues d’Euler du mouvement

d’un corps solide autour d’un point fixe.

Elles donnent pour p,, ¢,, r, les expressions bien connues en fonctions ellip-

tiques de .

La détermination de u,, v,, w, se raméne a P'intégration de trois équations (21),

ou p,, q,, I, sont les fonctions connues de {.
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Aprés avoir déterminé p,, q,, r,; 4,, v,, Ww,, nous trouverons ensuite successive-

ment toutes les fonctions

Weo Uy, Wis Prs> @os T (k=1,2,3,..))

moyennant les équations (23) et (24).
Supposons qu’on ait déja trouvé les expressions de

Uy Vg W5 Py Qo> T

pour toutes les valeurs de l'indice &, & partir de k = o jusqu'd k=m — 1.
Posons dans (24) k = m et désignons par

P;, Q; et Ry (j=1,2,3)
trois solutions indépendantes des équations linéaires

s fZ‘ P’ - (IBI - Yl)(qoB + ro Q)’
(25) 8. Q' =, —=)(rP+pR),
? YqR':(’x;w ga)(poQ_i- q, P)'

En se rappelant que
X

X,, Y, Z

m? m

ne dépendent pas de u,, v,,, w,, p,, q,. I',, nous trouverons p,,, g, et r, en appli-
quant aux équations (24), pour k=m, la méthode de variation des constantes
arbitraires.
On aura
p.=C"P, +cip, + CMp,,
(26) 4n=C"Q, +CQ, + C{"Q,,
r,=C"R, 4+ c™R, 4 cl"R,,

ou Cg-m)(j =1, 2, 3) sont les fonctions de ¢, définies par les quadratures

dcim dClm) dclm
P 2 p 2 p =)
dt ot dt 2 dt Po =X,
dcim dcm dCm
27 — 0 — 2 — -
( /) dt \1+ dt Q2+ dl Qa Ym’
dctm dct™ ac
dt R+ =R+ a N = Zus

Y
Les équations (25) et (27) sont précisément celles que j'ai étudiées dans mon

car X Z,, sont les fonctions connues de (.

m?’ m?

Mémoire sur le mouvement d’un corps solide dans un liquide indéfini, publié dans les
Annales de la Faculté des sciences de Toulouse en 19go2 (2° série, t. IV, p. 203, etc.),
auquel je renvoie le lecteur pour les détails.

Fac. de T., 3¢ S., 1. 20
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[7] Les fonctions p, , Dn> T , ¢tant déterminées & I'aide des équations (26), nous
trouverons

m

u,,v, et w

m

en intégrant les équations linéaires

’ -
um =imn wm + n1 lm + Um ’

’
1
v, =m,u, +n,w, +W
7
5 III + 'l'i um + .‘

m?’

w, = m
ou l'on a posé

moe=—"T% ne——Mr etc our m.,,m.,n.,n
’ . : n,, g Tbgy Tty
T eraarb T etaarb P

Um:(c_—}—a)aTb—) {U;n +2(a+c)v,r,— 2(a+ b)woqm% etc., pour V et W

m?’

U

wr Ym» W étant maintenant les fonctions connues de /.

Le probleme se raméne & I'intégration de trois équations linéaires de la forme
o A 7 I\’
U =m,W+nV,
(28) ' Vi=m,U +n,W,
(S YT
W=m,V +nU.
Désignons par
u(.ﬂ, v(j), w(j) (J: I, 2, 3)
trois solutions indépendantes de ces équations.

La méthode de variation des constantes arbitraires conduit aux expressions sui-
vantes pour u,,, v, et w,

u,, = DI u) + DMy 4 DIy
(29) v, =D ) 4 DMy 4 DIy,
w,, = DM w(®) DM 4 DI yp(e)

ou Djm) (=1, 2, 3) sont les fonctions de ¢, définies & I'aide des quadratures moyen-
nant les équations suivantes :

dD™ (m) (m)
(m) (m)
(30) dg; v(*) 4 dgz 3 4 d_DF ®r=V,,
(m) (m)
dI;; w(i) + d]C)l; dD (")__ ‘Vm 4

U,, V,, W étant les fonctions connues de ¢.
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En-entendant dans (29) par Dﬁ.m) les fonctions définies par les équations (30),
nous obtiendrons les expressions déterminées pour u,, v,, et w,,.

Appliquant cette méthode successivement & m = 1, 2, 3, ... etc., nous allons
déterminer successivement toutes les fonctions u,, v,, w; p,, g, et r,.

La solution du probléme dépend, comme I'on voit, de I'intégration des équations

(21) et des équations linéaires (25) et (28).

[8] Les fonctions
Uy, Uy, Wes Prs Gr T (k=o0,1,12,...)

¢tant déterminées de la maniére tout & 'heure indiquée, nous trouverons la solution
générale des équations du mouvement en substituant les valeurs trouvées de
W, Uy, W,; Py 4y T, dans les séries (16).

Nous obtiendrons ainsi u, v, w; p, g et r sous la forme des séries infinies ordon-
nées suivant les puissances entiéres et positives du paramétre e.

Ces séries seront convergentes pour les valeurs de ¢ ne surpassant pas une certaine
limite T qui sera d’autant plus grande que ¢ sera plus petit. Il suffit seulement de
choisir convenablement les constantes arbitraires qu'on introduit dans les expres-
sions (26) et (29) de u,, v,, w,; p,, ¢,, I, (k =1, 2, ...) par les quadratures qui
déterminent les fonctions

(m) (m)
Cj et Dj .

Si nous posons, en parliculier,

u

= n=p =y
'

!

p‘):l, {Io:fj,’ 7'0-—-‘{ pOl][‘ t:O,

uk: vk: wk:pk: qk: I“kz_-o S

a, B, v; o' B’ y' étant des constantes données, nous trouverons les solutions des équa-
tions du mouvement se réduisant aux valeurs données «, 8, v; o/, #/, y' pour { =o.
A chaque solution

uo’ vo’ ’wo; po’ (Ia’ ro

des équations (21) et (22) correspond une solution déterminée des équations du mou-
vement (7) et (8) [ou (14)], dans laquelle u, v, w; p, ¢ et r prennent les mémes valeurs
initiales (pour { = o) que u,, v,, w,; p,, ¢, et r,.

On peut en déduire une infinité d’autres solutions dont les valeurs initiales diffé-
rent assez peu de o, 8, v; «', 8, v/, en choisissant les constantes arbitraires dans les
cxpressions de

Wy Vo Wes Py Grs T (k=1,2,3,...)

d’une autre maniére quelconque, sous la seule condition que les séries (16) soient

convergentes.
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[9] Le cas le plus intéressant est celui ot les séries dont il s’agit convergent pour
toutes les valeurs de ¢, pourvu que ¢ soit assez petit, ce qui peut avoir lieu quand
toutes les fonctions

U, Vo, W5 Prs Qrr T (k=o0,1,2,..)

deviennent périodiques en ¢t avec la méme période réelle .

Nous obtiendrons alors les solutions périodiques des équations du mouvement.

Cette circonstance peut se représenter dans le cas considéré, d’aprés les théorémes
connus de M. H. Poincaré, car les équalions du mouvement (7) et (14) admettent les
solutions périodiques pour e = o.

Il est aisé de s’assurer, en effet, que les équations (21) admettent les solutions
périodiques de la forme

uo:Aapo’ vozxzqo’ wo:)‘sro’

ol ), X, X, désignent des constantes convenablement choisies.
Ces équations admettent aussi une solution périodique trés simple qu'on obtient
en posant

pP,=q,—o0, r,=const.,

ou, encore plus simplement,

p():q(l:r()_o.
Dans ce cas, que nous allons étudier, les équations (21) deviennent
3r) u,—Avw,, v, =Bu,w,, w, = Co, u,
ou l'on a posé

a(b—c) B b(c—a) _ cla—1b)

@) A=Sguty PTareete CTOtoeta

Les équations (31) déterminent u,, v,, w, en fonctions elliptiques de ¢{. Appliquons
la théorie générale, exposée plus haut, & ce dernier cas.
Ona:

m,=(b—c)v,, m,=(¢c — a)w,, m,=(a—b)u,,

n,=(0b—cow,, n,=(c—a)u,, n,=(a—b)v,.
Les équations (23) et (24) prennent alors cette forme simple :
u,k == A(vowk + wovk) + Uk’
(33) Ve =Bw,u; + u,wy) + Vi,
w, = C(u,v, +v,u,) + W,
(34) Pe=Xp =Y. =L,
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ou U, V,, W,; X,, Y,, Z, sont les fonctions ne dépendant pas de u,, v,, w;: p,.
g et r ()

Supposons qu’on ait déja trouvé les expressions de ces derniéres fonctions pour
toutes les valeurs de k&, & partir de k = o jusqu'a k =m — 1.

X,, Y, et Z, seront les fonctions connues de ¢ et les équations (34) donneront
les valeurs de pm, ¢m, I'n par les quadratures.

On aura

(35) pmz agm) -“_/.Xm dt ’ qm= ~im) +/Ymdt’ rm= sfsm) +/Zm dt’

ou 85.'") (j =1, 2, 3) désignent les constantes arbitraires.
Supposons maintenant que nous ayons déterminé les fonctions

W, U, W,
pour toutes les valeurs de k, a partir de &k =o jusqu'a k =m — 1, et les fonctions

pk’ (Ik’ rk’
pour toutes les valeurs de k, & partir de k = 1 jusqu’d &k = m, en fonctions périodi-
ques de ¢ avec la méme période .

Dans ce cas, U_, V_et W seront les fonctions connues de ¢, périodiques avec
m m q

m?
la période w.
La détermination de tm, vn et wx, se rameéne & I'intégration des équations linéaires
de la forme
L, =A@,w, +w,v,)+U,,
) v,=Bw,u,+u,w,)+V,,
w,=Cu,v, +v,u, +W,.

(36)

Les équations linéaires homogénes, qu’on obtient en posant dans (36)
Um: Vm: ‘/Vm: o

ont précisément la forme des équations (25).
Ces équations admettent les solutions particuliéres

; u=Av,w,, v=Buw,, w=Co,u,,
(37) Y u®— u,+ tu®, v®) — v, + to™), w? = w, + tw®,
u® = Ku®, 0 = Ko, w® = Kw® 4 —,
wD
. dt
]\ = Ez‘ y

o

comme je I'ai montré dans mon Mémoire sur le mouvement d’un corps solide dans un
liquide indéfini, cité plus haut.

. L o Xe Yy Zjp .
(1) Nous avons remplacé, pour simplifier 'écriture, =%, —£ =¥ simplement par Xy, Yi et Zy.
1

%’ By
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Le déterminant

u, o™, w®
A=|u®, O, w®|=Av;— Bu?=const.
u®, 0, we)

>

est différent de zéro.
Les équations (30), appliquées au cas considéré, donnent

dp™ v, U, —u,V dp{™ dD™
38 1 — Q 0 m 0 " , 2 —_ R 3 — ,
( ) dt Kblﬂ + tR"l + wo A dt Rm dt Sm
ou I'on a posé
oMU —u®V
3 — m mn
(39) R, —

o

(50) 8, =1 [U,, (0,00 — w,00) + V,, (10,u) — u,1000) + W, (1,0 — v, ul")].

m

L'intégration des équations (38) conduit aux expressions suivantes pour

D‘(l.m)(j: I,2,3):

U,—u,V
D™ =™ 4 / KS,,d + f (R, dl + f Pon =% Ta gy,
w,A .
D =™ f R, dt,
D'(lm):c(;m) —/Srrldl'

\ m r . . .
ou cﬁ. )de51gnent des nouvelles constantes arbitraires.

Substituant ces expressions de D(jm) dans (29), on trouve

( w,=c"u® + M, u, + N, ub,
(AI) vrn: Cim)v(1) + }Imvo + va(l) 4
(m)
c, I
( w,, = ™t 4 M, w,+ N, w" 4 IL -— u—)/Smdt,
o o

ot l'on a posé

M, =" — f R, dt,
(42) N, = / (R, dt —t / R, dt + tc™ + ™K — K / S, dt + f KS,, dt

v,U,—uV
0 m m dt-
+ wo A .
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En introduisant ensuite, comme dans mon Mémoire, cité plus haut (p. 205), les
notations

43) K= R, s,=fs,a,

on obtient

M, =c. —R

(44) m 7
Nm=tc(2m)+l{c —fR dt~/ dt-{—fv oUn— ’"d{

[14] Démontrons maintenant que R), et S, sont fonctions périodiques en t avec la
période .

Nous avons vu (n° 4) que les équations du mouvement admettent toujours trois
intégrales générales (11), (12) et (13).

En adoptanf les notations (=) du n° 5, nous pouvons représenter I'intégrale (12)
sous la forme

Zabc (au® + bv* + cw') + o, p*+ B,¢" + ¥, " = const.

Substituant dans cette égalité, au lieu de u, v, w; P, q et r, les séries (16), on en
déduit, en se rappelant que, dans le cas considéré, Do q, et r,sont égales & zéro,

(45) 0 m + bvo Um + cw w == I‘m (l) ’

ou F, (¢) est une fonction connue, périodique en ¢ avec la période .
Le méme procédé, appliqué & I'intégrale (11), conduit 4 la relation

(46) \ beu,u,, + cav,v,, + abw,w, =&, (1),

ou P, (£) est une fonction périodique en ¢ avec la méme période o.
L’expression de R,, (39) se représente, en vertu de (37), comme il suit :

I{m — BuOLm — Avon .
A

Multiplions la premiére des équations (37) par Bu,, la seconde par Av,, et retran-
chons les résultats.

On trouve, en tenant compte des équations 31),

(4] III A'l’l) l)ln)

B d
Bu, U —ApV ——
uO m l [ m dt (Bu
d’ou l'on tire

R __/R dt — Buo u"l AUO o m "0 " m . i
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Or les équations (45) et (46) donnent, eu égard & (32),
b(a’—c*u,u, + a(b*—c*)v,v,=abF, () —c D, (1) =3 (Av,v,, — Bu,u,).
11 s’ensuit que
Buo u,— Avo U
A
est une fonction périodique en ¢ avec la période w.

Donc R, et, par conséquent, M,, [les égalités (44)), est une fonction périodique.

[42] Considérons maintenant I'expression
S,A=U, 0w —w,0")+V,_ (w,u®—u,w") +W,_ (0" —v,a®)
qui peut s’écrire, en vertu de (37),
8,4 = U, u,(Co2 — Bw?) 4 Vv, (Aw? — Ca?) + W, w, (Bu2 — Av?).
. Or, les équations (31) admettent les intégrales suivantes :
au; + bvl + cwd =71,

46,
(46, beu? + cavl + abw? =h?,

l et h désignant des constantes arbitraires.
De ces équations on tire, eu égard & (32),

ha—1*bc h*b— l*ca h*c— lab

Cvl — Bwi = 5 ,  Aw,—Cui= 3 ,  Bul—Avl=

~

)

On peut donc écrire

(47) S, A :% (au, U, + bv,V,+ cw, W, )— % (bcu,U,, + cav,V,, + abw W ).

m m m

Multiplions maintenant les équations (36) respectivement par

au,, bv,, cw,

et additionnons les résultats.
On trouve aisément, en tenant compte de (31), (32) et (45),

d F??I (t)

(48) au, U, + b, V, + cw,V,— 7

o m

D’autre part, multipliant les mémes équations (36) respectivement par

beu,, cav,, abw,

et additionnant les résultats, on aura, eu égard a (31), (32) et (46),

dd,, (1)

(49) beu,U,, + cav, V,, + abw, W, = i
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Les équations (47), (48) et (49) donnent

d h’
—_—_ {
Sﬂl (l l 8 (t) m ( )

d’ou l'on tire

v _ RF,(O—FP, 1)
S, = f S, dt= 5A .

Il s’ensuit que S, est une fonction périodique de t avec la période w.

[43] Considérant maintenant les expressions (41) de u,,, v, et w,,, on en conclut,
en tenant compte de résultats obtenus aux n>* 11 et 12, que u,,, v,, et w,, deviendront
périodiques, s’il en sera de méme de la fonction N, .

Or, cette fonction peut étre représentée sous la forme

Nm:tg <'">+c"")f fR lt—/ "‘dt—;—/mv L Un = Vo gy} |

ot Ny, est une fonction périodique de ¢.
Pour que N, soit une fonction périodique, il faut et il suffit que I'on ait

odt o og op U, —u,V
G AV [ S/ R'md‘—f o e )
o wO ~ 0 o lUO o IUOA

Remarquons que
R,, S, U, et V,

m

dépendent de quantités p,, ¢,, r,, cest-d-dire de constantes 3™, 3™ et 3(™ qui
figurent dans les expressions (35) et qui restent indéterminées. Le premier terme de
I'équation (50) est une fonction linéaire de cinq constantes arbitraires.

© (m)' C(am)’ 3;_’”) (=1, 2,3).

Il suffit d’assujettir ces inconnues & une seule relation (50) pour rendre N,, pério-
dique en ¢ avec la période w, ce qui est toujours possible. Supposant donc que les
constantes (8) satisfassent a la relation (50), on obtient pour N,, une fonction pério-
dique de ¢.

Celle condition (50) étant remplie, les fonctions

u v w

m? m? m

deviennent périodiques avec la période .

[44] Aprés avoir trouvé, de la maniére indiquée, les fonctions

Uy Uy, Wit Dys Gy Ty
Fac. de T., 3¢ S., 1. 21
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pour toutes les valeurs de /, & partir de k= o jusqu'a &k =m, sous la forme des
fonctions périodiques de ¢, formons les expressions de Poirs Qs ©8 Tppr ).
Remplacant dans (35) m par m + 1, on trouve

pl)l‘ -1 - 8£m+l) +/‘Xﬂl4»1 d[ ’

(51) qm~i—1: 8(2m+1) +/Yﬂl—+—1dt’

-—a?+”+szme.

Démontrons qu’on peut toujours choisir les constantes sﬁ-”‘) (j=1,2,3), qui res-
lent indélerminées jusqu’a présent, de fagon que

Y m--1

pmf.—1 4 an—i et rm—{—l
deviennent périodiques en t avec la période w.

Montrons tout d’abord que p,, q, et r, sont les fonctions périodiques de t.
Posant dans (20) k= 1, on trouve, en vertu de (31) et (32),

X:_2abch—c)vw:__ abc u,
! da, oo ab+¢) °
Y:_zabc(c—a)uw:_ aca o,
' 28, o Ble+a)
Zl:_zabc(a—b)vovoz_ aab w.

%y, T(a+b)

On obtient donc, en posant dans (35) m — I,

p :a“)_ ZbC u
g 1 1 Ct'(b—l—c) (1
5 —n__2 ..
(52) =% = kg
r :8(1) 2ab

—_— W) y
1 3 .{l(a_'_b) o

55.1) (j =1, 2, 3) ¢tant des constantes arbitraires.
Donc, p,, q,, r, sont périodiques en t ayant la méme période que les fonctions ellip-
tiques u,, v,, w,.

[15] Quant A ces derniéres fonctions, nous allons les déterminer comme il suit.
Supposons, pour fixer les idées, que

(53) a>b>c

et que les constantes % et [ [voir les égalités (46,)] satisfassent & la condition

’ac —bh*<<o.
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Posons
bh*— l*ac . ha—I*be o
=%, ) .5’
a(b’ c®) b(b c*)

ce qui est possible, car on a toujours

h*a—1*bc >o.
On a, eu égard a (53),
. ’—hz(as_bz)
PeEae =
Posons maintenant
A =)@ —a) b —)(E—)
W= c@—bo) N'= c(@—0o)
—1*b
u=up(t+1), p= Wa—l! c)\/a

8\/b

ou 7 désigne une constante arbitraire.
On trouve

(54) u,=¢,Mcnu, v,=¢,Nsnu, w,= ¢, pdnu,

ol g, ¢, ¢ sont égaux a =+ 1.
Dans ce cas
4K

bt

w=

>

K désignant I'intégrale elliptique compléte de la premiére espéce.

[16] Cela posé, considérons I'expression de X, ,, en posant dans (20) k=m + 1.
On peut écrire

2ab(b—c)(c—a 2ac(b—c)(a—b
1 m+1 qm%(ﬁ ‘(;)r,+(h8)('—2wo}+rm((‘6‘ *)q‘___(—gl__——)'vog

__2abe(b—c) (b—e) .

(Uou’m-*—wovm)— b+C pm+Km’

ou K, est une fonction ne dépendant pas de Wy Vs W5 Prus G, €6 7,
On en tire, en tenant compte de (33),

2ab(b— c)(c a) 2ac(b—c)(a—b) 0 2

aixm—'—ﬁ:qm%(ﬁn_\ﬁ)r‘ o% + r,,,{(@,—‘(.)q.— 3
2bc ,  (b—c)

_b+cu"‘_ b+c

p;n + %y Km'
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ou l'on a posé
2bc

K,= .
a I\m+b+CUm

Il est évident que K, est une fonction périodique en ¢ avec la période .

La méme transformatlon nous conduira aux expressions analogues pour Y, .,
et Z )

Posons, pour abréger,

m--1°

abc(c—a)(a—b)

g w A=, —2)p+ 5 — 4,  %B=(s,—8)p,— 5
(54.) ,B‘A,z(u,—ﬁi)q‘—}-gca(a_:)(b_c)vo, !3132:(.8‘_7’)(]1_2ca(b—f)(a—b)v
( T A=0—vor+ Zab(b_ac)(c_a) We,  nB=(,—a)r,— 200(¢ _s)(b_c) w
On aura
K== s e — s Pt 0+ 1B K,
Yoo == e B(C( - fl) Gu+ b+ D, B+ Ly,
Ly =" .('(;ai 5y n (‘z — fi) Pt PuAs+¢,B,+ M,
ouK,.L,, M, sont les fonctions connues ne dépendant pas de

um ’ vm ’ wm ; pm ’ qm ’ rm *

Substituant ces expressionsde X,,.,, Y,,.,, Z,,., dans (51), on trouve

(m+l)_ 2bC b—" )
Kan-a 81 (Zi(b*}—-c) u, — a(b_}_c)pm—}-/(qu +’1nB2+K )dt’

Vo —pmin__ 2@ (c—af /
(55) ( (Im—f—1_ 32 .B;(C + a) lm 'B‘(C + a) qm + (rnlAi +me3 + Lm)dt’
o (m+1) 2ab (a—b) /
Vs =04 - W, — T m Az mB M dt
e S T T T gy, P 4Bt M)

8_(,.'"'*") désignant des constantes arbitraires.

On voit que p,,.,,» Gpis> deviennent périodiques en t, s’il en sera de méme des

1" -1

intégrales, qui figurent dans les seconds membres des équations (55).

[17] Revenons maintenant aux intégrales générales des équations du mou-

vement.

2bc(a—b)(c —a) "

0?

67
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Substituant les séries (16) dans I'équation (13), on trouve

oo k—2 k—2 k—2
D s"g G0 (e+a) (a+b) W uu, ,,+hea (bl b+l B viv,, ,+4a"b(b+0)(c+a) Y wtw,‘_i_gg
h=2 =0 - i=0 =0
o ) T—1 k—1 . k—1
+2 ) 3 abee+a)a+b) B p+Bca(atb)b+e) B g, +r,abb+c+a) 3 rw, ]
=2 i=t i=1 i=t !
o k—1
+ 2 et Z (PP + 810 Qs+ yiri ) =<1,
k=2 i=1

H désignant une constante.
De cette égalité on tire, pour les valeurs de m, plus grandes que T,

(56) % Pmsa { P, + bC(C + a)(a + b) ul% + piqﬂl—Fl { ﬁlql + C(l(a + b)(b + C)UO%
e 1 @b+ 0+ aw,} = H,,.

ou H,, est une fonction ne dépendant que de
Pi» Q> Tk Uy, U, w,  pour  k=o, 1,3,...,m,
c’est-a-dire une fonction périodique de ¢ avec la période w, car, d’aprés la supposition
faite, tous les p,, q,, r,; u,, v,, w, pour toutes les valeurs de k i partirde k =o.
jusqu'a k = m sont les fonctions périodiques de ¢ avec la période o.
L’équation (56) montre qu’il suffit de rendre deux de trois fonctions

pm—H 4 qm—H ’ rm+1

périodiques en t pour qu’il en soit de méme de la troisiéme de ces fonctions.

[48] Envisageons maintenant les expressions (55).

Les constantes 85.'") dans les expressions de p,, ¢, r, restent jusqu'a présent
indéterminées. ,

Montrons qu'on peut les choisir de fagon que p,,., et g, +1» OU, ce qui revient au
méme, les intégrales

4 t
ORI KOS L I AT R Y

deviennent les fonctions périodiques de t avec la période .
Cette condition étant remplie, la troisiéme intégrale, qui figure dans Uexpression
der, ., représentera nécessairement une fonction périodique de ¢, d’aprés la proposi-
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tion établie au n° précédent. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
intégrales (57) soient les fonctions périodiques de ¢ s’expriment comme il suit :

/E’q,,,A3+rmB,+ K,)dt=o,

(a4 paB,+ L) dt=o.

Substituant dans ces équations les expressions (35) de p,,, ¢,, et r,,, on trouve

g 3G, +3™H,=P,,

9 L 36, + 3™ H,=Q,,

ou l'on a posé

w w t 1
_pmzfxmdt+/ gAS/YdeBg/zmdtsdt,

W W t t
_szfLmdt +f gA‘medt + Bafx,,,dzgdz,

‘G‘:/‘uA‘dt, GSZ/T\adl,
o 0
?H,:f%zdt, szf‘iaadt.

[49] Les constantes P,, Q,, G,, G, H,, H, dépendent évidemment des cons-

(59)

tantes Sy) (j =1, 2, 3) qui entrent dans les expressions (52) de p,, g, et r,.

Il est aisé de comprendre que ces constantes ne peuvent pas étre considérées
comme arbitraires, car elles doivent étre choisies de facon que les fonctions u,, v,, w,
et p,, q,, r, soient périodiques en ¢. Nous avons déja trouvé les fonctions

uo’ Uo’ wo; pi’ ql et rl'

Passons & la détermination des fonctions u,, v, et w,. .
Appliquant les résultats du n° 1o au cas de k = 1. on trouve

lu, =cMu® + M,u, + N u®,

1
(60) v, =c"o® + M,v, + N0,
) cgi) I
1 1),
w,=cC, wl )+M‘w0+ N‘w( )+;—"u7s1,

o o
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ou
M, —c —R],
N‘ztci"+c§”/——fR dt—f ! dt+/vU A ‘dt
B;:fB,dt, S;::/S,dt,
U, —uMV,
T w,A ’
S,A=U,w,w" —w,") 4+ V,(w,u") — ua,w®) + W (u,0®") — v u®)
et
2a
N — b '
Ux (C+a)(a+ b){(a+c)1“0'1 (a+ )woql}
. 2b ’
‘1_m{(b+a)wo _(b+c)u01)’
2c

w {(C+b)uoq|_(c+a)vopx }'

T+ +a

On peut affirmer, d’aprés ce que nous avons dit au n° 13, que u,, v,, w,, définies
par les équations (60), seront périodiques en ¢, si nous allons assujettir les cons-

tantes c 8(1) (j=1, 2, 3) a la seule condition

(60,) (”4—0‘”/ _/R’dt—/"s dt-}-/ =tV

\ . - RO N
ou D, est une fonction linéaire des constantes °§') (j =1, 2, 3) qui restent encore
indéterminées.

[20] Apres avoir déterminé u,, v,, w, de la maniére tout & I'heure indiquée en
fonctions périodiques de ¢, cherchons les expressions de p,, g, et r,.
Posant dans (24) k =2 et

po:qo: r0:0’

on trouve, eu égard a (20) et (33),

f— . v, w, abe ,  (b—ec) ,
o, P, = (8, h)‘lll,+2a(criC——+a—bqia+b>_b+cu1__ —y
Bt = — o)1, + 20 (ap, g —or, )= (c—ar

c+a ' c+a U
v, ) 2ab w' (a—-b)’
c+a a+b a+b

+b ‘b+c

1= (= BIPY, + 2c (bq, o P
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On en tire, en tenant compte de (52),

be (b—c) ,
L=(8,—v,)3"s" Wog, ) - g_ o

p ( (1) +2(l '/‘B(c—l—a) <\’2 ”Y,(a‘l‘b) b-}-Cuiv b+C pi’
350 4 o 50 W, s, M ] 3ca , (e—a)
§AQ2 U.) +2 aﬂ. ”( +b) 3 C(i’li(b-i—C) C+al‘4 C"l"a (]'l’

b (a—b)*
P o—(y — 83" 5® Aix(i)bg N O] A 2 — !
= (= B33 aeid, Mo, (b4¢) 208, c+a at b cta v

L’intégration de ces équations conduit aux expressions suivantes pour p,, ¢, et r, :

be (b — c)’ 8, — a ;
—@__ 2 21 . )
__ a9 2cCa . (C—a)g Y, , 2 . )
L= o T her ol gy, o T p (SO — O
L@ 2ab (a—b) % —8, c o
n=h a0 nar s s, b T (RO ==t 0},

ou l'on a posé

DY t 2 t 2 t
— 2 fua=uw, —— [od=H@, — A =M1),
A OO i A Oy =10

X MU 3’ ~() z
61 3“)———‘—, ( - B, = —.
( ) * au %2 b

1
En se rappelant que
ul’ l‘]’ 101; pl’ q:’ ’11

sont les fonctions périodiques de ¢, on en conclut que p,, ¢, et r, seront aussi pério-
diques, si nous choisissons les constantes ., y, z de facon que I'on ait

gg‘yz + zh, — yh,=o,
(62) g,2¢ + xh,—zh, =o,
?g,xy+yh,—och2=o,

ou I'on a introduit les notations suivantes :

B_Yl _ T _OL—-B

DS 1 "1

g‘_abc,ﬁ‘«(l’ g’_abc«{‘ai’ 9= abca,p,

174

2 o 2 © 2 ©
h=rara ) i =g [ =y fua

Or, on sait que

(62,)

8=B
h,=h,=—o, hy=¢,————.
v ' py.(a+b)
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Les équations (62) deviennent
(63) y(@g,z—h)=o0, x(9,2+h)=0, gxy=o.

Nous allons supposer que g, soit différent de zéro, c’est-d-dire que I'ellipsoide
d’inertie du corps solide, par rapport au point fixe, soit un ellipsoide a trois axes
inégaux.

Dans ce cas, nous devons avoir

XL=0 ou yYy=o.

Si & = o, y reste indéterminé, et la premiére des équations (63) donne

h
z=-2.
9,
Si y = o, x reste indéterminé, et la seconde de ces équations donne
h
z2=—-
9,

Outre ces solutions, les équations (63) admettent encore la solution
r=y=z=o0.

On voit donc qu’il suffit de prendre pour 89) I'un de ces trois groupes de valeurs

h
0 M=o, 3, W=
CYigl
h
(64) 2) 3", W=o, WPW=—-—3_,
C‘(lgﬂ
3) =0, W=o0, =0

pour déterminer p,, ¢,, r, en fonctions périodiques de ¢ avec la période o.
Substituant ces valeurs de 83.1) (J =1, 2, 3) dans le second membre de I'équa-
tion (60,), nous obtiendrons pour D, une expression bien déterminée. Cette équation
conduira alors 4 une relation entre les constantes ¢\ et .
Cette relation étant remplie, les fonctions u,, v,, w, deviennent périodiques,
quelles que soient les constantes cj.” (J=1, 2, 3) assujetties & une seule condition (60,).
Deux de ces trois constantes peuvent étre considérées comme arbitraires.

[21] Aprées avoir trouvé
u,, U, W, U, v, W,
pa’ ql’ ra’ pe’ qz’ ra
en fonctions périodiques de ¢, nous déterminerons ensuite

ll’, U’, wn

Fac. de 7., 3¢ S., 1, 22
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en fonctions périodiques de ¢, en appliquant les raisonnements du n° 16 au cas
de k= 2.

Ces fonctions étant trouvées, nous déterminerons ensuite p,, ¢, et r, a laide de
quadratures (51) en y posant m = a.

D’aprés ce que nous avons démontré au n° 18, ces fonctions deviendront périodi-
ques en {, si nous choisissons les constantes 8&2)(‘]' =1, 2, 3), qui entrent dans les
expressions de p,, q,, ', de facon que I'on ait

3G, + 39 H, =P,

(65) )
[ 3P G, + 3P H, =

\2’

ce qui est toujours possible, comme nous le verrons tout de suite. Pour s’en assurer,
il suffit de montrer que G, et H; sont différents de zéro.
On trouve, eu égard a (52) et (34,),

b) B,) aw

A= (8, — )30 b gpl_C@Eb) B aw,

e A e [ T Smbon f i
: b) o) ew

v B =(y. —a)3P bg clat —= =,

(4 Dy (Y« al) 3 ta (b+0)(0+a) Ta (a+b)

d’ou l'on tire, en intégrant et en tenant compte de (62,) et (5g),

8 Y c(a+b) 8
G,=3"t h,a ——____*§,
» 1, “otsha b+olc+a v,

TR ok PR 1% S Gk N

3
4
1

b+eyc+a) v,)

On aura de méme, en vertu de (62,) et (59),

H=0TT50, g =TT,

2 2 ’ 1 1
B o,

/u dt /v dt=o.

Supposant que By) (J =1, 2, 3) se définissent par la premiére des conditions (64).

car

on trouve
G,=o,
g8 c(a+b)
= h,ab ™ (o — g 2

G, h,ab . (0 —e)+ Broeta)
By —o) x cla+b)

H=habi—t— 04t —z—-—L [
(.8, — ) o (bt+o(cta)

H, reste arbitraire, car il en est de méme de la constante 3.
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Si 83.1) (j =1, 2, 3) satisfont 4 la seconde des conditions (64), on aura

PP N RNy TR
Go == [<b+c>|<c PR T
B _clat+b) o
H,=—hab - w+5 b+c)(ate) ]
HQ:O’

G, reste arbitraire, car il en est de méme de la constante 3t

Enfin, si
a(l) — ~(1
o;"—ag)——og )_0’

on a
Hﬁ: G‘:0,

. c(a+b) 8,
Ga=e,hyab %(b Yol +a)“2§’

c(a+b) —E"g'

H—=—:<hab|—-—--—F—
S RS TP S

3

Dans le premier cas, les équations (65) deviennent

(w2
(66,) ) tH,
(332G, + 3P H,=P,.

L’une des deux constantes 3 et 3" peut étre considérée comme arbitraire.

Dans le second cas, on a

g NCJ
(66,) =G,
? 8:(32) G4 + 8(12) Hsz Qﬂ 4

c’est-A-dire, I'une des constantes 32 et 8( reste arbitraire.
Enfin, dans le dernier cas, les equatlons (65) donnent

(66,) a§-’>:.g_*, e Q.

3 3

Quant a la troisiéme constante 8(32), elle reste indéterminée.
Donc, on peut toujours choisir les constantes 8(.2’, ui entrent dans les expressions
p 2 ;0 q P
dep,, q, el r,, de telle facon que les fonctions

pS’ q3’ ’13

deviennent périodiques en t avec la période o.
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L'une des trois constantes 8;?) reste toujours arbitraire, les deux autres se déter-
minent & 'aide des équations (66,), ou (66,), ou (66,).

Dans tous les cas, on suppose, sans doute, qu’entre les constantes
h,l,a, b,c, o B, v, 1
il n’exisle pas des relations exprimdes par les équations

G,=H,=—o.

[22] Apres avoir déterminé, de la maniére tout & 'heure indiquée, u,, v,, w,
(k=o, 1, 2) et p,, q,, r,(k=o0. 1, 2, 3) en fonctions périodiques de ¢, nous trouve-
rons ensuite u,, v, w,, en appliquant les raisonnements du n° 1o au cas de k = 3.

Ces fonctions seront périodiqﬁes en ¢, si nous allons assujettir les constantes
¢ et ¢ & la seule condition (50), en y posant m = 3.

Les fonctions u,, v,, w, (k=o, 1, 2, 3) et p,, q,, r, (k =o0, 1, 2, 3) étant trou-
vées, nous obtiendrons p,, q,, r, a I'aide des quadratures.

Ces dernieres fonctions seront périodiques en ¢ avec la période w, si nous allons
définir les constantes 3, 8(23), 3, qui figurent dans les expressions de Py G, 1y €6
qui restent encore indéterminées & 1'aide des équations (58) en y posant m = 3.

In continuant ainsi de suite, nous allons déterminer successivement toutes les
fonctions

Ups Vs W5 Ps Qs T
en fonctions périodiques de ¢ avec la période o.

Il est aisé de comprendre que chaque groupe de six fonctions

u,,V,, W

m? Ws Pas Qusas T
quel que soit le nombre m > 2, dépend de trois constantes arbitraires, et que chaque
fonction de ce groupe est une fonction linéaire de ces constantes.

Si les constantes 8;‘) satisfont & la premicre des conditions (64), on peut prendre
pour ces constantes arbitraires les constantes

¢, glm)

™ oet 3™,

.1 . \ . .
Si o;) satisfont & la seconde des conditions (64), nous pouvons considérer comme
arbitraires les constantes

™, ™ et 3.
Enfin, dans le dernier cas (64), on peut prendre pour les constantes arbitraires

(m)

3

¢™, ¢ et 3™,

Ces constantes, dans chaque cas considéré, doivent étre assujetties & une seule
condition, que les séries (16), disposées suivant les puissances entieres ct positives du
parameétre z, soient convergentes.
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Nous obtiendrons ainsi trois séries des solutions périodiques des équations du mou-
vement, correspondant & la solution particuliére
(7) po:(IO_ro_O

de ces équalions pour ¢ =o, conformément & trois conditions différentes (64), aux-

quelles doivent satisfaire lqs constantes 8;').

On pourra, de la maniére analogue & celle que nous venons d’indiquer, démontrer
I'existence des solutions périodiques des équations du mouvement correspondant
aux autres solutions périodiques de ces équations pour ¢ =—=o, par exemple & la
solution de la forme

(8) u,=—=v,=w,=—=o,

(] [ []
ou, encore plus généralement (voir n° g),
uu:)\lpo’ vo:)‘oqo’ wo:)‘ul‘o‘

Les cas particuliers (v) et (2) méritent une attention particuliére.

Appliquant les raisonnements, analogues aux précédents, au cas (), nous pou-
vons arriver a la conclusion suivante :

On peut imprimer au corps solide certains mouvements périodiques qui impriment,
a leur tour, des oscillations petites, aussi périodiques, au liquide contenu dans la cavité.

Inversement, on voit, d’aprés ce qui précéde [le cas (y)], qu'il est possible d’im-
primer au liquide, remplissant la cavité, tels mouvements périodiques, qui imprime-
ront, a leur tour, des oscillations petites, aussi périodiques, au corps solide, immobile,
par exemple, au moment initial.

Nous nous rencontrons ici avec une circonstance analogue a celle qui se mani-
feste dans le phénoméne des variations de latitudes terrestres; nous pouvons donc
cn profiter pour en déduire quelques explications du phénoméne dont il s’agit.

Ici, je me bornerai & cette remarque en me proposant de revenir sur cette ques-
tion plus loin.

ITI. — CERTAINES SOLUTIONS PARTICULIERES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT, DANS LE CAS
Oll LE MOMENT RESULTANT DES FORCES EXTERIEURES, PAR RAPPORT AU POINT FIXE, EST

EGAL A ZERO.

[23] Nous allons indiquer, dans cette section, certaines solutions particuliéres
des équations (7) et (8) du mouvement, en supposant que

M.—=M,=M,—o.
H g 4

Remarquons tout d’abord qu’on peut satisfaire aux équations (7) et (8) en posant

U—V=—=—1W=0.
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La solution du probléme se raméne i I'intégration des équations d’Euler

ap'=@B—y)gqr., B¢=(—x)rp, yr'=(x—pB)pg

qui expriment p, ¢ et r en fonctions elliptiques de ¢.

Nous retombons ici au cas bien connu du mouvement d’un corps solide ayant
une cavité de la forme ellipsoidale remplie par un liquide animé d’un mouvement
irrotationnel.

Ce cas bien étudié n’est qu'un cas particulier du probléme plus général que nous

considérons dans ce travail.

[24] Une autre solution, trés simple, s’obtient, si I'on pose
u=v=o0, p=g=—o.
Les équations du mouvement (7) et (8) se réduisent a deux suivantes

w'=o, r=o

ce qui donne

w = const., r=—const.

Dans ce cas, le corps solide tourne uniformément autour d’axe des ¢, et les tour-
billons du liquide, remplissant la cavité, restent toujours les lignes droites paralléles
A cet axe.

On peut aussi satisfaire aux équations du mouvement en posant

v=o0, w=o0; ¢=o0, I'=o,
u=const., p=const.
et
w=—o0, w=o0; p=—o, r=o,
v=const., ¢=—=consl.
Donc, chaque corps solide, ayant une cavité de la forme ellipsoidale, remplie par
an liguide incompressible, donl les parties s’attirent suivant la loi de Newton, admet la

rotation uniforme autour de chacun des axes principaux d’inertie par rapport au point
Jixe, situé au centre de la surface ellipsoidale de la cavité (*).

[25] Supposons maintenant que

u:p:o,

tandis que v, w, r et q restent différents de zéro.

(1) Rappelons que nous supposons que les axes principaux de cet ellipsoide coincident avec
les axes principaux d’inertie du corps solide.
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Les équations (7) et (8) [pour M, = M, = M, = o] deviennent alors

(67, (b—c)yow+2(a+c)rv—2(a+ bqw=o,
U':O, w’:O,
(67, B—1yv)gr+K(c—byow + z_M_a%::__IQ [e(a—b)rv— b(c— a)qw] =o,

ce qui exige que on ait
v=—=const., w =—const.,
q=const., r=const.

Donc, v, w, g et r doivent rester constantes pendant le mouvement et satisfaire &
deux équations (67,) et (67,).

Posons
B=u, =
w
4Ma(b+ )
)\:T.

Les équations (67,) et (67,) peuvent s’écrire

b—c)+(a+c)t—(a+b)y=o,

(68)
(B—y)nt+rc(a+b)g—2rb(c+ayg=o.
On en tire
b—c¢ a+tc
(69) 'ﬂ—m-f-mC-

Substituant cette expression de + dans la seconde des équations (68), on obtient
cette équation pour §
b

(70) Pt (B — 1)+ A(be —a) ¢

_ Ab(b— c)_0
(B—v(a+o) -

B—v
Cette équation admet deux racines réelles, pourvu que
(71) (b— ) {(b—)[o+rm]+4)b(a+c)fs} >0,
ot l'on a posé
c=8—y, m=bc—a’
Nous avons deux cas a distinguer :

1) b—c=~h>o, 2) b—c=—Mn<o.
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Supposons d’abord que
b—c=h>o.

La condition (71) exige que I'on ait
S)=PR[c+2rm]*+ 42rb(a+c)*c>0.
Il est aisé de s’assurer que I'équation

S(@)=o

admet deux racines réelles et négatives :

2
’

A — _
s=—j——t@+Vb+(a+b)el

A - s
= @+ Ve—(a+bel

Il s’ensuit que

f(e) =0
pour les valeurs de s satisfaisant aux conditions suivantes
(— s<s,
(72) werse
5, S0 + oo

Toutes les fois que la différence

c=2=

1
satisfait & I'une des conditions (72), I'équation (70) donne deux valeurs réelles pour ¢,
que nous désignons par ¢, et {,.

Substituant ces valeurs de ¢ dans (69), nous trouverons deux valeurs correspon-
dantes 7, et =, pour 1.

On obtient ainsi

v
(]:'ru.;, r—=¢

w
:j 5

(J =I, 2)
Donc, toutes les fois que les constantes

&%, ﬁ, Y a, b: C. M,

qui caractérisent le systéme considéré, composé d'un corps solide et d'un liquide
incompressible remplissant une cavité ellipsoidale appartenant au corps solide, satis-
font aux conditions (72), ce syst¢tme admet un mouvement, défini par les équations

\ u=o, p=o
(73) )

vl

» ’"=§j
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On peut donner arbitrairement les constantes v et w, qui caractérisent le mouve-
ment du liquide; dans ce cas, le mouvement du corps solide sera complétement
déterminé A l'aide des équations (73). Inversement, on peut donner & I'avance les
composantes ¢ et r de la vitesse angulaire de rotation du corps solide ; le mouvement
du liquide sera alors complétement déterminé a I'aide des équations

u=—o, V= 2—q— s w = _2;_1‘ .
M &

Donc, & tout mouvement du liquide, dans lequel les lignes de tourbillon sont des
lignes droites, situées dans des plans paralléles au plan principal ¢ de la surface ellip-
soidale de la cavité, correspondent deux cas différenls du mouvement du corps solide.

Dans chacun de ces cas, le corps solide lourne uniformément auiour d’'un axe fixe,
situé dans le plan principal w% de Uellipsoide ‘

o ¢
(74) FRE R
el passant par son centre.

Inversement, on peul imprimer au corps solide a I'avance une rotation uniforme
autour d’un axe quelconque passant par le centre de Uellipsoide (74) et situé dans
le plan principal v de cet ellipsoide. A tout mouvement de Uespéce considérée du corps
solide correspondent deux mouvements possibles du liquide, contenu dans la cavité,
dans chacun desquels les tourbillons sont les lignes droites, paralleles & une droite
Sixe, située dans le plan principal «% de Uellipsoide (74).

Nous avons supposé que

u=p=o.

Nous obtiendrons, évidemment, les résultats analogues, si 'on pose
1) V= q =0,
2) w=r=—o.

Donc, st les constantes

o, ,3’ ) a, b5 c, }\1

qui caractérisent le systéme, composé d’un corps solide et d’un liquide qui remplit
entiérement la cavité de la forme ellipsoidale appartenant & ce corps, satisfont & cer-
laines inégalités, analogues a celles de (72), le systéme peut étre animé d’'un mouvement
qui consiste en rotation uniforme du corps solide autour d’un axe fixe, situé dans un
des plans principaux de la surface ellipsoidale de la cavité et passant par son centre,
et en un mouvement du liquide, conlenu dans la cavité, tel que les tourbillons restent
loujours des lignes droiles, paralléles & une droile fixe, située dans le plan principal
considéré.
Fac. de T., 3¢ S., 1. 23
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[26] Nous avons supposé que le produit
(b—rc)(c—a)(a—D)

soit différent de zéro, c’est-a-dire que la surface de la cavité soit un ellipsoide & trois
axes inégaux.

La proposition tout & T'heure énoncée sera en défaut, si nous supposons, par
exemple, que

a—b=—o,
tandis que « — 8 ne s’annule pas.
Dans ce cas, la rotation uniforme du corps solide autour d’axe, situ¢ dans le plan
équatorial de I'ellipsoide

(74) R BRI

devient impossible, car, dans le cas considéré, la troisiéme des équations (8) se
réduit & la suivante :

yr=(a

Bpq-
La supposition

w=o, r—o

exige que l'on ait

p=o ou q=o.

Or, la troisi¢éme des équations (7) prend la forme
qu—pv=o.

On en conclut que

‘u=o ou v=o0.

Nous retombons ici au cas du mouvement indiqué au n° 24.
Mais si nous supposons que les différences

a—b et oa—B

s’annulent & la fois, le théoréme du numéro précédent devient exact de nouveau.

En effet, les équations (7) et (8), si I'on pose

r—=w-=—o, a—b=o, a—fp=o0.
deviennent
vW=o0, V=0, p'=o0, ¢=o,
qu—pv=o.
On en conclut que
u=hip, v=1>q,

) désignant un paramétre arbitraire.
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A toules les valeurs données des constanles u et v, ¢’est-a-dire a tout mouvement de
Uespéce considérée du liquide, correspond une rotation uniforme du corps solide aulour
d’'un axe fixe, silué dans le plan principal &q de Uellipsoide (74), avec une vilesse angu-

laire Q qui reste arbitraire, car
§ —
Q :5\ \/u’ -+ v® = const.,

et X est un paramétre arbitraire.

Inversement, & foute rotation uniforme du corps solide autour d’un axe fixe, situé
dans le plan équatorial de Uellipsoide (74,). correspond un tel mouvement du liguide,
contenu dans la cavité, que les lignes de tourbillon restent toujours des droites, paral-
léles & une droite fixe, située dans le plan équatorial de Uellipsoide (74,), et Uintensité
de tourbillon reste arbitraire, car

u9+vl:)\2<p2+q2)'

[27] Le cas, ou la surface ellipsoidale de la cavité et I'ellipsoide d’inertie du corps
solide sont les ellipsoides de révolution, mérite une attention particuliére.

Dans ce cas, le probléme du mouvement se résout complétement, comme l'a
déja montré M. Joukowsky dans son travail « Sur le mouvement d’un corps solide
ayant une cavité remplie par un liquide incompressible », inséré dans les Travaux
de la Sociélé physico-chimique de I'Université de Saint-Pélersbourg (en russe, 1885).

En supposant de revenir a I'étude générale de ce probléme plus tard, je me per-
mets ici d’indiquer une solution particuliére trés simple, qui représente une généra-
lisation intéressante de la solution signalée & la fin du numéro précédent.

Posons, dans (7) et (8),

Ces équations deviennent

(5) % 2(a+ c)u'=(a —c)vw + 2(a + ¢)rv + 4aqw,
7
2(a+ c)v'=(c — a)wu+ hapw — 2(a + ¢c)ru,
(¢ + a)w'=2c(qu — pv),
( ep'=(a—v)qr+ K(c —a)ow —Mg—_—a)qw,
(76) V(o —
2 wqg'=(y—a)yrp + K(a — c)uw + M—_——g—)—pw,

r=o.
La derniére de ces équations donne
r=r =const.

Considérons un cas particulier, ol w reste constante pendant le mouvement.
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Dans ce cas, on doit avoir
qu—pv=o,
ou
u=>ip, o= Aq,

X désignant un paramétre arbitraire.

Substituant ces expressions de u et de v dans (75) et (76), on obtient les équations
suivantes

gp’=.oq' q'=—¢p,

@ p'=¢q, ¢=—o0p,
ou l'on a posé

l(@a—c)w,+a(a+o)r, | 2 —baw,
a(a+¢)x ’
aMa®(c — a)*w,
5

P:

I
o —t
o©

(x—y)r,+ K(c—a)rw, —

Pour que les équations (77) soient compatibles, il faut et il suffit que I'on ait

(78) p=g.

, . . . I N . , .
C’est une équation du second degré en x = 3o qui admet deux racines réelles, si

4Ma*(c —a)(a +¢))*

a(a+c)yh+a(a—c) + 5

+ 32aaK(a*—c*) >o,

ou l'on a posé

h=-—.

wO

Cette condition sera toujours remplie, si
a>c,

c’est-A-dire si la surface ellipsoidale de la cavité est un ellipsoide de révolution aplati.
Si cet ellipsoide est un ellipsoide de révolution allongé, c’est-a-dire

a<c,
I'équation (78) aura les racines réelles, si la constante A satisfait a4 1'une des condi-

tions suivantes

4Ma*(c —a)'(a+c¢)
5

(79) 1) a(a+c)vh+ a(c — a) — 4\ 202K (c* — a¥) >0,

ou
AMd*(c—a)(a+c)
5

(80) 2) 2(a+c)~kh+ on(c—a)-{—l;\/zaaK(c'—a’)go,
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Les équations (77) conduisent aux expressions suivantes pour p et ¢q :

p=~Ccospt+ Dsingt,
qg=Dcosgt— Csingt,

C et D désignant des constantes arbitraires.
Dans le cas d’un ellipsoide de révolution, on peut toujours supposer que
p=p,, g=o pour t=o,
ce qui donne
p=p,cos¢t, q=—p,sinpt.

Ces équations, jointes a la suivante :
r=r,=const.,

déterminent la rotation du corps solide autour de Y'origine des coordonnées [autour
du centre de Iellipsoide (74,)]-
Le mouvement du liquide, contenu dans la cavité, sera défini par les équations

u=>\p,cosgt, v=—)p,sinpt, w =w,= const.

Comme I'équation (78) admet deux racines différentes x, et ,, on obtient deux
cas différents du mouvement de I'espéce considérée correspondant & deux valeurs
diftérentes

A, A, et Cir Oq
de X et deg.

Ces mouvements sont toujours possibles pour un ellipsoide de révolution aplati,
quelles que soient les valeurs données de r, et w,. Dans le cas d’un ellipsoide de révo-
lution allongé, ces mouvements seront possibles, pourvu que le rapport % satisfasse

0

a I'une des conditions (79) et (80).
Le mouvement considéré au n° 26 n’est qu'un cas particulier de celui-ci et corres-
pond & la supposition que les constantes r, et w, soient égales  zéro.

(28] Revenons au cas général, ou la surface de la cavité est un ellipsoide A trois
axes inégaux et le produit
B=nl—a)(=—8)
est différent de zéro.
Proposons-nous de résoudre la question suivante :

Trouver tous les cas possibles du mouvement permanent du systéme considéré, ou,
en d’autres termes, tous les cas possibles ot les quantités

u, v, w; p,q,r
restent constantes.
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Les équations du mouvement (7) et (8) se réduisent alors aux équations algébri-
ques suivantes, auxquelles doivent satisfaire les constantes u, v, w; p, g et r:

(b—c)vw + 2(a +c)rv — 2(a + byqw=o,
(c —a)yuw—+ 2(b+ a)pw—2(b+ ¢)ru=o,
(a—b)vu + 2(c + byqu—2(c + a)pv =o,

(81) B—gr +K(c—bow +wsc(a—b)rv—b(c—a)qw —o,
5 (
(~{—a)rp+K(a—c)uw+2—1\E<—a~——C) a(b—c)pw—c(a—b)ru {—=o,
5

aMe (b — a) {
5

(a—B)pg +K(b—a)yuw + b(c —a)qu —a(b—c)pv }:o.

Le probléme se raméne a la détermination de tous cas possibles, ot I'on peut
satisfaire & ces équations par les valeurs réelles de u, v, w; p, q et r.
Posons

E.(i_l__czl)(_(l.Lb)u +¢P=E,
K b)(b
(82) —WU _*_'Bq:»n

Kb+ c)c + a) o
—C—w—i— yr=¢.

Les équations (81) conduisent aux suivantes (voir n° 4) :

rqa—qg¢g=o,
pi—ri=o, '
9t —pq=o,
qui donnent
83 E=p, n=0>\q, {=%ir,
p i q

X désignant un paramétre arbitraire.
On trouve, eu ¢gard a (82),

(A —2)a
g CTRetaern”
(86) S L
K(a+b)(b+c¢)
(h—y)e

w= Kb+ c)(c+a) "
Posons maintenant

(85) f— I 1 I

—_— 4

—a T e Ty

et substituons les expressions (84) dans les trois premiéres des équations (81).
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On trouve
be(b— ¢) + 2Kb(b+ ¢)(a+ ¢)'¢,— 2Ke (b + ¢)(a + b)*q,= o,
ca(c — a) + 2Ke(c + a) (b + a)*s, — 2Ka(c + a)(b + ¢)'¢,= o,
ab(a— b) + 2Ka(a + b)(¢c 4 b)*n, — 2Kb(a + b)(¢c + a)*%,=—o,

Posons ensuite

E'i ¢ ’nl K CI

— K ———— — 3K == _—
(86) x 2ka(b+c)"’ y z=2 PEENAR

e+ o

Les équations précédentes s’écriront
b —¢* —a’ a—b
I et
3=(0b+c)c+a)la+b).
On en tire ces expressions pour x, y, 2 :
* b c

a
-T=P+'87’ y=p+§;, Z:p—l-é;,

¢ désignant une constante arbitraire.
On trouve donc, en tenant compte de (85) et (86),

| )\ 2K 3*
LC=A—
\ alb+c) (x+a’)
2K 3*
&7 e T ek
2K ?®
'Y:

Ccla+br+ )’
ou I'on a posé

— A2
T=708%.

Substituant les valeurs trouvées de o, 8 et y dans (84), on obtient

p_ oGt
g 29
_(c +a)(x + b ‘
(88) =",
p_(athEte)
29

Il est évident que les équations (81) sont équivalentes aux équations (87) et (88)
et que les expressions de «, f, v, p, ¢ et r, définies par les formules (87) et (88), satis-
font aux équations (81), quelles que soient les constantes X, 1, u, v et w.

On obtient ainsi la proposition suivante :
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Si les constantes
o, Bs Y’ a, b) c, N[

qui caractérisent le systéme en question, composé d’un corps solide et d’un liquide
incompressible, remplissant la cavité de la forme ellipsoidale appartenant & ce corps,
satisfont aux conditions (87), oti ) et < sont des paraméires arbitraires, le systéme con-
sidéré admel un mouvement permanent, dans lequel les composantes p, q et r de la
vitesse angulaire de rotation du corps solide autour de Uorigine des coordonnées (autour
du centre fixe de la surface ellipsoidale de la cavité) et les composantes u, v, w du
tourbillon du liguide sont lides par les relations (88).

A tout mouvement du liquide, défini par les valeurs de u, v, w, données arbitrai-
rement, correspond une rotation uniforme du corps solide autour d’un axe fixe,
passant par I'origine des coordonnées £, =, { (par le centre fixe de la surface ellipsoi-
dale de la cavité); les composantes p, ¢ et r, suivant les axes de la surface de la cavité
de la vitesse angulaire de rotation du corps, s’expriment en u, v et w par les for-
mules (88).

Inversement, & toute rotation uniforme du corps solide autour d'un axe fixe,
passant par le centre de la surface ellipsoidale de la cavité, correspond un mouve-
ment bien déterminé du liquide, contenu dans la cavité.

Les composantes u, v, w, suivant les axes de la surface de la cavité, du tourbillon
du liquide, s’expriment en les valeurs données de p, ¢ et r par les formules

23
YEoroc+ra
- 20
CTlracrn?
28

u):mr.

[29] Les ¢quations du mouvement (7) et (8) admettent encore des solutions parti-
culiéres de la forme

(89) u=>\p, v=1>\4, w=>»Ar,
As X, A, étant des constantes convenablement choisies, plus générales que celles que
nous avons indiquées plus haut.

Sans chercher toutes les valeurs possibles des constantes },, X, A,, avec lesquelles
on peut satisfaire aux équations du mouvement a T'aide de relations (8g), j'indi-
querai seulement un cas le plus simple des solutions particuliéres de V'espéce
considérée.

En se rappelant que les équations du mouvement admettent une intégrale géné-
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rale de la forme (13) [voir n° 4], on en conclut qu'on peut satisfaire i ces équations

en posant
ax(b+c) _ bBlc+a) _cy(a+b)
(90) u_—Tp, v= —T—q, w———Tr,
p=K(b+c)(c+a)(a+ b)=KS3.

Dans ce cas, les équations du mouvement se réduisent & trois suivantes :

o =avw(B,—C),
(91) (v =buw (C,—A)),
2 w'=cuv (A,—B),

2K3
+ aa(b+c)*’
2K?2
bele +ay
2K?2
P

©

|8, o} =
+

ot I'on a posé

>
|

o
I
+

Les équations (91) déterminent u, v, w en fonctions elliptiques de ¢. Elles admet-

tent les intégrales
u v w .
( —+-+-—-=,
a b c
(92) ]
( 2 Al 2 Bl 2 1 2
w—+v=4w2=10
a b c

k et I désignant des constantes arbitraires.

De ces intégrales on tire
A—B *
F=1— szi + %' (Bl_ci)’

(93)
2w&_E:m&_P—%@r4J

Supposons, pour fixer les idées, que

A,>B,>C,.

La seconde des équations (93) montre que dans ce cas
A, —1I>o0.
Quant a la différence
*— kB,

elle peut étre positive aussi bien que négative.
24

Fac. de T., 3¢ S,, 1.
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[30] Considérons d’abord le cas ou
*— kB, >o.
Posons

h" l”—/{QBiZ’Z,
C

_h2
=

1

c
B‘——C:gi, Al_Cazhi’
7

Les équations (93) donnent

we (A, —B) =l /(6" + w*)(* — w?),
ou l'on a posé

l#gllzlvgg, e==1.

On trouve donc cette équation pour w :

W=/ (s> + w) (* — w?),
d’ou l'on tire

X *
w:eaccni, EIET;(t-{—T), /t’:ﬁ, g=-F1,
7 désignant une constante arbitraire, et
s 9"+ N (ke
= (1—A = A oy S
u c(\.—B) (1 —k*sn’%) c(A,—B) dn’
V= bhie snt
T ¢(A,—B)

I1 suffit de substituer les expressions trouvées de u, v, w dans (go), pour en dé-

duire les composantes p, ¢, r de la vitesse angulaire de rotation du corps solide en
fonction de ¢.

[31] Supposons maintenant que

I*— "B, <o.
Posons
r—p=—2.
¢

On trouve, en adoptant les notations du numeéro précédent,
uz vi cz (1\l — Bl)ﬂ f— )\2 (0_2 — wz) (wz — Pa)

et, en vertu de la troisi¢éme des équations (g1),

(o) W=V ).
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Les équations (91) donnent
C,—B

G G B e, — <o
a b

Or, il est aisé de s’assurer que

B,—A)CE—1%

2 - 2 f— .
P ° (A4 - Cl) (Bl - Ci)
On a donc
e <o
Posant
2 2
g —EP — ka< [

G

et
w=3s"(1— k2%,

on trouve, eu égard A (94),

dw — d =cAdl.
V=@ — )@ —o") TV — k) (1 — k)
Cette équation donne
x=snk, E=circ({+1),
7 étant une constante arbitraire.
On a donc
w=c¢,cdnk, e, =1,
et, en tenant compte de (93),
u=—ge, &/LG———_P) cnk,
Ve, —B)
e, =1,
h b 2_ 2
S V(s P)snE,

7 Ve(A,—B)

187

Substituant ces expressions de u, v et w dans (go), nous trouverons P, qetren

fonctions elliptiques de ¢.

[32] Les équations (9r1) représentent les équations différentielles du mouvement

du liquide remplissant la cavité.

Substituant dans ces équations, au lieu de u, v, w, leurs expressions en p, q et r,
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on obtient les équations suivantes du mouvement du corps solide autour de I'origine
fixe de coordonnées &, v, & :
Y_bCIBY(Cl_Bl) .
T Ka(brop 1T T
r_ca'(l(Aﬂ_Ca) o
= "Kpctar 'P=HP:
_abip(B—A)
- K‘{((l-‘l—b)z pq_Tlpq'

Nous avons ici un exemple du mouvement du corps solide, plus général que celui
de Poinsot.

Si les constantes
1,{,“’, aybvcv M
satisfont & la condition

U'1+ ABI+YI+ aiplYl:()’

nous obtiendrons le mouvement de Poinsot.

IV. — CERTAINS CAS PARTICULIERS, OU LE PROBLEME DU MOUVEMENT

SE RESOUT COMPLETEMENT.

[33] Considérons tout d’abord le cas le plus simple, ot la surface de la cavité est
une sphere, c’est-a-dire
a=b=c.
On a
o=23A, =3B, y=2aGC

et les équations du mouvement (7) et (8) deviennent

(99) u=rv—quw, v'=pw — ru, w'=qu— pv,
Ap'= (B —C)qr,
Bg'=(C—A)rp,

Cr'=(A—B)pg.

ou A, B et C désignent les moments d’inertie du corps solide par rapport A ces axes
principaux d’inertie.

Ce sont les équations d’Euler. Donc, le liguide, contenu dans la cavité sphérique
el animé d’un mouvement de Dirichlet, n’exerce aucune influence sur le mouvement du
corps solide.
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Quant au mouvement du liquide, il se détermine par l'intégration des équa-
tions (95) qui, jointes aux équations de Cinématique,

dx,

Tj =ro,—qa, etc.,

montrent que, dans le cas considéré, le vecteur
I:\/u’-{-v’—i—w’
ne change ni sa grandeur, ni la direction dans 1’espace.
[34] Supposons que
A=B
et que la surface de la cavité soit aussi un ellipsoide de révolution a)ant I'axe de ¢
pour l'axe de révolution, c’est-a-dire
a=».
Les équations du mouvement admettent alors la quatriéme intégrale générale de
la forme
r=r,=const.
Donc la solution du probléme se raméne aux quadratures, d’aprés la proposition
énoncée a la fin du n° 4.
L’analyse, assez détaillée, a été donnée déja par M. Joukowsky, dans son ouvrage
cité plus haut, pour le cas de

r,=o.

En renvoyant pour les détails & cet ouvrage de M. Joukowsky (p. 100, etc.), je
ferai seulement quelques remarques relatives au cas général, ou r, est différent de
zéro.

Il est aisé de s’assurer que, dans le cas considéré, les intégrales (11), (12) et (13)
peuvent étre présentées sous la forme suivante : .

a
uz+ v«z:le__we’
Cc

(96)
PP+ ¢F=m+ nw,

up 4+ vg=g — Iw + pw’,
ou I'on a posé, pour simplifier I'écriture,
2(k*—yr?) — Kal® n_K(a"—c")
20 ’ T 2ac

Yro(a c) I\[xc—zK(a—c)](a—c)
20c = 8uc’

m—

A=

B — 1t — o*m — 4K*1¥(a + c)*

4Ka(a 4+ ¢)

h, I et [ désignant des constantes arbitraires.
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Cela posé, envisageons la derniére des équations (7) qui s’écrira

2C

c+a’

sw'=uq— pv, =

En remarquant que
(up +vg)* + (ug — pv)’= W'+ v) (P + ¢°)
on trouve

0 cr=(r=5u)mt ) — g —rw + puf=w).

Désignons par w, la valeur initiale de w pour ¢ = o.
On doit avoir

S(w)>o.

Le terme de plus haut degré de w du polynome f(w) a pour coefficient

Ere)
- ‘“n+§l- =3,
C

qui peut é&tre positif ou négatif, si n <o, et reste nécessairement négatif, si n > o.
Donc, ce coefficient est négatif, si la surface de la cavité est un ellipsoide de révo-

lution aplati, car

n>o _ si a>c.

Je me bornerai & ce dernier cas, le plus inéressant.
Nous avons ici deux cas a distinguer : I'équation

~fw)=o0

admet deux racines réelles et deux imaginaires, ol toutes ces racines sont réelles.
On sait qu'on peut toujours trouver deux constantes réelles «, et B, telles que, si

T'on pose
U'l + lBl z
(98) W=
on aura
dw — R dz

\/Ef(w)

ou R est une constante bien déterminée, T désigne un radical ayant I'une des deux
formes suivantes

T=\/(k +2%)(g>—2"),
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ou
T=\/(2—g3) (i’ —2"),

h, et g, désignant des constantes bien déterminées.
La détermination de la fonction inconnue se raméne & I'intégration de I'équation
suivante :

T Rcdt Hdt,
\/E
H_ﬁ'

[35] Considérons le premier cas, ou

N )

Posons

L’équation (99) devient
d —e
\/ 1 —k*sin’g

On a donc
z=¢g,cn},

oul'on a pos¢
E=( UV 49l =z,

< désignant une constante arbitraire.
On obtient ainsi cette expression pour w :

__ %, +¢eB,gcnt

w = -
I1+4+¢eg,cng

[36] Supposons maintenant que

T=\/("—g)(h*—2"

‘et que ‘
h;<g;-
Posons
gl_zh4=/€’<l,

1

Z=g;(1—k*sin’*g).
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L'équation (99) devient
d
V1 — k*sin® ¢

On peut donc écrire

z=¢g,dni, EI=Hyg,(t+7), e=cT1,
t désignant une constante arbitraire.
On trouve donc, eu égard i (98),

o+ €B,9,dnt
" 1+4¢g,dnt

[87] L'analyse se simplifie essentiellement si I'on suppose, en particulier, que

, r,—=o
Dans ce cas
A=o0
L’équation
Jw)=o

se raméne & I'équation biquadratique et peut avoir I'une de ces deux formes :

N fw)=—shi+w)(g; —w),
2)  flw)=—sw'—h})(g; —w).

L’équation (96) donnera (voir M. Joukowsky, Mém. cité, p. 103)

w=g,eni, E=-(+5)V—s(g+ k)
. [o}

dans le premier cas, et

w=g,dn%, E:igl(t—{—-c)\/—_s

dans le second.

[38] Passons & la détermination des composantes p et ¢ de la vitesse angulaire de
rotation du corps solide autour du point fixe.

Envisageons deux premiéres des équations (8) qui s’écriront, dans le cas.consi-
déré, comme il suit : :

aMa* (; —a) qw,

aq'=(—)r,p+ Kla—c)uw + M_—a)pw.

1p'= (2 — 1) qr, + K(c — ayow —
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Multipliant la premiére de ces équations par ¢, la seconde par p, et en retran-
chant les résultats ainsi obtenus, on trouve

d
¢ (g) =R(p'+ ¢) + Klc —a)w(pu+ qv),
ot l'on a posé

aMa*(c — a)®
—_——w

mR:(U.-—"{)"o— 5
On en tire, eu égard a (g6),
ds
(100) s =/,
ou
s==,

et f(?) est une fonction connue de ¢ :

o K(c—ayw(g —iw + vw?)
JO=R+4 = :

car w est déja déterminé en fonction de ¢ (n* 35 et 36).
L’équation (100) donne
—s—tang¥%,

P
q

t
E:ff(t)dt—i—const.

On trouve donc, en tenant compte de la seconde des équations (g6),

q¢*=N*(t) cos*%, N*(t)=m 4+ nw?*,

et
p*=N*({)sin*¢.

On obtient ainsi ces expressions pour p, g et r:
p=¢N()sini, g=¢,N(f)cosk, r=r,=const.,
e, =1, g,— 1.

La rotation du corps solide autour de 'origine fixe des coordonnées est donc com-
plétement déterminée.

[39] Pour achever la solution du probléme du mouvement du systéme considéré,
il ne nous reste qu'a exprimer en fonction de ¢ les composantes u et v du tourbillon
Fac. de T., 3¢ S., I. 25
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et les cosinus directeurs o, 8;, v, (i = 1, 2, 3) des axes mobiles £, v, ¢ par rapport
aux axes &, y, 2, fixes dans l'espace. :

Montrons que ce probléme se raméne aux quadratures.

Introduisons les variables %, =, ¢, définies par les formules (82) du n° 8.

Les équations du mouvement conduisent, comme on sait, & trois équations
suivantes :

(101) Y=rg—qt, W=pi—rk  U=gi—pm,
qui montrent que le vecteur
I=Ve+7+¢
ne change ni sa grandeur, ni sa direction dans I'espace.
En prenant cette direction fixe pour 'axe de ¢, on a

(102) E:l\{l’ .q:l.\{e’ C:li./a'

D’autre part, multipliant la premiére des équations (1or) par v, la seconde par %,
et en retranchant les résultats, on trouve
CLd 2| e
(103) g (3)=r+ B — i+,
Or,
ISR R (ww + «{1“,)“

est une fonction connue de ¢, car il en est de méme de la fonction w.
Quant a
t et (pi+gm),

ce sont aussi les fonctions connues de {, car

c: M w + Y "0 ,
c
et, en vertu de (g6),

(roh) pE+gn=2K(c+a)(up +vq) + «(p* + ¢°)
= 2K (¢ + a)(g — 2w + pw®) + «(m + nw?).

I’équation (103) peut donc s’écrire

du
I + uz _‘f(t) ’
ou
g
=,
K

\

2K (¢ 4+ a) (g — Aw + pw®) + a(m + nw?)

JO=r, . (K(c :~ D s Y,,‘))e

J— .I}_(_(.:c_+_ci)_w+",r0§
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On trouve donc

'
§=ncotang ¢, 'cp:/f(l)dl-i-const.

On en tire ces expressions pour £ et = :
E=¢,S(t)cos g, n=¢,5(l)sin g,
ou I'on a posé

S’(t)zlg—<l'§—(c:_—_a)‘w+yl‘o>, g, ,—=-F1.

On voit donc qu’il suffit d’effectuer une seule quadrature

f Sf@dt
pour déterminer les variables £ et 4.
Aprés avoir trouvé les fonctions p, ¢, £ et =, nous obtiendrons les expressions des
composantes u, v du tourbillon moyennant les équations

___S—ap h— g

"=iKato T Kato

[40] Introduisons maintenant les angles g, 6 et ¥ d’Euler, qui déterminent com-
plétement la position du corps solide dans I'espace.
En se rappelant que

Y,=-—sin6cos g, y,=sin0sing, Y,==Co0s b,
on trouve, eu égard a (102),

cosO:%, tang o —=—

oS

Ces équations déterminent les angles 6 et  en fonctions connues de ¢, car £, = et {
sont déja connues.

11 ne reste qu'a déterminer I'angle ¥.

Les équations connues de Cinématique donnent

dy _py.+4qr,
dl_ 1—73 ’

c'est-a-dire, en vertu de (102) et (104),

dy IM: DY),

dt "—t

$(?) étant une fonction connue de ¢.



196 W. STEKLOFF.

On obtient donc I'expression de J par une quadraturé

t
y=t+ [0,

o, désignant la valeur initiale de  pour { =o.
Le probléeme du mouvement du corps solide, ainst que du liguide contenu dans son
inlérieur, est donc complétement résolu.

[41] Le probléme que nous venons d’étudier a une connexion intime avec celui
des variations des latitudes terrestres.

En effet, on suppose d’ordinaire que le globe terrestre se compose d’une enve-
loppe solide et d’'une masse fluide remplissant son intérieur.

On sait que la surface extérieure de la Terre est un ellipsoide de révolution aplati.
Supposons que les axes de cet ellipsoide coincident avec les axes principaux d’inertie
de I'enveloppe solide de la Terre, et que la surface qui limite le liquide, contenu &
Pintérieur de la Terre, soit aussi un ellipsoide de révolution aplati ayant le méme
centre et le méme axe de révolution que la surface extérieure de la Terre.

Supposons encore que le moment résultant (par rapport au point fixe) des forces
d’attraction extérieure, appliquées aux points du systéme considéré, soit égal A zéro,
et que le liquide, contenu & l'intérieur de la Terre, soit animé d’'un mouvement de
Dirichlet.

Sous ces conditions, les équations (7) et (8), si I'on y fait

ME:Mn:MCZO’ a=b, a=243,

représentent le mouvement de la Terre et du liquide contenu dans son intérieur.

Désignons par x,, y,, z, les coordonnées, par rapport aux axes de la surface ellip-
soidale de la Terre, du pole de la Terre, c’est-d-dire du point de I'intersection de la
vitesse angulaire Q de rotation du globe terrestre autour de son centre (le centre de
la surface de la Terre) avec la surface extérieure de la Terre.

On a

x,=phk, Y, =qx, z,=rA.

Désignant par a, = b,, ¢, les carrés des demi-axes de I'ellipsoide terrestre, on a

cette équation de la surface de la Terre :
P E
a c

1 1

Substituant dans cette équation «,, y,, z, au lieu de £, = et {, on trouve

pp 1)

a, ¢,

=1I.
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d’ou1, en adoptant les notations du n° 38,

Va,c,

Ve N +ar:

N
A=

Considérons le mouvement du point représentant la projection du pdle terrestre
sur le plan équatorial.
Désignant par p et ¢ les coordonnées polaires de ce point, on trouve

— — N(t
(109) p:\/acf-{—yl:\/a‘c, -———___()__,
| VeN® +ar;
tang ¢ =tang,
d’ott (voir n° 38)

9 :f.tf(t) + const.

En se rappelant que
N*(§) = m + nw?,
et que w est une fonction périodique en ¢ avec la période réelle (voir n* 35 et 36),
4K 2K

—_— ou (O]
HVg? + 1 Hy,

(O]

ou K désigne I'intégrale elliptique compléte de la premiére espéce, on en conclut que
le rayon vecteur p se change périodiquement avec le temps. Cette période est égale &

_ K
H\/g: +

w
si I'équation
(106) SJw)y=o

a deux racines réelles et deux imaginaires ; elle est égale &

2K
=
Hyg,
si 'équation (106) n’a que des racines réelles.

Quant & I'angle ¢, on peut le présenter sous la forme
(10) o=t [ 70+,

ol ¢(¢) est une fonction périodique en ¢ avec la période w.

Les formules (105) et (107) déterminent le mouvement du point x,, y, dans le
plan équatorial de la Terre et peuvent expliquer certains résultats des observations
sur le mouvement du péle de la Terre. Ici je me bornerai & cette remarque, ayant
en vue de revenir & I'étude plus détaillée de cette question plus tard.
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[42] Dans le cas précédent, les équations du mouvement admettent une qua-
triéme intégrale générale, ne dépendant pas de ¢ et linéaire par rapport aux fonc-
tions inconnues '

u, v, w, p, q et r.

11 est aisé de s’assurer que ce cas est le seul possible, o les équations d’un mouve-
ment admettent Uintégrale de Uespéce tout a I'heure mentionnée.

Il est naturel de se demander : Les équations du mouvement n’admettent-elles
pas une quatrieme intégrale générale sous la forme d’une fonction homogéne du
second degré par rapport a u, v, w, p, g et rd

Jai étudié cette question, mais I'analyse trés compliquée ne m’a pas conduit i des
résultats assez intéressants.

Jindiquerai seulement le cassuivant :

Les équations (7) et (8) admettent une quatriéme intégrale algébrique de la forme

S(p,l{—(—c—-t%)l—(a_m—i— 1>u’+ 2S¢ (¢ + a)(a + b)up =const.,
ol
11:21\5/[3’ g,=(—b)a—c)(b—a), w=>bc +ca+ ab,

R=HSbc(a + c)(a+ b)(b —c)»— H*«By3,,

el le symbole S désigne la somme de trois termes dont chacun se déduit de Uécrit par la
permutation circulaire des groupes des lettres

(ll, v, w)y (P; q: r)! (a’ b’ C)’ (Z, 18’ Y)’ (Aol’ .02’ IGS)’

si entre les constantes
M, 8, v, a betc

il existe trois relations de la forme

) _ Ba=
le_‘_c%_bpz_o’ Pqﬁji@t(c-{—a)ﬂ—‘_a‘ol Cp, =0,
S(x—p) _

Pam+b% ap,=o.

Dans ce cas, le probléme se raméne aux quadratures.
Je me bornerai-A ces remarques sans entrer en des détails. - S
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V. — APPLICATION NOUVELLE DE LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES A LA

SOLUTION DU PROBLEME DU MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE DE REVOLUTION.

[43] Le cas le plus intéressant est celui ot I'ellipsoide d’inertie du corps solide et
la surface de la cavité sont les ellipsoides de révolution.

Nous avons vu que dans ce cas le probléme se résout complétement et que les
inconnues, qui déterminent le mouvement du systéme, s’expriment & I'aide de fonc-
tions elliptiques.

Nous avons déjd mentionné que ce probléme a une connexion intime avec une
question d’astronomie, & savair avec celle des variations des latitudes terrestres.

Or, l'application des formules générales, établies dans la section précédente, & ce
dernier probléeme, conduit & un calcul si compliqué, qu’on doit renoncer & I'emploi
de ces formules dans la pratique et les remplacer par d’autres qui permettent de
calculer les inconnues avec une approximation suffisante. ) '

Nous avons déja indiqué I'application de la méthode des approximations succes-
sives au cas ou le rapport de la masse du liquide & la masse du corps solide est un
nombre assez petit (section II).

Les formules, déduites dans la section II, se simplifient essentiellement si I'on
y fait ' ‘ A

On peut les employer avec succes en s’'arrétant, par exemple, & I'hypothése que la
masse du liquide, contenu & l'intérieur de la Terre, est trés petite par rapport & la
masse de la crofite solide.

Or, on peut profiter de la méthode des approximations successives d’une autre
maniére, souvent plus commode, sans s'appuyer sur 'hypothése tout A I’heure men-
tionnée, en introduisant dans les équations du mouvement d’autres paramétres
qu’on peut considérer comme des quantités suffisamment petites.

[44] Reprenons les équations (75) et (76) représentant le mouvement du systéme
dans le cas de ' ’

a=5b, o — ‘B
et introduisons dans ces équations le paramétre

a—=¢
g =
a




200 ‘W. STEKLOFF.

En supposant que la surface de la cavité soit aussi un ellipsoide de révolution
aplati, on aura

o<e<I.
Posant dans (75)
(108) c=a(1—¢),
il viendra
Wo—r — gt u' rv+vw
- 7 2 2 4y
109) vV =pw—ru + v’_l_ﬁ_uw
(109 =p S Pt

! w,
w'=qu — pv —|—sg?+pv—qu

Remarquant maintenant que, dans le cas considéré,
A=B8B,

on trouve, en tenant compte de (108) et (g),

a=8=8a"{A—cA+ “(j—x--{-M—a)—&laa ,
4 10 20
A—C M M
bﬁﬁﬁwA—c—qx—®+3g b2l
, 4 10 20
__a2Ma* aMa’*(c—a)*  2Ma* |
K(c—a)= 5 (&—¢), 5 =—

Moyennant ces formules, on transforme les équations (76) & la forme suivante :

(110) (p'=—q+e(p' +rqg—2vw) + < (ag— Bp'+ 3w (® —q)) + €2(p' —qr,),
110
q!

=p+2(¢—p+3uw) — («p + B¢’ + 3w(@—p)) + <3¢ + pr,).
r—=r,=const.,
ou l'on a posé, pour simplifier I'écriture,
A—C Ma I Ma
“-’(m*m) P=it ok

Mo . _C—A
oA’ T A

{111)

=

[45] Supposant que ¢ soit un nombre assez petit, cherchons une solution des
équations (109) et (110) sous la forme de séries disposées suivant les puissances
entieres et positives du paramétre ¢.
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Posons
o0 o0 (=]
. j 2 .
J— J —_ J J— J
(112) u_Eeuj. V= v, w__Ze w;,
J=0 J=0 J=0
[ee) (o)
\' L -\
(112,) pzzspj’ (1—‘25 q;>
Jj=0 J=0

u, v, w;, p;,» q; (=0, 1, 2, ...) étant des fonctions de .

Substituant ces expressions dans les équations (109) et en y égalant les coefficients
des termes contenant les mémes degrés du paramétre ¢, on trouve ces équations,
auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues u,, v,, w, :

u, =r,v, —q,W,,
(113) v, =p,w,—T,U,,
W=y Uy — Py0,»
- et puis, pour toutes les valeurs de I'indice j, & partirde j=1 :
g u,=r,v; —q,w;+ U,
(114) v],' =PW;— Uy +V,,
e w}:qouj —D,v; + ‘Vj’

ou I'on a posé

, j—t J
u;_ r,v._ IO O
— i 07j—1
Uj - T“T + Z Ld LW,y >_J qW;_;»
=0 i=l
, J— J
v rou, I O S .
1 0%j—
(114,) vV, = 2 + A, W, ,+ }_‘ pw;_;,
i=0 i=1
, J J—1
w; N
—
! Wj_ 9 + L ((Iiu'—i—Pij—J"" Z (‘I¢uj—5—1"‘“Pivj—i—a)'
i=1 =0

Les fonctions U;, V; et W, ne dépendent pas de u, v et w,.
Substituant ensuite les séries (112) et (112,) dans les équations (110), on obtient
de la méme maniére ces équations pour p, (j =o, 1, 2) :

Py=—12q,
Py=—2Xq,+2q, + p,—23v,w,,
P.= =2, + P+ 2, — 3(0,w,+ v,w,) + 2q, — B, + 3w, (v,— q,),
qui peuvent étre écrites sous cette forme plus simple :
[ Po="—12q,,
‘ p,=—X\,—3vw,,
Po=—23g,— 3(v,w, + v,0,) + (x + B))q,— dq,w,.
Fac. de 7., 3¢ S., 1. 26

(115)
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On aura ensuile, pour toutes les valeurs de I'indice j, & partir de j =3,

(115,) pj=—12q,+P,, (G=3,4,5,...)
ot l'on a posé
(115" Py=p,_ +2q_,+oq_,—Bp; ,+2(P)_,— rag,—s)
2 J—
NN
+ °3 24 W (0, —q) — 2 VW, , E .
i=0 =0

Les fonctions P;(j =3, 4, 5, ...) ne dépendent pas évidemment de p;» q,, ainsi
que de u, v; et w;.

Nous obtiendrons enfin les équations suivantes pour ¢,(j =o, 1, 2) :

g Qo=2P, >
(116) qla—:)‘P{"_auowo’»
2 q;:)\p'z-‘r 8(ll()’u}l—l_ ull()o) - (7’ + IBx)pO—*— apolvb’
et puis, pour loutes les valeurs de j, & partir de j = 3,
(116,) ‘ Q}:)\P,-—i—Qj, (j=3,4,5,...)
ou
(I 16’) Qj: q;—l - )\pf—a - c7‘1)j—2 - qu]"—Q + a(q]’—s + rnp/'—a)
i—2 j—t
”"Bg Z Wiy (4;—p;) — E uiwi—i—ii
=0 . i=0

sont les fonctions qui ne dépendent pas, comme P, de p,, q; u; v; et w,.
Les équations (113), (114), (115), (115,), (116) et (116,) permettent de déterminer
successivement toutes les fonclions inconnues
Ujs Vs W5 Pys 4

pour toutes les valeurs de I'indice j = o, 1, 2, ...

[46] Supposons qu’on ait déja trouvé les expressions de

uj: vjy 'LU]-; P]-, qj,
en fonction de ¢ pour toutes les valeurs de j & partir de j = o jusqu'a j = k.

Les fonctions P,., et Q,.,, définies par les formules (115') et (116"), seront alors
les fonctions connues de la variable ¢.

La détermination de p,., et ¢,_, se raméne & I'intégration des équations
p,k g = M],H.i + Pk—s—v
qllc-'-1 —_ )‘pk--'q + Q k--1?

P,., et Q.. étant les fonctions connues de .
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L'intégration de ces équations linéaires conduit aux expressions suivantes pour

Pea€t e, :
Proa=,COSMN 4B, sinit+X,,  coskt+Y,,,sinx,
Qrer =B  COSM 4o, , sin X+ Y, coskt + X, sin i,

ou«, , et B, sontdes constantes arbitraires et

t
X, = / (P,..cos \t—Q, ., sin M)dl,
(116" ° .
Y, .. :./(Pk“ cos it + Q,_, sinxf)dt.

Supposant que )
DPyy=9q4,,—O pour t=—o,

on aura

(117) 3 Proa=X,, ,cos M+ Y,  sinil,

Qe =Y, ,cos i+ X, sinit.

[47] Aprés avoir trouvé les fonctions p, ., et g, ,, considérons les équations (114),

en y posant j =k + 1.

On a
! ! —
) Wy =T Vpry — oWy + Ulc 19
(118) Vgt =PoWyy — o Uy, + Vi
( Wyen™=4q, U, ,—D, Uyt + ch+1 ’
oua U,,,, V,.,, W,,, sont maintenant les fonctions connues de {, comme le mon-

trent les formules (114,) (pour j =k 4 1) et (117).
Le probléme se raméne tout d’abord & la détermination des intégrales générales
des équatiohs linéaires homogénes de la forme bien connue
U=rV —qW,
(119) Vi=p,W—rU,
W=¢,U —p,V,

ou, comme il est aisé de s’assurer, en tenant compte des équations (115) et (116),

| Po=A,cos M + B, sin i,

(120)
¢,=B,cos At + A, sin A,
et
r,=-const.
Posons
Cry+ Ao’ h?

= , P:/{’——a, (n”=Aﬁ+B§=const.
A g
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I1 est aisé de s’assurer que les équations (119) admettent les solutions particu-
liéres suivantes :

A ¥ .
gUA.:E;;po’ Uz:——%pocosgt_gqos“} gt' Ux—:gquOSgt—%pDSing{,
A . Cr, . . Cr, .
(121) (V‘:Crnq"' ng——Tchosgt-}—gposmgt, Vaz—gpocosgt—fqosmgt,
\ W,=1, W,= o’ cos gl, W, = o’singl.

Les intégrales générales des équations (119) peuvent donc s’écrire

g U=CU, +CU, +C,U,,
(122) V=C(CYV, +CYV, +CYV,,
2 W=C,W,+C,W,+CW,

Cj (j = 1, 2, 3) désignant des constantes arbitraires.
Moyennant la méthode de variation des constantes arbitraires, nous obtiendrons

ces expressions pour U, ,, V., W, , :

=00, U, +C2 U, + CJ U

k-1 3’

—c®M (2 B) v
(123) v,=GC,) V,+C) V,+C” V,,
1 2 3
wk_H: Csﬁ*)lwi _|_ CEH)A‘V? + C(kj—avva ’

ol CS) , C? ¢® “sont les fonctions de ¢, définies par les équations
-4 k-+1

k-1
dc(’) dc(i‘) dc(3)
k—+1 LS ) k+1 _
a Ut Ut U= Ve
dc dc® dc®
k-1 k1 oy LA GRS vy ,
a Wt Vet YT Ve
ac® dc® ac®
k=1 Y7 k-1 k-1 :‘/ I X
pi Wi+ i W, + Pl W, =W,.,

De ces équations on tire, en tenant compte de (121) :

act ¢ Cr
k=1 p— o 7 0
dt Agz <Uk—l—1po + ‘ k-1 qo + A W/c_:.4> ’
dC(k?1 _—1 U v > in at Cr, U 1V Ago® W ) cos af
dt _g0)2< kra@o™ VgraDo | SING _A_g?(;i< k+1Po £ 1Po cr, k-1 gqi,

ac® cr Ago?
— k1 - _ —o 7 I A . .
dl gw2 <Uk+1po Vlc+4 qo> Cos gt Ag20)2 <Uk+4po+s k—+1po CI'O ‘Vk—ifi> sin gt
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On a donc

Cr t Cr

1 l . -

Cscla:\(iq.)—g-l_ Agg <Uk :—1po+ V/c—qu + AO Wk+1> dt,
4]
@ _ .o ' ; H d
(124) Gl =Y .— A G,.,singt+H, 6 cosgt)dt,

1
\ ¥ =49 +/ (G,H_1 cosgt—H,,, sin gt>*dt,

ou l'on a posé
I

Gy =—— <Uk+1 QO_Vlero) ’
go
Cr, . Agw®
H’lem <Ulc-; 1Po + V keaPo— cr, Wls+4> .
Si I'on suppose que
U =V =Wy, ,=—0 pour l=o.

on aura

) JOLE2 I ) R
ch-u_{k—u_YkJJ_o’

car le déterminant

U, U, T,
p=|v, v, Vv, =
Amﬁg3
W, W, W,

est différent de zéro.
Posant dans (124)

) @ 6
Thea™ Vhea — Y —0

VEk-+a

@ o

et substituant les expressions ainsi obtenues de C* , ¢ |
k-+1 k+1 k-1

dans (123), nous

trouverons les fonctions

ude ’ vk+4 M wk%*i

satisfaisant aux équations (118) et s’annulant pour ¢ =o.
Donc, les fonctions
u;, v, W, Pis q; (J=o0,1,2,...,k)

étant déterminées, on obtient ensuite les expressions de
uk-é 1 vk N wk-ﬂ ’ pk+4 et qu-!.
a laide des quadratures.
[48] Nous avons déja trouvé les expressions de
(125) uo’vo’ wo’ po et qo

qui s'expriment & l'aide des formules (120) et 122), ot A,, B, C,, C, et C, sont les
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constantes qu’on peut déterminer sous la condition que u,. v, w,, p, et ¢, se rédui-
sent aux constantes, données a 'avance, pourt = o. ’
Appliquant 'analyse précédente au cas de k = o, nous trouverons

(1204) u, v, W, p et q,-
Aprés avoir trouvé les fonctions (125) et (125,), nous trouverons ensuite
u, v, W, P, q,-

Continuant ainsi de suite, nous déterminerons successivement toutes les in-
connues '

(126) u;, v, w;, p;etgq;

pour toutes les valeurs de l'indice j, & partir de j = o jusqu'd j =¥, ou k est un
entier quelconque. '

Substituant les valeurs ainsi déterminées de u;, v;, w;, p; et ¢; dans (112) et (112,),
nous obtiendrons la solution des équations du mouvement (109) et (110) sous la
forme de séries infinies, disposées suivant les puissances entiéres et positives du
paramétre ¢, se réduisant a des constantes, données a 'avance, pour ¢t = o.

Ces séries seront convergentes pour les valeurs de ¢ ne surpassant pas une certaine
limite T, qui sera d’autant plus grande que le module du parameétre ¢ sera plus petit.

[49] On peut employer ces séries pour en déduire les équations approchées du
mouvement du systéme.

En négligeant dans ces séries tous les termes contenant les puissances de ¢ plus
grandes que k, nous obtiendrons les équations approchées du mouvement avec
Papproximation de l'ordre k.

Supposons que les valeurs initiales de p et ¢ (pour { = o) soient des quantités trés
petites.

Dans ce cas, nous pouvons définir Ia rotation du corps solide pour toutes les
valeurs de ¢, plus petites que T, avec une approximation suffisante par les équations

suivantes :
(126,) - p=p,tep,,  q=¢q,teq, T=T,.

Faisons quelques remarques, qui nous seront utiles plus loin, sur le mouvement
de rotation du corps solide défini par ces formules approchées.

Comme la surface de la cavité est un ellipsoide de révolution autour d’axe des ¢
on peut toujours supposer, sans restreindre la généralite, que

p=w, ¢,=O pour t=o,

ce qui donne, en vertu de (120),

(127) py=wcos:,  g,=—osinil.
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Quant a la fonction w,, on peut la présenter sous la forme

Chr ol
128 w,=—7+—cos gt + 1),
(138) Ty e g +)

7 désignant une constante arbitraire. .

[50] Cela posé, appliquons les formules générales du n° 46 au cas de k = o.
On a, en tenant compte de (115) et (116),

P,=—2vuw,, Q,=3%u,w,,
d’ott
P, cos it — Q, sin M =—-Zw,(v, cos M + u, sin Af),
(120) ; P,sin Xt + Q, cos M = — Sw,(v, sin M — u,cos Af).

Or, les équations

4

I
3 Uy — P Vy=—=W,,

12 Cr
(129 Polly, + 4,0, = h ——~w,
conduisent, en vertu de (127), aux relations
u, sin M + v, sin )\t:—%,
(0]
. I Cr,
u, cos M — v, sin A= ;( — T" wo) .

On trouve donc, en tenant corﬁpte de (129),

>

N . 3
P,cosit—Q, sin M= = W, Wy,

P, sin Xt + Q, cos )\t:Ewu( _Eﬂi@
® A

ct, enfin, en vertu de (116"),

. t 3
leifghwo——-(-:—’—"wzgdt,
w J, A

ou v, désigne la valeur initiale (pour ¢ = o) de la variable w,.
Moyennant l'expression (128) de w, et en tenant compte de ce que

(r29,) ‘ =Chr"+w—lﬁcos T
Yo Agﬁs g g ’

207
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on trouve, en effectuant le calcul,

3, . .
X,=— 2 —sin utsin (¢ + 21) \ Ghr, + wl, cos pt cos p.(t 4 21) ; ,
g [Ag
(130) R .
o
Y, = _—2A2g‘ {ACr‘,m(2h’ — g* 1)t + 4hl (A’ w® — C°r3) sin pt cos w(t + 27)

— ACglir,w sin 2p.t cos au(t + 2-:)},
ou l'on a posé

On obtient donc, moyennant les formules (117) du n° 46 (en y faisant k& = o), les
expressions suivantes pour p, et g, :

p,=X,cos A + Y, sin X,
q,=Y,cos \t — X, sin M,

ou X, et Y, sont les fonctions de ¢, définies par les équations (130).
Substituant ces expressions de p, et ¢, dans (126), il viendra

p==Gcosil + Hsin ¢,
q=Hcos M — G sin i,
ou l'on a posé
G=w+eX, H=¢Y,.
Posant ensuite
G=Ncos ¥, H-=Nsin¥,
on trouve

(131) =Ncos (At —¥0), ¢ =Nsin (\{ — ),
ou N et O se définissent par les équations

N =G* 4 H= (0 + £X,)* + & Y2,
(132) H oY,

tang@:a-:m+eY .

[51] Nous avons supposé que les valeurs initiales de p et ¢ soient des quantités
trés petites, ou, ce qui revient au méme, o est un nombre assez petit.

Considérons » comme une infiniment petite du premier ordre et supposons que
¢ soit une infiniment petite de 'ordre plus élevé.

Posons

R désignant une constante finie.
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Le produit :» sera une quantité infiniment petite de I'ordre plus élevé.

En se bornant, dans les formules approchées (131), aux infiniment petites de
deux premiers ordres o et o®, on peut simplifier les formules (131) de la maniére
suivante :

Remarquons tout d’abord que les équations (132) peuvent s’écrire, avec I'approxi-
mation adoptée, sous la forme

(133) N=o +¢eX,,
2y,
(134) 0=tang——— = Y ,(1—2Y),
1 +EY ® ©
® 1

€ P . A
car — est une infiniment petite du méme ordre de grandeur que w.
®

Désignant maintenant par

% Bos Yo

0% ‘o’

les valeurs de u,, v,, w, pour ¢t —o, supposons que x, 3

8, v, soient des constantes
finies.
Cela posé, développons X, et Y, suivant les puissances de w.

En remarquant que
Cro 2 2 2 2
h_'lcw_*-T.{o’ I"“o+§o+¥o‘

et en se rappelant que

Nt N
A° ’ 0 0
on trouve, en effectuant le calcul,
X,=— 28%‘%"si‘n wisin (4 27) + 0X,
Y,=— 28%‘%sin wtcos u(t +27) + oY

32, (5—0)

in uf t+27)¢,
LCr sin pf cos u(f+21)

A . 0 AL
+wB—C—FQKYO——;)t—ﬁSIH21*100529('54‘90—

B=a+ @

et X' et Y' désignent certaines fonctions de .
Fac. de T., 3¢ S., 1. 27
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Substituant ces expressions dans (133) et (134) et en négligeant les termes d’ordre
supérieur a »°, on trouve

Aly, . .
N=o0—2:3—"Tsin ut sin w(t + 21),
Cr, ’

e ALy, . P WALy
O=—2-3—Togin pt cos p(t + 2:)—~48—, & 2“’“{" sin® ut cos® w.(t + 27)
o Cr, » C'ry !

A Al . A .
+ &2 o, mt — QC’: sin apl cos 2u.(f 4 27) — 210(?’0'0” sin ulcosu(l + 27) ¢,
ou l'on a posé
I .
m_-(?,—;, n=1I0—+.

[52] Supposons maintenant que la surface extérieure du corps solide soit un
ellipsoide de révolution autour de I'axe des {; soient

a=>b,¢

=00 €
les carrés de ces demi-axes.

Considérons, comme au n° 41, le mouvement de la projection sur le plan équato-
rial du point «,, y,, 2z, de l'intersection de la vitesse angulaire du corps avec sa
surface.

Désignant par g et ¢ les coordonnées polaires de ce point que nous désignerons
par M, on trouve, moyennant les formules du n° 41 et en se bornant par I'approxi-
mation adoptée,

‘ c, Al
135 :\/C‘ m—zeE—f’—Y"sin ulsinp(t 4+ 27)¢,
P v p
|7 Gr,
- A
(136) q:<7\—580—,‘n>t++(t),
IO
ou l'on a posé
Al 4 & GATEYE
(136,) L({)=2 £ 3—=Tosin ut cos w(t 4 217) + 4 — 8 —>"2sin" ut cos® n.(t + 27)
! ' o Cr, ' ! ® Cr, '
A (12 .
+ &3 e % ;" sin auf cos ap.(t + 21) + 20;"” sin ut cos w(t + 27)¢.

0

On voit que la fonction ¢ (#) est une fonction périodique en ¢ avec la période

T — T 2% awA
==

LT T Ve on

Le rayon vecteur p du point M est aussi une fonction périodique de ¢ avec la
méme période T,.



MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE ET VARIATIONS DES LATITUDES. 211

Posant
pozm—\[/—cl‘, O(t):——255%sinptsing(t+zt),
c=X—ed é—::,
on peut écrire [les égalités (135) et (136)]
p=rp + 00,
g=st+ (1),

ol 0(f) et Y (¢) sont les fonctions périodiques avec la période T,.
Imaginons un point M, dont le mouvement dans le plan équatorial se détermine
a I'aide des équations
6+ 000,
=40,

1

p et ¢, étant les coordonnées polaires du point M,.

Supposons que ce plan (S) tourne uniformément autour d’un axe, perpendiculaire
a ce plan et passant par l'origine des coordonnées, avec une vitesse angulaire .

La courbe, décrite par le point M, dans ce mouvement composé dans l'espace,
représente évidemment la trajectoire du point M.

Quand le temps augmente de quantité

le plan (S) reprend sa position primitive et I'angle ¢ croit & une quantité peu diffé-
rente de 2%.
On a, en effet, pour le moment ¢ + T,

2%
g:2x+ct+~{/<t+ G).

Or, (&) contient un facteur —, qui est une quantité infiniment petite du méme
o

ordre de grandeur que w. Donc, ¢ croit & une quantité, peu différente de 2=.
S'il existe un entier k tel qu’on ait

T=FKT,,
on aura, pour { =¢+4 T,

p=2n+ ol + ().

Dans ce cas, on peut dire que ¢ est une fonction périodique de ¢ avec la période T.
Nous ferons usage des formules établies dans ce numéro un peu plus tard.
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VI. — MOUVEMENT DU SYSTEME CONSIDERE, LORSQUE LE LIQUIDE EST VISQUEUX ET

LORSQL’IL EXISTE DU FROTTEMENT ENTRE LE LIQUIDE ET LA PAROI DU VASE.

[53] Nous avons supposé, jusqu'a présent, que le liquide contenu a l'intérieur du
corps solide soit parfait.

Considérons maintenant le cas d’un liquide visqueux et tenons compte du frotte-
ment qui peut exister entre le liquide et la paroi solide du vase.

Nous nous arrétons & la théorie de la viscosité, la plus ordinairement adoptée,
due & Stokes.

Désignons par U, V, W les composantes, suivant les axes des coordonnées rectan-
gulaires quelconques, de la vitesse absolue d’un point quelconque z, y, z du liquide,
par u' ce qu'on appelle le coefficient de la viscosité. Désignons, suivant les notations
de Kirchhoff, par

X,.Y,.2, Y, =Z, X,=Z, X =Y

r x y xr

les efforts intérieurs dans le liquide.
On a, d’aprés la théorie de Stokes,

U WV
D 'I T 'I s
Xy=P—ap dx Y. ‘L<Dy+bz>
' WV W W
- D ’ ro___ 2
(13/) YV_[ 25" Dy’ X:,_' H(DZ bx)’
AW ! VU
Z, =P —oau 2 }xy__——p.<'——ax+ Dy)'

P désignant la pression du liquide.
Les équations du mouvement d'un liquide visqueux, dans cette hypothése, ne
différent de celles du liquide parfait que par les termes complémentaires de la forme

(138) —WAU, — WAV, — /AW,

ou le symbole A désigne I'opération
bz ba D%
Lyt

11 est évident que le mouvement de Dirichlet, dans lequel les vilesses du liquide sont
les fonctions linéaires de coordonnées, est possible pour un liquide visqueux aussi bien
que pour un liguide parfait, car les termes complémentaires s'annulent si ' = o,
ainsi que si U, V, W sont les fonctions linéaires de x, y et z.
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[54] Supposons d’abord, comme précédemment, que la surface de la cavité soit
un ellipsoide (S) & demi-axes :

Va, Va, Ve.

Prenons le centre de cet ellipsoide pour I'origine des coordonnées mobiles &, v,
dont les axes soient dirigées suivant les axes de lellipsoide (S). Supposons que le
centre de (S) reste immobile dans I'espace et que le corps solide tourne autour de ce
point fixe=avec une vitesse angulaire o. '

Désignant, comme plus haut, par u, v, w les composantes du tourbillon au
point &, v, { du liquide suivant les axes mobiles &, w, {, par p, ¢, r les composantes
de o suivant les mémes axes, et supposant que le liquide soit animé d'un mouve-
ment de Dirichlet, nous obtiendrons, évidemment, les mémes équations du mou-
vement du liquide visqueux que nous avons établies plus haut pour un liquide par-
fait, & savoir les-équations (7) du n° 3.

Supposons maintenant qu’il existe le frottement de contact (frottement extéricur)
entre le liquide et la paroi solide de la cavité du corps.

Il existe beaucoup d’hypothéses sur les lois de la viscosité et des forces du frotte-
ment extérieur qui peuvent agir aux points de contact du fluide et de la paroi solide
du vase contenant le liquide. Or, toutes ces hypothéses sont en général insuffisantes
et souvent contredisent les unes aux autres.

Certains physiciens supposent que, sous I'influence du frottement, le liquide doit
nécessairement adhérer a la surface du vase aux points de contact; d’autres admet-
tent qu’il peut glisser le long de cette surface.

Mais tous les physiciens supposent toujours que le frottement du contact soit
nécessairement nul pour un liquide parfait. La force du frottement extérieur dépend
donc essentiellement de la viscosité du liquide, c’est-a-dire des propriétés physiques
de la matiére du fluide.

D’autre part, elle dépend aussi des propriétés physiques de la matiére de la paroi
solide aux points de contact, comme le montre I'expérience. Parmi les hypothéses
sur les lois de la force du frottement de contact, celle de Stokes est la plus ordinai-
rement adoptée.

Une hypothése plus générale a été développée récemment par M. Duhem dans son
ouvrage : Recherches sur UHydrodynamique (Paris, 19o3-o4), auquel je renvoie le
lecteur pour les détails ainsi que pour l'étude historique de la question dont il
§'agit (). Toute la différence de ces hypothéses consiste principalement dans les défi-
nitions différentes de la grandeur de la force du frottement de contact.

(1) P. Duney, Recherches hydrodynamiques (Annales de Toulouse, 2¢ série, Paris, 1904,
pp- 33, 79). — Voir aussi : Laxs, Hydrodynamics, Cambridge, 1906, pp. 520, etc. ; Kircanorr,
Vorlesungen iber Mathemat. Physik., Leipzig, 1883, pp. 369, etc.



214 W. STEKLOFF.

Quant & la direction de cette force, on suppose toujours qu’elle soit dirigée, en
tout point de contact, suivant la vitesse relative de 1'un de deux corps par rapport &
I'autre.

On peut considérer cette derniére loi, qui définit la direction de la force du frotte-
ment extérieur, comme une simple conséquence de I'expérience.

Sans faire une hypothése quelconque, toujours douteuse, sur la grandeur de
cette force, nous la désignons par T, en supposant qu’elle soit appliquée au point
%, 1, { du liquide.

Désignant ensuite par
T, Ty, T,

les projections de la force T sur les axes £, v, ¢, par V la vitesse relative du point
quelconque (&, 4, ¢) du liquide par rapport au point correspondant de la paroi du

vase, par

V. Voo V,

les composantes de la vitesse V suivant les mémes axes, on peut écrire
(139) T,=—1T,YV, T,=—T\V,, T,=—T1,\V,

ou l'on a posé
T, =
Vv

On peut considérer les forces du frottement comme des forces extérieures appli-
quées aux points de la paroi de la cavité.

Pour déduire les équations du mouvement du corps solide, il faut seulement
calculer les moments M,, M,, M,, qui figurent dans les équations (8).

Le mouvement du corps solide et du liquide remplissant la cavité se détermine a
I'aide des équations (7) et (8), auxquelles il faut encore ajouter certaines conditions
aux limites. : .

On obtient ces conditions en exprimant que les efforts intérieurs du liquide et les
forces du frottement de contact sont en équilibre en tous les points de la paroi de la

cavité.

[85] Décomposons la force des efforts intérieurs du fluide, agissant & un point
quelconque £, 7, { de la surface (S) de la cavité. en deux composantes : I'une, dirigée
suivant la normale a cette surface au point £, v, %, et I'autre, située dans le plan tan-
gent & (S) au méme point &, 4, {.

Cette derniére composante doit étre en équilibre avec la force T du frottement de
contact, appliquée au point £, 4, ¢ du liquide.

Désignons, avec Kirchhoff, par

X

Y,, Z,,

n’ n? n
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ou n désigne la direction de la normale extérieur a (S) au point (%, v, %), les pro-
jections sur les axes mobiles de la résultante des efforts intérieurs dans le liquide a

ce point, et posons
(IZ'O) H:XNU.—I—\')“@—FZNY,
o, B, v étant les cosinus directeurs de la normale n par rapport aux axes £, 4, {.
I1 est aisé de comprendre que les projections sur ces axes de la composante tan-

gentielle de la résultante des efforts intérieurs du liquide au point &, =, ¢ de la sur-
face (S) s’expriment comme il suit :

Xn_Ha' \—n_HnB’ Zn_HY’

On obtient ainsi, eu égard a (13g), ces conditions aux limites
X,—Ho=T,V,,
(141) Y,—HE=T,V,,
Zn - HY - T'1V§’

qui doivent étre satisfaites en tous les points de la surface de la cavité.

[56] Appliquons d’abord les équations générales (141) au cas que nous considé-
rons dans ce travail (cas du mouvement de Dirichlet).
Moyennant les variables (3) du n° 2 et les formules (6), on trouve
Vo=, + N+ (@,— 9t U=yn+x,
(142) Va=@+pi+@,—ni, V=yl+axk,
Vi=0+ 95+ @, —p)n, W=yt +xm,

et, en vertu de (137) [en y remplacant x, y, z par &, v, {] :
(143) XE:Y":ZC:p’

Yo=Zy=—u/(@,+7),
(IAA) XC:ZE:_y"(xQ'}-yz)’
Xo=Y,=—v/(z,+7y,).

En se rappelant que

[ Xn:XEu-i-X,“GJ;—ch. o=

S al

5 Y, =Xpu+ Y,6+Y,y, Bt —\ /et

(IA ) ( n Aq+ kN +1£Y .B bA’ A a3+bs+c,;
Zn:Xc“+Y§f3+Z('f’ Yzi,
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on trouve, en tenant compte de (141), (142), (143) et (144),

' U ¢ E o .
KZ(x3+y3)3+(mz+yz)z§_IIAEK_’]'A%(-Y:L—*_')n+(xs—q)c}=o’
v £ :

(1411) _:- (Cvi—I—y,)é-{-(ﬂc,-i—ys)z%—Hi%—n{(y,-l—p);+(003—I')E}=O,
)2+ @yt L {0+ 95+ @ —pnj=o
A 2 Y q 1 g e A 1 2 q)3 1 p"lf_"' ’

H =p—H.

Ces relations doivent étre satisfaites pour toutes les valeurs de £, +, { vérifiant
I'équation

&2 2 2
;_{_l_}_iz—_l_
a b c

Posons

i
ICI>

t=c.

La derniére des équations précédentes donne
(146) H,=o0 pour i=n=o, C:c..

Or, en vertu de (140), (143), (144) et (145),

e
H=—1=

R P A AR LR PP ER I SRS |

L’équation (146) devient
(147) w|+ya+xa+y9:o'

On aura de méme, en posant

gV
l
Cad
l
°
=
l
Sl

et

les relations suivantes :

T, +y,+ T+ y,=o0,

l['.
(x47) @+, +@,+y,=o.

Les équations (147) exigent que I'on ait

(148) xl+y1=wa+y2:ms+m3=o'
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Or, on a, eu ¢gard & (4) et (5) du n° 2,

, —c
gxa_‘-yl:b_i_c(gp_u)’
c—a
(149) w2+y,,=m(2q—v),
a—b
x3+y3:m(2r—w)’
s far—w  2q—v
‘;Vz_aga-l—bn c—i—ac ’
_fp—u  or—w
(150) Vn_bg b—|—cc . E,
_ fag—v,. op—u
Vi=¢ c+ta > btec M

Il est ais¢ de s’assurer, en tenant compte de (141,), (148), (149) et (150), que

9P —Uu=2a¢g—V=2r —w=—o,
VE:V":VC:O’

quelles que soient les constantes a, b et c.

Ces équations conduisent a la proposition suivante :

Un seul cas possible du mouvement de Dirichlet d’un liguide visqueux, contenu @
Uintérieur d’une cavité ellipsoidale (S) appartenant & un corps solide, quelle que soit la
loi du frottement de contact entre le liquide et la paroi de la cavité, est celui ot le
liquide tourne autour du centre fixe de Uellipsoide (S) comme un systéme invariable
avec la méme vitesse angulaire que le corps solide.

En d’autres termes, un fluide visqueux et non compressible, animé d’un mouvement
de Dirichlet, doit nécessairement adhérer a la paroi de la cavité ellipsoidale.

[57] Cette proposition résulte immédiatement des relations (141), qui doivent
dtre satisfaites en tous les points de la surface (S) limitant les masses fluides.

Pour démontrer quun tel mouvement est, en effet, possible, il faut encore véri-
fier les équations (7) et (8).

Supposons, pour plus de simplicité, que le moment résultant, par rapport A I'ori-
gine des coordonnées, des forces externes, appliquées A divers points du systéme
considéré, soit égal a zéro.

I1 est évident que dans le cas considéré

M,=M,=M,=o.
Fac. de 7., 3¢ S, 1, 28
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Les équations du mouvement ne différent donc pas des équations correspon-
dantes pour un liquide parfait (voir n° 3) :
g (c+a)yla+b)u =a(b— c)vw + 2a[(a+ ¢)rv — (a+ b)qw],
(152) (a+b)(b+ ) =b(c —a)uw+ 2b[(b+ a)pw— (b+ c)ru],
2 b+ ¢)(c + a)yw'=c(a—byvu + 2¢[(c + b)qu — (¢ + a)pv],

[ op'= (6 —Dagr + Kle—byow + M2 to 0ty o — e —ayqu).
(153) \ﬁq’:(y—a)ip-{—K(a—c)uw—kﬂ?%i:—Q[a(b—c)pw—-c(a—b)ru],
( r'=(z—B)pg+ Kb —ayu + 2—1\1’3(2’—_9 [b(c —a)qu —a(b—c)pv].

Ces équations doivent admettre, en vertu de (151), une solution particuliére de la
forme

(153) u=2ap, v=2q, w=oar.

Substituant ces expressions de u, v, w dans (132), il viendra
p':q'i I":O,
C’est-a-dire

(154) p=const. =p,_, =const. =g¢,, r=const. =r,.

Dong, s’il existe un mouvement de Uespéce considérée, il doit étre nécessairement une
rolation uniforme du systéme, comme s’il était un seul corps solide, autour du centre
Jixe de Uellipsoide (8S).

11 ne reste qu’a vérifier les équations (152,).

Ces équations donnent, en vertu de (153) et (1d4),

&Ma(c —b)
——(

{6—y+4K(c—b)+ a(b+¢)—abe)}q,r,=o,

{«(——1-}—41’\’((1—0

)+ M=) (¢ 46— aca)| rp, =0,

AMe (b — a)
|

{o— 8+ 4K(b—a)+ c(a+b)—2ab)}p,q,=o,

ou, en y substituant, au lieu de «, 8, v et K, leurs expressions (g) et (10) du n* 3,
M
{B—C —}—%(c——b)%qoro:o,
M
(155) {C—A—F%(a—.c)%ropozo’

M
{A—B+ - (b—a)p,g=o.
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(58] Supposons d’abord que DPos 4,5 T, soient différents de zéro.

Dans ce cas, on doit avoir

B—C:%I—(b—c),
M
C—A__—5—(c—a),

A—B:i\g(a—b),

M
%i’, B=c+%’, C=oc+—,

A=oc+ 5

o désignant une constante arbitraire.

Ces équations peuvent s’écrire, en vertu de (3) dun° 1,
(156) A+ A =B+B,=C+C,=2,

X désignant une constante arbitraire.

Il est évident que
(157) A+A, B+ B,, C+C,

représentent les moments d’inertie, par rapport aux axes , v, ¢, du systéme, composé
du corps solide et du liquide, considéré comme un systéme invariable.

Si les constantes (157) satisfont aux équations (156), I'ellipsoide d’inertie du sys-
téme, considéré comme un seul corps solide, se réduit & une sphére.

Dans ce cas, les équations (155) seront satisfaites, quelles que soient les cons-

tantes p,, q,, r,.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si Uellipsoide d’inertie du systéme, considéré comme un seul corps solide, se réduit
a une sphére, le systéme admet une rotation uniforme, comme un systéme invariable,
autour d’un axe fixe de la direction arbitraire avec une vitesse angulaire arbitrairement

donnée.

Nous retombons ici & un cas particulier du mouvement possible pour un liquide
parfait, indiqué au n° 28.
11 suffit, en effet, de poser, dans les formules (87) et (88) du n° 28,

1=bc + ca+ ab

pour en déduire les équations (151) et (135).
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[59] Supposons maintenant que I'une des trois quantités p,, q,, r, soit égale & zéro.
Soit, par exemple, r,=o. Dans ce cas, les équations (156) se réduisent 4 une
seule :

M
(158) A—B:g(a—b)
ou
(158,) A+A1:B+Bl.

Dans ce cas, l'ellipsoide d’inertie du systéme, considéré comme un sysi¢me inva-
riable, est de révolution autour de 'axe des .
On obtient les résultats analogues, si 'on pose

p=0 ou g,

Donc, si lellipsoide d’inertie du systéme, considéré comme un seul corps solide, est
de révolution, le systéme admet la rotation uniforme autour d'un axe fixe, situé’ dans le
plan équatorial de Uellipsoide d’inertie, avec une vilesse angulaire o, d’ailleurs arbitraire.

11 est évident encore que la rotation du systéme autour de Uaxe des ¢ (I'axe de révo-
lution de Uellipsoide d’inertie) sera aussi possible dans le cas considéré.

[60] Considérons enfin le cas général, ot I'ellipsoide d’inertie du systéme, consi-
déré comme un seul systéme invariable, est un ellipsoide quelconque a trois axes
inégaux.

Dans ce cas, les premiers facteurs entre les crochets, qui figurent dans les équa-
tions (155), 'sont différents de zéro; il s’ensuit que les deux de trois quantités Por o0 T,
doivent étre égales a zéro.

Donc, si Uellipsoide d’inertie du systéme, considéré comme un seul corps solide, est
un ellipsoide & trois axes inégaux, le mouvement de Dirichlet, pour un tel systéme, se
réduit nécessairement & la rotation uniforme autour d’un des axes principaux d’inertie
avec une vitesse angulaire v, arbitrairement donnée.

11 est évident que les trois cas du mouvement, tout & Uheure indiqués, sont les seuls
possibles pour le systéme considéré, lorsque les constantes A, B, C, a, b, ¢; M restent
arbitraires.

[61] Je profite de l'occasion pour faire quelques remarques complémentaires
relatives aux résultats établis aux n> 58-61.

Considérons le cas général, ou la surface (S) de la cavité, contenant le liquide
visqueux, est une surface quelconque fermée.

11 est aisé de comprendre que le mouvement du corps solide et du 11qu1dc con-
tenu A son intérieur, se détermine, dans le cas général, & 'aide des équations sui-
vantes :
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Les composantes U, V, W de la vitesse absolue, suivant les axes mobiles £, =, ¢
d’un point quelconque %, v, ¢ du liquide, doivent satisfaire aux équations

= oV —pu+ g —w(V — ri+pY — AU,
(159) b= F U = g ) — aV— pr+ g3 — AV,
%g=?y+qu—J§+po—vaJ—q¢+mo_puw,
(159,) %[;—i-g—:-l-%:m
ou A
(160)  T=F—P— Ut rn) £ VOE— g0+ Wipn— ).

F désigne la fonction des fofces, agissant aux divers points du liquide, P la pression
du liquide, V, la vitesse absolue du point &, v, ¢ du liquide,

(160,) : VE=U4 V' + W2,

u, v, w les composantes du tourbillon suivant les axes %, , €.
Soit
SE s Y=o
I'équation de la surface (S) de la cavité.
Aux équations précédentes, il faut encore ajouter certaines conditions aux limites
[sur la surface (S)] qui peuvent s’écrire comme il suit : -
o of

. P .
(160 FU—ge+ro +§<v—:~s+pc>+b—C<W—pn+qz>=o sur (8),

et, en vertu de (141),
g X,—Hae=T}V,,
(162) 2 Y,—H8=T\V,, sur (S).
Z,—Hy= Ti\‘c, :

On adopte certainement la méme théorie de la viscosité et du frottement extérieur
qu’'au n° 54.
Désignant maintenant par
M;, M;, M,

les sommes des moments des efforts intérieurs du liquide aux points de la sur-
face (S), par .
M., M,, M,



222 o W. STEKLOFF.

les sommes des moments, par rapport aux axes des %, =, ¢, des forces externes, appli-
quées au corps solide.

Supposons, pour plus de simplicité, que ces axes soient dirigés suivant les axes
principaux d’inertie du corps par rapport & l'origine des coordonnées (fixe dans
I'espace).

Le mouvement du corps solide, contenant 4 son intérieur un liquide visqueux, -
sera défini par les équations suivantes :

Ap'=(B —C)qr + M; + M,
(163) Bg'=(C—A)rp + M, + M,,
Cr'=(A —B)pg+ M + M.

Toute solution des équations différentielles (15g), (159,) et (163) vérifiant les con-

ditions aux limites (161) et (162) représente un mouvement possible du systéme
considéré.

[62] 11 est évident qu'on peut satisfaire aux conditions (161) et (162), quelle que
soit la surface fermée (S) de la cavité, si I'on pose

(164) U=q¢¢—ry, V=ri—pt, W=pyn—gi.

Dans ce cas
Vg:Vn:Vg:O,

et, si I'on suppose que le moment résultant des forces externes soit nul,
M;=M,=M¢=o0.

Les expressions (164) de U, V, W satisfont évidemment & I'équation (159,).
Quant aux équations (159), elles deviennent, en vertu de (160), (160,) et (164),

W} F ,

=52 TP @) —plgn+ )+ ra—q't,

[ S

W} F L , o
(165) D—ZD—JFTI((I +r)—q@{+ps+pc—rk,

| g

W F ) . ,

==+t +p)— r(pi +qn) - ¢E—p'n.

X%

Ces équations conduisent immédiatement aux suivantes :
p': q’: ]‘,:0,
c'est-d-dire

(166) p=p,—=const.. q=¢q,=const., r=r,=const.

Donc, la rotation du corps solide autour du point fixe doit étre nécessairement’

uniforme.
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[63] Cela posé, formons les expressions de ME', M,, Mt"
On a, eu égard & (165) et (166) ™,

, P JdFOF
ME:,/(?'D*C- )d ““/(T, ay])dT-l—(Bn_CA)qoro’

N4
, PPN F 2 C Ay
M,]r_/(c gDC>d _f<t DE_ E)‘if‘]‘( *1)’opo’
DI P /. oF oF
_ . — v — )d- —B )
7\/1: /< - LE) ./.k D'r‘ I B’g’)d +(A )poqo

A‘:/‘(C’—l—'rf)d‘c, B1=/(52+,Ce)dt, CIZ/('q%-E-E’)(lr,

les intégrales étant étendues au volume de la cavité, représentent les moments
d’inertie du liquide, considéré comme un systéme invariable, par rapport aux
axes %, 7, L.

Les équations (163) deviennent alors

g [B + B‘ - (C + Cl)]qoro - I\Il’
(167) [C+C‘—(A+Ai)]l‘0p0:M2,
? [A+A—B+B)lpg,=M,,

_f< — ac)d:, etc.

[(64] Supposons d’abord que M,, M, et M, soient différents de zéro et que Iellip-

ol 'on a posé

soide d’inertie du systéme, considéré comme un seul systéme invariable, ait trois
axes inégaux.
Dans ce cas, les équations (167) conduisent a ces expressions pour les cons-
tantes p,, q, et r, :
Yl-pl LT .B’_.{‘
= — =G — = ——
P M, © % M, © M,

ol l'on a posé
o, =A4A,, 8,=B+B,, 7.=GC+C,,
. M, M M,
B —a) (e, — 8

Il est évident que le mouvement de I'espéce considérée n’est possible que sous la

supposition que le rapport
M, M, M,
(184 - YA)(Yl - al) (7'1 '— ﬁn)

soit positif. Dans le cas contraire, le mouvement considéré sera impossible.

(168)

(') Voir aussi mon Mémoire sur la théorie des tourbillons, p. 306.
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Donc, si les forces extérieures, appliquées aux points du liquide, et les constantes
a,, B,, v, sont telles que le rapport (168) soit positif, le systéme admet un mouvement se
réduisant a la rotation uniforme du systéme, comme s’il était un seul systéme inva-
riable, autour d’un axe fixe L avec la vitesse angulaire . La direction de cet axe se
détermine par les cosinus directeurs "

___‘(1_-34 ) _g‘i_-BA _Ba—'Ya
cos (L, &) _—~—M1 R cos (L, )= N cos(L, )= A
[65] Si I'on suppose que
M,=M,=M,=o

les équations (167) deviennent

g [B + Ba - (C + Cn)]qoro =0,
(169) [C+C,—@A+A)]rp,=o0,
? [A‘ + Al - (B + B;)]poqoz o,

et coincident avec les équations (155) du n° 57.

Tous les raisonnements des n>* 58, 59 et 60 s’appliquent sans changement au cas
général que nous considérons ici, el conduisent aux mémes résullals que nous avons
établis plus haut pour le cas particulier, ot la surface de la cavité est un ellipsoide et le
liguide est animé d’'un mouvement de Dirichlet.

[66] Cela posé, considérons le probléme en question dans toute sa généralité.

Formons, tout d’abord, les expressions de Mg, M;, M'g.

)I; :/('f‘ le - C-\7]l,> ds

avec les expressions analogues pour M; et M,.

On a

En se rappelant que
X":XEu + Xﬂg + Xch
Yn:X"ld' + Y'lg + Y{Y’
Zn:‘Xcu. -+ Y:‘B + ZZY’

on lrouve, en tenant compte de (137) et employant la transformation connue des
intlégrales superficielles,

\ b i /‘ X, Y, X, DY, a¥§>§d
= ) Play —B)ds —p n a—§+ Dn+b_c —¢ -E'F—bq*‘,—b? T,
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ou l'on a posé

3 E’ S D‘r,
) 0V W w
(I70> ~,Y1‘:'—‘2 by} s X <D§ + DE >’
' W / V.U
V= Ye(3w)

Eu égard a ces expressions, on trouve enfin, employant la méme transformation

de la premiére des intégrales de I'expression de M, :
r r \l) d
= fYe(wav—5) = n(waw — ) as.

K
[67] Ecrivons maintenant les équations (159) sous la forme

U AU U _F
WAU— =T+ 5 ;+MV,,+ Uy +wq—m—¥,
av LW W U W oF
o BP W 0w W VV DF

Ces équations donnent

M=y [ (Ve Wz f Te(Ur — Wi —q(Vp — gz

LY}

oV oV . WV W W W .
+f§‘<3§‘s+an‘ +ac‘t)*’”(Ss‘Vﬁs?Vﬂ*?:“c)g"‘

_f< ——7];?;), etc.

La premiére intégrale de cette derniére ligne se transforme en la suivante

S e—nkas— [ (ve— Wapads + [ {W(pe—r9) + Vipn— g }as

ot I'on a posé

e o WV W
K_\Ex—{—\,,.ﬂ—i—\w, GZ—D—E——Q—D—T]--}-Y

On obtient donc, eu égard & (159,) et (161),

E—_q/(le—VE)dt-—r We—Ug)ds+ 3 /(V?;—\Vr)dr—/< ‘a;)

Fac. de T., 3¢ S.,
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Posant maintenant

m, :/(V'g — W)dx, m, :/(“75 — Uo)d-, m, :/(U'r, — Vo)dz,

on aura
M; = % + gm,—rm,,
et, de la méme maniére,
M, = d(’;;? +rm,— pm,,
M;; = dg;“ + pm,— qm,.

11 est évident que m,, m, et m, représentent les projections sur les axes mobiles
£, v, { du moment résultant des quantités du mouvement des divers points du
liquide.

Les équations (163) s’écriront

oA . ] dm, oF oF

gAp =B —-C)q +qm3—rmg+——cﬁ+NIE—/(C—D;—710—C>dt,

. 1 X dm, . OF AN -

(163,) Bg _(C—A)lp—1—nnl—pma+—d~t——1—1\17,——/(\:35—-:3—;-)(1.,
) F oF

Cr'=A —B)pq +pm2—qm1—}—(Z’;g—}—wlc——-/(*q—l:—il)dr.
3 an

Les expressions de M, M, M; restent toujours les mémes, quelle que soit la
direction des axes mobiles &, 4, ¢.

Donc, si nous considérons le cas général, ou ces axes ne coincident pas avec les
axes principaux d’inertie du corps solide, les équations du mouvement deviendront

E(D—T>:r‘\£—q§+qm —rm +g—nl‘+M_—f<§E——v?E>d-

dit\op dq or : *odt o lx)
d /T T T ., dm, oF K

(172) El—t<ﬁ>_—_pb—r—rb—];+rm,—pm + i +M"_f<53c—__cb—>d:’

3

Al
d <DT>_ WA f( WA
ai\ar) = Tap— PygrpmeT et T 3 —> "

ou T désigne la force vive du corps solide.

Les équations du mouvement du systéme considéré se représentent sous la forme
de sept équations (159), (159,) et (172), jointes aux conditions aux limites (161) et (162).
Les équations différentielles (159) et (172) du type Lagrange-Liouville (*) sont ana-

() Voir Tisseranp, 7raité de mécanique céleste, t. 11, 1891, p. 500. — Le lecteur trouvera
dans ce traité toutes les indications bibliographiques sur ce sujet, que je me permets de ne pas
reproduire.

Comparez aussi : N. Joukovsky, Sur le mouvement d’un corps solide ayant une cavité
remplie par un liguide incompressible, Saint-Pétersbourg, (885, p. 88, etc. (en russe).
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logues & celles, déduites par M. Vito-Volterra, d'une autre maniére, dans son Mémoire
sur la théorie des variations des latitudes, pour le cas d’un liquide non visqueux(').

[68] Remarquons, en passant, que la méthode indiquée s’étend aisément au cas
beaucoup plus général, & savoir : elle permet d’établir les équations du mouvement
du systéme, composé d’un noyau solide, d’'un liquide visqueux incompressible qui
recouvre la surface de ce noyau solide et de masses fluides & différentes densités
remplissant diverses cavités appartenant au noyau solide, lorsque un tel systéme est
soumis & des forces externes telles, que les forces agissantes aux points des liquides
dérivent d'une fonction des forces, les forces appliquées aux points du corps solide
étant arbitraires.

Les équations du mouvement du corps solide auront la forme (172).

Les équations du mouvement de chaque liquide, contenu dans une des cavités du
corps, seront analogues aux équations (159) et (15g,), jointes aux conditions aux
limites (161) et (162), qui doivent étre satisfaites en tous les points de la surface
fermée de la cavité considérée.

Les équations du mouvement du liquide, qui recouvre la surface extérieure du
corps solide, auront de méme la forme des équations (159) et (159,); mais aux con-
ditions aux limites (161) et (162), qui doivent étre vérifiées aux points de la surface

extérieure du noyau solide, il faut encore ajouter la suivante :
P =const.

sur la surface libre du liquide qui recouvre ce noyau solide.

Pour que les transformations, analogues a celles que nous venons de faire aux
n* 66 et 67, soient admissibles, il faut seulement supposer que les fonctions incon-
nues, qui figurent dans les équations du mouvement, soient continues avec leurs
dérivées de deux premiers ordres par rapport aux variables £, 4, {.

Remarquons, enfin, que ces considérations, convenablement modifiées, peuvent
s’étendre au cas des surfaces fermées & connexion multiple, ot les vitesses du liquide,
recouvrant une telle surface ou contenu dans son intérieur, peuvent devenir discon-

tinues; mais ici nous n’insistons pas sur ce point.

[69] Revenons maintenant aux équations (159) et (159,).

Multiplions (159) respectivement par V,, V,, V, et additionnons les résultats;
multiplions ensuite la somme ainsi obtenue par I'élément de volume du liquide et
intégrons, en étendant I'intégration au volume de la cavité tout entier.

(1) Viro-Vorrterra, Sur la théorie des variations des latitudes. Acta Mathematica, t. XXII,
1899, p. 310.



228 W. STEKLOFF.

On trouve, en vertu de (161),

vy
/(\ AU+ V,AV A4V, A“)d——i—f(\t T V,+—

Or,
B V) VAR ¥
- AU — : 1)
3 o R4
RIS o %

PRI

11 en résulte cette transformation, due & M. Clapeyron (1),

K=—— f (VAU 4+ VAV 4 V aW)de = f (VX + VY, + V.Z,)ds

e NN SA R A AN
- 3 V ﬂ\ +Z<\—C+ \q‘{"'gg + X D—C—F-B—E— +Y,

De cette égalité on tire, en tenant compte de (162) et (170),

>dr

:f’r(vix + V.8 4+ Vy)ds=o.

2V,
%

-+

IV
o

)

{ X;z \7;2_’_ Z’:
k=i vy f|RIOTEE +<x;>=+(xg>’+(Yg>*§dr

D’autre part, on a, eu égard a (171),

Vv v DW d 1 . < . dm, dm,
—f<bt it "+D >d~c Tt—/(U+\ +W)d+p qd+rdt'
Considérons le cas le plus simple, ot
AF oF oF
——f( “qbc>d‘c_M /(“—-— ‘§>d»—\/l ——/< —-——E > =o0.
Dans ce cas on trouve, eu égard a (163,),
dm, dm dm, 1d,  , . .
P ' +q I—Et—_;Ei(Ap + Bg*+ Cr*).
On en conclut que
§— /(L“+V’+W’)d +A_p+_B_qLC_r_ —
dt( 2
T désignant la force vive du systéme considéré.
(1) Voir Lamk, Legons sur Uélasticité, Paris, 1852, p. 81. — Comp. aussi Joukovsky, Mé-

moire russe, cité plus haut, p. 136.
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On trouve donc

dT S S RETERT SO @ e
(173) E:—y’/l\/\e-i—\n-}-\fids—g/g ; (X (XD Yy (dss

Uégalité ayant lieu toujours, quelle que soit la loi de la force T du frottement de contact.

[70] L’équation (173) représente une généralisation de l'équation analogue,
obtenue par M. Joukovsky dans son Mémoire, déja cité plusieurs fois, sous la suppo-
sition que la force T soit assujettie a la loi de Stokes, c’est-a-dire que

T=vy/Vi+ Vi +V;,
v désignant une constante positive.

De I'égalité (173) résulte immédiatement ce théoréme général (1) :

Tout mouvement d’un systéme, soumis aux forces extérieures, dont le moment
résultant par rapport au point fixe est nul, et composé d’un corps solide recouvert par
un liquide visqueux et ayant un cerlain nombre de cavités quelconques, remplies par
des liquides visqueux, tend & un mouvement limite, dans lequel l'un des axes principaux
d’inertie coincide avec la direction fixe du moment résultant des quantités du mouve-
ment el le systéme tourne uniformément autour de cet axe comme un seul corps solide.

En effet, I'équation (173) montre que la force vive T du systéme est toujours une
fonction décroissante de £.

Or, les équations (163) admettent une intégrale évidente :

(174) (Ap —m)* + (Bg — m,)* 4+ (Cr — m,)*= const.

Il s’ensuit que T, étant une fonction décroissante de ¢, ne peut, en général, devenir
nulle et tend donc vers une quantité positive, différente de zéro.

Mais, si le second membre de I'équation (173) ne tend pas vers zéro, T sera tou-
jours une fonction décroissante; elle cessera d’étre décroissante seulement dans le cas
ou les intégrales du second membre de I'équation (173) deviennent nulles, c’est-
a-dire lorsque
V. =V,=V,=o,

(175) -/ r ’ -/ -/ 7!
A\E:YT,:Z,:};,‘:X,:\C:o,

s

Ces équations définissent donc ce mouvement limite, auquel tend tout mouvement
possible du systéme considéré.

Les équations (174), en vertu de (170), n’admetlent qu'une seule solution :

U=qt—rq. V=ri—ps, W=pq—qgk.

(!) Comparez M. Joukovsky, Mém. cité plus haut, p. 137.
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Or, on voit que le mouvement limite dont il s’agit est précisément ce que nous
avons étudié aux n™ 62 et 63.

Ces remarques conduisent immédiatement au théoréme énoncé plus haut.

Nous n’avons considéré que le cas d’une seule cavité, mais il est évident que le
théoréme reste exact dans toute sa généralité; pour s’en assurer, il suffit de rappeler
les remarques que nous avons faites au n° 68.

[74] On peut déduire une autre conséquence de I'égalité (173) que je crois utile
de signaler.

Proposons-nous de trouver les conditions nécessaires et suffisanles pour que le mou-
vement du liquide visqueux, contenu dans une cavité du corps solide, soit permanent,
c’est-a-dire que 'on ait

W 2V W

(176) Yo w T w

Il est évident tout d’abord que la rotation du corps solide doit étre nécessairement

uniforme, car I'équation aux limites (161) conduit a la suivante :

D ' D 2 (24 b r !
L — g0+ =D+ E— o —o.
ce qui exige que 'on ait
p=q¢=r'=o.
Dans ce cas, on a
T = const.,
et 'équation (173) devient
TN VLV VAP HOD @) L
fl\/va+vﬂ+vcd-.+ ) O+ (X)) 4+ (Y))! (ds=o,

ce qui donne les équations (174).

Donc, un seul cas possible du mouvement permanent d'un liquide visqueux, contenu
dans une cavité quelconque fermée d’un corps solide, animé d’un mouvement de rotation
uniforme autour d’un point fixe, est celui ot le liquide adhére & la paroi de la cavité et
le systéme tourne uniformément autour d'un axe fixe comune un seul corps solide.

[72] Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que la constante de 'équation (174)
soit différente de zéro.
Le cas oti cette constante est nulle mérite une attention particuliére.

Dans ce cas
Ap=m,, Bg=m,, Cr=m,
et les équations
dp dm,
AE =B —C)gr +qgm,— rm,+ T etc..

se vérifient identiquement.
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Le probléme se raméne 4 la détermination de quatre fonctions inconnues
U, Vv, w,p

a laide des équations (15g), (139,), jointes anx conditions (161) et (162), ou il faut
remplacer p, g et r respectivement par

/ (Ve—Wr)dz f (WE—Ug)de f (Un—Vg)
n )

’ B s C

Remarquons qu'un tel mouvement est possible pour un liquide parfait, et nous
en avons donné un exemple au n° 29 de la section III. Un tel mouvement est-il
possible pour un liquide visqueux? Je ne vois pas de raisons ni pour affirmer, ni
pour nier la possibilité du mouvement de cette espéce.

Or, si nous admettions que ce mouvement elt pu exister pour un liquide vis-
queux, le théoréme du n° 7o aurait pu devenir inexact dans ce cas exceptionnel, car
alors nous ne pouvons pas affirmer que la force vive T ne peut tendre vers zéro,
c’est-d-dire que le systéme ne peut tendre vers repos, au moins si le mouvement
limite du n° 70 ne représente pas un seul cas possible du mouvement dont il s’agit.

La solution de cette derniére question représente cependant des difficultés si
grandes que je ne puis pas les surmonter en ce moment. Quoi qu’il en soit, le théo-
réme du n° 7o reste vrai, pourvu que la valeur initiale du moment résultant des
quantités du mouvement soit différente de zéro.

[73] Remarquons que les équations générales (159), (159,) et (172), jointes aux
conditions aux limites (161) et (162), peuvent étre prises pour le point de départ de
toutes nos recherches.

Il suffit de supposer que la surface de la cavité soit un ellipsoide, que le liquide
soit parfait et que les vitesses U, V, W soient les fonctions linéaires de coordonnées
& %, & pour en déduire les équations (7) et (8) du n° 3, établies dans mon Mémoire
sur la théorie des tourbillons par une méthode un peu différente.

Rapprochant ensuite le théoréme général du n° 7o et les propositions des n°* 58-61,
on arrive & la conclusion suivante :

Le seul cas possible du mouvement d’'un systéme, composé d’un corps solide et d’une
masse fluide visqueuse, remplissant une cavité ellipsoidale et douée d’un mouvement de
Dirichlet, est précisément le mouvement limite, vers lequel tend toujours tout mouvement
d’'un systéme de Uespéce considérée, quelle que soit la forme de la cavité remplie par an
liquide visqueux.

En se rappelant I'analyse des n°* 58-61, on obtient immédiatement cette propo-
sition analogue & la précédente :

Un seul cas possible du mouvement du systéme dont il s’agit, sous la supposition que
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le liquide soit animé d’un mouvement de Dirichlel el qu’il adhére & la surface de la
cavité, est celui ot le sysléme tourne uniformément, comme un seul corps solide, autour
d’un de ses axes principaux d’inertie restant fixe dans Uespace.

On voit donc que, dans le cas ou le liquide remplissant la cavité ellipsoidale est
animé d’'un mouvement de Dirichlet, la supposition qu’il adhére a la surface de la
cavité, c’est-d-dire que

U=q¢gt—ry, V=ri—pz, W=pn—q: sur (8),
entraine nécessairement les équations
U=gq¢—rn, etc., en tous les points a I'intérieur de (S),
qui définissent le mouvement du n° jo0 (le mouvemenl! limite).

D’autre part, ce dernier mouvement représente un seul cas possible du mouve-
ment du systéme considéré, quelle que soit la forme de la cavité remplie par le
liquide, sous la seule supposition que le mouvement du liquide soit permanent.

Rappelons enfin que tout mouvement possible du systéme tend toujours vers le
mouvement limite du n° 70, de sorte que s’il existe une différence quelconque 4 une
certaine époque entre le mouvement de la crotite solide et celui du liquide intérieur,
les frottements détruisent peu a peu cette différence, le liquide va adhérer & la paroi
de la crotte et suivre la crolite absolument comme si le tout formait une seule
masse solide (*).

(') Ces remarques peuvent inspirer la question suivante : Ne représente-t-il pas le mouvement
limite, étudié aux nes 61-65, un seul cas possible du mouvement du systéme considéré, si ’on
suppose que le liquide visqueux adhére toujours a la surface de la cavité ?

Je me permets de poser cette question, bien que je n’aie pas réussi i la résoudre en ce mo-
ment, en me bornant & cette remarque :

M. P. Duhem a établi, & cet égard, le lemme suivant (4nnales de Toulouse, 1go4) :

Si 'on considére le cas d’adhérence du liquide comme un cas particulier du mouvement
général, défini par les équations (159) et (159,) jointes aux conditions (161) et (162), les équa-
tions (162) deviendront

Xp—Ha=o0, Y,—Hf=o, Zy—Hy=o.

En y ajoutant les conditions d’adhérence

(2) U=gql—nry, V=r:—pg, W=pn—gqt sur (S),
on s’assure sans peine que les dérivées partielles de U, V, W doivent satisfaire aux conditions
W oV , W
P el S e
U _ AV W
®) =0 =0 5o=r
WU WV w_
-7 TPk T

«X

sur la surface (S) de la cavité.

La solution du probléme se raméne & I'intégration des équations (159), (159,) et 163,),
jointes aux conditions aux limites («) et (8), ce qui présente des grandes difficultés méme dans
le cas le plus simple, ou la surface de la cavité est une sphére.
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[74] Ce dernier résultat coincide avec une assertion de M. Delaunay qu'il a
¢noncée dans sa Nole sur Uhypothése de la fluidilé intérieure du globe terrestre
(C. R., t. LXVII, 1868) et qui I'a conduit & la conclusion que « la considération des
phénoménes de la précession et de la nutation ne peut fournir aucune donnée sur le
plus ou moins d’épaisseur de la crotite solide du globe ».

Mais cette derniére assertion de M. Delaunay est fondée sur la supposition que la
force du frottement du contact du liquide & la paroi de la cavité soit assez sensible,
de sorte qu'on ne peut pas négliger dans les équations du mouvement les termes

affectés par la constante p' et supprimer, en méme temps, les conditions aux

v
limites (162).
Si, au contraire, nous nous arrétons a cette derni¢re supposition, ou, en d’autres
termes, supposons que le liquide différe peu du liquide parfait, nous obtiendrons des

conclusions tout a fait différentes, comme nous allons le montrer un peu plus tard.

[75] Nous avons déja rappelé que les équations (163,) [ou, plus généralement,
les équations (172)] coincident avec celles établies par M. Vito-Volterra dans son
Mémoire sur la théorie des variations des latiludes.

Mais M. Vito-Volterra considére un cas plus général : il suppose sculement qu’a
Pintérieur d’'un corps il y ait un mouvement d'une partie de la matiére dont il est
constitué, sans supposer que cette partie soit précisément un liquide visqueux rem-
plissant une cavité.

Cette circonstance lui a permis de ne considérer que les équations (163,) sans
tenir compte des équations (159), (15g,), (161) et (162).

Dans ce cas général, le mouvement intérieur ne se définit que par trois variables
m,, m, et m,, représentant les moments des quantités des mouvements intérieurs par
rapport aux axes %, q et . ‘

On peut donner en fonctions arbitraires de ¢ les quantités m,, m,, m,; les équa-
tions (163,) détermineront alors le mouvement du corps. Si 'on connait, inver-
sement, le mouvement du corps, c’est-a-dire p, ¢ et r en fonction de ¢, I'intégration
des équations (163,), ou il faut considérer m,, m,, m, comme inconnues, donnera les
expressions de ces inconnues en fonction de £.

L’étude détaillée des équations (163,), représentant un grand intérét au point de
vue de I'analyse, a été faite par M. Vito-Volterra dans son Mémoire cité, auquel je
renvoie le lecteur.

Or, les résultats ainsi obtenus ne suffisent pas pour notre but, lorsque nous nous
arrétons & une hypothése bien déterminée que les mouvements intérieurs au corps
se réduisent précisément & un mouvement du liquide qui remplit une cavité appar-
tenant au corps solide, car, dans cette Lhiypothése, on ne peut pas donner arbitrai-
rement ni p, g et r, ni m,, m et m_.

Les quantités p, ¢, r; U, V et W, qui déterminent le mouvement de la croiite

Fac. de T., 3¢ S., 1. 3o
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solide et du liquide contenu & son intérieur, satisfont & un systéme de sept équations
simultanées (159), (159,) et (163,), jointes & certaines conditions aux limites; les
variables U, V, W, qui ne sont pas indépendantes des variables p, ¢, r, étant déter-
minées d'une maniére quelconque, en fonction de ¢, £, v et g nous trouverons les
expressions délerminées de m,, m,, m, en fonction de ¢ & I'aide de formules (171).

On ne peut pas donc affirmer, dans le cas que nous considérons, qu’ tout mou-
vement donné de I'enveloppe solide correspond un mouvement déterminé du liquide
contenu dans cette enveloppe, ou, au moins, un tel mouvement du liquide que les
quantités m,, m,, m, soient égales précisément aux mémes fonctions de ¢ qui repré-
sentent les intégrales des équations différentielles (163,), ot I'on considére p, g et r
comme donnés a I'avance.

Si I'on veut, par exemple, expliquer les phénoménes des variations des latitudes
-terrestres par l'influence du mouvement du liquide qui remplit Uintérieur de la
Terre, il faut trouver les intégrales générales des équations simultanées (159), (159,)
et (163)) et disposer ensuite les quantités arbitraires de ces intégrales de fagon que
les expressions obtenues pour p, ¢ et rr coincident avec celles qui résultent des obser-
vations.

Or, ce probléme général présente des difficultés énormes sous bien des rapports,
de sorte que nous devons nous contenter de certaines solutions particuliéres les plus
simples, en faisant d’avance certaines hypothéses simples sur le mouvement du
liquide.

L'une de ces hypotheéses est celle que le liquide, contenu dans la cavité du corps,
soit animé d'un mouvement de Dirichlet, qui peut étre considéré comme la premiére
-approximation du mouvement plus général, lorsque les vitesses U, V, W se repré-
sentent sous la forme des séries disposées suivant les puissances entiéres et positives
des variables %, 4, ¢.

C’est pourquoi je me permets de croire que les recherches précédentes méritent
une attention, et que les considérations qui vont suivre et qui contiennent certaines
applications des résultats obtenus plus haut au probléme des variations des latitudes
terrestres ne sont pas dénuées d’intérét.

VII. — APPLICATION DES RECHERCHES PRECEDENTES AU PROBLEME DES VARIATIONS

DES LATITUDES TERRESTRES.

[76] Les observations astronomiques, commencées, si je ne me trompe pas, par
Pelers, Gyldén, Nyrén et Chandler, ont montré que les déplacements des pdles de
I'axe de rotation de la Terre sur sa surface ne suivent pas la loi d’Euler, déduite dans
I'hypothese que la Terre est un corps absolument solide.
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MM. Chandler et Nyrén ont découvert que le mouvement des péles est périodique
avec la période de 430 jours (& peu prés), tandis que selon la loi d’Euler cette période
devrait étre égale & 305 jours.

Les observations postérieures, et surtout les observations organisées par 1’Asso-
ciation internationale et rédigées par M. Albrecht, ont confirmé les résultats obtenus
par Chandler et ont indiqué d’autres propriétés du mouvement des poles terrestres
qui est d’ailleurs trés compliqué.

Il est évident que le phénomeéne dont il s’agit peut dépendre d'une foule de
causes tout a fait différentes dont chacune exerce une influence plus ou moins
considérable.

Plusieurs savants, comme, par exemple, MM. Darwin, Gyldén, Schiaparelli,
Newcomb, Helmert, Radeau, Herz, Vito-Volterra et d’autres, ont essayé de tenir
compte de telles ou telles de diverses causes possibles et de déterminer leurs
influences sur le phénoméne en question. En général, on cherche les causes des varia-
tions des latitudes terrestres dans les actions géologiques, les explosions volcaniques,
les actions météorologiques qui peuvent altérer la distribution des masses sur la
surface de la Terre, ainsi que dans Uinfluence sur la rotation du globe terrestre des
courants marins constanls, les courants atmosphériques, I'évaporation et la conden-
sation de la vapeur sur les montagnes, etc., qui ne changent pas sensiblement la
distribution des masses.

On a essayé aussi d’expliquer les lois du mouvement des pdles par 'influence sur
le mouvement de la crotite solide du globe terrestre des masses fluides qui en partie
recouvrent la Terre et remplissent, suivant I'hypothése la plus souvent adoptée par

des géologues, son intérieur.

[77] Je crois utile de rappeler, & cet égard, quelques remarques de M. Delaunay
qui se trouvent dans sa Note déja citée : Sur Uhypothése de la fluidité intérieure du
globe terrestre.

« Quand on veut appliquer les théories de la Mécanique rationnelle a I'étude des
phénomeénes naturels, dit M. Delaunay, on se trouve toujours en présence de ques-
tions d'une complication extréme.

.« Si I'on voulait traiter ces questions en toute rigueur, on ne pouri"ait jamais y
parvenir, et cela pour des raisons diverses que je n’ai pas besoin d’énumérer.

« Nous sommes donc obligés de nous contenter de résoudre non pas les questions
clles-mémes que nous avons en vue, mais d’autres questions qui s’en rapprochent
plus ou moins et qui présentent un degré de simplicité assez grand pour que nous
puissions en aborder la solution plus ou moins rigoureuse... Mais nous ne devons
pas perdre de vue que, en agissant ainsi, nous nous mettons a c6té de la réalité, et
nous devons toujours nous préoccuper de I'influence que les circonstances dont nous
avons fait I'abstraction peuvent avoir sur le résultat auquel nous sommes parvenus. »
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En suivant ces idées, M. Delaunay arrive & sa conclusion, déja mentionnée plus
haut (n° 74).

« La viscosité, qui est extrémement faible dans la plupart des liquides que nous
connaissons, dit M. Delaunay, n’est cependant pas absolument nulle, et on comprend
qu'il doit en résuller que, si le mouvement de rotation donné au ballon est suffi-
samment lent, le liquide sera entrainé par le ballon, de sorte que le tout tournera
tout d’une piéce, commie si le liquide était congelé et ne faisait avec son enveloppe
qu’un seul corps entiérement solide. »

Celte remarque contient, évidemment, I'énoncé d'une proposition analogue au
théoréme de M. Jioukovsky, établi au n° o.

En appliquant cette remarque générale, confirmée par une expérience de M. Cham-
pagneur (Comples rendus, 1868, t. LXVII), M. Delaunay continue : « Si I'on admettait
qu'une différence quelconque efit pu exister & une certaine époque entre le mouve-
ment de la crofite et celui du liquide intérieur, les frottements auraient peu & peu
détruit cette différence, de maniére & amener la conformité des mouvements de ces
deux parties. » ’

C’est précisément le méme résullat qui découle immeédiatement du théoréme du
n° 50 et que nous avons déja signalé & la fin du n° 73. De ces propositions, confir-
mées par notre analyse, M. Delaunay a déduit sa conclusion, mentionnée plus haut
(0 74). '

Citons textuellement, pour plus de clarté, les raisonnements de M. Delaunay :

« Les actions perturbatrices qui produisent la précession et la nutation s’exercent
sur la crofite solide et tendent & la faire tourner autour d’un axe s’éloignant de plus
en plus de la direction de l'axe autour duquel elle tournait tout d’abord; c’est un
mouvement extraordinairement lent que ces actions tendent & imprimer a la crotite
solide, et qui doit se combiner avec le mouvement de rotation qu’elle posséde déja.

« La question est de savoir si le liquide intérieur participera & ce mouvement
additionnel ou si la crotite solide en sera seule affectée sans entrainer immeédiatement
le liquide avec elle. »

« Pour moi, dit M. Delaunay, il n’y a pas lieu au moindre doute...; il ne me
parait pas possible d’admettre que U'effet des actions perturbatrices, auxquelles sont
dues la précession et la mutation, ne s’élend qu’d une partie de la masse du globe
terrestre ; la masse entiére doit étre entrainée par ces actions perturbatrices, quelle
que soit la grandeur que l'on suppose & la partie fluide intérieure, et, par conséquent,
la considération des phénoménes de la précession el de la nulalion ne peut fournir
aucune donnée sur le plus ou moins d’épaisseur de la croiite solide du globe. »

Donc, M. Delaunay suppose que la crotte solide, affectée d’'un mouvement addi-
tionnel, entraine immédiatement le liquide avec elle.

C’est seulement sous cette derniére supposition qu’on peut considérer comme
vraisemblable la conclusion finale de M. Delaunay. Mais il me semble que nous
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n’avons aucune raison d’accepter cette assertion tout & fait arbitraire; il est vrai que
les frottements tendent peu & peu a détruire la différence entre le mouvement de la
crotite solide et celui du liquide intérieur, mais il est impossible d’affirmer que la
crouite entraine immédiatement le liquide intérieur avec elle.

D’autre part, les actions perturbatrices peuvent s’exercer non seulement sur la
crolite solide, mais aussi bien sur les masses fluides contenues & I'intérieur du globe
terrestre ; ces actions perturbatrices peuvent imprimer un changement brusque du
mouvement du liquide aussi bien que de I'enveloppe solide.

Bien que la viscosité du liquide et le frottement de contact tendent & détruire peu
A peu une différence entre le mouvement de la crotite et celui du liquide, qui peut
&tre imprimée, méme brusquement, & une certaine époque, néanmoins rien n’em-
péche de supposer que la durée de temps nécessaire pour réduire le mouvement
A son état limite (n° 7o) soit trés longue, ou, en d’autres termes, que, pendant une
durée de temps assez courte, I'influence des frottements soit peu sensible, de sorte
qu’on puisse la négliger et considérer le mouvement du systéme, pendant cette courte
durée de temps, comme peu différent de celui du systéme, dans lequel le liquide
visqueux est remplacé par un liquide parfait, et de tdcher d’expliquer certaines pro-
priétés du mouvement des pdles terrestres par l'influence que le mouvement du
liquide intérieur peut exercer sur celui de la crofite solide. Si nous nous arrétons a
cette hypothése, qui n’est pas moins admissible que toute autre, nous parviendrons
a une conclusion différente de celle de M. Delaunay. I’étude du mouvement d’un
corps solide ayant une cavité remplie par un liquide incompressible et parfait nous
conduira a certaines analogies entre la théorie du mouvement d’'un tel systéme et les
résultats des observations sur les variations des latitudes terrestres, et nous fournira
ensuite certaines données sur I'épaisseur de la crotite solide du globe, comme nous
le verrons dans ce qui va suivre.

[78] On sait que la surface extérieure de la Terre est un ellipsoide de révolution
peu diftérent de la sphére, car I'aplatissement de la Terre est égal a

a, et ¢, désignant le plus grand et le plus petit des axes principaux de lellipsoide
terrestre.

Supposons, comme aux n* 41 et 43, que la surface de la cavité du globe terrestre
est aussi un ellipsoide de révolution aplati ayant le méme centre et la méme direction
des axes principaux que ceux de l'ellipsoide extérieur.

En entendant, comme précédemment, par a = b et ¢ les carrés des demi-axes de
la surface intéricure de la crotite solide de la Terre, faisons I'hypothése que

a—¢

a
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est une quantité assez petite, de sorte qu'on puisse négliger la deuxiéme, ainsi que
les puissances plus élevées de .

Supposant enfin que le liquide remplissant 1'intérieur de la Terre soit parfait et
animé d’'un mouvement de Dirichlet, nous pouvons, en faisant abstraction de forces
externes, appliquer au cas considéré les formules établies au n° 52 de la cinquiéme
Section.

En entendant par ¢ et ¢ les coordonnées polaires de la projection du péle terrestre
sur le plan équatorial, on a, en vertu de (135) et (136),

o= \/c‘ (w — 23 %(—‘3 sin pt sin w.(t + 21)) )

ol )

(177)
?:(x—zss‘é—rm>t+ $(),

o

ot 4 () est une fonction de ¢, définie par la formule (136,) du n° 52.

Ces équations définissent la loi approchée du mouvement du pdle terrestre, qui
est, comme l'on voit, trés compliqué.

Appliquons ces équations & certains cas particuliers en y introduisant des hypo-
théses complémentaires.

Posons maintenant

(178) O=cs 2l

et supposons, pour plus de simplicité, que les lignes des tourbillons soient perpen-
diculaires, au moment initial ({ = o), & I'axe des &, c’est-a-dire que o, = o.

On aura
(179) p:\l{ajl‘{(.,——%[cos 2;m—coszp.(t+r)]}
et
. 2 . A ., \
(180) 4 (f) =— 0O sin ul cos pn(t-{-2‘r)+:)—2@ sin® ut cos® u(t 4 27)
(O]
SA® .
+e;€z—r—§losm2p.tcoszy(t+2.).

Le rayon vecteur p est une fonction périodique de ¢ avec la période

27 armA

'I“:E' —_ =
* 9 \/A’ o4 C’r*
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Supposons que le rapport
c
A
différe peu de 'unité.
La période T, sera alors peu différente d'un jour, car
2w A I

T nlc Ao
toe

m
’

27

7]
M. Nyrén (1) a remarqué que les latitudes terrestres ne restent pas constantes

ou représente le jour sidéral que nous allons prendre pour 'unité de temps.

méme pendant une journée; mais ces variations sont, en général, si petites qu'on les
néglige ordinairement (2).
Désignons par p, le maximum, par g, le minimum de p, et posons

cl:PI_PO>0’ Gg:PO——P,>O.

ou, comme au n° 52,

Ve,

o — W+
T

représente la valeur initiale (pour ¢ = o) de e

On peut supposer, en vertu de ce que nous venons de dire, que o, et ¢, soient infi-
niment petites de 'ordre plus élevé que .

Posons maintenant

1{ — \/Ci

ton

0
(0 — 5 cos2 ®3).

L’équation (179) s’écrira

c
(181) F:R‘,—;—%coszy(t—i—t).
2|r|
On voit que p atteint son maximum ou minimum aux moments de ¢, définis par
I'équation
sinau(t+1)=o.

(1) Voir, par exemple, NyriN, Die Polhéhe von Pulkowa, Saint-Pétersbourg, 1873; —
A. Ivanorr, Mouvement de rotation de la terre, Saint-Pétersbourg, 1895, p. 11 (en russe).
(*) On suppose souvent qu’il n’existe aucune variation diurne des latitudes. Voir, par exemple,
le Mémoire déja cité de M. Viro-VoLterra (A cta Mathematica, t. XXII, 1898, p. 338).
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On a donc
ove, ovVe,
8 0, = !, e,—=R,— !,
(I 2) P1 Ro 2|I‘0| U2 0 21’.0]
d’oti l'on tire
0\/0‘23‘—0, 2R, =y, +9,,
l',ol v 2 ) s
et 'équation (181) devient
:‘—c‘—-l_—'c”-{—gf—_—%coszy(t-i—r). .
2 2
Si I'on suppose que
Py P06, + g,

soit une quantité infiniment petite de I'ordre plus élevé que ¢, on peut éerire, avec
I'approximation adoptée,

[79] Les équations (182) donnent

D AIOYO__ Iro\

= —(T“\/C_

(184) coszgr:cosgrzif&___—_?*__ﬂ'
P P

(183) C]

(Px - Pz) ’

I

Or, on a, en tenant compte de (129,) et (129,) du n° 50,

(1)"{0

gl,’

0

cos gt =

car, d’aprés ’hypothése faite plus haut,
p,=o, q,—o0 et u,—o0 pour [(=o0.
On trouve donc, en vertu de (183) et (184),
Cr;

el o= —r

olo — P 2)’
{ aA\/C—‘(P P

Jo__ 9200 P 0
L, @ Pr— P ’
d’on
2 Criw(Pl_Pa)z . Clrol(pl——-pz)a .
Slo™ — T 3 W,
(185) g 2AgVe, (20— 5, —p)  A0I2p— 2 —p)

EY2= C"ﬁ@?o_ 104__ Pa)=clrolg<2po~ Py — Pz) .
’ w3AVe, SAp,
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Nous obtiendrons les valeurs réelles de I, et v, si
20, Py P, =0, ¢, >0,

ce que nous allons supposer.
La différence

est une quantité infiniment petite, mais son ordre de grandeur peut surpasser celui
de chacune des quantités o, et o,.

Nayant aucun moyen pour déterminer I'ordre de grandeur de cette différence,
nous pouvons faire a ce sujet telle ou telle hypothése.

Supposons, pour plus de simplicité, que

6,— 6,

soit une infiniment petite du méme ordre de grandeur que chacune des quantités
o, eta,.

Sous cette supposition, ¢/} et ey> deviendront, comme le montrent les équa-
tions (185), des infiniment petites de I'ordre plus élevé que * (ou ¢); il en sera de
méme de la quantité

ct les équations (179) et (177) prennent cette forme simple :

‘p_—_——-"‘jp“:const.,
86
(186) z C_A
P=—7 r,t,

car, dans le cas considéré, {(¢) sera une quantité infiniment petite de I'ordre plus
élevé que ¢.

[80] Il est évident que les équations (186) représentent le mouvement du pdle
terrestre sous la supposition qu’il n’existe aucun liquide & l'intérieur de la croiite
solide.

On peut donc imaginer un tel mouvement de la masse liquide contenu i I'inté-
rieur de la Terre que son influence sur le mouvement du péle terrestre, au moins
pendant une durée de temps assez courle, sera si peu sensible qu’on puisse la négliger.

On obtient ainsi les équations (186) qui peuvent conduire 4 la période de Chandler
aussi bien que toutes les autres équations approchées, déduiles par les autres auteurs
a l'aide des considérations tout A fait différentes.

La seconde des équations (186) mountre que le rayon vecleur ¢ lourne autour de
lorigine des coordonnées toujours dans le sens opposé & celui de Uaiguille de montre,
ce qui coincide avec les observations.

Fac. de T., 3¢ S, L. 31
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En cffet, en tenant compte de ce que
C>A
et que la Terre tourne de I'ouest & I'est, on en conclut que

C—A

i

car, en vertu du choix de la direction des axes %, =, £ que nous avons fait, on a

r,<o.
Quand le temps s’augmente de quantité
T— _?_Q_L )
(C—A)r

I'angle ¢ croit & a7.
Donc T doit présenter la période de Chandler, c’est-a-dire 430 jours.
On obtient ainsi I’équation suivante

A
C A:Z:SO,
qui donne
G 43x
AT 430

C’est une quantité peu différente de I'unité, ce qui s’accorde avec I'’hypothése faite
plus haut.

[84] Supposons maintenant que la crotite solide du globe terrestre est un corps
homogene et désignons par a, = b, et ¢, les carrés des demi-axes de la surface
extérieure de la Terre.

En se rappelant que A = B et C représentent les moments principaux d’inertie
de la crofite, on trouve

____Mo(a|+ Cl) - N[;((l + C)_

g A B,
5
([86‘) \ ,
( a(M,a,— M;a)
Coim—2 bt —2
5
ou l'on a posé
Az — ﬁ -
(1862) Mo::{? !J'oal\/cl’ NI:JZ%P’Oa ¢,
p, désignant la densité de la crotite.
On a donc
(187) A _ai\/cl(a4+ca)_a\/0(a+C)ZASOZT'

G _A_ai\/a(a‘——c,)—a\/;(a—c)
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Ecrivons cette équation sous la forme

af\/c_,—ag\/g T+ T,
ac,/e,—acy/c T—1
et posons

5
a\*

— —_ 1
c,=e,aq,, c=za, oc_(E)

ol e, et ¢, sont des quantités positives plus petites que I'unité.

On aura

(187,

_[a %_\/e—il——he‘
m_(;>_ﬁl——hs,

c %_ e, \* 1 — he,
7 &)= =

et

J 1—hs
En se rappelant que
\/;l_._\/c—._ I T+I__l;31
Va, " 300’ T—1 429’
on trouve
=816
- 79199
1 he,= hag. 300°~ °
On a donc
T h2g
1—e¢h>o, €'<E—43I'
Drautre part, on doit avoir
Ve, 1—he,
(188) ﬁl':hsi<l.
et )

La derniére inégalité exige que I'on ait

g, <e,.

11 s'ensuit que V'aplatissement de Uellipsoide représentant la surface intérieure de
la crotite solide du globe terrestre doil étre plus grand que celui de la surface extérieure
de la Terre.

Posons maintenant

g, =oe,,

o<o<I, ac:\/;

243
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On aura, en vertu de (188),
S@)y=1—he,—x(1— he,x*)<To.
I’équation
J(@)=(x—1) {he,®* + he,x — (1 — he,)}

admet trois racines réelles :

o 1+ 1_’_1—hel . 11— he, o
[ 9 [l he‘ ’ LT ;_ Z+ he"‘ ’ xn_l'

Donc, elle admet une seule racine positive, comprise entre o et 1, qui est égale &

&X,=0,002...

En remarquant que f(x) reste négative pour les valeurs de x, comprises entre
x, et 1, on en conclut que
o> x?,

="

c’est-a-dire

(189) xzel§€l<el'

Cette inégalité doit avoir lieu toujours, quelle que soit la forme de Vellipsoide
représentant la surface intérieure de la crotite solide de la Terre.

[82] L’inégalité (189) montre, en outre, que cet ellipsoide ne peut pas étre homo-
logue & lellipsoide représentant la surface extérieure de la Terre, car ¢, ne peut pas
étre égal ae,.

Faisons une autre hypothése complémentaire ; supposons, par exemple, que la
surface intérieure de la crotite soit un ellipsoide homofocal a 'ellipsoide extérieur
et posons

a=a,—og, c=c¢,—a,
ol s est une quantité positive plus petite que c,.
L’équation (185) devient
T:I+e+2c (a,_—c}\/eai——c ,
I—e a,(l—e)(al\/al\/e—(a,—c)\/ea!—c)

ou l'on a posé maintenant

En introduisant ensuite les notations suivantes

a::g—, h=T(t—e)—(1+e),

1
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on trouve I'équation

(I—x)\/e—ac

J@)=h—ox —o,

\/;—(I—x)\/‘e—-w_

qui peut s’écrire

(I—m)\/e—m(\/;—k\/e—m)g_

(189,) S@)=h—2 1+\/E(e+\/ﬂ) =o,
car
Ve—Ve—ag=—®
\/e +Ve—ux
Il est aisé de s’assurer que la fonction
e—x
I+ e———\a{(\/;—{—\/e—x):q}(w)

est une fonction décroissante de x, lorsque x varie entre o et e.

On trouve, en effet,

V(@)= A <o.

2\/6——90{1 —f—\/e—ac(\/ﬁ\/e—ac)}2
11 s’ensuit que la fonction

2(1—90)\_/6—90(\/;4—\/65—.%')
1+\/e——x(\/;+\/e~——w)

décroit, lorsque x croit de o A e.

D’autre part, on a

_ he
f(o)_h_1+ge‘
Or,
h:T(:—e)—(x+e):'43°~5993—2?9 — 300" _ 78169 _
00 90000
he __ h.299° 37604
1+32¢  300°+2.299' 28880a°
On adonc

78169 357604
9oooo 288802

S0)=

et
SJe=h>o.

245
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Donc, I'équation (189,) n’admet qu’une seule racine réelle, comprise entre o et e,
et rien qu'une.
Désignons cette racine par x,.

[83] Signalons les limites plus étroites, entre lesquelles doit étre comprise la
quantité a,.

Posons

(1—x) \/ e—ux
\/;—(1 —x)\/e—x

et calculons la valeur de cette fonction pour

¢(x) =22

e 299
37 3.300""
On a
e 2.299°(3 . 300" — 299”)\/;
! <§>:3 -300°|3V/3 . 300' — V/2(3 . 300" — 299°)}
Posons
N=(3. 300" — 299’)\6: 180599 . \/;
On trouve
log N=1log 180399 + é log 2 <(5,25672 4 0,15052 =15,40724.
On a donc

N < 255500.
Posant ensuite
N,=27 \/ 3,
on trouve

log N,>>1,43136 + 0,23856 = 1,669 .

Par conséquent,
100" N, > 467600

et
3\/5 300’——\/;(3 . 300* — 299”) > 212100,

c’est-a-dire

e 2.299°. 2555 299°. D11
CP<§>< 99 299
2121.27.100° 2I21.27.10
Or,
78169
3o0®

>0,86...;
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11 s’ensuit que

: e
(190) I f<§>>o-.~
[84%4] Posons maintenant
) e
r=-.
4
On trouve
. (g) _ 299*(4 - 300*— 299")V/3
4 2.3002%8.3003—\/3(4.300’—299“)§
Posant
N :\/5(4 . 300" — 299*) = 270599 . \/g,
on obtient
log N >5,67073, N > 468500
et
N,=8.300*—\/3(4 . 300* — 2997) < 251500.
On a donc

(e> . 299°. 4685 299" . 5a
o=

4 2.300%. 2515~ 503 . I0.>0,9‘M;2....

Par conséquent,

e ‘e '
(1) f(z>:h—cp(z><o,87—0,92...<0.
Les inégalités (19o) et (191) conduisent & la suivante :
(192) €t
9 A < o<§.
En se rappelant que
cs=a,x,,
on trouve
D a:ai_G:ai(I_wo)’
(193)

c=c¢,—ae=ea,—ax,=a,(e—x,).

[85] Désignons par g, et 3, I'épaisseur de I'enveloppe solide de la Terre dans la
direction du petit et du grand axe de I'ellipsoide terrestre.
On a, eu égard a (193),

5 =Va,(Ve—ve—a,),
39=\/a_4(1f\/1%w0),
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ou
x
—\/a S=Va,—2 .
\/e+\/e——x 1-}—\/1—:)00
On en conclut immédiatement que
¢, >3,
car e < 1.

Donc, Uépaisseur de la croite solide de la Terre dans la direction du petit axe de
Uellipsotde terrestre est plus grande que celle dans la direction du grand axe.

[86] Cherchons les limites, entre lesquelles sont comprises les quantités g, et 3,
On a, eu égard a (192),

ae>\/3,<r—@):\/3,<1—-‘/27ﬂ9>>\/2,<1—@):o,133\/&j.

600 3000

Supposant, pour plus de simplicité, que

\/Z = 6ooo kilom.,
on trouve
8, > 6000 . 0,133 kilom. = 798 kilom.

D’autre part, on a
/ T 1 /180bgg
e, <Va <1— 1——3>__\/a1<1——300 3 >

I 180599 61

Or,

3>o 81
300 7

Par conséquent,
8,< 0,183 \/a—1 = 1098 kilom.
On obtient ainsi les inégalités suivantes :

798 kilom. <3, < 1098 kilom.

On trouvera de la méme maniére :

2, >Va, 329 1 < \/5> ~ 78,33 kilom.,

299 2 .
3 <\/a‘ 300 < —_ \/%) < 1099 kilom.
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[87] Considérons, enfin, le paramétre ¢ :

a—¢c¢
= R

a

€

introduit au n° 44.

On a, eu égard a (193),
a,—c, 1—e

£ = —_— ’

a I—x,
et, en vertu de (192),
G(r—e) 3(1—e)
h—e e3¢
On trouve
A —e): 4599 —0,00848...,
h—e 270599

30—¢)_ 3-599 = 0,00995... .

3—e 180599

On obtient donc les inégalités

0,00848... < e < 0,00995....

[88] Les recherches précédentes conduisent aux conclusions suivantes :

Envisageons un systéme composé d’une crotite solide homogéne remplie par un
liquide parfait et incompressible.

Supposons que la surface extérieure de la crotuite soit un ellipsoide de révolution
dont les axes sont égaux aux axes de l'ellipsoide terrestre.

Désignons par x, la racine positive, comprise entre o et

_ 299
¢ = 300"’

de I’équation
(1—x)Ve—x Y h_78169
Ve—(1—x)Ve—=x , 3o0®

Supposons que la surface intérieure de la crofite solide soit aussi un ellipsoide,

h— 22

homofocal & I'ellipsoide terrestre 4 demi-axes a et £,
a:R\/I——a:o, {%:R\/e-—aco, B<la,

R désignant le plus grand des demi-axes de I'ellipsoide terrestre.

Supposons que les forces externes, agissant aux divers points du systéme consi-
déré, soient telles que leur moment résultant, par rapport au centre commun des
ellipsoides qui limitent la croiite, est nul.

Fac. de 7., 3¢ S., L. 32
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On peut imprimer au liquide, contenu & lintérieur de la crotite, un tel mouve-
ment et une telle rotation initiale & la crotite solide, que le pdle du systéme consi-
déré (le point d’intersection de I'axe de rotation avec la surface de la crotite solide)
sera anim¢ d'un mouvement peu différent de celui du pole terrestre sur la surface
de la Terre, & savoir : il va décrire sur Uellipsoide extérieur de la crotite un cercle
du rayon

P‘o )

s

2%

ou R, désigne le plus petit des demi-axes de 'ellipsoide terrestre, o la valeur initiale
de la projection de la vitesse angulaire de rotation de la Terre sur son plan équatorial.
La direction du mouvement de ce point sera la méme qu’on observe pour le pdle
de la Terre et aura la méme période de 430 jours que M. Chandler a découvert dans
le mouvement du pdle terrestre.
Cette analogie entre ces deux mouvements ne peut avoir lieu que pendant unc
durée de temps assez courle, assez voisine du moment de ¢, pris pour moment initial.

[89] Les considérations précédentes nous ont montré que I'épaisseur de la crotite
solide du systéme, que nons considérons comme un modéle du globe terrestre, doit
étre plus grande que

798 kilom.

Ce résultat ne s’accorde pas avec les hypothéses que font le plus souvent les géo-
logues sur I'épaisseur de la crotite solide de la Terre, & savoir que cette épaisseur ne
surpasse pas 100 kilométres & peu prés.

D’autre part, cette épaisseur ne doit pas surpasser, selon notre calcul,
1099 kilom.,

ce qui ne s'accorde pas non plus avec l'assertion de Sir Williams Thomson (Lord
Kelwin), que le globe terrestre ne peut contenir des masses fluides & son intérieur et
qu'on doit le considérer comme un corps absolument solide.

Le modéle du globe terrestre, auquel nous sommes conduits en tenant compte de
certaines circonstances les plus simples dans les phénoménes des variations des lati-
tudes terrestres, occupe, en quelque sorte, une position intermédiaire entre deux
modeles extrémes dont I'un est le plus souvent employé par la plupart des géologues,
l'autre est adopté par S. W. Thomson, M. Darwin et d’autres.

Je me permets de me borner, en passant, & cette remarque sans entrer en des
détails.

[90] Nous avons déja mentionné que les équations générales du mouvement du
systéme que nous considérons dans ce Mémoire sont analogues & celles déduites par
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M. Vito-Volterra dans son Mémoire sur la théorie des variations des latiludes; il n’y a
qu’une différence dans les notations.

Dans les équations de M. Vito-Volterra (Mém. cité, p. 3og), A, B et C désignent
les moments principaux d’inertie (par rapport au point fixe) du systéme tout entier
(de I'enveloppe solide et du liquide y contenu), u, v, w les composantes, suivant les
axes mobiles, de la vitesse relative du point £, v, ¢ du liquide; tandis que, dans les
équations (15g), (159,) et (172) de ce Mémoire, A, B et C désignent les moments prin-
cipaux d’inertie de la crofite solide et U, V et W représentent les composantes de la
vitesse absolue du méme point (%, v, &) du liquide.

Si nous allons nous arréter a la seule supposition que » et = soient des quantités
trés petites, nous obtiendrons, en considérant ¢ comme une infiniment petite de
I'ordre plus élevé que o et ne faisant aucune hypothése complémentaire sur les cons-
tantes v, et I, les équations (179), (177) et (180) du mouvement de la projection du
pole sur le plan principal de ellipsoide terrestre, perpendiculaire & I'axe de révolution.

Dans ce cas plus général, nous obtiendrons cette équation pour la période de
Chandler :

m . 2%
(194) I' =430 jours = Y I
X TG
analogue A I'équation ()
. 2%
(195) 430 jours = X el
_T“ [, + -’{;

établie par M. Volterra dans son Mémoire cité, ou A, B,, C, désignent les moments
principaux d’inertie du globe terrestre tout entier (c’est-a-dire de la crotite solide et
du liquide y contenu, pris ensemble).
Dans cette derniére équation, on peut considérer le rapport
C,—A,
A

(]

comme connu, car en faisant I’hypothése que le mouvement interne ne change pas le
rapport ’

(196) ZoT " o

calculé d’aprés les phénomeénes de précession et de nutation, on peut poser

C,—A, 1
A T 3057

0

(197)

(!) Nous remplagons la lettre w de M. Vito-Volterra par |rg].
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L’équation (195) fournira alors le moyen de déterminer la quantité

m
A ’

o
3

ou m; est une constante qui caractérise, d’aprés M. Vito-Volterra, le mouvement
interne.

Dans notre équation (194) le rapport

C—A
A

reste inconnu.

On peut donc considérer cette équation comme celle qui permet de déterminer le
rapport

lorsque la constante

qui caractérise le mouvement interne, sera connue.

[91] Nous avons déja signalé certaines conséquences les plus simples qu’on peut
déduire de la maniére tout a I'’heure indiquée, en faisant certaines hypotheéses sur les
propriétés du mouvement interne, compatibles avec des observations astronomiques.

Nous avons obtenu cette équation simple

(199) =
qui nous a conduit elle-méme, sans hypothése quelconque sur la valeur du rap-
port (196), & certaines conclusions relatives & la forme de la crofite solide de la Terre.

Si nous adoptons encore 'hypothese de M. Vito-Volterra, ou, en d’autres termes,
si nous tenons compte de I'équation (197) en la combinant avec celle de (198), nous
obtiendrons un moyen de déterminer la densité de la crotite solide et du liquide con-
tenu dans son intérieur, si nous supposons en méme temps que la densité moyennc
du globe terrestre soit connue et que la surface intérieure de la crofite solide soit un
ellipsoide confocal avec I'ellipsoide terrestre. Je me permets, en terminant ce Mémoire,
de faire quelques remarques sur ce sujet.

Supposons, comme précédemment, que la crotte de la Terre soit un corps solide
homogeénec & densité p.,.



MOUVEMENT D’UN CORPS -SOLIDE ET VARIATIONS DES LATITUDES. 2H3

Désignons par . la densité moyenne de la Terre, qui est égale 4 5,6 & peu prés,
par ., la densité du liquide intérieur. _

Désignant par A'=B' et C’' les moments principaux d’inertie des masses fluides
contenues & I'intérieur de la Terre, on trouve

A,=B,=A+A., C=C+0C,

ou

r__l‘ " 1_8 2y /.
A_I—5‘.;L,a(a+c)\/c, C-_I51:pia \/c.

Quant & A et C, ils se déterminent par les formules (186,) et (186,) du n° 81.

On trouve
A= (u[a, (0,4 e)Ve, —ata + OVl + pata+oVe),
6= (ulatv/e— aVel 4 marv),
d’ou
o G aeNe— ae) £ paey/e
C° o (ai \/Ci _ ae\/;) + P‘iaz\/c
Or, on a
" — ey (al\/c—l_ a\/;) + !J'ia\/z
‘ aVe, '
d’ou
(199,) (1 — m)aVe =(u — w)aVe,.

L’équation (19g9) peut donc s’écrire

PoCyt (b — py)C

0= ,
A + (1"‘ - tu'u)a

Supposons maintenant que la surface intérieure de la crofite solide soit un ellip-
soide homofocal avec l'ellipsoide terrestre.

Dans ce cas on trouve, en tenant compte des équations (193),

. l"‘(e _ wo) + WLy

)=
( p‘(l_xo)_‘_‘u'owo’

x, désignant la racine réelle, comprise entre o et e, de 'équation (189,). [Voir n° 82.]
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Cette équation donne

(200) o Q—e
‘ b

o, en vertu de (197) et (199),

ct

Ona

_ 152 299" 1647 183 ~o.

*T "7 153 3000 153.300° 153.10°

et
I

— Q= — .
! h 153>0

L’équation (200) détermine la densité moyenne de la croiite solide de la Terre et
montre que

w,>u=—1>5,6
[92] En se rappelant que
(200,) T<w<3,
on trouve

d’ou l'on tire, en effectuant le calcul,

6,012... >u,>5,908....

Substituant, enfin, le rapport -zi" [I’équation (200)] dans (199,), on obtient

=
P x,(1—Q) (I—xo)\/e——wo ,
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I'équation qui permet de déterminer la densité y, du liquide contenu A I'intérieur de
la Terre. ' . -

On voit que

v, <.

et, en vertu de (200,),

5,6 >u,>5.

[93] On voit, par ce qui précéde, que certaines circonstances du phénoméne des
déplacements du pdle terrestre, que nous observons aujourd’hui, peuvent étre expli-
quées, abstraction faite de toutes les autres causes possibles, par I'influence sur la
rotation de la crotte solide de la Terre du mouvement du liquide contenu A son
intérieur.

Or, toutes les lois approchées qu'on puisse en déduire dans cette hypothése ne
subsistent que pendant une durée de temps assez courte.

La viscosité et le frottement de contact, bien qu’ils soient extrémement faibles,
ne sont cependant pas absolument nuls (voir la remarque de M. Delaunay, citée plus
haut).

Aprés un certain laps de temps, la loi de I'écart de I'axe de rotation de la Terre
de celui de révolution de sa surface extérieure se changera essentiellement sous I'in-
fluence des frottements; en vertu du théoréme n° o, le premier de ces axes va s’ap-
procher de plus en plus du second, et les variations des latitudes terrestres vont
devenir de moins en moins sensibles.

Il est naturel d’admettre, inversement, qu'd certaines époques géologiques, trés
¢loignées de notre temps, I'écart de I'axe de rotation du globe terrestre de son axe
principal d’inertie (de 'axe de révolution de lellipsoide terrestre) était beaucoup
plus grand et les variations des latitudes terrestres étaient, par suite, beaucoup plus
considérables. Cela nous raméne & une hypothése, A l'aide de laquelle on essaye
parfois d’expliquer les changements géologiques des zones climatiques, ainsi que la
périodicité des époques glaciales, et qui, d’aprés les considérations précédentes, ne
parait pas au moins invraisemblable.

En admettant cette hypothése, on découvre, en méme temps, la cause principale
qui a détruit, avec le laps de temps, ces changements périodiques des climats et qui
a rendu la distribution des zones climatiques en son état actuel. On la trouve, selon
le théoréme du n° 70, dans I'influence sur le mouvement du systéme considéré, de la
viscosité du liquide intérieur qui tend & réduire ce mouvement i son état limite, &
savoir & la rotation uniforme du systéme autour d’un de ces axes principaux d’inertie
(autour d’axe de révolution de la surface de la Terre, dans le cas considéré).

Noubliant jamais que tous les résultats qu'on puisse obtenir en appliquant les
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théories de la Mécanique rationnelle & 1'étude des phénoménes naturels ne repré-

sentent toujours que certaines analogies, plus ou moins vraisemblables, je crois

cependant qu'elles ne sont pas dénuées d’intérét; c’est pourquoi je me suis permis
de faire quelques remarques relatives & ces questions dans ce Mémoire.
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