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PROBLEME GENERAL

DE

LA STABILITE DU MOUVEMENT,

Par M. A. LIAPOUNOFF.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine & Toulon (!).

PREFACE.

Dans cet Ouvrage sont exposées quelques méthodes paiur la résolution des
questions concernant les propriétés du mouvement et, en particulier, de 'équi-
libre, qui sont connues sous les dénominations de stabilité et d’instabilité.

Les questions ordinaires de ce genre, auxquelles est consacré cet Ouvrage, con-
duisent a ’étude d’équations différentielles de la forme

da,
e

dr, dx,
:X1, :Xq, ceey -—dt-_—:x,,,

dont les seconds membres, dépendant du temps ¢ et des fonctions inconnues z,,
Zay - .., 2, de ¢, se développent, tant que les .ry sont assez pelits en valeurs abso-
lues, en séries suivant les puissances entiéres et positives des x5, et s’annulent
quand toutes ces variables sont égales a zéro.

Le probléme revient a savoir s’il est possible de choisir les valeurs initiales des

(1) M. Liapounoff a trés gracicusement autorisé la publication en langue francaise de son
Mémoire : OS1AS 3A71A4A 0G'h YCTOMYNBOCTH JABIZKEHIS imprimé en 1892 par la Société
mathématique de Kharkow. La traduction a été revue et corrigée par auteur, qui y a
ajouté une Note rédigée d’aprés un Article paru en 1893 dans les Communications de la
Société mathématique de Kharkow.

Fac. de T., 2° S., IX.

27



204 A. LIAPOUNOFF.

fonctions z; suffisamment petites pour que, pendant tout le temps qui suit I'in-
stant initial, ces fonctions demeurent, en valeurs absolues, inférieures a des
limites données a I'avance, aussi petites qu’on veut.

Quand nous savons inlégrer nos équations différentielles, ce probléme ne pré-
sente pas assurément de difficultés. Mais il serait important d’avoir des mé-
thodes qui permettraient de le résoudre, indépendamment de la possibilité de
cette intégration.

On sait qu'il existe des cas o le probléme considéré se raméne a un probléme
de maixima et de minimy ('). Mus le domaine des questions qui peuvent élre
résolues par ce procédé est trés resserré, et dans la plupart des cas il est néces-
saire de recourir & d’autres méthodes.

Le procédé donl on se sert d’ordinaire consiste a négliger, dans les équations
différentielles étudiées, tous les termes d’ordre supérieur au premier par rapport
aux quantités x; et a considérer, au lieu des équations données, les équations
linéaires ainsi ohtenues.

C’est ainsi que la question est traitée dans I'Ouvrage de Thomson et Tait, 7rea-
tise on natural Philosophy (Vol. I, Part I, 1879), dans les Ouvrages de Routh,
A Treatise on the stability of a given state of motion (1877) et A Treatise
on the dynamics of a system of rigil bodies (Part 1I, 4° édition, 1884) et,
enfin, dans 'Ouvrage de M. Joukovsky, De la stabilité du mouvement (Mé-
moires scientifiques de ’Université de Moscou,; Section physico-mathématique,
4¢ Cahier, 1882).

Assurément le procédé qu’on vient d’indiquer entraine une simplification
importante, surtout dans les cas ot les coefficients des équations différentielles
sont des constantes. Mais la légitimité d’une telle simplification ne se justifie par
rien @ priori, car au probléme considéré on en substitue ainsi un autre avec lequel
il peut ne se trouver dans aucune dépendance. Du moins il est évident que, si la
résolution du probleme simplifi¢ peut donner réponse a I'ancien, c’est seulement
sous certaines conditions, et ces dernic¢res ne sont pas indiquées d’ordinaire.

On doit toutefois remarquer que quelques auteurs (ainsi, par exemple, Routh),
reconnaissant que ce procédé n’est pas rigoureux, ne re bornent pas & une pre-
miére approximation, a laquelle conduit I'intégration des équations linéaires pré-
citées, mais en considérent également une seconde et quelques suivantes, obte-

(1) Nous sous-entendons les cas ot estapplicable le théoréme connu de Lagrange sur les
maxima de la fonction de forces, se rapportant a la stabilité de I'équilibre, ainsi que les cas
oit est applicable un théoréme plus général de Routh sur Jes maxima et les minima des inté-
grales des équatiqus différenticlles du mouvement, permettant de résoudre certaines ques-
tions relatives a la stabilité du mouvement (Voir The advanced part of a Treatise on the
dynamics of a system of rigid bodies, §* édition, 1884, p. 52, 53).



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 205

nues par les méthodes habituelles. Mais en opérant ainsi on avance peu, car, en
général, par cette voie on obtient seulement une représentation plus exacte des
fonctions z, dans les limites d’un certain intervalle de temps; ce qui, assurément,
ne donne pas de nouveaux éléments pour obtenir des conclusions quelconques sur
la stabilité.

L’essai unique, autant que je sache, de solution rigourcuse de la question ap-
partient & M. Poincaré, qui, dans le Mémoire remarquable sous bien des rapports
Sur les courbes définies par les équations différentielles (Journal de Mathé-
matiques, 3¢ séric, t. VII et VIII; 4° série, t. I et II), et, en particulier, dans ses
deux dernic¢res Darties, considére des questions de stabilité relatives au cas des
systemes d’équations différentielles du second ordre et s’arréte aussi a quelques
questions voisines, se rapportant a des systémes du troisieme ordre.

Bien que M. Poincaré se borne & des cas trés particuliers, les méthodes dont il
se sert permettent des applications beaucoup plus générales et peuvent encore
conduire & beaucoup de nouveaux résultats. Cest ce qu’on verra par ce qui va
suivre, car, dans une grande partie de mes recherches, je me suis guidé par les
idées développées dans le Mémoire cité.

Le probleme que je me suis posé, en entreprenant la présente étude, peut étre
formulé ainsi : indiquer les cas ot la premiére approximation résout réellement la
question de la stabilité, et donner des procédés qui permettraient de la résoudre,
au moins dans certains cas, quand la premiére approximation ne suffit plus.

Pour arriver & quelques résultats, il était tout d’abord nécessaire de faire cer-
taines hypothéses, relativement aux équations diflérentielles considérées.

La plus simple, et en méme temps celle qui conviendrait aux applications les
plus importantes et les plus intéressantes, consisterait en ce que les coefficients
dans les développements des seconds membres de ces équations sont des quantités
conslantes. L’hypothése plus générale que ces coefficients sont des fonctions

.

périodiques du temps correspondrait aussi‘a des questions intéressantes trés
nombreuses.

Cest dans ces deux hypothéses que je traite principalement la question.

Du reste, je touche en partie le cas plus général o lesdits coefficients sont
des fonctions quelconques du temps qui ne dépassent jamais, en valeurs absolues,
certaines limites.

Cest dans cette hypothese générale que la question est traitée dans le premier
Chapitre de mon Ouvrage, ot je démontre une proposition concernant I'intégra-

tion des équations différentielles considérées a I'aide de certaines séries (') et ou

(1) Les séries dont il est question ici ont été considérées, dans des hypothéses plus par-
ticuliéres, dans mon Mémoire Sur les mouvements hélicoidaux permanents d’un corps
sclide dans un liqguide (Communications de la Société mathématique de Kharkow,
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Jindique quelques conclusions relatives a la stabilité qui en découlent. Dans la
méme hypothése sont ici démontrées encore quelques autres propositions formant
la base des conclusions ultérieures.

[Le premier Chapitre forme sealement une sorte d’introduction ol je démontre
quelques propositions fondamentales, tandis que le deuxiéme et le troisieme con-
stituent la partie principale; et c’est 1a que Uon considére les cas des coefficients
constants et périodiques.

Je débute, dans chacun de ces deux Chapitres, par quelques remarques concer-
nant les équations différentielles linéaires qui correspondent a la premiére
approximation, et dans le troisiéme Chapitre, ol est traité le cas des coefficients
périodiques, j'entre dans quelques détails au sujet de ce qu’on appelle équation
caracléristique.

Passant ensuite a la question principale, je fais voir a quelles conditions elle se
résout avec la premiére approximation et je viens ensuite aux cas singuliers o
il est nécessaire pour cela de tenir compte des termes d’ordre supérieur au
premier.

Or les cas de ce genre sont trés variés, et dans chacun d’eux le probléme a son
caractére spécial, de sorte qu’il ne peut étre question de méthodes générales qui
pourraient embrasser tous les cas.

Donc les différents cas possibles sont & considérer séparément, et je me borne
ici aux plus simples qui présentent les difficultés les moins sérieuses. Clest leur
étude et I'exposé des méthodes qui leur correspondent, pour résoudre les ques-
tions de stabilité, qui constituent la plus grande partie des deux derniers Cha-
pitres.

Sans entrer dans de plus longs détails sur le contenu de cet Ouvrage, je
ferai encore remarquer que je traite dans le deuxieme Chapitre la question des
solutions périodiques des équations différentielles non linéaires. Cette question
se trouve en étroite liaison avec les méthodes que j'ai proposées pour un des cas
singuliers. D’ailleurs, son examen conduit & quelques conclusions sur la stabilité
conditionnelle pour les cas les plus intéressants ou les équations différentielles
ont la forme canonique. Et ces conclusions constituent presque tout ce qu’on
peut dire de général sur ces cas importants.

Le lecteur ne trouvera pas dans le présent Ouvrage la solution de tels ou tels
problemes de Mécanique. Selon le plan primitif, les applications de ce genre de-
vaient former le quatrieme Chapitre. Mais ensuite je renoncai au dessein de

I'ajouter, ayant en vue les considérations suivantes.

2° série, t. I, 1888). J’ai appris dans la suite que M. Poincaré avait considéré ces séries, dans
les mémes hypothéses, dans sa Theése Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles (1879).



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 207

Toutes les questions de Mécanique les plus intéressantes et importantes (comme,
par exemple, celles qui conduisent aux équations canoniques) sont telles que,
dans les cas singuliers ot la premiere approximation ne suffit pas, le probleme
devient des plus difficiles, et & présent on ne peut indiquer aucune méthode de le
résoudre. C'est pourquoi, dans 'examen de ces questions, j’aurais eu a me horner
seulement & des exemples de deux espeéces : & ceux ot la question se raménerait
a un probléme de maxima et de minima (en vertu du théoréme de Routh), ou
bien a ceux ou elle se résoudrait avec la premiére approximation. Mais ces
exemples, bien qu’ils présenteraient un certain intérét, ne se rapporteraient pas
a Pobjet principal de mes recherches qui, comme on I’a déja dit, consiste dans
Iexamen des méthodes relatives a des cas singuliers de certaines catégories. Et
pour ce qui concerne les exemples se rapportant & ces méthodes, on serait obligé
de les choisir dans le domaine de ces questions de Mécanique ot I'on considére
des résistances du milieu. On pourrait sans doute citer autant d’exemples de cette
sorte qu'on voudrait; mais ils ne présenteraient pas par eux-mémes un grand
intérét et ne pourraient avoir d'importance que par la mise en lumiére desdites
méthodes. Or, si 'on a en vue exclusivement ce dernier but, les exemples de
nature analytique que j’ai donnés a des endroits convenables des deux derniers
Chapitres sont largement suffisants.

Je ferai remarquer, en terminant, que mon Ouvrage n’est pas un Traité de sta-
bilité ot la considération de problemes de Mécanique de toute sorte serait obliga-
toire. Un pareil Traité devrait renfermer heaucoup de questions qui ne sont pas
méme abordées ici.

J’ai eu seulement en vue d’exposer dans cet Ouvrage ce que je suls parvenu
faire en ce moment et ce qui, peut-étre, pourra servir de point de départ pour

d’autres recherches de méme genre.

Pendant 'impression de cet Ouvrage, laquelle s’étendit a plus de deux années,
ont paru deux Ouvrages trés intéressants de M. Poincaré, qui traitent de ques-
tions se rapprochant beaucoup de celles que j’ai considérées. Je parle de son Mé-
moire Sur le probleme des trois corps et les équations de la Dynamique,
para dans les Acta mathematica, t. XIlI, peu de temps aprés que j'eus com-
mencé a faire imprimer mon Travail, ainsi que du premier Volume, qui vient
de paraitre, de son Traité intitulé : Les méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, Paris, 1892.

Dans le premier se trouvent certains résultats analogues a ceux que j’ai obtenus,
ce que J'indique aux endroits convenables de mon Ouvrage. Quant au second, je
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n’ai pas encore eu le temps de I'étudier en détail; mais, pour ce qui concerne les
questions que j’ai considérées, il ne renferme pas, 4 ce qu’il parait, de complé-

a
ments essentiels au Mémoire des Acta mathematica.

Je dois faire mention d’une expression dont je me sers souvent, a l'instar des
géometres francais et allemands, pour abréger le discours, a savoir, de celle-ci :
séries satisfaisant formellement a telles ou telles équations.

Cette expression a un sens trés vague; mais j'ai jugé superflu d’entrer a son
sujet dans des éclaircissements, car il ne peut s’élever aucun doute relativement a

sa signification dans les cas onil m’est arrivé de m’en servir.

Kharkow, 5 avril 1892.
A. Liavounorr.
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CHAPITRE 1.

ANALYSE PRELIMINAIRE.

GENERALITES SUR LA QUESTION ETUDIEE.

1. Considérons un systeme matériel a & degrés de liberté.

Solent
qu qza o ey qk

k variables indépendantes par lesquelles nous convenons de définir sa position.
Nous supposerons qu’on a pris pour ces variables des quantités qui restent
réelles pour chaque position du systeme.
En considérant lesdites variables comme des fonctions du temps ¢, nous dési-
gnerons leurs dérivées premiéres, par rapport a ¢, par

! ! ’
Tis a5 o vvs  Gpe

Dans chaque probléeme de dynamique, dans lequel les forces sont données
d’une fagon déterminée, ces fonctions satisferont & k équations différentielles du
second ordre.

Supposons trouvée pour ces équations une solution particuliére

g1 =Jf1(¢), g = f2(¢), ceey qr= fi(t),

dans laquelle les quantités ¢; s’expriment par des fonctions réelles de ¢, ne don-
nant pour les ¢, quel que soit ¢, que des valeurs possibles ().

A cette solution particuliére correspondra un mouvement déterminé de notre
systtme. En le comparant, sous un certain rapport, avec d’autres mouvements
possibles pour ce systeme sous I'action des mémes forces, nous Pappellerons le
mouvement non troublé, et tous les autres, avec lesquels il est comparé, seront
dits des mouvements troublés.

En entendant par ¢, un moment donné du temps, désignons les valeurs corres-
pondantes des quantités g, ¢, dans un mouvement quelconque, par g, q;o.

(1) I peut arriver que pour les quantités g, d’aprés le choix méme de celles-ci, ne sont
possibles que des valeurs comprises entre certaines limites,
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Solent

G0 =f1(ty) + ¢y, Gao = [2(ty) + &, cey Jro = [ (ty) + &g,

(//|0:f;(t0)+511; (],20:./”;(30)""5[2, ey (]’ko:fl/c(’o)‘i“s’/.-’

ol ¢j, ¢} sont des constantes réelles.

Ces constantes, que nous appellerons perturbations, définiront un mouvement
troublé. Nous supposerons qu'on peut leur attribuer toutes les valeurs suffisam-
ment pelites.

n parlant des mouvements troublés voisins d’un mouvement non troublé, nous
entendrons par la des mouvements pour lesquels les perturbations sont assez
petites en valeur absolue.

Cela posé, soient Qy, Q,, ..., Q. des fonctions données, réelles et continues,

des quantités
(]19 Qz, L] (/lc) (/’19 (7;, ey 7%-

Pour le mouvement non troublé elles deviendront des fonctions connues de ¢,
que nous désignerons respectivement par F,, F,, ..., F,. Pour un mouvement

troublé elles seront des fonctions des quantités

! ! /
L T - T €y &by eeey Epe

Quand tous les ¢, ¢ sont égaux i zéro, les quantités
QI—FH QZ'—'FD sy Qn'—Frz

seront nulles pour chaque valeur de ¢. Mais si, sans rendre les constantes ¢, ¢
nulles, on les suppose toutes infiniment petites, la question se pose de savoir s’il
est possible d’assigner aux quantités Q, — F, des limites infiniment petites, telles
que ces quantités ne les surpassent jamais en valeur absolue.

La solution de cette question, qui fera I'objet de nos recherches, dépend du
caractére du mouvement non troublé considéré, ainsi que du choix des fonctions
Qi, Quy ..., Qu et du moment du temps ¢,. Done, ce choix ¢tant fixé, la réponse
a cetle question caractérisera, sous un certain rapporl, le mouvement non troublé¢,
et c’est elle qui en exprimera la propriété, que nous appellerons stabilité, ou la
propriété contraire, qui sera appelée instabilité.

Nous nous occuperons exclusivement des cas o la solution de la question con-
sidérée ne dépend pas du choix de I'instant ¢, dans lequel se produisent les per-
turbations. C’est pourquoi nous adopterons ici la définition suivante :

Soient L, L, ..., L, des nombres positifs donnés. Si pour toutes les valeurs
de ces nombres, quelque petites qu’elles soient, on peut choisir des nombres
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positifs ]
E,, Ey ..., Ey, E, E,, ..., Ej

tels que, les inégalités
le; | <Ej  |gI<E; (') (=12 ..054)
étant remplies, on ait
[Q—Fi <L,  [Q—F <Ly ..., [Qu—F,|<Ly,

pour toutes les valeurs de t qui dépassent t,, le mouvemen! non troublé sera
dit stable par rapPPORT AUX QuUANTITES Q4, Q. ..., Q,; dans le cas contraire,

Ul sera dit, par rapport aur mémes quantités, instable.

Citons des exemples :

Si un point matériel, attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de
la distance, décrit une trajectoire circulaire, son mouvement, par rapport au rayon

. vecleur, tracé & partir du centre d’attraction, et également par rapport a sa vitesse,
est stable. LLe méme mouvement, par rapport aux coordonnées rectangulaires du
point, est instable.

Si le méme point décrit une trajectoire elliptique, son mouvement est instable,
non seulement par rapport aux coordonnées rectangulaires, mais encore par rap-
port au rayon vecteur et a la vitesse. Mais il est stable, par exemple, par rapport
a la quantité

P

rN— —
14 € cosQ

ou p et e sont le parametre et excentricité de Pellipse décrite par le point dans le
mouvement non troublé, et s et o le rayon vecteur du point dans le mouvement
troublé et I'angle fait par ce rayon vecteur avec le plus petit rayon vecteur dans le
mouvement non troublé.

Quand un corps solide a un point fixe et n’est soumis & aucune force, et qu'il
tourne autour du plus grand ou du plus petit des axes de Pellipsoide d’inertie re-
latif & ce point, son mouvement est stable par rapport & la vitesse angulaire et aux
angles que fait I'axe instantané avec des axes fixes ou avec ceux invariablement
liés au corps. Au contraire, quand il tourne autour de axe moyen de Dellipsoide
d’inertie, son mouvement par rapport a ces mémes quantités est instable.

1l peut arriver qu’il soit impossible de trouver des limites E;, E; satisfaisant &
la définition précédente, quand les perturbations sont quelconques, mais qu’il soit

(') En général, nous convenons d’entendre par |z | la valeur absolue de la quantité z ou
son module, quand elle est inaginaire.
Fac. de T., 2 S., IX. 28
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possible de le faire, dés que les perturbations sont assujetties & des conditions de

la forme
f=o ou JZo,

ou fest.une fonction des quantités

’ !
€1y Eay wney Efy €1y Egy s Efy

devenant nulle quand toutes ces quantités sont supposées étre égales a zéro.

Dans de pareils cas nous dirons que le mouvement non troublé est stable pour
des pecturbations assujetties a de telles ou telles conditions.

C’est ainsi que, dans 'exemple précédent, le mouvement elliptique du point
est stable par rapport a ses coordonnées rectangulaires ou a d’autres coordonnées
quelconques, pour des perturbations satisfaisant a la condition de I'invariabilité de
I'énergie totale ou, selon la terminologie de Thomson et Tait, pour des pertur-
bations conservatives.

De cette fagon, pour des mouvements instables, on pourra parler de stabilité
conditionnelle.

2. La résolution de notre question dépend de I'étude des équations différen-
tielles du mouvement troublé ou, sil’on veut, de I'étude d’équations différentielles
auxquelles satisfont les fonctions

Q—F ==, Q:—Fy=ua,, ) Q.—F.=w=,.
L’ordre du systeme de ces derniéres équations sera, en général, le méme, c’est-
a-dire 2 k; mais, dans certains cas, il peut étre inférieur.
Nous supposerons le nombre n et les fonctions Q; tels que I'ordre de ce sys-
teme soit n et que celui-ci se raméne & la forme normale

dx,

r, dx,
) dt T v dt

:Xg, ey —d—[-—:x”,

et partout dans la suite nous raisonnerons sur ces derniéres équalions, en les
appelant les équations différentielles du mouvement troublé.
Tous les X; dans les équations (1) sont des fonctions connues des quantités

xl’ ‘1’.27 ceen ”I'",) t’

devenant nulles pour
LW = X9g=... =X, = 0.

Nous ferons maintenant, a leur égard, quelques hypothéses, et partout dans la
suite nous traiterons les équations (1) exclusivement dans ces hypotheses.
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Nous admettrons que les fonctions X, sont données non seulement pour des va-
leurs réelles, mais encore pour des valeurs complexes des quantités z,, 2y, ..., Zn,
dont les modules sont assez petits, et que, au moins pour chaque valeur de ¢
réelle et supérieure ou égale a ¢,, ces fonctions se développent suivant les puissances
entieres et positives des quantités z, Zs, ..., Tn, €N des séries absolument con-

vergentes pour toutes les valeurs des z; satisfaisant aux conditions
'xlIZAU Ix2l§A2’ ey |.Z',,|§A,,,

ot Ay, A,, ..., A, sont, ou des constantes non nulles, ou des fonctions de ¢ ne
s’annulant jamais. .
De cetle maniére tous les X, seront des fonctions holomorphes (') des quan-
tités z,, Ts, ..., ZTpn, au moins tant que ¢ est réel et plus grand que ¢,.
Soit
Xs= Ps1 &y + Psalat...+ PsuZn —|—Z PUmemsecoma) ity gpts | alim,

ol la sommation s’étend a toutes les valeurs non négatives des entiers m,, my, ..., Ny,
satisfaisant & la condition
My+ my—+. ..+ m, > 1.

Dans ces développements tous les coefficients g, Plmsmsmi) gont des fone-
tions de ¢, qui, conformément a notre hypothese, doivent rester finies et, d’aprés
la nature méme du probléme, réelles pour toute valeur réelle de ¢, supérieure ou
égale a ¢,. Nous supposerons, en outre, que pour toutes ces valeurs de ¢ ce sont
des fonctions continues.

En attribuanta ¢ une quelconque desdites valeurs, et en considérant, dans le dé-
veloppement de X, ’ensemble des termes de dimensions supérieures a la premiere,
pour toutes les valeurs complexes des quantités x,, z,, .... Zn dont les modules
sont respectivement égaux a Ay, A,, ..., A,, désignons par M; une limite supé-
rieure pour.le module de cet ensemble. Alors nous aurons, d’aprés un théoréme
connu,

M,
AT AT, AT

(2) I P.(\.m,,m,,...,m,,i l <

(') En faisant usage de cette expression pour I'abréviation du discours dans toul ce qui
suit, nous croyons nécessaire de dire d’'une maniére précise ce que nous eatendons par la.
En considérant une fonction des variables #,, #3, ..., #,, nous l'appellerons holomorphe
par rapport & ces variables, chaque fois qu’elle peut étre présentée sous forme de série mul-
tiple d'ordre n, ordonnée suivant les puissances entiéres et positives des quantités xg, au
moins pour les valeurs de ces derniéres dont les modules ne dépassent pas certaines limites
non nulles.
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En général, dans la suite nous ne considérerons que des valeurs réelles de ¢, non
inférieures a 1y, et, si dans tel ou tel cas le besoin se présente de considérer
d’autres valeurs de ¢, nous le dirons toujours expressément.

Remarquons que si, au lieu du temps, nous prenons pour variable indépendante
une fonction réelle continue quelconque du temps, qui croisse indéfiniment avec
celui-ci, cette fonction pourra jouer le méme role que le temps dans les questions
de la stabilité. C’est pourquoi la variable indépendante ¢ dans les équations (1)
pourra ne pas désigner le temps; mais, en lout cas, ce sera une fonction du lemps,
satisfaisant a la condition que nous venons d’énoncer.

Faisons encore la remarque suivante :

Soient a,, @, ..., a, les valeurs des fonctions 'y, z,, ..., x, pour ¢ = ¢,.
Alors, & chaque systeme de valeurs réelles et suffisamment petites (') des quantités

(3) Ely B3y vy &4y ey €y ey &y
il correspondra un systéme de valeurs réelles des quantités
([l) a, a,, ceey Qg

D’ailleurs, quelque petit que soit un nombre positif donné A, on pourra toujours
rendre les quantités (4) plus petites que A, en assujettissant les quantités (3) a la
condition d’étre, en valeur absolue, au-dessous d’une limite E suffisamment
petite.

Nous supposerons maintenant que, quelque petit que soit le nombre positif
donné E, il soit toujours possible de trouver un nombre positif A, tel qu’a chaque
systéme de valeurs réelles des quantités (4) qui sont plus petites que A 1l corres-
ponde un ou plusieurs syst¢mes de valeurs réelles des quantités (3), plus petites
que E.

A cette condition, les quantités (4) peuvent jouer le méme réle dans la ques-
tion de stabilité que les quantités (3), pourva que les fonctions z; satisfaisant aux
équations (1) soient entierement déterminées en donnant les quantités (4). Cette
derniére condition, en vertu des hypotheses que nous faisons plus loin relative-
ment aux équations (1) (n® 4), sera toujours remplie. C’est pourquoi nous consi-
dérverons dans la suite au lieu des quantités (3) les quantités (4).

3. Pour l'intégration des équations (1) dans la question qui nous intéresse, se
présente naturellement la méthode des approximations successives, fondée sur la

(1) En disant qu'une quantité est petite, nous supposerons toujours qu'il s'agit de sa va-

leur absolue
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supposition que les valeurs initiales (¢’est-a-dire correspondanta ¢ = ¢, ) des fonc-
tions cherchées soient assez petites.

Cette méthode, sous sa forme la plus simple, conduit a des séries qui peuvent
étre obtenues de la maniére suivante :

En posant
(5) ri=a) + 2P+ 2P+ (s=1,2, ..., n),

et en considérant les quantités (™, zJ", ..., 2", ainsi que leurs dérivées par
rapport & ¢, comme possédant le m*™® ordre, portons ces expressions des fonc-
tions z; dans les équations (1) et dans chacune de ces derniéres égalons entre eux
les ensembles des termes de méme ordre de I'un et de I'autre membre de I'égalité.
De cette maniére nous obtiendrons les systémes suivants d’équations différen-

tielles :
d.rit) .
(6) d; = pa " 4+ paxtt + .o+ paaxl ($ =1, 2, eue, 1),
dx(lll)
(7) (m>1) a;t =pa &+ PP 4o+ poaxl + R (s=1,2,...,n).

Les R{™ sont ici des fonctions entiéres et rationnelles des quantités x}" avec
des coefficients représentant des sommes de produits des fonctions P{"»™s " par
des nombres entiers positifs. D’ailleurs, les R{", correspondant & une valeur don-

née de m, ne dépendent que des x}" pour lesquels p << m.

m)

sy que nous avons introduites, pourront étre

Par conséquent, les fonctions z
calculées en donnant & m successivement les valeurs 1, 2, 3,

Le premier probléeme dont nous aurons & nous occuper alors consistera a inté-
grer le systéme (6) d’équations linéaires homogénes.

En tenant compte de la continuité admise des coefficients pyg, il n’est pas diffi-
cile de démontrer qu’il existera toujours un groupe de n? fonctions déterminées
et continues pour toutes les valeurs de ¢ considérées ('), ce groupe représentant
un systéme de n solutions indépendantes pour le systéme d’équations (6).

Cette proposition pourra se démontrer en formant effectivement certaines
expressions pour les fonctions z{", satisfaisant aux équations considérées pour
chaque valeur de ¢ plus grande que ¢, et prenant des valeurs données pour ¢ =t,.
Et de pareilles expressions peuvent éire obtenues sous forme de séries, en considé-
rant, par exemple, les équations qu'on déduit des équations (6) en multipliantles
seconds membres par un paramétre ¢, et en cherchant i satisfaire 4 ces nouvelles

(1) En parlant des valeurs de ¢, nous aurons toujours en vue des nombres déterminés.
Aussi nous ne considérerons jamais I'infini comme valeur de ¢.
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équations par des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres el positives
de e. Si ces séries sont formées dans I’hypothése que les valeurs des fonctions
cherchées pour ¢ =1¢, ne dépendent pas de ¢, elles seront absolument conver-
gentes pour toutes les valeurs considérées de ¢, quel que soit ¢. En y faisant
e =1, nous obtiendrons les expressions des fonctions z!" dont on a parlé.

Supposons donc qu’on ait réussi  trouver par un moyen quelconque un sys-
teme de 7 solutions parliculiéres indépendantes pour les équations (6).

Soient
Lsyy Xsay ooy Tsp

les fonctions de ¢, représentant la fonction z{'’ dans ces solutions.
Alors I'intégrale générale du systéme (6) s’exprimera par les équations

-

(8) xéi):alx51+a2xs2+---+anxsn (s=1,2, ..., n),

ou a;, a,, ..., a, sont des constantes arbitraires.

Aprés qu'on aura trouvé les fonctions z{", on pourra déterminer les autres
™ par intégration successive des systémes d’équations linéaires non homo-
genes (7), correspondant a m =2, 3, . ...

Chacune de ces intégrations s’effectuera a 'aide de quadratures. D’ailleurs, cha-
cune d’elles introduira n constantes arbitraires et, pour déterminer ces derniéres,
on pourra s’arréter 4 une hypothése quelconque, pouvu que les séries obtenues
solent convergentes, au moins dans certaines limites.

Ces constantes seront entiérement déterminées si nous introduisons la condition

(m)

ue tous les x our lesquels m > 1, s’annulent pour ¢ = ¢,.
q s + P q ) p

Cherchons, dans cette hypothése, des formules pour déterminer les fonc-
(m) «

: () 3 L&
tions x{™, quand tous les 2%, pour lesquels p. << m, sont déja trouvés.
Posons
Ty Zap ee. Ty
Zra Tag ... Tpo — A,
Lin  Lan e Znn

Ce déterminant sera une fonction de ¢, ne s’annulant pour aucune des valeurs

considérées de ¢, car, d’aprés un théoréme connu,

j.gpudt
A—=Ce ! ’

ou C est une constante différente de o.
Désignons le mineur de ce déterminant, correspondant a I’élément z;;, par A;j.
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Alors les formules cherchées s’écriront ainsi :

n n
t
N A;;
(9) M = 2 ;l‘sj/; -E'L[ﬁ"”dt (s=1,2, ..., n).

i=1j=1

Les fonctions x{™, définies par ces formules, restent déterminées et continues
pour toutes les valeurs considérées de ¢.

Relativement aux constantes a,, @, ..., @, ce sont des fonctions entiéres et
homogeénes du m*™ degré.

D’ailleurs, si le systeme choisi de solutions particuliéres des équations (6) est
tel que pour ¢ = ¢, tous les z;; prennent des valeurs réelles, les coefficients dans

ces fonctions restent réels pour toutes les valeurs de ¢ considérées.

(m)

(" venons a la question

Aprés avoir obtenu, de cette maniére, les fonctions x
de la convergence des séries (3 ), qui se présenteront comme ordonnées suivant les

puissances entiéres et positives des constantes a;.

4. Nous avons déja fait quelques hypotheses relativement aux coefficients dans
les développements des seconds membres des équations (1). Maintenant ajoutons-
en encore une.

Nous supposerons qu'on peut prendre pour les quantités Ay, A, ..., A,,
M,, M., ..., M, des fonctions de ¢ telles que pour chaque valeur de T, supérieure
a ¢y, ¢ variant dans les limites ¢, et T, il existe pour chacune des fonctions A; une
limite inférieure non nulle et, pour chacune des fonctions My, une limite supé-
rieure.

Dans cette hypothése nous allons démontrer que pour toutes les valeurs de ¢,
comprises entre ¢, et T, quelque grand que soitle nombre donné T, les séries pré-
cédentes (considérées comme ordonnées suivant les puissances des quantités ay)
seront absolumentconvergentes, tant que les modules des a; ne dépassent pas une
certaine limite dépendant de T.

Nous le démontrerons, comme d’autres théorémes semblables que nous ren-
contrerons plus loin, a I'aide de la méthode communément employée dans de pa-
reils cas, qui est due & Cauchy.

Remarquons tout d’abord que, ¢ étant compris dans les limites ¢, et T, on
peut assigner des limites supérieures constantes aux modules de tous les z;;

A;; .
et f ou, si 'on veut, aux modules de tous les

(IO) Ziyp— 1, xij (lg‘/),

A A;j ve s
(r1) b K/ (ZsJ).
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Soient K une pareille limite supérieure pour les quantités (10) et K’ pour les
quantités (11).

Si le systéme considéré de solutions particuliéres des équations (6) est défini
par la condition que, pour ¢ = ¢,,

Zi=1, Zij=0 (Zs/)
on peut prendre pour K et K’ des fonctions continues de T qui s’annulent pour
t=1t,.
Désignons, d’une fagon générale, par [«] le résultat du remplacement, dans une
fonction entiére quelconque u des quantités a,, a, ..., a,, de tous les termes
par leurs modules. .

Alors, en désignant par « la plus grande des quantités | a;|, nous tirerons de (8)
et (9) les inégalités suivantes :

[2°] < (1 + nK)a,

T " T
[x™] <f [RV]dt +~ (K +K' +n KK’)E/ [R{™] de.
ty t

i=1 o

Ces inégalités auront lieu pour toute valeur de ¢ qui se trouve entre ¢, et T.

Nous remarquerons en outre que, parla nature de expression primitive de R
en fonction des quantités ', P{"v-»"= en y remplacant ces derniéres par des
limites supérieures des quantités

[‘r(v[L)]’ I P(lgn,, MMy, ..., My) l y
S

nous aurons une limite supérieure pour la quantité [Ry].
Si donc nous désignons par z® une limite supérieure commune des quantités

(=¥ 2] - [20]
dans les limites considérées de ¢, et par R(™) ce que devient chacune des fonctions

(m (m) (m)
Rl, )7 R;n ’ LR ] R/z ’

rieures P --»m) indépendantes de £, pour leurs valeurs absolues dans les mémes
limites de ¢, nous obtiendrons

[ <(1+nK)( 4+ nK')(T —¢)Rim,
On voit par la qu’on peut prendre

2M) = (14 nK)a,
2= (14 nK)(1+ nK')(T — ) ! (m=2,3,...).
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D’autre part, conformément aux inégalités (2), on peut prendre pour les
Pmys-..sm) Jes expressions suivantes :

P(m,,m,,...,m,,) J— M

= ———
Amymytm,

ol M est une limite supérieure commune pour toutes les fonctions M, dans
les limites considérées de ¢, et A une limite inférieure commune pour toutes les
fonctions A; dans les mémes limites de ¢.

Or, si nous remplacons par ces expressions les coefficients P+, les ensembles
de termes de degré supérieur au premier dans les fonctions X, deviendront iden-
tiques au développement de la fonction

1 Ly Tyt ..+,
M —1— =2 - by B
(,_ﬁ P DU 7 A
A A A
Par conséquent, pour le choix fait des quantités P> ---m), la quantité R

représentera I'ensemble des termes de la mime dimension relativement aux in-
dices des quantités z(¢) dans le développement de I'expression

N\ —n L4
n
— I — — x|,
AE

M <1_i '“J.«m)
s=1 s=1

Il résulte de la que, si nous considérons I'équation

(12) x=(1+nK)a +.&h[<1—%>_ ——-1——11%],
ou
h=(0+nK)(1+nrK’") M%:—Eo—),
la série
x4 2® 4 2 4

représentera le développement suivant les puissances entiéres et positives de a
de la racine z de cetle équation s’annulant pour a@ = o. Par suite cette série sera
cerlainement convergente, si @ est moindre que la quantité

. _A 5 P 1 T '
O_m!l—(1l+l)l <;2—/l+]> —1 s,

représentant le plus petit des modules de toutes les valeurs de @ pour lesquelles

I'équation (12) a des racines multiples. Cette série sera d’ailleurs convergente
Fac. de T., 2¢ S., 1X. 29
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méme pour a = g, car elle posséde des coefficients positifs, et, d’autre part, pour
la racine dont il s’agit, quand @ tend vers g, il existe une limite.

Or, d’apreés la définition méme des quantités z(™, la convergence de la série
considérée entraine la convergence absolue des séries (5) pour toutes les valeurs
de ¢ comprises entre ¢, et T.

Nous pouvons donc conclure que, pour ces valeurs de ¢, les séries (5) seront
absolument convergentes, si les modules des constantes @, ne dépassent pas la
quantité g.

Nous obtenons en méme temps une limite supérieure pour les modules des

sommes de ces séries, dans les conditions
(13) t,St=T, las|Sg (s=1,2,...,n).

Cette limite est représentée par la valeur, correspondant & @ = g, de la racine en
question de I'équation (12) et, comme il est aisé de s’en convaincre, ne surpasse
pas A.

Il résulte de cette derniére circonstance que, sil’on introduit les séries (5) dans
les fonctions X, on pourra représenter ces fonctions par des séries, ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives des quantités a;.

On pourra donc écrire, dans ces conditions, les égalités

Xs= P @, + Psayt. .o+ Pop @+ RP+ R 4. .. (s=1,2,...,n),
qui, en vertu des équations (6) et (7), peuvent étre présentées sous la forme

_dz® . dz» 4 dz®

X;= ar pT pr +... (s=r1,2,...,0).

Or les séries qui se trouvent aux seconds membres sont, dans les conditions
considérées, convergentes uniformément pour toutes les valeurs de ¢ comprises
entre ¢, et T, et, par conséquent, elles représentent les dérivées des fonctions
définies par les séries (5).

Donc enfin, dans les conditions (13), les séries (5) représentent des fonctions
satisfaisant réellement aux équations (1).

Au sujet du nombre g, il est a observer que, pour T = ¢,, il prend la valeur de

la quantité
A

[+ nK’

pour la méme valeur de T. Ei cette valeur, conformément & ce que nous avons
remarqué plus haut, peut étre supposée égale a la valeur correspondante de la
quantité A, si le systtme que nous avons choisi de solutions particuliéres des
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équations (6) est tel que, pour ¢ = ¢,,
Zi=1, Z;ij=—0 (is))-

Dans cette derniére hypothése les constantes a; sont les valeurs des fonctions x
pour ¢t = ¢,.

Nous pouvons par conséquent affirmer que, A, étant la plus petite des valeurs
prises par les fonctions As pour ¢ = ¢,, et les a, représentant des nombres donnés
quelconques dont les valeurs absolues sont au-dessous de Ay, on pourra trouver
une limite T supérieure a ¢,, telle que les fonctions x;, satisfaisant aux équa-
tions (1) et prenant les valeurs a; pour ¢ = ¢,, soient susceptibles d’étre représen-
tées par des séries absolument convergenles, ordonnées suivant les puissances

croissantes des «,, pour toute valeur de ¢ comprise entre ¢, et T.

Remarque. — On peut certainement obtenir, pour représenter les fonctions x;
dans les mémes limiles de variation de ¢, une infinité d’autres séries absolument
convergenles, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de constantes
arbitraires.

Toutes les séries de cette espéce peuvent étre déduites des précédentes a 'aide
des substitutions de la forme

(l[l) as:fs(aly Olay «vvy Oy) (S:‘],Q,..,,Il),

les f; étant des fonctions holomorphes des quantités 2, qu’on veut prendre pour
de nouvelles constantes arbitraires. .

En considérant de pareilles séries, admettons que toutes les fonctions f; s'an-
nulent pour o, =oay,=...= 2, =0, mais que le déterminant fonctionnel de ces
fonctions par rapport aux quantités 2, ne devienne pas nul dans cette hypothese.

Alors, s1 nous prenons dans les séries dont il s’agit les ensembles des termes de
degré non supérieur au m*™ relativement aux constantes a4, ces ensembles repré-
senteront ce que nous appellerons les expressions des fonctions z, a la mi*™ ap-
proximation.

On sait que, dans les hypothéses faites relativement aux fonctions f;, on peut
toujours satisfaire aux équations (14), en prenant pour les o, certaines fonctions
holomorphes des quantités a,, s’annulant pour @, = @y =...= a, = o, et que, les
quantités | a5 |, || étant assujetties a la condition de ne pas dépasser des limites
suffisamment petites, cette solution sera la seule possible.

Par suite, les différentes m'*"e approximations, fournies par les diverses séries
de Pespéce considérée, étant exprimées par les constantes «,, seront développables
en des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives des a;, et ces
séries ne différeront entre elles que par les termes de degré supérieur au mit™e,
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5. Au point de vue général, auquel nous avons considéré jusqu’ici la question,
nous avions seulement en vue d’établir qu’il existe toujours, au moins tant que ¢
ne sort pas de certaines limites, des fonctions satisfaisant aux équations (1) et
prenant & un instant donné des valeurs données suffisamment petites, et que la
méthode des approximations successives fournit des séries qui, dans certaines
conditions, peuvent servir pour déterminer ces fonctions. Mais, dés que nous en
viendrons & des procédés de résolution des questions de stabilité, nous serons
obligé d’abandonner ce point de vue, en nous bornant, dans notre étude, a des
hypothéses plus précises relativement aux équations différentielles du mouvement
troublé.

Nous considérerons principalement les deux cas suivants : 1° quand tous les
coefficients p;q,! Py"v™»-+" sont des quantités constantes, et 2" quand ce sont
des fonctions périodiques de ¢ a une seule et méme période réelle.

Le premier cas pourrait étre considéré comme un cas particulier du second.
Nous préférons toutefois 'examiner séparément pour de nombreuses raisons.

Dans le premier cas, a 'exemple de M. Routh, nous appellerons le mouvement
non troublé (pour les quantités par rapport auxquelles la stabilité est étudiée)
permanent (steady); dans le second cas, nous 'appellerons périodique.

En considérant ces deux cas, nous verrons que, pour notre question, I’étude de
la premiére approximation aura une grande importance.

Nous montrerons dans quelles conditions cette étude suffit pour résoudre com-
pletement la question de la stabilité, et dans quelles conditions elle devient, en
général, insuffisante. En méme temps, nous donnerons des méthodes pour ré-
soudre la question dans certains cas de cette derniére catégorie.

Mais, avant de passer & 'examen détaillé de la question, nous nous arréterons
a quelques propositions générales qui serviront de points de départ a nos
recherches.

Tous les procédés que nous pouvons indiquer pour résoudre la question qui
nous occupe peuvent se ranger en deux catégories.

Dans l'une, nous réunirons tous ceux qui se réduisent a I'étude immédiate du
mouvement troublé, et qui, par suite, dépendent de la recherche des solutions
générales ou particuliéres des équations différentielles considérées.

On aura, en général, & rechercher ces solutions sous forme de séries infinies,
dont le type le plus simple est fourni par les séries considérées au numéro précé-
dent. Ce sont des séries ordonnées suivant les puissances entiéres positives des
constantes arbitraires. Mais nous rencontrerons aussi dans la suite certaines s¢ries
d’une autre nature.

[ensemble de tous les procédés d’étude de la stabilité, se rapportant a cette
catégorie, sera appelé la premiére méthode.

Dans 'autre, nous réunirons toute sorte de procédés qui sont indépendants



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 223

de la recherche des solutions des équations différentielles du mouvement
troublé.

Tel est, par exemple, le procédé connu d’examen de la stabilité de I'équilibre
dans le cas ou il existe une fonction de forces.

Ces procédés pourront se ramener a la recherche et a I'étude des intégrales des
équations (1), et en général tous ceux d’entre eux que nous rencontrerons dans la
suite seront basés sur la recherche des fonctions des variables x,, 2, ..., 2, ¢,
dont les dérivées totales par rapport a ¢, formées dans ’hypothése que z,, z,, ...,
z, sont des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1), doivent satisfaire a telles
ou telles conditions données.

L’ensemble de tous les procédés de cette catégorie sera appelé la seconde mé-
thode.

Les principes de cette derniére, exprimés dans quelques théorémes généraux,
seront exposés a la fin de ce Chapitre. Quant a présent, nous nous arréterons a
I'application de la premiére méthode a un cas assez général d’équations différen-
tielles du mouvement troublé, qui embrassera le cas des mouvements permanents
aussi bien que celui des mouvements périodiques.

Ce cas est celui ou I'on peut supposer que pour 2 ¢, il existe, pour les fonc-
tions A;, une limite inférieure non nulle A et, pour les fonctions My, une limite
supérieure M, et ou 'on peut assigner, pour les mémes valeurs de ¢, une limite
supérieure aux valeurs absolues de tous les coefficients pg,.

Nous commencerons par I’étude d’équations différentielles linéaires correspon-
dant a la premiére approximation.

SUR CERTAINS SYSTEMES D’P’ZQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

6. Convenons tout d’abord de quelques expressions et démontrons quelques
propositions auxiliaires.

Nous allons considérer des fonctions d’une variable réelle ¢, prenant des valeurs
parfaitement déterminées pour toute valeur de ¢ quiest supérieure ou égale a une
certaine limite ¢,. D’ailleurs, nous ne considérerons que des fonctions dont les
modules admettent des limites supérieures, dés que ¢ est assujetti a rester dans
I'intervalle (¢y, T), T étant un nombre quelconque plus grand que ¢,.

Si le module d’une pareille fonction admet une limite supérieure sous la seule
condition ¢ > ¢,, nous dirons que c’est une fonction limitée. Si, au contraire, par
un choix convenable de valeurs de ¢ supérieures a ¢,, le module de la fonction
considérée peut étre rendu supérieur a tout nombre donné, quelque grand qu’il



22/ A. LIAPOUNOFF.

soit, cette fonction sera appelée illimitée. Enfin, toute fonction limitée qui tend
vers zéro, quand ¢ croit indéfiniment, sera dite une fonction éeanouissante.

Quand nous aurons a considérer, en méme temps que la fonction 2, la fonc-
. 1 I [ N
tion —, nous supposerons que, T étant un nombre quelconque supérieur a ¢, la

limite inférieure précise du module de la fonction z dans 'intervalle (¢,, T) soit
différente de zéro.
Cela posé, nous aurons les propositions suivantes :

Lewume [. — 80z est une fonction limitée de t, xze™ sera une fonction éva-
nouissante, quelle que soit la constante positive ).

Ce lemme découle immédiatement des définitions précédentes.

Lewme 1. — Si 2 nest pas une fonction évanouissante de t, xeN sera une
SJonction illimitée, quelle que soit la constante positive \.

En effet, si 2 n’est pas une fonction évanouissante, on pourra toujours trouver
une constante positive @, telle que, par un choix convenable de valeurs de ¢ supé-
rieures a une limite T donnée arbitrairement, quelque grande soit-elle, le module
de la fonction x puisse étre rendu supérieur a a. Alors, en ne considérant que des
valeurs de ¢ choisies de cette maniére, nous aurons

l.z’e“ l > ae‘“'.

Le lemme est par la démontré, car le second membre de l'inégalité peut étre

rendu aussi grand qu’on le veut en choisissant T suffisamment grand.

Lewme HI. — Enr entendant par x une fonction de t et par 'k, et 1 des con-
stantes réelles, admettons que la fonction 3 = xeM pour h=2»x, est évanouis-
sante, et pour k=N, illimitée. Alors on pourra trouver un nombre réel L,
tel que la fonction s, pour h=ho-+ ¢, soit illimitée ou évanouissante, selon
que ¢ est une constante positive ou négative, et cela, quelgue petit que
soit |e].

En effet, il résulte des lemmes précédents que, s’il existe une valeur conslante
de A pour laquelle la fonction 35 soit himitée non évanouissante, cette valeur sera
la valeur cherchée.

Dans le cas contraire, en intercalant entre les nombres %, et % une série de
nombres intermédiaires et en passant successivement dans cette série des plus
petits nombres aux plus grands, en partant de A, (car A, est nécessairement infé-
rieur a '), nous ne rencontrerons d’abord que des nombres pour lesquels la fonc-

tion z est évanouissante, puis, que des nombres pour lesquels elle est illimitée. .
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Par conséquent, dans le dernier cas, nous pourrons toujours obtenir, par des
. . . . ;. . ..
intercalations successives de nombres intermédiaires selon une loi choisie d’une
maniére convenable, deux séries infinies de nombres : non décroissante

7\1, )‘b )‘3) N

et non croissante
W,oM, N, L,

telles que tout nombre de la premiére série soit inférieur a tout nombre de la

seconde, que la différence
A — 2,

puisse étre rendue aussi petite qu’on le veut par le choix de n suffisamment grand,
et que, pour toute valeur de n, la fonction
x ehat
soit évanouissante et la fonction
T eNmt
illimitée.

Ces deux séries définissent un nombre ), non inférieur & aucun des nombres
de la premiére série et non supérieur i aucun des nombres de la seconde, qui sera
le nombre cherché.

Nous appellerons le nombre Xy nombre caractéristique de la fonction z.

Remarque. — La fonction z, pour laquelle le produit ze* est une fonction
évanouissante pour toute valeur de X ou illimitée pour toute valeur de %, n’a pas
de nombre caractéristique. Mais nous pouvons convenir de dire que dans le pre-
mier cas le nombre caractéristique est + oo, dans le second, — . Avec cette con-

vention, toute fonction aura un nombre caractéristique fini ou infini.

Citons des exemples :
Pour toute constante différente de zéro le nombre caractéristique est zéro, et

pour zéro il est + oo.

Pour la fonction ¢ (m constant) le nombre caractéristique est égal & o,
tcos1
» e ‘ » —1,
——[COS1
» t » “+1,
» et{sint » —1,
» ete™ » —e,
sin I
» e—te™™ » + =,
e
» t » — 0,

» tt » -+ o0.
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Remarque. — En général, si f(t) est une fonction réelle et A une constante
réelle, telles qu'on puisse rendre aussi petite que I'on veut la quantité '
12— s,

par un choix convenable de valeurs de ¢, supérieures & une limite arbitraire don-
née, et si, en outre; pour toute constante positive ¢, quelque petite qu’elle soit,
on peut trouver une limite T, telle qu’on ait

A—f(0) <e,

¢ étant supérieur a T, A sera le nombre caractéristique de la fonction

e,

Nous nous bornerons, dans la démonstration des propositions qui suivent, au
cas ot les nombres caractéristiques des fonctions considérées sont finis. Mais les
lemmes IV, V et VIII seront aussi vrais dans tous les cas de nombres caractéris-

tiques infinis, ol ils conservent un sens déterminé.

Lenve IV. — Le nombre caractéristique de la somme de deux fonctions est
égal au plus petit des nombres caractéristiques des fonctions, quand ces

nombres sont différents, et est non inférieur a ces nombres, quand ils sont
égaur.

En effet, soient X, et A, les nombres caractéristiques des fonctions z; et z», et
soit A, S h,.
Les fonctions
r, e()\,+s)t, 2, ekt

seront alors évanouissantes pour toute valeur négative de ¢. Il en sera donc de
méme de leur somme. D’autre part, si I'on a k, <y, et si € est assujelti aux iné-
galités

0<<e<<hy— Ay,

la premiére de ces fonctions sera illimitée, la seconde évanouissante; lear somme
sera donc illimitée. Or cette derniére sera alors illimitée pour toute valeur posi-
tive de «.

Par conséquent, le nombre caractéristique de la fonction 2, 4 x,, sans jamais
étre inférieur a A, devient égal a X, si A, << As.

Remarque. — Quand les fonctions composantes, ayant des nombres caracté-
ristiques égaux, sont telles que leur rapport est une quantité imaginaire pure

ou, en général, une quantité complexe & un argument constant, différent d’un
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multiple impair de =, le nombre caractéristique de la somme est toujours égal au

nombre caractéristique des fonctions composantes.

Levme V. — Le nombre caractéristique du produit de deux fonctions n’est
pas inférieur a la somme de leurs nombres caractéristiques.

En effet, si A, et A, sont les nombres caractéristiques des fonctions z, et z,, la

fonction

€ €
Xy 6()‘|+)‘z+a)t =z, e()\‘—’- E)lxz e()\"‘- E)t

est évanouissante pour toute valeur négative de e.
Que le nombre caractéristique du produit peut étre supérieur a la somme des
nombres caractéristiques des facteurs, cela ressort assez clairement des exemples

cités plus haut.

L. . I
CoroLLaRe. — La somme des nombres caractéristiques des fonctions x et p

n’est pas supérieure & séro.

Leume VI. — S¢

Y — e—t(f+iqo)’

ol =\/—1, fete étant des fonctions réelles de t, pour que la somme des
nombres caracleristiques des foncttons x et; sott egale a zéro, il est néces-
saire et suffisant que la fonction f ait une limite, quand t croit indéfiniment.

En effet, si, ¢ croissant indéfiniment, la fonction f tend vers un nombre 2,
celui-ci représentera évidemment le nombre caractéristique de la fonction z,

et — A sera le nombre caracléristique de la fonction = La condition indiquée est

donc suffisante.
Quant a la nécessité de la méme condition, elle résulte de ce que, si X et — X

Lo e . I .
sont les nombres caractéristiques des fonctions z et — , les deux fonclions
x
e—t(E=)+f) et e—tE+H—s)

seront évanouissantes pour toute valeur positive donnée de ¢, quelque petite
qu’elle soit; et cette derni¢re condition n’est possible que si 'on a

A—fl<s,
pour toutes les valeurs de supérieures 4 une limite suffisamment grande.

Lemue VII. — Si la somme des nombres caractéristiques des fonctions z
Fac. de T., 2 S., 1X. 30
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,

! ; N [ . .
et —est égale & zéro, le nombre caractéristique du produit s de la fonction x
et d’une fonction quelconque y est égal a la somme des nombres caracté-
ristiques de ces derniéres.
En eflet, soient 2., , S les nombres caractéristiques des fonctions x, y, 3, et
supposons que le nombre caractéristique de la fonction — soit égal & — A
x

Alors, en appliquant le lemme V a chacune des deux égalités

3 =uxy, y==s

nous aurons
S2A +p, p28 —1,
d’ou
S=2x 4K

Soit z une fonction intégrable de ¢.

En désignant par ¢, un nombre donné non inférieur a t,, considérons 'inté-

t
u:f z dt,
“oo-

1

grale

si le nombre caractéristique de la fonction z est négatif ou égal & zéro, et I'inté-

u_—_f z dt,
t

si ce nombre caractéristique est positif.

grale

On démontrera alors la proposition suivante :

Levwe VIII. — Le nombre caractéristique d’une intégrale n’est pas infé-
rieur au nombre caractéristique de la fonction & intégrer.

Soit ) le nombre caractéristique de la fonction 2. La fonction

x e()~—“0)l

sera alors évanouissante et, par conséquent, limitée, toutes les fois que 7, est une
constante positive. Désignons par M une limite supérieure de son module pour
t2to.

~Si A > o. nous aurons, en supposant 1, <X,

e—().——*rp t,

‘ul<Mft et dt = xM
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d’ou il résulte que .
u etr—3M

est une fonction évanouissante pour toute valeur de ¢ supérieure a 0. Or, on peut

supposer n aussi pelit qu’on veual. Par conséquent, la fonction précédente est

évanouissante pour toute valeur positive de e.

S1 A< 0, nous aurons

M
IP—

t
ju| < Mf et dt = e~ A= 4 const.,
t

=

d’ou 1l résulte que
weh—2

est une fonction évanouissante pour toute valeur de ¢ supérieure a 7, et, par
suite, pour toute valeur positive de ¢. '

Dans la suite, nous aurons a considérer des groupes, composés de plusieurs
fonctions, et nous nous servirons alors de 'expression nombre caractéristique
d’un groupe, en appelant ainsi le plus petit des nombres caractéristiques des

fonctions composant le groupe.

7. Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires

dx
(15) —0,7‘:p,,x,—i—pﬂxz—}—...—»-ps,,x,, (s=1,2,...,0),

en supposant que tous les coefficients p;; sont donnés d’une maniére déterminée
au moins pour toutes les valeurs de ¢ non inférieures a une certaine limite ¢, et
qu’ils représentent des fonctions de ¢ continues, réelles et limitées.

En parlant d’une solution de ce systeme d’équations, nous sous-entendrons

qu'il s’agit d’un groupe de n fonctions

Ly Xgy ooy Tpy

satisfaisant simultanément a ces équations (et, par conséquent, déterminées et
conlinues) pour chaque valeur de ¢ non inférieure a ¢,. De pareils groupes de
fonctions, comme on I'a déja fait remarquer plus haut, peuvent toujours étre
trouvés. Et I'on pourra d’ailleurs obtenir n groupes tels qu’on puisse en déduire
un systéme de n solutions indépendantes.

Tutorime I. — Toute solution du systeme d’équations différentielles (15),
aultre que la solution évidente

a un nombre caractéristique fini.
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Ne parlant que des solutions ot les fonctions z; ne sont pas toutes identique-
ment nulles, considérons d’abord des solutions réelles, ¢’est-a-dire telles que tous
les z; soient des fonctions réelles de ¢.

En entendant par ) une constante réelle, posons

(16) So= xrgett (s=1,2,...,n).

Alors les équations (13) se transformeront dans les suivantes :

ds
m’:pslz,+p,zz‘_,+...»r—(p“—q—)\);s—k.‘.—i—pm:n (s=1,2,...,n),

d’ott 'on déduit
! R . .
2 dt 25522([):5*‘ 1) Ss +2([)m+})as) 553a

s=1 s=1

en supposant que la seconde somme dans le second membre s’étende a toutes les
combinaisons possibles des nombres différents s et s, pris dans la suite 1, 2, ..., n.
Le second membre de cette égalité est une forme quadratique des quan-
tités 2y, 3, ..., 2, dans laquelle les coeflicients dépendent de \ et de ¢.
Or, les fonctions p,, étant limitées, il est clair qu’on pourra toujours trouver
des valeurs de A telles que cette forme soit définie positive pour toutes les valeurs
considérées de ¢, en demeurant d’ailleurs plus grande que la forme

1
(17) ;N(s?—l—z%—i—...—&—zi),

N étant un nombre positif choisi arbitrairement. De méme, il est évident qu’on
pourra aussi trouver des valeurs de A telles que, pour les mémes valeurs de ¢,
cetle forme soit négative, en restant toujours, en valeur absolue, supérieure a la
forme (17).

Pour chaque valeur de A de la premiére sorte, nous aurons I'inégalité

d
SRt
de laquelle, en désignant par C une constante positive, nous tirerons

Zz? > CeN,

pour toute valeur de ¢ supérieure & une certaine limite.
Pour les valeurs de A de la deuxieme sorte, nous aurons

43 <—NYa,
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d’ou (s1 G, comme précédemment, désigne une constante positive )

aussi pour toute valeur de ¢ supérieure a une certaine limite.

. A N R . , . :
Donc, dans le premier cas, la quantltez z? croitra indéfiniment avec ¢; dansle

second, elle tendra pour ¢ = o vers zéro.
De cette maniére on voit qu'il y aura toujours des valeurs de X telles que, dans

le groupe de fonctions (16), il s’en trouve qui soient illimitées, et que, d’autre
part, il y aura des valeurs de A telles que toutes ces fonctions soient évanouis-

santes.
De la nous concluons que, dans toute solution réelle

(18) Ty, oy ceey Tpy

autre que la solution évidente z,=x,=...=2,=o0, on trouvera toujours
des fonctions a des nombres caractéristiques finis, mais qu'on n’en trouvera
aucune avec le nombre caractéristique — oo. Par suite, le nombre caractéristique
du groupe des fonctions (18) est toujours fini.

Maintenant, pour étendre le théoréni® au cas des solutions complexes, il

suffit de remarquer qu’'une pareille solution
('9) ‘Z‘l:ul‘*'v_["lv Ly= Uz —1 ¢y, R ] xlzzu/z+\/_l"lt
du systéme d’équations (15) sera formée de deux solutions réelles

| Uy Uy oy Up,

(20) ~
’ F1y Vs RS ] Cn

du méme systeme, et que, d’aprés le lemme IV et la remarque faite & son sujet, le
nombre caractéristique du groupe de fonctions (19) sera égal au nombre caracté-

ristique du groupe de fonctions (20).

Remarque. — Nous avons supposé que tous les coefticients py; dans les équa-
tions (15) étaient réels. Mais, ayant démontré le théoréme dans cette hypothése, il
est évidemment facile de I'étendre au cas de coefficients complexes, pourvu que
ce soient des fonctions de ¢ continues et limitées. C’est pourquoi les propositions
que nous démontrons plus loin, relativement aux équations (15), seront vraies

aussi dans le cas des coefficients complexes.
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Soient, pour les équations (15), trouvées & solutions

‘xn, Loty +.vy  Lpyy

(21) . / T2y T2y ooy Tngy

' . y ’ ’
\ Liky Lok cevy Zpke
“En posant

Zs=Cy x5y + Coso+...+ Crag (s=1,2, ..., n),

ou Cy, Gy, ..., Cxsont des constantes, dont aucune n’est nulle, nous dirons que la

solution
Xy, Loy ee.y Tn

est une combinaison linéaire des solutions (21).

Du lemme IV il résulte que le nombre caractéristique d’une solution, repré-
sentant une combinaison linéaire de plusieurs solutions, n’est pas moindre que le
nombre caractéristique du systéme de solutions combinées (c’est-a-dire, que le
nombre caractéristique du groupe de fonctions, composant le systéme de solutions),
et qu'il est égal & ce nombre, quand les nombres caractéristiques de toutes les
solutions combinées sont différents.

On en conclut que, si 'on a plusieugs solutions dont les nombres caractéris-
tiques sont distincts, ces solutions seront indépendantes. '

On a donc la proposition suivante :

Tutorkme [[. — Le systéme d’équations (15) ne peut avoir plus de n solutions,
autres que la solution évidente

L\ =Xy=—...=Xp=0,
dont les nombres caractéristiques soient tous distincts.

Dans ce qui suit, sans dire expressément que la solution ot tous les z; sont nuls
doit étre exclue, nous le sous-entendrons toujours.

8. Supposons que, pour le systtme d’équations (1), on ait trouvé un systeme
de n solutions indépendantes. En formant avec ces solutions toutes les combi-
naisons linéaires possibles, nous pouvons en déduire tout autre systeme complet
de solutions indépendantes.

Admettons que tout systéme trouvé de n solutions indépendantes est transformé
dans un autre selon la régle suivante : chaque fois qu'avec des solutions de ce
systéme il peut étre formé une combinaison linéaire, dont le nombre caractéristique

soit supérieur au nombre caractéristique du groupe de solutions combinées, une
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de ces derniéres, et précisément une de celles dont les nombres caractéristiques
sont égaux au nombre caractéristique du groupe, est remplacée, dans le systeme
considéré, par cetle combinaison linéaire.

Comme le nombre de nombres caractéristiques différents, que peuvent posséder
les solutions du systeme d’équations (15), est limité, on arrivera, en opérant de
cette maniére, a un systéme de n solutions, tel que toute combinaison linéaire
des solutions dont il est composé aura un nombre caractéristique égal au
nombre caractéristique du groupe de solutions combinées.

Nous appellerons un pareil systéme de n solutions (qui évidemment seront in-
dépendantes) un systeme normal.

Les coefficients ps; dans les équations (15) étant supposés réels, on peut trouver
pour ces équations un systéme de n solutions indépendantes réelles. En partant
d’un tel systéme et ne se servant, dans la formation des combinaisons linéaires, que
des coefficients réels, on pourrait obtenir un systtme de n solutions satisfaisant
a la condition précédente pour toutes les combinaisons linéaires a des coefficients
réels. Mais alors ce systeme satisfera a cette condition également pour des combi-
naisons linéaires & des coefficients complexes (lemme IV, remarque). Ce systéme
sera par conséquent un systéme normal.

En vertu de cette remarque, nous pouvons supposer, si 'on ena besoin, que
toutes les fonctions, entrant dans la composition d’un systéme normal, soient
réelles.

De la définition d’un systéme normal il résulte que, si I'on peut trouver un
systtme de n solutions, dont les nombres caractéristiques soient tous différents,
ce systeme est un systémg normal.

De la méme définition découle la proposition suivante :

Tutoreme I. — Soit trouvé un systeme de n solutions indépendantes
Ty Lty cevy Tpyy
T2y Zaas cees Tna
Cr e ey ey
‘Tlll, xzﬂ! A | ‘z"l"'

Considérons un nouveau systéme

311y a1y MRS ] Snts
S92 S92y cety Sn2y

(22)
“ey ey ceey ey

Siny  San . 3
y ey nny

en posant

Ssk == Xsp~t gy Ls iy + Xpa &g o= ...+ Xk n—kLsny
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et en entendant par g, oy, .. ., %k,n—k des constantes, telles que le nombre

caractéristique de la solution

Xy, Ty ceey Xy,
Xs— Zsj + BI s fr + Bzxs,l.'+2 +...+ Bzx—lcx:m

Biy B2y ..., Bk étant des constantes quelconques, ne soit pas supérieur au

nombre caractéristique de la solution
Stky  Baky  eeey Sk

Alors le systeme de solutions (22) est normal.

Pour le démontrer, nous remarquons que, si le systeme (22) n’était pas un sys-
téme normal, on pourrait trouver, parmi ses solutions, un groupe de solutions
possédant un nombre caractéristique commun 7, et telles qu’on pourrait en déduire
des combinaisons linéaires & un nombre caractéristique plus grand que A. Or,
par la définition méme des quantités s, il n’existe pas évidemment de pareilles

solutions dans le systeme (22).
Soit k le nombre de tous les nombres caractéristiques distincts qui peuvent

convenir aux solutions des équations (15), et soient

)‘17 )\2’ RS ] )\k

ces nombres.
Désignons par n, le nombre de solutions avec le nombre caractéristique A; dans

un systtme quelconque de n solutions indépendan{es. Quelques-uns des
nombres n; peuvent étre nuls. Mais ils seront dans tous les cas tels que

Ny Ng-+...+np=n.

En supposant que
W< <. <

désignons encore par N; la limite supérieure précise du nombre des solutions
indépendantes avec le nombre caractéristique A;. Nous aurons évidemment

N, >N,>...>N,,
Ny=n, Ng+ Ng g+ ..+ 1SN s=1,2, ..., k).
Cela posé, on aura les propositions suivantes :
Tutorime Il. — Pour tout systéme normal de solutions

ny=n —N,, ny=N,—N;,, ce ng_y=Nz_,— Ny, np— Ny.
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En effet, chaque solution est une combinaison lindaire de certaines solutions du
systtme normal. Et d’apres la propriété de ce systéme, pour en déduire une solu-
tion possédant un nombre caractéristique ), on doit considérer des combinaisons
linéaires des solutions dont les nombres caractéristiques ne sont pas moindres
que ). Par suite, le nombre des solutions indépendantes avec le nombre caracté-

ristique A ne peut étre plus grand que la quantité
Ng—+ Ny ...+ Nyy
correspondant & un systéme normal. Donc, pour ce dernier,
ng—+ ngy+...+n.=Ns,
d’ou découle le théoréeme.
Tatorime III. — La somme
S = 1?17\1—4- Noho ...+ nphs

des nombres caractéristiques de toutes les solutions, constituant un systéme
de n solutions indépendantes, atteint sa limite supéricure pour un systéme
normal.

En effet, en posant
N+ Ny ~+. ..+ Np= N;?

nous aurons

S=nh4+N,(Ag—Ay) 4+ NL(a—Ay) 4« . Ni (e — Moy )

Or, nous venons de voir que, pour un systéme normal, chacun des nombres N
atteint sa limite supérieure N;. Donc, en remarquant que, dans I'expression de S,
les coefficients des nombres N, Nj, ..., N, sont tous positifs, nous concluons
que S atteint son maximum pour un systéme normal.

Tutorime IV. — Chaque systéme de n solutions indépendantes, pour lequel
la somme des nombres caractéristiques de toutes les solutions qui le com-
posent atteint sa limite supérieure, est un systéeme normal.

Ce théoréeme résulte de la définition méme d’un systéme normal, car, s'il était
possible de former avec des solutions du systéme considéré une combinaison
linéaire dont le nombre caractéristique soit supérieur au nombre caractéristique
du groupe de solutions combinées, on pourrait trouver un systéme de n solutions
indépendantes pour lequel la somme de Lous les nombres caractéristiques serait
supérieure a celle du systéme considéré.

Tutoreme V. — La somme des nombres caractéristiques des solutions indé-
Fac.de T., 2 S., IX. 31
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pendantes du systeme d’équations (15) ne dépasse dans aucun cas le nombre
caractéristique de la fonction

Y psedt
ev =1 .
En effet, si A est le déterminant formé avec n solutions indépendantes quel-
conques, on a

efEP"‘“: CA,

ott G esl une constante, et, en vertu des lemmes IV et V, le nombre caractéris-
tique de A n’est pas moindre que

nhy = gy - g dg.

CororLatre. — Chaque systéme de n solutions indépendantes, pour lequel
la somme des nombres caractéristiques de toutes les solutions est égale au

nombre caractéristique de la fonction

epr”dt,

est un systéme normale.

Il faut toutefois observer qu’il n’est pas toujours possible d’obtenir un systéme
de n solutions indépendantes telles que ladite égalité ait lieu.
Ainsi, sinous avons le systtme d’équations

dzx,

. dx, .
o =% coslogt + x,sinlogt, — = sinlogt + x,coslogt,

dt

nous aurons, en déterminant convenablement la constante arbitraire,
*\Y
e‘/ le"[“: gl (sinlogt+coslogt)

ce qui représente une fonction dont le nombre caractéristique est — V2. Or, nos

équations admettent le systéme suivant de solutions
ZX,, = etsinlogt’ b — etsin logt,

e etcoslogt, Lgy == — etcoslogt,

et il est facile de s'assurer que ce systéme est normal. Cependant la somme des
nombres caractéristiques qui y correspond (et qui est égale & — 2) est inférieure

au nombre précédent.

9. Nous savons (lemme V, corollaire) que la somme des nombres caractéris-



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 237

tiques des fonctions

epr“rlt et e—fzp“dt

n’est jamais supérieure a zéro.

Par suite, si p est le nombre caractéristique de la seconde de ces fonctions, la
somme S des nombres caractéristiques des solutions du systéme normal ne peut
surpasser le nombre — . D’ailleurs, 'égalité S =— 1 n’est possible que si la
somme des nombres caractéristiques des deux fonctions considérées est nulle.

Cette égalité
S+p=o,

pour les équations a coefficients constants ou périodiques, a réellement lieu. Mais
elle peut aussi avoir lieu dans beaucoup d’autres cas.

En général, s1 'on a S 4 u =0, le systtme d’équations différentielles linéaires
sera dit régulier. Dans le cas contraire, 1l sera appelé irrégulier.

Ainsi, par exemple, le systeme d’équations

dx . dx .
1 2
—— == x, cosat + x,sin b¢, —— = xysinbt + z,cosat
de dt
est régulier, quelles que soient les constantes réelles a et b.
A la fin du numéro précédent a été cilé un exemple de systeme d’équations
irrégulier.

Pour donner un exemple de caractere plus général, considérons le systeme

sulvant :
dx,
dr =P11 %y,
dz,
(23) ar = P21 Ty Paadly,
.................. R
dz,
dt =Pyt PpaZyt. .o+ Ppp Xy,

dans lequel 'équation, contenant la dérivée —d—t—s, ne contient pas les fonctions zy,
pour lesquelles s'> s.

Au sujet des systemes d’équations de cette forme on pourra établir la proposi-
lion suivante :

Tutorkme. — Pour que le systéme d’équations (23) soit régulier, il Jaut
et tl suffit que la somme des nombres caractéristiques des fonctions

soit égale a zéro pour toute valeur de s.



238 A. LIAPOUNOFF.

Démontrons d’abord que cette condition est nécessaire.
On a, pour les équations (23), le systéme suivant de 7 solutions indépendantes :

s—1 .
R fp“d! fp,.df ] _,]’.v.r(”
I x,=e , &y=—e Zps,-x,»e . dt (s=2,3,..,n),

i=1
s—1

Pasdt Pesc't — [ pssdt ,
20 zy=o, xzze‘/ , xs:ef Zps,-a',-e‘/‘ dt (s=3,4,...,n),

i=2

ne Xy = XTy3==... = Tp_1=0, Trp,—e¢e

Pour fixer les idées, nous supposerons que toutes les intégrales

fpii dta

qui figurent en exposants, deviennent nulles pour ¢ =¢,. Quant & d’autres inté-
grales, nous les supposerons telles que, dans la £'*"® solution, les fonctions

Tty Lhyzy 09 Lp
se réduisent, pour ¢ = ¢,, & des constantes données
Xpry  Xiay ceey Gpp_je
Alors, si

Liky Loky ovey Lk

est la k¥me solution du systéme considéré dans U’hypothése que tous les o sont

e

égaux a zéro, dans la méme solution, les « étant arbitraires, il viendra
Ls—= X5+ A1 Lsk+1+ ApaLsprgt oo Apn—i Tsp (s=1,2,...,n).

De la, d’apres le théoréme I du numéro précédent, nous concluons que pour un
choix convenable des constantes « le systtme considéré de solutions sera normal.

En supposant ces constantes choisies de cette maniére, désignons les nombres
caractéristiques des solutions considérées respectivement par

P‘n [J'ﬁy MRS ] (U'n-

ef peect par 2
e_f peectt » oA
ef Bpoct » S,
‘ eﬁfzp"dl v 8

En outre, désignons

le nombre caractéristique de la fonction

S ——
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Nous aurons évidemment

s ks (s=1,2, ..., n).

Donc, si nous supposons que le systtme (23) est régulier, ce qui améne a

Z Ms— S,

et si nous remarquons qu’en vertu du lemme V la somme 2)\3 ne peul étre supé-

zx,:s.

Or, dans la méme supposition, on doit avoir

Pégalité

rieure & S, nous devons avoir

S+ 8'=o.

Par suite, en nous reportant au lemme VII, nous en concluons que le nombre

caractéristique de la fonction

efzp“dte—fp“dl
est égal a S + ;. Nous aurons donc (lemme V)
S+ %2 ¥ L=,

et de la, en vertu de I'égalité ci-dessus, il résulte
A+ 2y 2o0.
Or, la somme Ax+ }; ne peut étre positive. On devra donc avoir
hi+ A= o,

ce qui démontre la nécessité de la condition du théoréme.
Pour démontrer que cette condition est suffisante, nous nous arréterons a une
autre détermination des intégrales, en supposant que toute intégrale de la forme

§s—1

— [ psedt
Epsixie fp dt,

i=1

ot le nombre caractéristique de la fonction a intégrer est positif, tende vers zéro
quand ¢ croit indéfiniment. Alors, dans le systéme considéré de solutions, chaque
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intégrale de cette forme possédera un nombre caractéristique non moindre que le
nombre caractéristique de la fonction a intégrer (lemme VIII).
Par suite, si nous admettons que

hs+A,—o (s=1,2,...,n),

et si, en considérant la k™ solution (dans laquelle z,, x,, ..., 24_, sont égaux
a zéro), nous remarquons que la fonction z4 y a pour nombre caractéristique
le nombre )z, nous parviendrons facilement & la conclusion que les nombres
caractéristiques de toutes les autres fonctions qui conslituent cette solution
seront non moindres que A.

Il en résulte que Az est le nombre caractéristique de la k¢ solution.

Or nous avons, d’une fagon générale,

D MESI—S -,

et, par suite de ce que nous avons admis,

sz+2u= 0.

Nous obtenons donc I'égalité

2)\5+ S'=o,

d’ou on conclut : 1° que le systtme d’équations (23) est régulier, et 2° que le
systeme de solutions trouvé est normal.

Remarque. — En vertu du lemme VI, la condition exprimée dans le théoréme
est équivalente a la suivante : chacune des fonctions

¢

1

?f Pssdt (s=1,2, ..., 1)
¢

0

(et si les coefficients pg étaient des quantités complexes, la partie réelle de cha-
cune de ces fonctions) doit tendre vers une limite déterminée quand t croit

indéfiniment.

10. Soient A, A, ..., A tous les nombres caractéristiques distincts des solu-
tions des équations (15), et soit n; le nombre des solutions possédant le nombre
caractéristique Ay dans un systéme normal. Nous conviendrons de dire que



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 241

le systéme de ces équations posséde

n, nombres caractéristiques égaux & A,

De cette maniére, a chaque systeme de n équations différentielles linéaires de
la nature considérée correspondra un groupe de n nombres caractéristiques parmi
lesquels quelques-uns peuvent étre égaux.

Supposons que le systéme d’équations (15) soit transformé a laide d’une substi-

tution linéaire,

Sy s Xy GeaXat oo+ GnZn (s=1,2, ..., n),

possédant les propriétés suivantes : 1° tous les coefficients ¢,; sont des fonctions
de ¢ continues et limitées; 2° leurs premiéres dérivées sont des fonctions du méme
caractére; 3° la quantité inverse au déterminant formé a I'aide de ces coefficients
est une fonction limitée de ¢. '

Apres une telle transformation, les coefficients dans les équations transformées
jouiront des mémes propriétés fondamentales que dans les équations primitives.

Il est facile de prouver que le groupe de nombres caractéristiques du systéme
d’équations transformé sera toujours identique avec le groupe de nombres
caractéristiques du systéme primitif.

En effet, par la nature de la substitution considérée non seulement ses coeffi-
cients, mais encore les coefficients de la substitution inverse sont des fonctions
limitées de ¢. Par suite, si, en partant d’une solution quelconque d’un systéme
d’équations, on en déduit une solution de l'autre, ces deux solutions auront un
méme nombre caractéristique. Et de la (en vertu de la notion méme du systéme
normal de solutions) il résulte que tout nombre, qui se rencontre un certain nombre
de fois dans le groupe de nombres caractéristiques d’un systeme d’équations, se
rencontrera nécessairement le méme nombre de fois dans le groupe de nombres
caractéristiques de l'autre.

De cette facon, les nombres caractéristiques d’un systéme d’équations différen-
tielles linéaires possedent, relativement aux transformations considérées, les pro-
priétés des invariants. Et les mémes propriétés appartiennent aux nombres carac-
téristiques des fonctions

ele’ﬂd’ et e—‘/‘zpnrﬂ'

Il en résulte que le systéme transformé d’équations sera toujours du méme
genre (c’est-a-dire régulier ou irrégulier) que le systéeme primitif.
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Le systeme d’équations considéré peut étre tel que, par un choix convenable de
transformations du caractére considéré, on puisse le transformer dans un systeme
d’équations a coefficients constants.

Dans ce cas nous 'appellerons le systeme d’équations réductible.

De ce que nous venons de remarquer il résulte que, seuls, les systémes d’équa-
tions réguliers peuvent étre réductibles.

Nous verrons plus loin (Chap. III) que tout systéeme d’équations dans lequel
les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢ & une méme période réelle est
un systéme réductible.

Considérons un systéme quelconque d’équations.

Soient Ay, Ay, ..., h, tous ses nombres caractéristiques (parmi lesquels
quelques-uns peuvent étre égaux) et soit

11y Loty ceey Lppy
Zyoy  Lazy .-y Lpoy
ey ey ceay ceey
ZL1ny Lany ceey Zun

un systeme normal de solutions, dans lequel la ji™¢ solution a pour nombre carac-
téristique A;.

En désignant par A le déterminant formé avec les fonctions z;;, supposons que
toutes les fonctions

— 2 At
e s=1 . .
—x x;, eMt (4L, j=1,2,...,n)
soient limitées.
On peut démontrer que sous cette condition le systéme considéré d’équations
est réductible.
En effet, en désignant le mineur du déterminant A, correspondant a 1'élé-

ment z;; par A;;, nous concluons de la condition précédente que les fonctions

Ay ..
-—A'—’e‘\‘;" (G, j=1,2, ..., n)

sont limitées. Et il en sera alors de méme de leurs dérivées premiéres par rapport

a ¢, car on sait que les fonctions

Ay Ay Ay
A

pour chaque valeur de 7, satisfont 4 un systéme d’équations différentielles linéaires
adjoint au systéme considéré.
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Par suite, la substitution

N A, A
e~ha + -A_-S€-)"'tx2 4.0+ ”A,'l_se_)\‘t‘rn (s=1,2,..., 1)

A
A
posséde toutes les propriétés des substitutions considérées et, en Pappliquant, on

transformera le systéme considéré dans le systéme d’équations
—= +Aszs=0 (s=1,2, ..., 1)

a coefficients constants.

SUR UN CAS GENERAL D'EQUATIONS DiFFERENTIELLES DU MOUVEMENT TROUBLE.

11. Revenons maintenant aux équations (1).

En ne considérant comme précédemment que des valeurs réelles de ¢ non infé-
rieures 4 une certaine limite ¢,, nous supposerons tous les coefficients pq,
pomem...mi des fonctions réelles, continues et limitées de ¢. Nous supposerons, en
oulre, qu'on peut trouver des constantes positives M et A telles que les
inégalités

M

Ay,

| P;I)l,,lll:.,,,..,l",,) i <

soient remplies pour toutes les valeurs considérées de ¢.
Supposons que le systéme d’équations différentielles linéaires correspondant a
la premiére approximation soit régulier et désignons par

My Ay ooy M

les nombres caractéristiques de ce systeme.
Nous allons montrer qu’en choisissant, de ces nombres, & quelconques

(24) )‘l’ )‘27 ceey )‘ky

on peut formellement satisfaire aux équations (1) par des séries renfermant & con-

stantes arbitraires
Ay Ay oweey Oy

et ayant la forme suivante :
k
— 2“ miNit

(25) Xy = E Lymaoma..mid gitigins | gifike =1 (s=1,2, ..., 1),

ou L{"e™»"% sont des fonctions continues de ¢ indépendantes des constantes a;,
Fac. de 7., 2* S.. IX. 32
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dont les nombres caractéristiques sont positifs ou nuls, et ot la sommation s’étend
a toutes les valeurs enti¢res non négatives des nombres m,, m., ..., ms, qui sont
assujetties a la condition

m,+my~...-=m;>o.

Nous considérerons ensuite exclusivement le cas ot les nombres caractéristiques
choisis (24) sont tous positifs et, dans cette hypothése, nous allons démontrer
que, si les modules de oy, ,, ..., o ne surpassent pas une certaine limite, les
séries (25) seront absolument convergentes et représenteront des fonctions satis-
faisant réellement aux équations (1), pour toutes les valeurs de ¢ plus grandes
que ¢,.

Reportons-nous aux formules du n° 3.

Admettons que le systeme de solutions particuliéres des équations (6), dont
nous nous y sommes servi, est normal et que la solution

Lrsy Lasy cuey Xyg

posséde le nombre caractéristique ks (s =1, 2, ..., n).
Posons

T = o Xy Ay Xy T (s=1,2,...,n),

et intégrons ensuite les systémes d’équations (7), correspondant a m =2, 3, ....
Au n" 3 nous avions supposé que toutes les fonctions 2™, pour lesquelles
m > 1, devaient devenir nulles pour t = ¢,.
Ici nous ne maintiendrons plus cette hypothése, en la remplacant par une autre
YP ) C
que nous allons tout de suite indiquer.
Supposons que toutes les fonctions 2™ pour lesquelles m sont trouvées et
p s e
représentent relativement aux constantes o; des fonctions entiéres et homogénes
du pi¢me degré. Alors les fonctions R{™, en vertu de leurs expressions par les quan-
tités 2", se présenteront relativement a ces mémes constantes sous forme de fonc-
tions entiéres et homogenes du mi*"e degré.
Soit
Af!' omy Mng,m L) W1y Iy iy
TR,- = Y Tipemeomigmgms, o,

les T étant des fonctions de ¢ indépendantes des constantes o.

n n
‘ A
2 =3 Va, f IR a,

i=1j=1

A
J (m) p— P 3 (my,mg,.. . ,my
fT Ri™ dt _anua';z. s [ Ymma, ) g,

Alors, en faisant
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nous supposerons que celles des intégrales

/‘T(il;l‘,"lg,.“"nk\ dt
.

ol la fonction & intégrer posséde un nombre caractéristique positif soient prises

dans les limites de + o a ¢. Quant aux intégrales ou la fonction a intégrer a un
nombre caractéristique négatif ou nul, nous supposerons seulement qu’on a

2
"Nmyng,. .. mjg J— Pongm,,. .. myg) (my,mg,. .. mg)
f[‘l.jl 2 Ud[ ___‘/ I‘ij' 2 k dt_',_cl_jl 2 ,
’0

les G étant des conslantes indépendantes des .

Les intégrales dont il s’agit auront alors des nombres caractéristiques non infé-
rieurs a ceux des (onctions & intégrer (lemme VIII).

En procédant ainsi a partir de m = 2, nous aurons, pour tous les x!™, des
expressions entiéres et homogénes par rapport aux constantes a;, da, ..., 0.

Soient
=+ 2P 4. .. (s=1,2,.. ,n)

les séries obtenues dans cette supposition.
Pour leur donner la forme (25), on doit poser

X n n
z m;)\,-l
Lyni,mg,.‘.,mk): ei=1 E E xsj/"-[‘(i"j"’m””"mm d[,

i=1 j=1

et de la il est facile de conclure que les nombres caractéristiques des fonctions
L") ne seront pas inférieurs a zéro.

En effet, le systeme d’équations (6) étant supposé étre régulier, le nombre
]

caractéristique de la fonction i

sera égal a
— (Mt A

et, par conséquent, le nombre caractéristique de la fonction % ne sera pas infé-
rieur & — A;.

Par suite, si nous admettons que ce qui a été dit relativement aux fonctions L,
est vrai lorsqu’on a

my—+my—+...+m<<m,

nous pourrons conclure (lemmes IV, V) que le nombre caractéristique de la fonc-
tion Tyrome-m0, pour laquelle

Ny+=my~+...+~mp=m,
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et par suite aussi celui de l'intégrale

/.T(i’;'hmi“ L) dt

sont non inférieurs a A
My 4 mgdg—+. . — k.

Or il en résulte que le nombre caractéristique de chaque fonction L, pour laquelle
la somme des indices m; est égal & m, est non inférieur a zéro.

Donc, la propriété en question des fonctions L, qui est vraie dans le cas de
%l . ) ;.
>_‘m;: 1, est vraie d’une facon générale.

Remarque. — Pour arriver & un tel résultat, il n’est pas nécessaire d’intégrer

dans les limites de 4 o a ¢ chacune des fonctions T{"+"=~¥ 4 un nombre carac-
téristique positif. 1l suffit de le faire seulement quand on a

myh 4+ mydy .. myph— 3> o,

12. En passant maintenant a la question de la convergence des séries (25),
nous allons supposer que les nombres caractéristiques (24), qui ont été pris
pour former ces séries, soient tous positifs.

Dans cette hypothése, en admettant, pour plus de simplicité, /o= 0, nous allons

démontrer la proposition suivante :
Tutorime. — Si, en entendant par ¢ une constante positive et en posant
age~ A8t =g, (s=1,2, ..., k),

nous remplagons les o, dans les séries (25) par leurs expressions aw moyen

des qs, les nouvelles séries
(26) .I‘S:EQg"”hm‘zv-~»mk)q’l"4q’2"2'.~q’1;1k (S:I, 2, Ly ”)’

qui seront ordonnées suivant les puissances crotssantes des qs, jouiront de la
propriélé que, pour toute valeur de <, quelque petite soit-elle, on pourra
trouver des constantes positives QUmoms--mi), telles que, t élant positif, on ait

constamment
I Q{gm,,m,,...,mk) i < Q(m“mz,...,mk),

et que la série

(27) N QUi g g



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 247

soil convergente, tant que les modules des quantités q; ne surpassent pas
une certaine limite q différente de zéro.

Ne considérons, pour ¢, que des valeurs inférieures a chacun des nombres
My Ay eeey Mg
Alors on pourra trouver un entier positif /, tel que toutes les expressions
my(M—e) +my(hy—e) +.. +myu(dpy—e) —2+c¢ (J=1,2,...,n),
ou my, my, ..., my satisfont a la condition
my+ my+. ..+ mp 2,

soient supérieures a un nombre positif H donné arbitrairement.
Soit 7, une constante positive inférieure a .

Les fonctions
(28) ng,,m,, ...,mk)e'qt — Li‘m,,m,,...,mk)e—[(ml+m,+...+mk)e—'q]l
seront évanouissantes. On pourra donc assigner au module de chacune de ces
fonctions une limite supérieure constante, acceptable pour toutes les valeurs
positives de ¢.

Supposons que I'on ait trouvé de pareilles limites pour toutes celles de ces fonc-

tions pour lesquelles
my4my—...+mp<l|,

et, en supposant que ces limites soient indépendantes de s, désignons-les par

Q(m,, Mgy ey My)

Parmi ces fonctions, il y aura, entve autres, celles-ci :

‘Tl‘j 6(7‘;‘_5"'*’”‘.

Or, si nous supposons encore n > 5 de pareilles limites supérieures s’obtien-

dront aussi pour les modules des fonctions

Aij

e—(h+2n—e)e,
Soient K et K' des constantes, telles qu’on ait

lxij|e()\i—-s+‘q)t< K’ l% e—()\]+2n—s)z< K’
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pour toutes les valeurs de / et de j, prises dans la suite 1, 2, ..., n, et pour toute
valeur positive de ¢.

Pour obtenir des limites supérieures des modules de celles des quantités (28)
pour lesquelles la somme des indices m,, m,, ..., m; n'est pas inférieure a /,
reportons-nous aux formules

n n ¢
(29) x;"’\':}:‘ Eél‘sjf %R‘i"” dt (s=1,2,...,n),

i=1 j=1

dans lesquelles, conformément & ce que nous avons admis, toutes les intégrales
sont prises dans les limites de + o0 & ¢, puisque pour m2{ les nombres caractéris-
tiques de toutes les fonctions a intégrer seront positifs.
Soit
R}””:ZRgml'm’v~'-vm*)q;"tq;"=. gk (my+my+. ..+ mp=m),
ou les R} md sont des quantités indépendantes des constanles a,.
Alors, en posant, pour abréger,
nmydh 4+ myhg+. ..+ mph— me =N,
on déduira de (29)
n n
A .
(30) Q(sm,,m,,...,mk):_ eNtE Z xsjf‘ A’J C—MR{[’""’"""""”‘)dl.
. . t
=1 j=1

Supposons qu’en se servant de ces formules on ait trouvé des limites supé-
rieures, valables pour toutes les valeurs positives de ¢, pour les modules des
quantités

(3]) Q‘SP:YP‘;H-',PH,
ol la somme des indices i, ts, ..., ux est inférieure a m, et que ces limites
supérieures, dans les cas ol
My A pr2d,
sont obtenues encore sous la forme
e—le(p‘n Pegs woey p'k),

les Q- 1) étant des constantes.

Formons & l’aide de ces limites des limites supérieures pour les modules de tous

les Rimum2 -0 qui figurent dans les formules (30).
Pour cela nous remarquons que par la nature des expressions R{™ la quantité
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R ) peprésente une fonction entiére du m**™ degré de celles des quan-
tités (31) pour lesquelles la somme des indices p est inférieure & m, et que les
coefficients de cette fonction entiere sont des formes linéaires a coefficients

positifs de celles des quantités
(32) P‘il"’lvp‘ivnnl-"n)

pour lesquelles la somme des indices i, Bay - ooy Pu n’est pas supérieure a m.
D’ailleurs, par rapport aux quantités (31), les degrés des termes de cette fonction
ne sont pas au-dessous du deuxiéme.

Cela posé, si Rmums-.mi) est la constante que devient chacune des fonctions

Ry, ..., Mg my,...m
R(lml,m,,...,mk)’ R(2’"|v1"2' vl"l.), l{'ﬂ"ﬁ ny mg)

ty

quand on y remplace les quantités (31) par les Qo bt et les quantités (32)
par certaines limites supérieures (indépendantes de ¢ et de ¢) de leurs valeurs
absolues, on aura, pour toutes les valeurs positives de ¢, ces inégalités

l R[ilﬂhlnil cena ) l < e—2NE R(Mmyy My, -oes ”’k),

et les seconds membres représenteront les limites supérieures cherchées.
Maintenant, en nous servant des limites supérieures obtenues, nous tirons de la

formule (30) cette inégalité

n

@
| Q{Sm,,m,, k) | <n KK/ R(m my ey my) gN¢ 2 e—()\i—€+n)!f e—(N—)\i+E)t dt,

j=t t

qui sera remplie pour toute valeur positive de ¢. D’ailleurs, en remarquant que
N—dj+e=m(d—e)+my(dy—e)+...+mp(d—e)—2;+e>H

et que, par suite,

® I ;
f e—-(N—x,-+a)z dt < ﬁ e—(l\—)\i—(—s)l’
t

nous pouvons la remplacer par celle-ci :

n2KK’
—_ R("‘n Mgy vauy M) e,
H

| Q(c’"lvmzv-uymk) ; <
Nous en concluons que ’on peut poser

Q\/’”n My aiey M) — R(my, myy ey my)

pour toutes les valeurs de m,, my, ..., mi dont la somme n’est pas inférieure a /.
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Or, cn choisissant pour K et K’ des quantités assez grandes, ou pour H une
quantité assez petite, nous pouvons faire en sorte que les valeurs fournies par
cette formule pour les Q, dans le cas ot

Tmy+my+...+mp<<l,

ne soient pas inférieures a celles qui ont é1é obtenues dans ce cas directement.
Par suite, en désignant par G une constante positive assez grande, nous pou-
vons prendre

(33) Q(m,, My ey M) — (FRMys My eeny my)

toutes les fois que la somme m, 4 my—+... 4+ my est supérieure a 1; et quand
cette somme est égale & 1, nous pouvons poser

Q(/n‘, myeenmy) — K.,

En le faisant, désignons par z(™ la somme

Q(m” Mgy eeny M) qunlql_znz. . -‘]7-”':
: : G

étendue a toutes les valeurs non négatives des entiers m,, my, ..., my qui satis-

font a la condition
my—+m,—+.. mp=m.

Alors, pour m > 1, I'égalité (33) donnera

x(m) — GR(m),

ou R est ce que devient R quand on y remplace les ¥ par les z(® et les
quantités (32) par les limites supérieures adoptées plus haut.
Cela posé, la série

(34) x4 2@ )

ordonnée suivant les puissances croissantes des quantités g, possédera des termes,
dont les modules seront supérieurs & ceux des termes correspondants des
séries (26), pour toutes les valeurs positives de ¢ (ils seront méme supérieurs a
ces modules multipliés par e¢).

Or, la série (34) peut étre considérée comme ordonnée suivant les puissances

croissantes de la quantité
dr1t+ G+ ..+ Gp

et si, conformément & ce qui a été observé au numéro précédent. nous prenons,



&
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pour limite supérieure des valeurs absolues des quantités (32), la suivante,

M

Ab T,

notre série ne différera pas essentiellement de celle 4 laquelle nous sommes arrivé
au n° 4.

Donc, si nous nous arrétons a cette hypothese, on pourra certainement trouver
un nombre positif ¢, tel que, ¢y, g2, ..., ¢ satisfaisant aux conditions

lgslsq (s=1,2,...,n),

la série (34) soit absolument convergente.
Le théoréme est par conséquent démontré.

CoroLraire. — Il existe une constante positive a, telle que, ay, %y, ..., o

satisfaisant auzx conditions
las|Sa (s=1,2,...,n),

les séries (25) soient absolument convergentes pour toutes les valeurs positives
de t, en représentant des fonctions continues de t vérifiant les équations (1).
Ces fonctions, t croissant indéfiniment, tendront vers zéro.

Remarque. — Si le systéeme d’équations diftérentielles de la premiére approxi-
mation n’est pas régulier, alors, en désignant par S la somme de tous ses nombres

caractéristiques et par u le nombre caractéristique de la fonction > nous aurons

A
S+p=—uo,

ou ¢ est un nombre positif.
Dans ce cas le nombre caractéristique de la fonction

A

n’est pas inférieur 8 — A; — o. Et en s’appuyant sur cela, on démontrera aisément

que, si dans le cas considéré on forme, d’apres la régle exposée au numéro précé-

dent, des séries semblables & celles (25), le nombre caractéristique de la fonction
) ) L;m,.m,, e my)

ne sera pas inférieur a

—(my+my~+...+~mp—1)a.

Supposons que s soit inférieur a chacun des nombres A, Xy, ..., M.
Fac. de T., 2 S., IX. 33
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Alors, par un choix convenable des nombres ¢ et n, on pourra satisfaire & toutes
les inégalités
e+o

2

A>e>n>

(s=1,2,...,k).

Et, ces derniéres étant remplies, toutes les conditions de la démonstration pré-
cédente le seront également, ce dont il est facile de se convaincre, en tenant
compte de ce que nous venons de dire au sujet des fonctions L.

Par suite, le théoréme ne cessera pas d’étre vrai quand le systéme d’équations
différentielles de la premiére approximation n’est pas régulier, pourva que chacun
des nombres caractéristiques choisis pour la formation des séries (25) soit supé-
rieur & o, et que la condition ¢ >0y soit remplacée par celle ¢ > .

13. On peut tirer de ce qui vient d’étre démontré les théorémes suivants :

Tutorime 1. — Si le systéme d’équations différentielles de la premiére
approximation est régulier, et si tous ses nombres caractéristiques sont posi-
tifs, le mouvement non troublé est stable.

Sous la condition indiquée on peut prendre & = n.
Alors, en désignant les valeurs des fonctions z; pour ¢ = o par les as et en fai-
sant dans les équations (25) ¢ = o, nous aurons

as:fs(‘xl’azw-'-yau) (321,2,...,1l),
ou les f; sont des fonctions holomorphes des quantités o, devenant nulles pour

o= Oy =...= 0, = O,

et d’ailleurs telles que leur déterminant fonctionnel par rapport aux quantités «;
ne s’annule pas quand tous les a; s’annulent (car il prend alors la valeur du déter-
minant A pour {=0).

Par suite, les équations précédentes sont résolubles par rapport aux quantités aj,
et quand les quantités a; sont assez pelites en valeurs absolues, nous pouvons en

tirer

(33) o= 05(ay, Ay o vvy Qy) (s=1,2,...,1n),

ou les o, sont des fonctions holomorphes des quantités a;, devenant nulles pour
ay=ay=...=a,=o0.

Soit # une quantité positive et arbitrairement petite.
Nous pouvons trouver une quantité positive 7, telle que, pour toutes les valeurs
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des variables ¢, g1, ..., ¢, satisfaisant aux conditions
‘q.vli" (s=1,2,...,n),

la série (277) (se rapportant a I’hypothése que ¢ soit inférieur a chacun des nombres
caractéristiques) soit absolument convergente, et que le module de sa somme soit
inférieur a z.

Puis, nous pouvons trouver une quantité positive a, telle que, pour toutes les
valeurs des quantités a,, a,, ..., a, satisfaisant aux conditions

(36) |as|Za (s=1,2,...,n),

les modules des quantités o, définies par les équations (35), ne soient pas plus

grands que la quantité r.
Alors nous pouvons étre certains que, si les circonstances initiales du mouve-

ment troublé sont choisies conformément aux conditions (36), les inégalités
Jzs| < (s=1,2,...,n)

seront remplies pendant toute la durée du mouvement qui s’ensuit.
Et cela démontre le théoréme.

Remarque. — Dans les conditions du théoréme précédent, en tout mouvement
troublé, assez proche du mouvement non troublé, les fonctions z;, ¢ croissant
indéfiniment, tendent toutes vers zéro. Nous exprimerons cette circonstance en
disant que le mouvement troublé (en tant qu'il est défini par les expressions des
quantités z; en fonction de ¢t) s’approche asymptotiquement du mouvement non
troublé.

Dans le méme sens, nous parlerons aussi de mouvements s’approchant asymp-
totiquement d’'un mouvement donné quelconque.

Tuatorkme ll. — 87 le systéme d’équations différentielles de la premiére
approximation est régulier, et si, parmi ses nombres caractéristiques, il en
existe de positifs, le mouvement non troublé jouira toujours d’une certaine
stabilité conditionnelle. Alors, si le nombre des nombres caractéristiques posi-
tifs est k, il suffira, pour qu'il y ait stabilité, que les valeurs initiales a,,
Qs, ..., a, des fonctions inconnues satisfassent & certaines n — k équations de

la forme
Fj(al’azan-)an)—_—-o (,/.21,2,...,11——/(),

o les Fj sont des fonctions holomorphes des quantités a,, sannulant pour
ay=a,=...=a,=o. Ces équations sont d’ailleurs telles que l’on peut en
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tirer tous les agcomme des fonctions holomorphes réelles de certaines k quan-
tités indépendantes réelles.

Supposons que, pour former les séries (25 ), on ait pris, pour les équations (6),
un systéme normal de solutions réelles.

Alors les calculs pourront étre dirigés de telle maniére que tous les coef-
ficients L, dans ces séries, soient des fonctions réelles, et que, par suite, les «;
étant réels, les équations (25) définissent une solution réelle du systéme d’équa-
tions (1).

Cela posé, et en faisant, dans les équations (25), ¢ = o, nous aurons
as= fo(ay, ety .+ ., A) (s=1,2,...,n),

les f; étant des fonctions holomorphes réelles des quantités «j, s’annulant quand
tous les o; s’annulent. Ces fonctions seront d’ailleurs telles que, parmi les déter-
minants fonctionnels que l'on peut en déduire en combinant ces fonctions par
groupes de £, il s’en trouvera au moins un qui ne s’annulera pas quand on pose

car ces déterminants se réduisent alors aux valeurs, correspondant a ¢=o, des
mineurs du déterminant A, formés avec les éléments des k& premiéres lignes.
- Par suite les | a,| étant assez petits, on peut tirer des équations précédentes

celles-ci :
o=@ (ay, Ay ...,y ay) (J=1,2, ..., k),
(37) Fi(a, as, ..., a5)=0 (s=1,2,..., n—k),
ol v, F; sont des fonctions holomorphes des quantités @, @, ..., Qn, devenant

nulles quand toutes ces quantités s’annulent.

Pour pousser plus loin la démonstration, la marche serait la méme que pour le
théoréme précédent, avec cette seule différence que nous devons avoir en vue
ici n — k équations (37) liant les quantités ay.

On peut observer que, les perturbations étant assez petites, les mouvements
troublés correspondant aux conditions (\37) s’approcheront asymptotiquement du

mouvement non troublé.

Remarque. — Si le systtme d’équations différentielles de la premiére approxi-
mation n’est pas régulier, mais qu’il posséde k£ nombres caractéristiques supérieurs
a la quantité ¢ (n° 12, remarque), il se trouvera n— £ conditions semblables

aux précédentes, sous lesquelles le mouvement non troublé sera stable.
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QUELQUES PROPOSITIONS GENERALES.

14. En passant maintenant a I'exposition des principes de la seconde méthode,
appelons avant tout I’attention sur quelques conclusions générales qui peuvent
étre tirées de ce qui a éLé montré aux n* 3 et 4.

Comme dans la Section précédente, nous allons considérer les équations (1)
exclusivement dans I’hypothése que pour les fonctions A;, dont on a parlé aux
n° 2 et 4, ¢ étant supérieur a sa valeur initiale ¢, il peut étre assigné une limite
inférieure non nulle A.

Dans cette hypothése, en désignant par a,, a,, ..., a, des constantes choisies

conformément aux inégalités
las| <A,

considérons les fonctions z, satisfaisant aux équations (1) et prenant les valeurs a;
pour t =ty (').

En nous basant sur ce qui précede, nous pouvons affirmer que de telles fonctions,
au moins pour des valeurs de ¢ assez proches de ¢,, existent toujours et sont
réelles, toutes les fois que les a, sont réels (ce que nous supposerons ici), et que
d’ailleurs on peut assigner une limite ¢,, supérieure a ¢,, telle que, dans l'intervalle
de ¢, a ¢, inclusivement, ces fonctions soient représentées par des séries, ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives des constantes a.

Si les fonctions définies paf ces séries satisfont pour ¢ = ¢, aux inégalités

(38) |zs | < A (s=1,2,...,0n),

elles admettront des prolongements analytiques au dela de la limite ¢, et se repré-
senteront alors par des séries semblables aux précédentes, qui seront ordonnées
suivant les puissances des valeurs de ces fonctions pour ¢ = ¢,.

Ces nouvelles expressions des fonctions z; ne seront valables en général que pour
des valeurs de ¢ ne dépassant pas une certaine limite ¢,. Mais, si pour ¢ =1¢, les
inégalités (38) restent remplies, on pourra obtenir un nouveau prolongement ana-

lytique, sous forme de séries de méme caractere.

(1) En donnant les constantes a, les fonctions z; sont définies entiérement, au moins pour
des valeurs de ¢ assez voisines de ¢y. Ceci résulte d’une proposition facile a démontrer, a
savoir que, sauf la solution évidente

Ly=Tg=...=Tp=0,

le systéme (1) ne peut en avoir d’autre, ou les valeurs initiales de toutes les fonctions incon-

nues seraient nulles.
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De cette maniére, en partant des valeurs initiales données «;, on pourra suivre
la variation continue de nos fonctions avec ¢, au moins tant que les inégalités (38)
ne cessent d’étre remplies.

Il peut arriver que, pour un certain choix des constantes ay, ces inégalités seront
remplies, si loin qu'on avance dans I’étude des fonctlions x;,. Alors ces fonctions
seront définies pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a ¢,.

Dans d’autres cas, il existera pour ¢ une limite supérieure ¢, telle que,
pour ¢ = ¢/, au moins une des inégalités (38 ) se changera en égalité.

Le prolongement analytique de nos fonctions au dela d’une telle limite ¢’ exige-
rait certainement une recherche spéciale. Mais nous n’avons pas besoin de nous en
occuper, attendu que pour notre but il suffira de considérer chaque mouvement
troublé seulement tant que les quantités | zs| restent au-dessous des limites
données aussi petites qu’on veut.

Dans tous les cas, on pourra choisir les constantes a, suffisamment petites en
valeurs absolues pour que nos expressions analytiques des fonctions x, soient
valables pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre ¢, et T, quelque grand que
soit le nombre donné T, et pour que les valears £, &, ..., £, de ces fonctions
pour £ = T soient toutes aussi petites qu’on veut. D’ailleurs, si 'on voulait définir
les fonctions z; par leurs valeurs & pour ¢ =T, on pourrait, quelque grand que
soit T, choisir les & assez petits en valeurs absolues pour qu’il y corresponde un
seul systéme déterminé de valeurs initiales a;, et pour que ces derniéres soient
toutes aussi petites qu’on le veut.

De cette derniére remarque il résulte que, pour la résolution des questions de
stabilité, il suffira de ne considérer que les valeurs de ¢ supérieures a une limite T,
aussi grande qu’on veut, en remplacant les valeurs initiales des fonctions z; par
leurs valeurs correspondant a ¢ ="T. '

Nous ne considérerons dans la suite les fonctions z; que tant que les inéga-
lités (38) ne cessent d'étre remplies, et, en parlant des limites pour les quan-
tités | z; |, nous supposerons toujours ces limites inférieures a A.

15. Nous allons considérer ici des fonctions réelles des variables réelles
(39) Xy Xgy ey Lpy b
assujetties a des conditions de la forme
(40) t2T, Jzs |SH (s=1,2y ..., 1),

ou T et H sont des constantes, qui pourront étre supposées, la premiére, ausst
grande qu’on veut, la seconde, aussi petite qu'on veut (mais non nulle).
D’ailleurs, nous parlerons seulement des fonctions qui, sous les conditions (40),
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restent continues et uniformes, et qui s’ annulent pour

Ces propriétés seront communes a toutes les fonctions que nous allons consi-
dérer (lors méme qu'il n’en sera pas dit expressément). Mais nos fonctions
pourront encore posséder certaines propriétés plus spéciales, et, quand il faudra
le mettre en évidence, nous nous servirons de certaines expressions abrégées, dont
nous allons tout d’abord définir le sens.

Supposons que la fonction considérée V soit telle que, sous les conditions (40),
T étant assez grand et H suffisamment petit, elle ne puisse recevoir que des valeurs
d’un seul signe.

Nous dirons alors que c'est une fonction de signe fize; et quand il faudra
indiquer son signe, nous dirons que c’est une fonction positive ou une JSonction
négative.

Si, de plus, la fonction V ne dépend pas de ¢, et si la constante H peut éire
choisie assez petite pour que, sous les conditions (40), I'égalité V=0 ne puisse

avoir lieu que sil’on a
Xy =X3==...== X, == 0,

nous appellerons la fonction V, comme s'il s’agissait d’une forme quadratique,
fonction définie, ou bien, en voulant appeler I'attention sur son signe, fonction
définie positive ou définie négative.

Pour ce qui concerne les fonctions dépendant de ¢, nous nous servirons encore
de ces termes. Mais alors nous appellerons la fonction V définie seulement a la
condition qu’on puisse trouver une fonction W indépendante de ¢, qui soit
définie positive et d’ailleurs telle que 'une des deux expressions

V-W ou —V-—-W

soit une fonction positive.
De cette facon, chacune des deux fonctions

x4+ a3 — 221 2,C08¢, t(x} + x})— 222,008t

sera de signe fixe. Mais la premiére n’est que de signe fixe, tandis que la seconde,
si n = 2, est en méme temps définie.

Nous appellerons /imitée toute fonction V pour laquelle la constante H peut
étre choisie suffisamment petite pour que, sous les conditions (40), il existe une
limite supérieure pour | V|.

En vertu des propriétés que possédent toutes les fonctions que nous considérons
ici, il en sera évidemment ainsi de toute fonction indépendante de ¢.

Une fonction limitée peut étre telle que, ¢ étant un nombre positif choisi arbi- -
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trairement, on puisse assigner un autre nombre positif 4, assez petit pour que, les
variables satisfaisant aux conditions

t2'T, EARY (s=1,2, ..., n),
on ait
V<.

Telle sera, par exemple, toule fonction indépendante de ¢. Mais les fonctions
dépendant de ¢, quoique limitées, peuvent ne pas satisfaire a la condition énoncée.
Clest ce qui se présente, par exemple, pour la fonction

sin[(x;+ ay+...4+ax,)t].

Quand pour une fonction V la condition précédente sera remplie, nous dirons
qu’elle admet une limite supérieure infiniment petite.
Telle est, par exemple, la fonction

() + ws+ ...+ z,)sint.

Soit V une fonction admettant une limite supérieure infiniment petite. Alors, si
nous savons que les variables satisfont aux conditions

2T, |Vl

ou / est un nombre positif, nous pourrons en conclure qu'il existe un autre nombre
positif A, auquel ne peut étre inférieure la plus grande des quantités

lz |, |z, ..oy 2]

En méme temps que la fonction V nous aurons a considérer souvent I'expres-
sion
ﬂX.—i—%Xg—i—...—;—g%Xn—;— dd_‘tf’
représentant sa dérivée totale par rapport a ¢, prise dans I'hypothése que xy,
Zay «.., Zy sont des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations différentielles du
mouvewment troublé.

Dans de pareils cas, nous supposerons toujours la fonction V telle que V/,
comme fonction des variables (3g), soit continue et uniforme sous les condi-
tions (40).

En parlant dans la suite de dérivée d’une fonction V, nous sous-entendrons
qu’il s’agit de la dérivée totale en question.

; 16. Tout le monde connait le théoreme de Lagrange sur la stabilité de I'équi-
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libre dans le cas ou il existe une fonction de forces, ainsi que la démonstration
élégante qui en a été proposée par Lejeune-Dirichlet. Cette derniére repose sur
des considérations qui peuvent servir pour la démonstration de beaucoup d’autres
théoremes analogues.

En nous guidant par ces considérations, nous allons établir ici les propositions

sulvantes :

Tukorime [. — S7 les équations différentielles du mouvement troublé sont
telles qu’il est possible de trouver une fonction définie V, dont la dérivée V'
soit une fonction de signe fixze et contraire & celui de V,ou se réduise identi-
quement & zéro, le mouvement non troublé est stable.

Admettons, pour fixer les idées, que la fonction trouvée V soit définie positive
et que sadérivée V' représente une fonction négative ou soit identiquement nulle.

Alors on pourra trouver des constantes T et H telles que, pour toutes les valeurs
des variables z,, z,, ..., x4, ¢ qui satisfont aux conditions ¢2T et

(41) |zs|2H (s=r1,2, ..., n),
on ait les inégalités suivantes :
(42) Vico, VZW,

ou W est une certaine fonction positive des variables z;, indépendante de ¢ et ne
s’annulant dans les conditions (41) que pour 2y = zy=...=x,= 0.

En considérant les quantités z, comme des fonctions de ¢ satisfaisant aux équa-
tions différentielles du meuvement troublé, supposons que les valeurs & de ces
fonctions pour ¢ = T satisfassent aux conditions (41) avec des signes d’inégalité.
Alors, en vertu de la continuité de ces fonctions, les conditions (41) seront
remplies pour toutes les valeurs de ¢ assez voisines de T

Cela posé, ne considérons que des valeurs de ¢ non inférieures a T.

Alors, en désignant la valeur de la fonction V pour ¢ =T par V, et tenant
compte de 'égalité

(43) V~V0::f Vid,
T

nous pourrons conclure que, si dans lintervalle de T a ¢ les conditions (41)
sont constamment remplies, les fonctions x;, dans le méme intervalle, satisferont
certainement i la condition

(44) WYy,

dont on peut rendre le second membre aussi petit qu’on le veut, en faisant tous
es £, assez petits en valeurs absolues.
Fac. de T., 2° S., IX. 34
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Désignons par z la plus grande des quantités |z, |, |2, |, ..., |x,] et par ¢ un
nombre positif aussi petit qu'on veut (et, d’ailleurs, plus petit que H), et con-
sidérons tous les systémes possibles de valeurs des quantités z, satisfaisant a la
condition

(45) r=¢.

Soit {la limite inférieure précise de la fonction W (comme fonction des variables
indépendantes z,, 2, ..., 2,) sous cette condition.

Le nombre / sera nécessairement différent de zéro et positif, car, par la nature
méme de la fonction W, cette fonction ne peut devenir, sous la condition (4%),
ni négative, ni nulle, et que I, en vertu de la continuité de cette fonction, est
nécessairement une des valeurs qu’elle peut prendre sous ladite condition.

Par suite, on pourra toujours rendre V, moindre que !/, et d’ailleurs on pourra
trouver un nombre positif A, tel que I'inégalité V, << { soit remplie toutes les fois
que les & satisfont aux conditions

(46) [Es|S2 (s==1,2,...,n).

Cela posé, admettons que les quantités § soient effectivement choisies d’apres
les conditions (46).
Comme le nombre A est nécessairement inférieur a ¢, les fonctions z; satisferont

alors aux inégalités
(47) |zs| <e (s=1,2,...,n)

pour toutes les valeurs de ¢ assez voisines de T.

Or, ces fonctions, qui varient contindment avec ¢, ne peuvent cesser de satis-
faire aux inégalités (47) qu’aprés avoir atteint des valeurs satisfaisant a la con-
dition (45). Et cela, vu que V,<C [, est incompatible avec la condition (44).

Nous devons donc conclure que, quelles que soient les , satisfaisant aux con-
ditions (46), les fonctions x; satisferont aux inégalités (47) pour toutes les valeurs
de t supérieures a T.

De cette maniére, nous pouvons regarder notre théoréme comme démontré.

On voit que le théoréme de Lagrange n’en est qu’un cas particulier.

Remarque 1. — Si, pour les équations différentielles du mouvement troublé,
on connaissait un certain nombre d’'intégrales U,, U,, ..., U, (s’annulant, comme
toutes les fonctions considérées ici, pour z,=x,=...=x,=o0), el si la fonc-
tion trouvée V ne satisfaisait aux conditions (42) (avec 'acception précédente
de la lettre W) que pour des valeurs des variables soumises aux conditions

Ul:0; U2:0’ ey Uln:0’
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on pourrait conclure que le mouvement non troublé est stable au moins pour des
perturbations qui satisfont a ces derniéres conditions.

Le cas ol la fonction V elle-méme est une des intégrales, et ou les fonctions V,
U,, Uy, ..., U, ne dépendent pas explicitement de ¢, constitue une proposition
indiquée par Routh (*).

Remarque II. — Si la fonction V, tout en satisfaisant aux conditions du théo-
réme, admet une limite supérieure infiniment petite, et si sa dérivée représente
une fonction définie, on peut démontrer que tout mouvement troublé, assez voisin
du mouvement non troublé, s’en approchera asymptotiquement.

Dans ce but, considérons un mouvement troublé quelconque, ou les quantités &
sont assez pelites en valeurs absolues pour que les conditions (41) soient remplies
constamment a partir du moment ¢ ="T.

On se convainc facilement, en tenant compte des propriétés admises de la
fonction V (que nous supposons, comme précédemment, définie positive), que,
sila constante H est assez petite, il est impossible de trouver un nombre positif {
qui soit inférieur & toutes les valeurs que la fonction V prend dans ce mouvement
pour ¢t >T.

En effet, si un pareil nombre existait, on pourrait trouver, vu que la fonction V
admet une limite supérieure infiniment petite, un autre nombre positif &, tel
qu'on eiit £ > ) (x représentant comme précédemment la plus grande des quan-
tités | ;s |) pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a T. Et alors, pour la fonc-
tion — V’/, 1l existerait, dans les mémes conditions, une limite inférieure non
nulle /'.

En effet, la fonction — V', conformément a ce qu’on a admis, est définie posi-
tive. On peut donc toujours supposer les constantes T et H telles que, pour ¢>T
et z=H, onait —V’'Z W', ot W/ est une certaine fonction positive des variables z;,
indépendante de ¢ et ne s’annulant sous la condition z<H que dans le cas ou
2 =o0. Or, ce dernier cas sera exclu si 1'on assujettit les z; & vérifier la con-
dition

1ix SH.

Donc, sous cette condition, la fonction W’ admettra une certaine limite infé-
vieure non nulle /.

Or, si pour ¢ > T on a constamment — V' > I', 'égalité (43) donnera

V< Vo l'(¢—T)

(1) The adeanced part of a Treatise on the Dynamics of a system of rigid bodies,
4¢ édition, 1883, p. 52-33.
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pour toutes les valeurs de ¢ qui surpassent T. Et ceci est impossible, car le pre-
mier membre de I'inégalité est une fonction positive de ¢ et le second devient
négatif dés que ¢ est suffisamment grand.

Ainsi, quelque petit que soit le nombre /, il arrivera toujours un moment ou la
fonction V deviendra inférieure a /. Et comme c’est une fonction décroissante de ¢,
elle demeurera ensuite constamment inférieure & /.

Par suite, quelque petit que soit le nombre positif ¢, il arrivera toujours un
moment ol la fonction V deviendra et restera ensuite inférieure a la limite infé-

rieure exacte de la fonction W sous la condition
elx<H.

Et, au moins & partir de ce moment, les fonctions z, resteront toujours en valeurs
absolues inférieures a .
Nous en concluons que, les & étant suffisamment petits en valeurs absolues, les

fonctions z, tendront pour ¢ = o vers zéro.

Tuatonkme 1. — Soit V une fonction des variables x;, t, possédant les pro-

priétés suivantes :

1° Elle admet une limite supérieure infiniment petite;

2° Sa dérivée V' est une fonction définie;

3° Pour toute valeur de t supérieure a une certaine limite, la fonction V
est susceptible de prendre le signe de V', quelque petits que soient les x;s en
valeurs absolues.

Siune pareille fonction V peut étre formée a U'aide des équations différen-
tielles du mouvement troublé, le mouvement non troublé est instable.

Admettons que l'on ait trouvé une fonction V satisfaisant a ces conditions, et
que sa dérivée V' soit définie positive.
On pourra alors assigner des constantes T et H telles que, pour toutes les

valeurs des variables satisfaisant aux conditions ¢2T et

(48) |z |SH  (s=1,2,...,n),
on ait
(49) VZW, |V <L,

ot L est une constante positive et W une fonction des variables z, indépendante
de ¢, positive et ne s'annulant que si tous les z; sont nuls.
Cela posé, admettons que les valeurs & des fonctions z; pour ¢="T satisfont
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aux conditions (48) avec des signes d’inégalité. Alors, en désignant la valeur de

la fonction V pour laméme valeur de ¢ par V, et en nous reportant a I'égalité

t
(50) V—VO:—.f Vide,
T

nous en déduirons
(51) V2V,

pour toutes les valeurs de ¢ surpassant T et telles que, dans I'intervalle de T a ¢,
les conditions (48) ne cessent d’étre remplies.

Nous remarquons maintenant que, d’aprés la troisitme propriété de la fonc-
tion V, on peut supposer la constante T suffisamment grande pour que, par un
choix convenable des quantités £ assujetties aux inégalités

&) <e (s=1,2,...,n),

ol ¢ est un nombre positif aussi petit que l'on veut, on puisse rendre la con-
stante V, positive.

Or, si V, est une quantité positive, on pourra trouver, d’aprés la premiére pro-
priété de la fonction V, un nombre positif A qui soit inférieur & toutes les valeurs
que la plus grande x des quantités | z;| peutrecevoir sous la condition (51), ¢ étant
plus grand que T. Et alors, si I'on désigne par / un nombre positif quelconque
qui soit inférieur & toutes les valeurs possibles pour la fonction W sous la con-

dition
Alx s,
on aura, d’apres (50) et (49),
(52) V>V,+1I(t—T),

et cette inégalité aura lieu pour ¢ >T, pourvu que, dans I'intervalle de T a ¢, les
conditions (48) soient constamment remplies.

Or, sous les mémes conditions, la fonction V reste en valeur absolue au-dessous
d’un nombre L, et cela ne peut avoir lieu simultanément avec l'inégalité (52) que
pour des valeurs de ¢ inférieures au nombre

L—V,,

=T + 7

On doit donc admettre que, dans l'intervalle de T a =, il existe une valeur de ¢a
partir de laquelle au moins une des conditions (48) cesse d’étre constamment
remplie.

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, si petit que soit le
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nombre ¢, que ne doivent pas surpasser les valeurs absolues des quantités E;, ces
quantités peuvent toujours étre choisies de telle fagon que, pendant le mouvement
qui s’ensuit, au moins une des quantités |z; | atteigne une limite fize H. Et c’est
ainsi que se manifeste I'instabilité du mouvement non troublé.

Ezemple I. — Supposons que le systtme donné d’équations différentielles du
mouvement troublé ait la forme suivante :

dep oV o dzy OV da, _ OV
dt — oz, dt ~— oz, Y dt T oz,
ou V est une fonction holomorphe des variables z,, x,, ..., £, ne dépendant pas

explicitement de ¢ et ne contenant pas dans son développement de termes au-
dessous du second degré.
En vertu de ces équations nous avons

AV _ (VT (VY oV \?
dt_<d_x,> () =+ (m) -

Nous pouvons donc conclure que, si V est une fonction définie négalive, le

mouvement non troublé sera stable. Au contraire, ce mouvement sera instable
chaque fois que V n’est pas une telle fonction, & moins que I'on ne se trouve dans
le cas ot 'on peut satisfaire au systeme d’équations

ov v oV

i — =0 .. =
ox, ’ ox, ’ ’ dx,

par des valeurs réelles (non égales a zéro simultanément, mais aussi petites que
I'on veut) des variables x;.

Ce dernier cas sera incertain et demandera une recherche particuliere. Du
reste, il ne se présentera que si le hessien de la fonction V devient nul quand on

pose
Xy = Xy=...= T, = 0.
Ezemple Il. — Considérons le systéme suivant d’équations différentielles
d’ordre 2k :
d oF OF dz,

0, (s=1,2, ..., k),

rrR r a =

K Kk k
I 1 ~ B
F::;E:v’i’—i— 52 2‘ v+ U,

i=1 i=1j=1

v;j= vji et U étant des fonctions holomorphes des variables 2y, z, ..., Z&, indé-
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pendantes de ¢ et s'annulant quand toutes ces variables deviennent nulles. D’ail-
leurs, la fonction U est supposée telle que son développement ne contient pas de
termes au-dessous du second degré.
Ce systéme se raméne évidemment au type de systemes d’équations différen-
tielles du mouvement troublé que nous considérons ici.
Soit
U= Um -+ U:n+1+-"’

ou U; désigne, d’une facon générale, une fonction entiére et homogéne des quan-

lités y, Za, - .., 2 de degré i.

Alors, en faisant
V= ———dF +x-——dF+ + X —r
=% ax, *ox, k d.z"k’

nous aurons, en vertu de nos équations,
k k

dV__Zx oF +2x, oF

dt S oz, forx

K
s=1 s =

& ko k k

- ~ I dV,‘j I

:foiz _|_Z 2 0ij+ = 2 o gal | @iaj +m Up+(m+1)U,py +....
i=1 (=1 j=1 s=1

Supposons que U,, soit une fonction définie positive des variables x,, x., ..., 24

(ce qui exige que m soit un nombre pair).

Alors cette expression —; sera une fonction définie positive des variables z,,

Ly ouny Thy L)y Tyy « -+, Ty, et toutes les conditions du théoreme 1l seront rem-
plies. Nous conclurons donc que le mouvement non troublé est instable.

Le cas considéré ici peut se présenter, par exemple, dans la question de la sta-
bilité de I’équilibre (dans le sens ordinaire ), quand il existe une fonction de forces
(fonction U).

Chaque fois que pour une position d’équilibre la fonction de forces devient
minimum, et que ce minimum se reconnait par les termes de degré le moins élevé
(qu'on puisse trouver dans le développement de 'accroissement de cette fonc-
tion suivant les puissances des accroissements des coordonnées, nous conclurons
que I’équilibre est instable.

Tatorime Ill. — Soit V une fonction des variables z,, t, possédant les
propriétés suivantes :

1* C’est une fonction limitée;
2° Sa dérivée V' est de la forme

(53) V=AV+W,
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A étant une constante positive et W une fonction de signe fize (laquelle fonc-
tion peut du reste se réduire identiquement & zéro);

3° Pour toute valeur de t supérieure a une certaine limite, la fonction V
est susceptible de prendre le signe de W (en supposant que W n’est pas identi-
quement nul), quelque petits que sotent les x; en valeurs absolues.

Si les équations différentielles du mouvement troublé permettent de former
une pareille fonction V, le mouvement non troublé est instable.

Supposons que la fonction trouvée V, satisfaisant & ces conditions, soit telle
que W soit une fonction positive.

Alors on pourra choisir les nombres T et H de telle maniére que, pour les
valeurs des variables satisfaisant aux conditions ¢2'T,

(54) |zs| SH (s=1,2, ...,n),

on ait
|VI<L, W2o,

ou L est une constante positive. On pourra d’ailleurs supposer le nombre T assez
grand pour que, par un choix convenable des valeurs g, que doivent prendre les
fonctions @z, pour ¢t =T, et en laissant tous les ]Esl aussi petits qu’on veut, on
puisse rendre positive la valeur correspondante V, de la fonction V.

Ne considérant que des valeurs de ¢ non inférieures a T, et en nous reportant a
I’égalité (53), nous en conclurons que, sil’on considére V, en vertu des équations
différentielles du mouvement, comme fonction de ¢, cette fonction vérifiera I'iné-
galité

—C‘%f- —AVZ2o,
pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles les conditions (54) restent remplies.
Donc, si de T & ¢ ces conditions ne cessent d’étre remplies, nous aurons

V 2V, M=

et, par suite,
L >V, M=,

Or, V, étant positif, cette derniére inégalité ne peut avoir lieu que pour des
valeurs de ¢ inférieures a la quantité
1 L
t=T + = log -+
A
Donc, dans U'intervalle de T & © les conditions (54) ne peuvent étre constam-

ment remplies.
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De 13, comme dans la démonstration du théoréme précédent, nous concluons
que le mouvement non troublé est instable.

En faisant varier les conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions cher-
chées, on pourrait certainement proposer beaucoup d’autres théorémes semblables
aux précédents. Mais, pour les applications que nous avons en vue, les théoréemes
que nous avons donnés sont pleinement suffisants. C’est pourquoi nous pouvons

nous y borner.

Remarque. — Jusqu’a présent, nous avons supposé que, pour les variables z,
toutes les valeurs réelles suffisamment petites soient possibles. Mais il peut se
rencontrer des cas ou, d’apres la signification méme de ces variables, a quelques-
unes d’entre elles il ne pourra convenir que des valeurs d’un signe déterminé
(nous ne considérerons pas des conditions plus complexes).

Pour qu’il en soit ainsi, les équations différentielles (1) doivent étre telles que

ces conditions, qui seront de la forme
(53) @20, w50,

soient remplies pendant toute la durée du mouvement, dés qu’on les suppose rem-
plies au moment initial.

Dans de pareils cas, en appliquant les théorémes II et III, il faudra prendre
garde pour que la fonction V ne perde pas la troisiéme propriété, quand on tient
compte des conditions (35). Du reste, on pourra sous-entendre ces conditions
dans toutes les définitions et dans toutes les propositions précédentes, ainsi que
nous 'avons fait pour ce qui concerne les conditions (40).

CHAPITRE II.

ETUDE DES MOUVEMENTS PERMANENTS.

DES ﬁQUAT[ONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS.

17. Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires

dx
(1) g TP T Pa®s e Py (s=1,2,...,n)

a coefficients constants p,q.
Fac. de 7., 2* S., 1X. 35
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L’intégration de ce systeme dépend de la résolution de I’équation algébrique

‘ Pi—x P2 Pin
P Pra—*r ... Pan

see . e s e e

:O’
P Pz oo Pan— %

du nime degré relativement a 'inconnue x.

Nous appellerons cette équation déterminante, et le déterminant constituant
son premier membre sera dit fondamental. En considérant ce dernier comme
une fonction de %, nous le désignerons par D(x).

A chaque racine de l'équation déterminante correspond une solution du sys-
teme (1) de la forme

(2) z, =K, e*, x, =K, ¥, ey z, =K, e,

ou les K sont des constantes, parmi lesquelles au moins quelques-unes sont
différentes de zéro; et, quand I'équation déterminante n’a pas de racines mul-
tiples, on aura, en considérant toutes ses racines, n solutions de la forme (2),
qui seront indépendantes.

Dans le cas des racines multiples, le systeme d’équations (1) admettra, en gé-
néral, des solutions du type suivant :

xy=fi(t)e*, Ty =[5 (L) e*, ) xz, = fa(t) e,

ou f;(t) sont des fonctions entiéres de ¢, dont les degrés ne dépassent pas le
nombre qu’on obtient en diminuant d’'une unité le degré de multiplicité de la
racine x.

Si 'on considére les solutions du type (2) comme étant renfermées dans ce
dernier type, a chaque racine x de degré de multiplicité w correspondront i solu-
tions indépendantes d’une telle forme.

D’ailleurs, si parmi ces solutions il s’en trouve une telle que les degrés au
moins de quelques-unes des fonctions f;(¢) atteignent leur limite supérieure
w — 1, on pourra, en partant de cette solution, obtenir toutes les u solutions in-
dépendantes qui correspondent a la racine x. Il n’y aura, a cet effet, qu'a rem-
placer les fonctions fi(¢) par leurs dérivées f;”(¢) par rapport a ¢ de divers
ordres. De cette maniére on parviendra aux p solutions indépendantes suivantes :

Si(e)yex,  fa(l) e, coo Sall) e,
Sileyer,  fy(e) e, s Su(t) ey

FEO B L, SR e,
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Nous dirons que, dans ce cas, il correspond a la racine x un seul groupe de
solutions.

Ce cas se présentera chaque fois que la racine considérée x ne rend pas nul au
moins «n des mineurs premiers du déterminant fondamental.

Il peut arriver que la racine 7, de degré de multiplicité u, rende nuls tous les
mineurs de ce déterminant, jusqu’a 'ordre £ — 1 inclusivement, sans annuler au
moins un des mineurs d’ordre k.

Alors a cette racine il correspondra A& groupes de-solutions indépendantes, for-
més semblablement au groupe ci-dessus.

Le nombre & a pour limite supérieure le nombre u. Cette limite peut étre
atteinte, et alors toules les solutions correspondant & la racine x seront du
type (2).

On peut regarder tous ces théorémes comme si bien connus de tous, qu’il serait
superflu d’en donner des démonstrations, qui d’ailleurs ne présentent pas les
moindres difficultés.

Remarquons que, x,, x,, ..., x, étant toules les racines de Péquation détermi-
nante, les parties réelles des nombres

— Xy, T %y, ey T Xp

représenteront pour les équations (1) ce que nous avons appelé les nombres carac-
téristiques du systeme d’équations différentielles linéaires.

18. Pour le systeme d’équations (1) on peut trouver n intégrales indépendantes
de la forme
Y1Zy + YaZa+. i+ Yy,

oti les y; sont des fonctions de ¢.

Ces fonctions satisferont au systéme d’équations’

d
(3) e iV PaYato o Pasya=0  (s=1,2, ...,n)
adjoint a (1), et, si

}’m .}'21’ ceey Ynts

Y2y Yooy ooy Ynas

ceey ceey ceey ceey

Yins  Yans ooy Van

est un systeme quelconque de n solations indépendantes du systtme adjoint,
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les n fonctions
YTy Yo Lyt o= Yuy Ty

Yialy+ Yoo Lo oo Vus Zp,

YinZi+ YonZy+ ...t Yun Ty

seront des intégrales indépendantes du systeme (1).

Le déterminant fondamental du systeme d’équations (3 ) s’obtient en remplacant,
dans le déterminant fondamental du systeme (1), » par — % et en le multipliant
par (—1)?. Il enrésulte que les racines de I'équation déterminante du systeme (3) ne
différeront que par les signes des racines de I'équation déterminante du systeme (1).

Soient
— %y — 4y ey T A

toutes les racines de 1'équation déterminante du systeme (3), dans I’hypothese
que chaque racine multiple est répétée autant de fois qu'il lui correspond de
groupes de solutions. '
Alors, & chacun des nombres — %; on pourra faire correspondre un groupe de
solutions, en sorte que toutes les solutions considérées soient indépendantes.
Soit ng le nombre de solutions dans le groupe correspondant a la racine — x;,

de sorte qu’on ait
Ny Ng+. ..+ np=n.

En prenant pour les quantités y,; les fonctions entrant dans la composition de
ces groupes, nous aurons, pour chaque racine — x;, les n; intégrales suivantes du
systéme d’équations (1) :

m [m—l
(%) <z(,” e 5 S B) ee (m=o,1,2,..., 05—1),

m! 2 (m—1)!
ot les 5} sont des formes linéaires relativement aux quantités z,, &, ..., Z, avec
des coefficients constants et m! représente, suivant I'usage, le produit 1.2.3...m,
quand m n’est pas nul, et 1, quand m = o.

Les n intégrales que nous obtiendrons, en donnant ici a s toules les valeurs
entiéres de 1 a k inclusivement, seront, dans notre hypothése, indépendantes.

Il en résulte que les n formes s seront nécessairement aussi indépendantes,
et lon pourra, par conséquent, les prendre pour nouvelles fonctions inconnues
au lieu de xy, Z,, ..., Zu.

En le faisant, nous obtenons les équations suivantes :

~(8)
=0
. dt ! '/—_—2,3,...,n,
(3) . :
dzj ) — £ $=1,2, ...,k
—— %sey /-1

dt
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auxquelles évidemment doivent satisfaire les quantités 37, les expressions (4)
représentant les intégrales des équations (1).

On en conclut que, par une substitution linéaire a coefficients constants, le sys-
téme (1) peut étre ramené a la forme (5).

Supposons que tous les coefficients ps dans les équations (1) soient des nombres
réels, et que, dans les transformations de ces équations, on ne veuille considérer
que des substitutions a des coefficients également réels. Alors la transformation
précédente ne sera possible que si toutes les racines de 'équation déterminante du
systeme (1) sont des nombres réels. Et quant au cas ot il existe des racines ima-
ginaires, la forme la plus simple a laquelle ces équations pourront se réduire sera
quelque peu différente.

Pour montrer une telle transformation, nous remarquons que, dans ’hypotheése
admise, 4 chaque racine imaginaire en correspondra une racine conjuguée du méme

degré de multiplicité, et que, sil'on a trouvé toutes les formes linéaires z‘j” qui
correspondent & une racine imaginaire quelconque, on aura, en y remplacant V—1

par —\/—1, de nouvelles formes, qu'on'pourra prendre pour les quantités s dans
le cas de la racine conjuguée.

Supposons donc que, pour les deux racines conjuguées

w=h—+py—r, Ag=A—py—1,

on ait ces valeurs des 5 :

) — (2) — / -

3y __u/—r-v/-\/—l, s =u;j—vj\—1 (J=1,2,...,V).

@)
. . . . . J

les quantités uj, v;, qui seront des formes linéaires des quantités z; a coefficients

Alors, pour nouvelles fonctions inconnues, on pourra prendre au lieu de 5", 2

constants et réels.
Les équations différentielles auxquelles ces fonctions doivent satisfaire se dé-
duisent facilement de celles (5) et ont la forme suivante :

du ' dv

%:lu,—pv,, %:7\01+pu1,

du; dv; .
—d—;-:}\ll/-~y0j—ltj_1, 7;-_—:)\v,~+yuj——c’j_, (J=12,3,...,v).

Nous obtiendrons de tels groupes d’équations pour chaque couple de racines
imaginaires conjuguées, et, pour des racines réelles, nous aurons des groupes de
la forme (5).

Remarque. — A l'occasion de la transformation indiquée, remarquons que, en
s’appuyant sur elle, on peut démontrer une proposition qui se rattache a la théorie
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des équations différentielles linéaires, dont les éléments ont été exposés dans le
Chapitre précédent. En effet (en revenant aux hypothéses du n° 10), il est facile
d’établir que, pour chaque systéme réductible d’équations, o tous les coeffi-
ctents sont des fonctions réelles de t, la transformation en un systéme & coe ffi-
clents constants peut étre effectuée anw moyen d’une substitution (du caractere

défini au n° 10) dans laquelle tous les coefficients soient aussi des fonctions
réelles de t (').

(1) On le démontrera de la maniére suivante :

Admettons que le systéme (1) (dans lequel les coefficients p,; sont supposés des fonctions
réelles de ¢) soit réductible. En vertu de ce que nous venons de montrer, nous pouvons alors
supposer que, par une substitution satisfaisant aux conditions du n® 10, il soit ramené a la
forme (5). Nous pouvons d’ailleurs évidemment supposer que tous les x; soient réels.

Cela posé, soit

) _ s (8 ST
2 = uf + ol 1,

) (s)

les u}", o} étant des formes linéaires des quantités x4, dont les coefficients sont des fonc-

tions réelles de ¢. En considérant les k paires de fonctions suivantes :

u‘l“: 9(11); ] u(f), "(12); celd ulliri thl.-n,
et n’en prenant, de chaque paire, qu'une fonction, formons toutes les combinaisons pos-
sibles contenant, chacune, & fonctions. Comme, par la propriété des substitutions considé-
rées (n° 10), le déterminant fonctionnel formé avec les dérivées partielles des z5 par rap-
port aux xgs ne sera pas une fonction évanouissante de ¢, nous rencontrerons alors au moins
une combinaison, telle qu'on ne puisse former, avec les fonctions qui y entrent, aucune
expression linéaire & coefficients constants (non égaux a zéro simultanément) qui soit iden-
tiquement nulle, ou dans laquelle tous les coefficients, dont sont affectées les variables 24,
soient des fonctions de ¢ évanouissantes. Pour fixer les idées, admettons que cette condition
soit remplie pour la combinaison suivante :

W, W@, ..., Wb,

Nous remarquons maintenant que, dans nos hypothéses, toute intégrale (4) du systéme (1)
donne une nouvelle intégrale du méme systéme, quand tous les 55"y sont remplacés par les
quantités ©'”. Et, dans la supposition que nous venons d’admettre, toutes ces intégrales
seront indépendantes. En effet, s'il n’en était pas ainsi, on pourrait former, avec ces inté-
grales, une expression linéaire a coefficients constants (non égaux a zéro simultanément)
qui fut identiquement nulle. Or cette expression se présentera sous forme d’une somme de
produits des quantités #ie—%:! par des expressions linéaires formées avec les u”; et, si nous
désignons par x le plus petit des nombres »; correspondant a celles des intégrales considé-
rées qui figurent réellement dans 'expression linéaire en question, et par m le plus grand
parmi les exposants des puissances de ¢, qu’on rencontre dans celles de ces derniéres inté-
grales pour lesquelles x;=x, nous devrons conclure que, pour que notre expression soit
identiquement nulle, il faudra que 'expression qui y est multipliée par ¢ e—%¢, ou soit aussi
identiquement nulle, ou représente une forme des quantités o, dans laquelle tous les coeffi-
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19. Considérons le probléme suivant :
Soit donnée une équation aux dérivées partielles

n

A
(6) 2(/’»‘1'131"‘[)‘:2'1’2“‘“-+P.mxn)(')?s‘:xva
s=1

dans laquelle x désigne une constante. On demande de trouver toutes les valeurs
de » pour lesquelles on puisse satisfaire a cette équation en prenant pour V une
fonction entiére et homogeéne des variables z,, s, ..., z, d'un degré donné m.
Il est facile de former I'équation algébrique a laquelle doivent satisfaire les
valeurs cherchées de x.
Soit N le nombre des coefficients dans la fonction V, de sorte que

N— nn=4+1)...(n+m—1) (m=+1)(m—+2)...(m=+n—ri)
- 1.2.3...m - 1.2.3...(n—1) ’

Tel sera aussi le nombre des équations linéaires et homogenes par rapport a
ces coefficients qu’on obtiendra en égalant les coefficients des mémes produits de

la forme
Xy, .. i

dans les deux membres de I'équation (6).
En éliminant entre ces équations les coefficients de la fonction V, nous obtien-

drons l'équation algébrique cherchée, qui sera de la forme suivante :

ay— % (45T (20
Ay Ayy — % . N o
— 0O
axy axs o aANN— 4

ol les a;; représentent certaines formes linéaires des coefficients pyq.

cients soient des fonctions évanouissantes de ¢ Mais ni l'un ni l'autre n’est possible, car
ladite expression sera nécessairement une combinaison linéaire & coefficients constants des
formes uf". Donc nos intégrales seront indépendantes et, par conséquent, le déterminant
fonctionnel des quantités w{” par rapport aux quantités x; ne sera pas identiquement nul.
Mais alors ce déterminant sera nécessairement tel que la quantité qui lui est inverse repré-
sentera une fonction limitée de ¢, car ledit déterminant ne peut différer que par un facteur
constant du déterminant fonctionnel des quantités 3.

De cette maniére la substitution qui remplace les variables 4 par les variables «}" satis-
fait a toutes les conditions des substitutions du n° 10. Elle posséde d’ailleurs des coefficients
réels, et le systéme d’équations (1) se transforme, par cette substitution, en un systéme a
coefficients constants.
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Cette équation sera ainsi de degré N.
Désignons par D,,(x) le déterminant qui figure au premier membre.
En donnant & m successivement les valeurs 1, 2, 3, ..., nous aurons une suite

indéfinie de déterminants

Dl(x)) Dz(“), D3(X)’ ceey

ot le premier terme ne différera pas du déterminant que nous avons désigné par
D(x), et que nous avons appelé fondamental. Tous les autres termes seront
appelés déterminants dérivés, de sorte que D, (») sera le déterminant dérivé du
rang m —1.

Connaissant toutes les racines de I'équation déterminante, il est facile de trouver
toutes les racines de 'équation D,,(z) = o, car on peut démontrer la proposition

sulvante :

Tuatorneme. — Si
Kyy X2, cey %xn

sont les racines de Uéquation déterminante, toutes les racines de U’équation

D,(»)=o0

s’obtiendront par la formule
(7) KT IRy A MgRy = o= M %Ry

en donnant aux nombres my, ma, ..., m, toutes les valeurs entiéres et non
négatives qui satisfont a la relation

my—+ ny~+...+ m,=m,

et en faisant attention & ce qu'un seul et méme systéme de valeurs ne se ren-
contre pas plus d’'une fois.

Pour le démontrer, supposons d’abord les coefficients p;s tels qu’il n’existe

aucune relation de la forme

Py%y - PaXg .o PnXp =0
Ol fhyy thay « oy P soient des entiers satisfaisant aux conditions

Py ot =0,
|P‘s|§m (S:l,Q,S,...,n)
et n’étant pas nuls tous a la fois.

Alors les valeurs de x définies par la formule (7) seront toutes distinctes. Nous
admettrons de plus qu’aucune d’entre elles n’est nulle.
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Cela posé, et en entendant par x un nombre différent de zéro, désignons par ¢,
02, ..., v, les intégrales indépendantes du systeme d’équations différentielles

linéaires qu’on déduit 'de (1) en posant

1
t = -logV.
% tel

Alors, @ étant une fonction quelconque, I'équation
(8) D0y, 035 ooy 0p) =10,

dés qu’elle est résoluble par rapport a V, fournira une solution de I'équation (6).
Supposons que toutes les intégrales ¢, soient linéaires par rapport aux va-
riables zy, ., ..., z,.
Comme, dans les hypothéses admises, tous les %, seront distincts, ces intégrales

seront toutes de la forme

Ps= (%1 & 4 A2 Lo+ ..+ sy Tp) vV *,

ol les a; sont des constantes.
J

Par suite, si nous faisons
Dy, 02y ooy 0,) = 0P, T,

en entendant par les m; des entiers non négatifs, dont la somme est égale a m, et
sl nous posons, en outre,

=M Ry = Mahg—+ .o o My %y,

I'équation (8) conduira a la solution

n

A :II (otsy &)+ Ay Tyt v o = Oy T )™,

s=1

représentant une fonction entiere et homogeéne des quantités z; de degré m.
Il en résulte que toutes les valeurs de x de la forme considérée satisfont a
I'équation
D, (x)=o.

Or, d’apreés ce que nous avons admis, le nombre des valeurs distinctes de cette
forme est égal au degré N de 'équation ci-dessus. Donc aucune autre valeur de %
ne pourra satisfaire a cette équation.

Maintenant, pour démontrer le théoréeme en toute sa généralité, il suffit de
remarquer que les cas que nous avons laissés de c6té peuvent étre considérés

comme des cas limites pour celui que nous venons d’examiner. Ils ne présente-
Fac. de T., 2¢ S., 1X. 36
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ront donc pas d’exception; seulement, dans ces cas, I'équation D, (%) = o pourra
avoir des racines multiples ou des racines égales a zéro.

Remarque. — Attirons 'attention sur la propriété suivante des déterminants
dérivés :

Quand l'équation déterminante n’a pas de racines multiples et aussi quand,
dans le cas de pareilles racines, chacune d’entre elles annule tous les mineurs du
déterminant fondamental jusqu’a 'ordre le plus élevé possible pour la multiplicité
de la racine, chaque racine multiple de’équation D,,(x) = o possédera les mémes
propriétés par rapport aux mineurs du déterminant D,, ().

Cette propriété se démontrera en remarquant que, sous la condition indiquée,
a chaque racine de I'équation D, (%) = o, d’ordre de multiplicité i, il correspondra
p solutions linéairement indépendantes de I’équation (6), sous forme de fonctions
entiéres et homogeénes de degré m.

20. Nous pouvons démontrer maintenant les propositions suivantes :

Tutorime [. — Quand les racines %y, %y, ..., %, de Uéquation déterminante
sont telles que, sous la condition my+ my~+ ...+ m,= m, m étant un entier
positif donné, on ne peut avoir aucune relation de la forme

My Xy~ Mohg—+. ..+ My =0

avec des valeurs entiéres non négatives des mg, on pourra toujours trouver,
et cela d’une seule maniére, une forme V de degré m des variables x,,

Zay ...y Ty Satisfaisant a ’équation

X ov
(9) Z(Pslxl—f—]?szl’z—i—...—l—-pmxn)_d_x::U,

s=1
U étant une forme donnée quelconque du méme degré m.

En effet, pour déterminer les coefficients de la forme cherchée V, nous aurons
un systeme d’équations linéaires dont le nombre sera égal a celui des coefficients.
D’ailleurs, le déterminant de ce systeme, qui est D, (0), ne sera pas nul dans les

conditions du théoréme.

Remarque. — La condition du théoreme sera par exemple remplie, et cela
pour chaque valeur de m, quand les parties réelles des nombres x; sont différentes

de zéro et ont les mémes signes.

Dans les deux théorémes suivants, nous supposerons les quantités x; réelles,
soit que nous les considérions comme des variables indépendantes, ou comme des
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fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1). Ceci est possible par suite de la

réalité supposée des coefficients pyq.

Tatoreme Il. — Quand les parties réelles de toutes les racines xs sont néga-
tves, et quand, dans Uéquation (9), la fonction' U est une forme définie d’un
degré pair m, la forme V de méme degré, satisfaisant a cette équation, sera
également définie, et son signe sera d’ailleurs contraire a celui de U.

Pour le démontrer, nous remarquons que, les quantités z, étant considérées
comme des fonctions de ¢ satisfaisant aux équations (1), nous pouvons présenter
I'équation (g) sous la forme suivante :

av

7{7:U'

De la nous concluons que pour chaque solution du systeme d’équations (1),
différente de celle 2, =z, =...=x,= o, la forme V devient une fonction de ¢,
variant constamment, quand ¢ croit, dans un méme sens : elle crott, si U est posi-
tif, et décroit, si U est négatif. Or, dans I'’hypothése admise relativement aux quan-
tités =, les fonctions z; satisfaisant aux équations (1) seront nécessairement telles
que, ¢ croissant indéfiniment, elles tendront vers zéro. La méme chose aura donc
aussi lieu pour la fonction V dont il s’agit. Et ceci, en vertu de ce que nous venons
de remarquer, n’est possible qu’a condition que pour toute solution, différente
de zy=x,=...=x,= o, la fonction V devienne une fonction de ¢, telle que
pour aucune valeur de ¢ elle ne puisse prendre le signe de la fonction U ou devenir
nulle. Or cette condition est, évidemment, équivalente a ce que, pour aucun
choix des quantités x;, la fonction V ne puisse prendre une valeur de méme signe

que U ou s’annuler, si 'on n’a pas z, =2y =...= z, = o.

Tutonkye Il — Si, parmi les racines x;, il s’en trouve dont les parties
réelles sont positives et si, m étant un nombre pair donné, ces racines satis-
Jont a la condition du théoréme 1, alors, U étant une Jorme definie de
degré m, la forme de méme degré V satisfaisant a I’équation (9) ne sera
certainement pas de signe fize et contraire a celui de U.

En effet, en considérant les quantités z; comme fonctions de ¢ satisfaisant aux

équations (1), et en présentant I'équation (g) sous la forme

AN U

de — 7
nous pouvons conclure que, si par un choix convenable des quantités x;, non
égales a zéro simultanément, on peut rendre nulle la fonction V, on pourra aussi
lui donner une valeur de méme signe que U. Par suite, si la fonction V ne

pouvait recevoir des valeurs de méme signe que U, elle serait nécessairement dé-
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finie. Et alors on se trouverait dans les conditions du théoréme I du n° 16, et I'on
pourrait conclure que, dans toute solution des équations (1), les fonctions z;
seraient limitées (ne considérant, comme auparavant, que des valeurs de ¢ dépas-
sant sa valeur initiale).

Or cette conclusion serait en désaccord avec 'hypothése que, parmi les quan-
tités %, il s’en trouve dont les parties réelles sont positives, car, dans cette hypo-
these, il existera toujours des solutions du systeme (1) dans lesquelles au moins
quelques-unes des fonctions z; ne seront pas limitées.

Donc la fonction V sera nécessairement telle que, par un choix convenable des
quantités z;, on pourra toujours lui donner le signe de la fonction U.

Remarque. — Pour que la condition du théoréme I puisse étre remplie pour
une valeur quelconque de m, I'équation déterminante ne doit pas avoir de racines
nulles. D’ailleurs, pour que cette condition puisse étre remplie pour une valeur
paire de m, il faut que, parmi les racines de I'équation déterminante, il ne se

trouve aucun couple de racines dont la somme soit nulle.

91. Considérons un systéme canonique d’équations différentielles linéaires
M

dr, __ OH  dy, OH

(10) P -‘E’ di = ox. (s=m, 2, , k),
ol H est une forme quadratique des variables
Ty Xy eeey Ty Vie Y2y eevs Vi
A coefficients constants.
Si nous posons d’une fagon générale
N,

le déterminant fondamental, correspondant i ce systéme, ne différera que par le

facteur (— 1) du déterminant

C“—l—x (:21 C/” B“ le Bkl
(1 Coo+2 ... Cra By, B, cee B
CH; Cox voo Cpp+x B B,x By
A“ A?l . e A]“ Cll_y‘ C]g e qu
Alg A22 [P A/."Z C“ ng — % “o Cgk
Ax Aok oo Aws Ck1 Cr2 ver Cpp—x
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Or, en vertu des relations

A/’j—_—Aji’ Bl‘j:Bj[a

ce dernier déterminant ne changera pas de valeur en changeant x en — x. Pour
s’en rendre compte, il suffit, aprés le remplacement indiqué, de mettre les lignes
a la place des colonnes et d’opérer ensuite des substitutions convenables aussi bien
de lignes que de colonnes.

Par suite, I'équation déterminante du systeme (10) ne contient que des puis-
sances paires de x, et, par conséquent, a chacune de ses racines x correspondra la
racine — x.

De cette maniére, pour le systeme canonique d’équations, nous tombons dans ce
cas singulier ol la conditiondu théoréme I (numéro précédent) n’est remplie pour
aucune valeur paire de m. '

On peut remarquer que, H étant une forme définic des variables x;, ¥s, toutes
les racines de 'équation déterminante du systeme (10) seront purement imagi-
naires. D'ailleurs chaque racine multiple d’un degré u de multiplicité annulera tous
les mineurs du déterminant fondamental jusqu’a 'ordre u — 1 inclusivement.

Routh démontre cette proposition algébriquement (). Mais elle est une consé-
quence immédiate de cette circonstance que H est une des intégrales du
systeme (10).

Dans le cas ot H est une somme de deux formes quadratiques : X, des variables
Zsy et Y, des variables y, et o au moins une des formes, X ou Y, est définie, les
équations (10) ont toutes les propriétés des équations différentielles linéaires par
lesquelles sont définies, dans une premiére approximation, les petites oscillations
d’un systeme matériel au voisinage d’une position d’équilibre, quand 1l existe une
fonction de forces. Vu cela et en nous basant sur les théorémes connus de la théorie
des petites oscillations, nous pouvons affirmer que, dans ce cas, I'équation déter-

minante n’aura que des racines dont les carrés seront réels, et que ces racines

(1) Gette proposition est présentée par Routh sous une autre forme, parce qu’au lieu du
systéme canonique d’équations il considére le suivant :

d JL L da
dt owg — ox,’  dt

ol L est une forme quadratique des variables z,, z]. Le réle de la fonction H est joué alors
par la fonction

oL

- I/
o0y

i

L z;.

Voir The advanced part of a Treatise on the Dynamics of a system of rigid bodies
(4° édition, 1884, p. 68).
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pourront étre toutes purement imaginaires seulement a la condition que la forme H
soit définie.

Quand H ne se présente pas sous la forme X + Y, avec la signification précé-
dente des lettres X et Y, toutes les racines peuvent étre purement imaginaires sans
que H soit une forme définie.

Supposons, d’une fagon générale, la fonction H réelle et telle que I'équation dé-
terminante du systéme (10) ait seulement des racines purement imaginaires. Soient

MY—1, )‘2\/—:—1, ceny MV =1, —My—T1, -——)\2\/_—-—1, ceey — Ay —1

ces racines, les ), désignant des nombres réels différents de zéro.
Admettons que toutes ces racines soient distinctes. Alors on aura pour le sys-
teme (10) 2k intégrales indépendantes de la forme

(11) (us—+ivs) e, (ug—ivg)eht (s=1,2, ..., k),

ot { =\/— 1, et u;, ¢, sont des formes linéaires des variables z;, y; & coefficients
constants réels.

Désignons pour deux fonctions quelconques © et ¢ des variables z;, y; (ces
fonctions peuvent également contenir ¢) par le symbole (v, ¥) la quantité

k

3 (22 24 e o)
dxj dyj dyj dxj )

j=1

Alors, si ¢ et ¢ sont des intégrales du systeme (10), (%, ) sera, comme on le
sait, ou aussi une intégrale de ce systéme ou une constante déterminée. Mais, si les
fonctions g et ¥ sont prises de la série des intégrales (11), le dernier cas est seul
possible évidemment.

C’est pourquoi, et en remarquant que, par suite de ’hypothése faite, aucun des
nombres A, As, s et o étant différents, ne sera nul, nous devons conclure que

toutes les quantilés
(Us— ivsy Ug+T0g), (Us Lvg, Usg— 19g), (Us—1Tvsy Ug— LVg),
pour lesquelles s et & sont différents, seront nulles. Quant aux quantités
(Uus=Tvsy us— L0 (s=1,2, ..., k),

elles seront certainement toutes non nulles, car dans le cas contraire les inté-
grales (11) ne seraient pas indépendantes.

Nous en concluons que toutes les parenthéses (usy ug), (vs, v5) €L aussi, pour s
et o différents, toutes celles (u;, v5) seront nulles, pendant que tous les (us, v5)
seront des constantes réelles différentes de zéro. Nous pouvons d’ailleurs supposer
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ces constantes égales a4 1, car on peut toujours supposer que chacune des
fonctions u; el v; renferme, en facleur, une méme constante réelle arbitraire, dont
on puisse disposer de facon que (u, ¢;) devienne égale a 1 en valeur absolue; et
par un choix convenable du signe du nombre X (qui est resté jusqu’a présent
indéterminé), on pogirra rendre la quantité (u;, ¢;) positive.

De cette maniére, en attribuant un signe convenable 4 chacun des nombres A,
nous pouvons toujours supposer les intégrales (11) telles qu'on ait les égalités

(usy ug) =o, (955 v5) =0,

(s,0=1,2, ..., k).
(usy v5) =1, (usy 95) =0 (e39)

Or ce sont des égalités bien connues, d’oti 'on peut conclure que, si I'on forme
les dérivées partielles des fonctions wg, ¢; par rapport aux variables zj, yj, et
qu'ensuite, considérant ces derniéres comme des fonctions des premieres, on
forme les dérivées partielles des fonctions xj, y; par rapport aux variables u;, v,
on aura les relations suivantes, dues & Jacobi :

du, ﬂ/_,_ dug _ ox; \

ozj — 0vs’ dy; — 0w )

() =1,2, ..., k).
dvs _ dxy dvs 0y,
dy;j  ou;’ dxj—  Ous

Il en résulte que tout systéme canonique d’équations

de, __ OF  dv, _OF ]
a8 @ —am =LY b

(ol F est une fonction quelconque des variables x;, y;), quand on introduit, a la
place des variables xy, y;, les variables u;, ¢;, se présente encore sous la forme

canonique

dlls —-—-?E. 1‘2— oF _ \
dat — 9v;’ = g, (s=1,2, ..., k).

Or le systéeme (10) se rameéne de cette facon a la forme

dug dy

== — = s=1,2, ...,k

dt sYsy dt § s ( b 9 0y )’
Par suite, la fonction H, exprimée au moyen des variables u;, v, sera

A A A
H:;’(u}—i—v?)—{—f(u§+v§)+...+ ?’C(u?ﬁ— o).

L’analyse précédente, a de petites modifications pres, s'applique aussi au cas
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ot 'équation déterminante da systeme (10) a des racines multiples, pourvu que
chaque racine multiple annule tous les mineurs du déterminant fondamental
jusqu’a I'ordre le plus élevé possible.

Pour le démontrer, considérons deux racines, A \/— 1et — A \/— 1, chacune de
degré de multiplicité m.

.. e . . ., .,

Sous la condition indiquée, a ces racines correspondront 2 m intégrales indé-

pendantes du systeme (10) de la forme suivante :

(12 \ Uyein, UyeiM, ..., U,e N,
) ) V, e, V,yeiM, vy, VB e

ol i, comme auparavant, représente \/— 1, tous les U; et V, étant des formes

linéaires des variables z;, ¥, a coefficients constants. On peut d’ailleurs supposer

que, pour chaque paire de formes Uy, Vg, les coefficients de 'une se déduisent

des coefficients de I’autre en changeant\/—1 en — \/—1.

En formant un pareil systéme d’intégrales pour chaque paire de racines conju-
guées, nous aurons un systéme complet de 24 intégrales indépendantes des
équations (10).

Cela posé, et en considérant toutes les parenthéses possibles, formées avec les
fonctions Uy, V|, nous obtiendrons évidemment

(Us, Us) =o, (Vi Vo) =0 (s,0=1,2,...,m).

Nous trouverons aussi que toutes les parenthéses s’annuleront, qu’on peut
former en combinant chacune des fonctions Us;ou Vi avec chacune des fonctions
analogues qui correspondent a d’autres racines.

11 en résulte que, pour chaque nombre s pris dans la suite 1,2, ..., m, il se
trouvera, dans la méme suite, un nombre o, tel que les parenthéses (Us, V) repré-
sentent une constante non nulle. En effet, si toutes les parentheses

(UM Vi)) (U$9 Vz), RS} (Us, V/n)

étaient nulles, il en serait de méme de toutes les 2 k—1 parenthéses qu’on
peut former en combinant I'intégrale U e~ avec toules les autres intégrales
linéaires du systéme complet d’'intégrales indépendantes. Et ceci, évidemment, est
impossible.

Il peut arriver que, parmi les parentheéses de la forme (U, V), il s’en trouve
qui ne soient pas nulles.

Admettons par exemple que (U,,V,)nesoit pas nul. Alors on peut transformer
le systéme (12) dans un systeme d’intégrales équivalent et de méme caractere,

U,e—M, V,eM, Use~iM, VieM (6=2,3,...,m),
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pour lequel toutes les parenthéses
(Us, Vi), (U, Vi), (0=2,3,...,m)
seront nulles. Pour cela, il n’y a qu’a poser

es=Us+ ;U Vc’r:vc"‘ﬁcvb

en attribuant aux constantes a4, 3, les valeurs suivantes :

o ___(Uav V|)’ xﬁ :_(UUVG),
T (Ul’ vl) 7 (Ul’ Vi)’

et alors la fonction Vi se déduira de la fonction Ul par le changement de \/_:_I
en —\/—1.

Admettons maintenant que toutes les parenthéses de la forme (Us, Vi) solent
nulles.

Comme, parmi les parenthéses (U,, V,), il s’en trouve certainement qui sont
différentes de zéro, soit (U,, V,) non nul. Alors, en posant

Ui =U,+ (U, Vy) Uy, Vi=V,+i(U, V)V,
et tenant compte des égalités (U,, Vi) = o, (U,, V,) = 0, nous aurons
(U, Vi) =20(U,, V) (U, V)

el cette quantité ne sera cerlainement pas nulle, car (U,, V,) est une quantité
conjuguée avec — (U, V,), qui n’est pas nulle.

Par suite, si nous remplacons les intégrales de la premiére colonne du
Tableau (12) par les intégrales

I e—Ih U [\
Ule l)t’ Vie’)’,

ce qui conduit & un nouveau systéme de 2 m intégrales indépendantes de méme
caraclére (car la fonction V, se déduit de la fonction U, en changeant ¢en — i),
nous retomberons sur le cas que nous venons d’examiner.

Ainsi nous pouvons supposer que, pour le systeme d’intégrales (12), les paren-
theses (U, V,) représentent une constante différente de zéro, et que loutes les
parenthéses (U, V;) et (Us, Vi) ot > 1 so0ient nulles. Etalors on pourra appli-
quer les raisonnements précédents au systeme de 2 (m — 1) intégrales, qu’on aura,
en effacant la premiére colonne du Tableau (12).

On voit par la que le systeme d’intégrales (12) peut toujours étre supposé
tel que toutes les parenthéses (U, Vs), pour lesquelles s et & sont différents,

soient nulles, et qu’aucune des quantités (U, V) ne soit nulle.
Fac. de T., 2° S., 1X. 37
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Apres avoir formé de tels systemes d’intégrales pour chaque paire de racines
conjuguées, nous pouvons ensuite raisonner toul comme dans le cas des racines
simples.

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, si 'équation déterminante
du systeme (10) a seulement des racines purement imaginaires, dont les carrés
solent

2 2 2
—2, =32, ..., —M,

et que d’ailleurs, dans le cas de racines multiples, chacune de ces derniéres annule
tous les mineurs du déterminant fondamental jusqu’al'ordre le plus élevé possible,
alors, a laide d’une substitution linéaire a coefficients constants réels, tout

systéme canonique d’équations de la forme

drg __ 9(H+F)  dy, _9(H+F)

rri 7 , = o (s=1,2, ..., k)

pourra étre transformé dans un systeme canonique de la forme suivante :

il'l& . oF do,

. o¥ do IF
dr — BT oy dt

o (s=1,2,...,k),

- )\s Ug +
pourvu qu’on entende par chaque % un nombre de signe convenable.

On peut remarquer qu’une transformation semblable a la précédente est possible
dans le cas aussi ol 'équation déterminante, oulre des racines purement imagi-
naires, a une racine nulle, pourvu que la conditionindiquée ci-dessus soit remplie
pour chacune des racines multiples, au nombre desquelles la racine nulle appar-

tiendra toujours.

ETUDE DES ﬁQUAT[ONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT TROUBLE.

22. Soient
dxg
(13) W:[)slxl"}"psz‘rz“‘—--.+p5,lx"+x; (s=1,2,..., 1)

les équations différentielles proposées du mouvement troublé.
Tous les X, désignent ici des fonctions holomorphes données des variables x,
Zay ...y Ty, dont les développements
W
Xs:z Pl ma o ma it s L (s=1,2,..., 1)

ne renferment pas de termes de degré inférieur au second, et les coefficients pq,

Pomomsma sont des constantes réelles.
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Pour ce qui concerne la variable indépendante ¢, tant qu'il ne sera pas besoin
de lui attribuer des valeurs complexes, nous la supposerons comme précédemment
réelle.

Si nous omettons, dans les équations (13), les termes de degré supérieur au
premier, nous aurons un systeme d’équations différentielles linéaires correspon-
dant & la premiére approximation. En formant, pour ce systéme, I’équation
déterminante, nous dirons que c’est 'équation déterminante du systéeme (13).

Soient %, %3, ..., %, toutes les racines de cette équation.

En intégrant le systeme (13) par le procédé exposé au n° 3 nous obtiendrons,
pour les fonctions x,, des séries

alV+ 2+ 2P+ (s=1,2,...,n),
dont les mi®™es termes seront de la forme suivante :

(][') .T;"” — s T(Ym‘,mg, L) e(mm.+mgx,+. . .+Vl1,.'K,,‘['
s

La sommation s’étend ici a toutes les valeurs des entiers non négatifs m,,

ny, ..., m,, satisfaisant a la condition
o< mi+my~+...+m,m,

et les coefficients T (entiers et homogénes de degré m par rapport aux constantes
arbitraires) sont ou des quantités constantes, ou des fonctions entieres de ¢, dont
les degrés ne surpassent pas une certaine limite dépendant de m (').

Nous appellerons les coefficients de cette seconde espéce séculaires; et nous
nous servirons de la méme expression pour désignerles termes o ils se rencontrent,

quand les nombres
My %y~ Mok ...+ My %,

qui y correspondent, sont nuls ou représentent des quantités purement ima-
ginaires.

Si on laisse de c6té la condition introduite au n°® 3 que toutes les fonctions 2,
pour lesquelles 7 > 1, doivent s’annuler pour une seule et méme valeur donnée
de ¢, on pourra diriger le calcul de telle fagon que les expressions (14) deviennent
homogeénes de degré m par rapport aux fonctions exponentielles

(13) ent s gtl e,

(1) Il'est aisé de se convaincre que ces degrés ne surpassent pasle nombre(2 p+1)m—p—r,
ou  est le plus élevé de ces degrés dans le cas de m =1.
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En méme temps, on pourra donner aux coefficients T la forme

Ly, My, ) — KMy my, L i) iy s ny
T; e M) = K M ) ot ol Lot

Oy Oy ..., o, étant des constantes arbitraires, dont ne dépendent pas les coeffi-
cients K, qui représentent ou des quantités constantes, ou des fonctions entiéres
de ¢.

Alors, en faisant quelques-unes des constantes «; nulles, nous obtiendrons des
séries ou ne figureront que quelques-unes des fonctions (15).

Toutefois, si I'on désire que les séries obtenues soient convergentes, au moins
dans certaines limites de la variable ¢ et pour des valeurs suffisamment petites
des ||, onne devra, en général, conduire les calculs de cette maniére que jusqu’a
une certaine limite m = N (du veste, touta faitarbitraire), et pour m > N il faudra
revenir & 'hypothése du n° 3. Dés lors, dans les expressions des fonctions z{™,
paraitront de nouveau toutes les fonctions (15) et, relativement & ces derniéres,
les expressions des x{"’ ne seront plus homogenes.

Les cas ot I'on peut ne pas assigner la limite N présentent un intérét particu-
lier. Quelques-uns d’entre eux, les plus importants pour notre probléme, seront
indiqués au numéro suivant.

On doit remarquer que la condition, pour que les fonctions z{"™ soient homo-
genes relativement aux quantités (15), ne suffit pas toujours pour déterminer
complétement les constantes qu'on introduira par I'intégration des équations dont
dépendent ces fonctions. Dans de tels cas, il restera encore un certain nombre
de constantes dont on pourra disposer a volonté.

Considérons les séries ou doivent figurer les fonctions exponentielles relatives

aux k racines
(16) Kyy Ay ey K

de I’équation déterminante.
Il est facile de s’assurer que, siles coefficients séculaires n’entrent en aucune

des m — 1 premiéres approximations

B=1,2, o, m— 1
V2P 42 ,
§=1,2,...,01

et si, par le choix des entiers non négatifs m,, m,, ..., my, satisfaisant a la

condition
Mg+ Myg—+...+my=m,

on ne peut satisfaire 4 aucune relation de la forme
My Ry b Mg Ry~ oo MR == % (s=1,2,...,n),

de pareils coefficients n’entreront pas non plus dans la mi¢me approximation.
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Pour cette raison, si les racines (16) ont toutes des parties réelles d’'un méme
signe, I'absence ou la présence dans les séries considérées de coefficients sécu-
laires pourra toujours étre décelée a 'aide d’un nombre limité d’opérations algé-
briques élémentaives ('). ‘

Dans la suite, nous considérerons souvent, au.lieu des équations (13) elles-
mémes, leurs différentes transformations a 'aide des substitutions linéaires a
coefficients constants (2), en nous guidant pour le choix de ces substitutions par
cette considération que, dans'les équations transformées, les ensembles des
termes du premier degré prennent une forme particuliére aussi simple que
possible. Telles sont les substitutions envisagées au n°® 18.

Nous rencontrerons des questions o la condition de la réalité des coefficients
dans les équations différentielles ne jouera aucun réle. Dans de tel cas, a l'aide
des substitutions indiquées, on pourra ramener les équations (13) & la forme

dsz
—a’_tl =5+ 1,
(17)
dz,
m:xsz,—i—o-,ﬂz,_ﬁ—ls (s=2,3,...,n),

ol lesZj sont des fonctions holomorphes des variables z,, z,, ..., 3, dont les
développements suivant les puissances de ces derniéres commencent par des
termes de degré non inférieur au second et possédent des coefficients constants;
Ry %z, «e., %, sont les racines de l'’équation déterminante correspondant au
systeme (13), el oy, &3, ..., 5,_y sont des constantes, que 'on pourra supposer

nulles si tous les x; sont distincts.

23. Supposons que P'on ait formé les séries satisfaisant formellement aux
équations (13), ordonnées suivant les puissances croissantes de A constantes
arbitraires o, 2y, ..., 24 et contenant les fonctions exponentielles relatives aux
k racines de I’équation déterminante

(18) Kyy Koy ey Afo

(1) Tout systéme d’équations dilférentielles dont dépendent les fonctions z{™, pour
lesquelles m > 1, pourra étre intégré a laide des coefficients indéterminés. Alors toute
I'affaire aboutira chaque fois a la résolution de certains systémes d’équations algébriques du
premier degré.

(2) Nous ne considérerons, cela s'entend, que des substitutions qui permettent d’exprimer
a volonté aussi bien les nouvelles variables par les anciennes que les anciennes par les
nouvelles.
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Supposons que ces séries soient
(19) x,—= ZKgml, Mooy ) U s Tk @M NIk K (s=1,2,...,n),

les coefficients K ne dépendant pas des a; et représentant des quantités constantes
ou des fonctions entiéres de ¢. Quant 4 la sommation, elle s’étend a toutes les
valeurs des entiers non négatifs m,, m,, ..., mydont la somme n’est pas inférieure
ar.

Ce sera un cas particulier des séries (25) considérées au n” 11.

Cela posé et en nous reportant au théoréme du n° 12, nous pouvons en déduire

la proposition suivante :
Tatorime. — En nous plagant dans le cas ou les parties réelles
_’)\n —7\2’ secy T AL

des racines (18) sont toutes non nulles et ont un méme signe, désignons par <
un nombre réel, choisi arbitrairement, et ne considérons que des valeurs de t
satisfaisant a la condition

(20) +=(t—1)2o,

le signe supérieur correspondant au cas o hy, hay. .., ki sont des nombres
positifs, le signe inférieur, & celui ot ce sont des nombres négatifs. Alors, st
en entendant par ¢ un nombre réel de méme signe que les \j[lequel nombre,
si tous les coefficients K dans les séries (19) sont des constantes, peut étre
supposé nul], nous posons

ajert—g; (J=1,2y..., k)

et que nous portions ensuite les valeurs des aj qui en résultent dans les
séries (19), les nouvelles séries

(21) L= 2 Qi sy M) gy gis gtk (s=1,2,...,0),

ordonnées suivant les puissances des qj, jouiront de cette propriété que, les
nombres= et ¢ étant fizés, on pourra assigner un nombre positif q, tel que,
les modules des qj ne dépassant pas q, les séries (21) seront convergentes, et
cela uniformément pour toutes les valeurs de t qui satisfont a la condi-
tion (20).

Supposons d’abord que tous les); soient positifs.
Alors, si T = o0, cette proposition sera une conséquence immédiate du théoréme
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du n* 12, car les quantités ¢;, que nous considérons maintenant, ne difféerent de
celles auxquelles nous avions affaire dans ce numéro que par des facteurs dont les
modules sont égaux a 1.

Quant au cas ou = n’est pas nul, on démontrera la proposition considérée, en
appliquant le théoréme du n°® 12, au lieu des séries (19), a celles qui s’en déduisent
en remplacant

t par t+ 1,

a; par oje HHeT (J=1,2,...,k)

[et qui, par conséquent, satisfont aussi formellement aux équations (13)]. En effet,
dans les séries (21), correspondant a ces nouvelles séries, les coefficients Q se
déduiront des anciens en remplagant ¢ par ¢ -+ 1.

Si tous les ); étaient négatifs, on raménerait ce cas au précédent. Pour cela il
suffirait seulement, dans les séries (19) et dans les équations (13), de rem-
placer ¢ par — ¢.

Quant a ce qui touche la possibilité de I'hypothése ¢ =o, quand tous les
coefficients K sont des quantités constantes, elle est évidente sans éclaircissements.

Du théoréme considéré, en appliquant des raisonnements analogues a ceux du
n° 4, on peut conclure que, si les racines (18) prises pour former les séries (19)
ont des parties réelles d’'un méme signe, par ces séries est définie une solution du
systeme d’équations (13), soit pour toute valeur de ¢ supérieure & une certaine
limite, siles parties réelles des racines (18) sont toutes négatives, soit pour chaque
valeur de ¢ inférieure & une certaine limile, si ces parties réelles sont toutes posi-
tives. Quant & ces limites, elles dépendent des constantes a, de telle fagon qu'en
faisant les | ;| suffisamment petits, on pourra les rendre telles qu'on voudra.

Ces solutions renfermeront A constantes arbitraires, et le nombre de ces
derniéres ne pourra pas étre diminué quand, pour former les séries (19), on
prend A solutions indépendantes

K{booge K00 gne ;’ KL 0o 0 gt
KO b0 gt KO b0l ght K00 gt
........... Y ey S e,
KO0t @t K0 0,000 1) i , KO0 1 gne

du systeme d’équations différentielles de la premiére approximation.

En parlant des solutions de cette espéce nous le supposerons toujours.

Dans le cas ou les parties réelles de toutes les racines de I’équation déterminante
sont différentes de zéro et ont un méme signe, nous pouvons poser k = n, et alors

les séries (19) définiront une intégrale générale du systeme d’équations (13).
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Remargque. — Si nous nous trouvons dans ce dernier cas, nous pouvons, en
formant les séries (19) dans la supposition de k= n, en déduire n intégrales
indépendantes du systéme (13) de la forme

(22) e %t 2 Limo mareeoo mn) gt geits | i (s=1,2,...,n),

ol l]a sommation s’étend & toutes les valeurs des entiers non négatifs m,, ms, ...,
m, dont la somme n’est pas inférieure a 1, et ou les coefficients L sont des
quantités constantes ou des fonctions entieres de ¢, dont les degrés ne dépassent
pas une certaine limite dépendant du nombre m,; 4+ nm, 4 ...+ m,.

Les séries (22) seront absolument convergentes pour toule valeur donnée de ¢,
tant que les modules des quantités z, ne dépassent pas une certaine limite, qui
dépendra en général de ¢ (et pourra tendre vers zéro, quand | ¢| croit indéfiniment).

Le cas ou tous les coefficients L sont des quantités constantes présente un
intérét particulier. Pour qu’il ait lieu, il faut et il suffit que tous les coefficients K
dans les séries (19) soient également constants.

Comme on I'a déja remarqué au numéro précédent, il est toujours facile, dans
les conditions considérées, de reconnaitre si nous avons affaire avec ce cas.

Pour qu’il soit possible, toute racine multiple de ’équation déterminante doit
annuler tous les mineurs du déterminant fondamental jusqu’a Pordre le plus
élevé possible.

Admettons que cette condition soit remplie et supposons de plus que, m,
My, ..., m, étant des entiers non négatifs dont la somme est supérieure a 1, il
n’existe aucune relation de la forme

(23) Myt Mty MR = % (J=1,2,...,n).

Alors nous pouvons étre certains que tous les coefficients K et L seront des
constantes.

En général, toutes les fois que les coefficients L sont des constantes, nous
aurons, pour le systeme d’équations différentielles tiré de (13) en éliminant d¢,
le systeme suivant d’équations intégrales :

L s ' 1
2] ""_<<3‘-: = (Y,
a, ) T \aw) T\,

ol ©, Dyy ..., 9, sont des fonctions holomorphes des variables zy, 2, ..., Zn,

(24)

définies par les séries que I'on déduit de celles (22) en divisant par e7*¢.
En y associant une quelconque des équations de la forme

0s= orge*et
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et en supposant que 'on ne donne a ¢ que des valeurs supérieures ou inférieures
a une certaine limite (dépendant des constantes ), selon que les parties réelles
de tous les x; sont négatifs ou positifs, nous obtiendrons un systéme complet
d’équations intégrales pour le systeme (13).

Le résultat que nous venons d’indiquer représente un théoréme donné par
M. Poincaré dans sa These : Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles (Paris, Gauthier-Villars, 18-9, p. 70) (').
En faisant certaines hypothéses () [et entre autres, que les racines x, ne satisfont
a aucune relation de la forme (23)], M. Poincaré démontre lexistence des
équations intégrales de la forme (24), sans passer au préalable par les équations

(19). Et précisément, il les obtient, en considérant les équations aux dérivées
partielles

n

O d

2 (P @i+ Pyt .+ Pz, X)) (5% = X0 (s=1,2,...,n),
j=1

et en montrant que, dans certaines conditions, ces équations admettent des
solutions holomorphes en z,, z,, ..., z,.

24. Du théoréme du numéro précédent ou immédiatement des théorémes du
)
n° 13, on peut tirer les suivants :

Tutoniur . — Quand U’éguation déterminante, correspondant & un systéme
d’équations différentielles du mouvement troublé, n’a que des racines & des
parties réelles négatives, le mouvement non troublé est stable, et cela de telle
Jagon que tout mouvement troublé, pour lequel les perturbations sont assez
petites, s’approchera asymptotiquement du mouvement non troublé.

Tutoneme 1. — Quand Uéquation déterminante admet des racines a
parties réelles négatives, alors, quelles que soient les autres racines, iy
aura une certaine stabilité conditionnelle. Et précisément, si le nombre de
ces racines est k, le mouvement non troublé sera stable, pourvu que les

valeurs initiales ag des fonctions x, satisfassent & certaines n — k équations

() Au sujet de ce théoréme, M. Poincaré remarque qu’il lui fut communiqué par
M. Darboux.

(%) Au lieu de notre hypothése que les parties réelles de toutes les racines x; sont d’un
méme signe, M. Poincaré en fait une plus générale, a savoir que les points du plan coordonné,
représentant ces racines, sont tous situés d’un méme coté d’une ligne droite passant par
Porigine des coordonnées. Mais si 'on considére, non les quantités z; elles-mémes. mais
seulemeat leurs rapports mutuels [et ¢’est précisément ce qu'il faut pour les équations (24)],

la derniére hypothése ne différera pas essentiellement de Ia premiére.
Fac. de T., 2¢ S., IX.

38
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de la forme
Fj(al’a2’-~9an):0 (j:"2’-'-vn“—k);

ou les premiers membres sont des fonctions holomorphes des a,, sSannulant
, .

quand tous les a; s’annulent, et d’ailleurs telles que tous les a; pourront étre

exprimés en fonctions holomorphes de certains k paramétres arbitraires.

A ces théorémes nous pouvons ajouter maintenant le suivant :

Tutorkme L. — Quand, parmi les racines de Uéquation déterminante, il
s'en trouve dont les parties réelles sont positives, le mouvement non troublé
est instable.

Admettons d’abord que parmi les racines il y en a de réelles et positives.

S’il en existe plusieurs, soit  la plus grande d’entre elles. Alors mx, pour
m>>1, ne sera certainement pas une racine de I'équation déterminante. Et, par
conséquent, si nous formons les séries (19) dans la supposition k=1, en pre-
nant, pour premiére approximation, la solution du systéme (1) de la forme

1) — Y21 (1 — 121 —_
2N =K, ae*, a P =K,ae*, ceey 2V =K, aex,

ou tous les K soient des quantités constantes, tous les coefficients K dans les
séries (19) seront également constants.

Nous supposerons, comme il est permis, ces coefficients réels et indépendants
de la constante arbitraire o.

Soit

xy= fi(oe*t), xy=f,(ore*t), caly Z,= f,(ce*t)
la solution du systéme (13) ainsi obtenue.

Tous les f; sont ici des fonctions holomorphes de I'argument a.e*, s’annulant
quand ce dernier devient nul et ne prenant que des valeurs réelles quand cetargu-
ment reste réel.

A cette solution, o étant réel, il correspondra un certain mouvement, et ce
mouvement sera défini ainsi, tant que la valeur absolue de ae* reste assez pelite
pour que les séries représentant les fonctions f; soient convergentes et que les
valeurs absolues de leurs sommes ne dépassent pas une cerlaine limite.

Supposons que cela a lieu tant que

ot <1,

{ étant un nombre positif indépendant de a.
Alors notre mouvement sera défini pour toutes les valeurs de ¢ qui ne dépassent

pas la limite suivante :
{

log —

o (o]

X~
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De cette maniére, si || est assez pelit pour que cette limite soit supérieure &
la valeur initiale de ¢, nous obtiendrons un mouvement troublé que nous pour-
rons suivre depuis le moment initial jusqu’au moment ol ¢ =r.

Ce mouvement est tel que les valeurs initiales correspondantes des fonctions x;,
en faisant |2 | suffisamment petit, deviennent toutes aussi petites en valeurs abso-
lues qu’on le veut, tandis que leurs valeurs pour t =<

ay=fi(ED,  @=fo(E0), ..., xa=fl(E D),

parmi lesquelles il s’en trouve certainement qui sont différentes de zéro ('), ne
dépendent pas de la valeur absolue de o.

Nous devons donc conclure que le mouvement non troublé est instable.

Admettons maintenant que I'équation déterminante n’a pas de racines positives,
mais qu’elle a des racines complexes a parties réelles positives.

Choisissons-en deux racines conjuguées

x,:).—f—pn\/—_l, ty= A —py/—1,

ayant la partie réelle X la plus grande possible.
Comme les expressions de la forme

Mk, 4 Myry == (My+ my) A + (my— my)py/— 1,

Iy

m, et m, satisfaisant & la condition m, - m,>>1, ne seront certainement pas
racines de I'’équation déterminante, nous aurons, pour le systeme (13), une solu-

tion sous forme des séries (19), avec deux constantes arbitraires o, et a,, ol tous
les coefficients K seront des constantes.
Soit cette solution

Xy = fo( oy €%t oy e*at) (s=1,2,...,n),

les f étant des fonctions holomorphes des arguments o, e*¢ et aye*¢ s’annulant
quand ces arguments deviennent nuls.

Nous pouvons supposer les fonctions f; telles que chacune des fonctions

f.v@—l-‘ﬂ\/:;,i—”’i\/:_l) (s=1,2,...,n),

£ et 1 étant réels, soit réelle.

(1) Siles valeurs des fonctions z; correspondant a4 une certaine valeur de ¢ sont toutes
nulles, ces fonctions seront nécessairement nulles pour toute valeur de ¢ (voir le renvoi du

n® 14). Et nous supposons assurément que, parmi les fonctions f;, il en existe qui ne sont
pas nulles identiquement.
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Alors, a toute paire de valeurs complexes conjuguées de o, et a,, il corres-
pondra un certain mouvement, qui sera défini au moins pour les valeurs de ¢
satisfaisant & des inégalités de la forme

| o et | S, | otpe®t | S,

ou / désigne un nombre constant positif indépendant de 2, et a,.

Soit o le module de a, et a,, de sorte que, ¢ désignanty/— 1, l'on ait
o, = ae’B, oy —=aeiB,

N’attribuant & « que des valeurs non nulles, posons

g=—L log -+
! A Pu
Alors, « étant suffisamment petit, notre solution définira un mouvement troublé
correspondant a des perturbations aussi petites en valeurs absolues qu’on le veut,
et cependant tel que, dans le moment

les fonctions z, prendront les valeurs

zs=[s({, 1) (s=1,2,...,n)

indépendantes de o.
Donc, comme dans le cas précédent, nous devons conclure que le mouvement
non troublé est instable.

De cette maniére, nous pouvons considérer le théoréeme comme démontré (1).

235. De ce qui a été démontré se déduit un complément au théoréeme de
Lagrange sur la stabilité de U'équilibre dans le cas ot il y a une fonction de forces.
Ce théoréme donne, comme on le sait, une condition suffisante pour la stabi-
lité, qui consiste en ce que la fonction de forces doit atteindre, dans la position

d’équilibre, un maximum.

(1) Ge théoréme fut démontré de la méme maniére dans mon Mémoire Sur les mouve-
ments hélicoidaux permanents d’un corps solide dans un liguide (Communications de
la Société mathématique de Kharkow, 2¢ série, t. I, 1888). Dans ce Mémoire, en faisant
voir que, sous certaines conditions, les équations différentielles du mouvement troublé
admettent des solutions de la forme (1g), je n’ai pas fait mention de 'Ouvrage cité plus
haut de M. Poincaré (n° 23), parce que cet Quvrage ne m’était pas connu & celte époque.
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Mais, en constatant que cette condition est suffisante, le théoréme en question
ne permet pas de conclure a la nécessité de la méme condition.

C’est pourquoi la question se pose : la position d’équilibre sera-t-elle instable s1
la fonction de forces n’est pas maximum ?

Posée dans sa forme générale, cette question n’est pas résolue jusqu’a présent.
Mais, dans certaines suppositions de caractére assez général, on peut y répondre
d’une maniére précise; car le dernier théoréme du numéro précédent conduit a
une proposition que l'on peut considérer, sous certaines conditions, comme la
réciproque du théoréme de Lagrange. Ces conditions sont d’ailleurs celles avec
lesquelles on a le plus souvent affaire dans les applications.

Soient

qdis G2 cevy Gk

les variables indépendantes définissant la position du systéme matériel considéré.
Nous les supposerons choisies de fagon que, pour la position d’équilibre exa-
minée, elles deviennent toutes nulles.
La fonction de forces U peut dépendre de toutes ces variables ou seulement de

quelques-unes d’entre elles. Admettons qu’elle dépende seulement des m sui-
vantes :

(25) dis Gas  ovs Gy

et supposons de plus qu’elle en soit une fonction holomorphe.
La force vive de notre systéeme, laquelle sera une forme quadratique des
dérivées h
T G oo Gk y

des variables ¢; par rapport a ¢, avec des coefficients dépendant des ¢;, sera sup-
posée également holomorphe par rapport aux ¢;.

Dans notre supposition au sujet de la fonction de forces, la position d’équilibre
considérée fera partie d’'une série de positions d’équilibre en nombre infini, les-
quelles positions s’obtiendront en attribuant aux variables

qm+l’ qm+2a ceey qk

des valeurs constantes quelconques et en faisant nulles les variables (25).
Si U, comme fonction de m variables indépendantes (23), pour

J1=Fa2—=...=gm=—20,

devenait maximum, chacune de ces positions d’équilibre, d’aprés le théoreme de
Lagrange, serait, par rapport aux quantités (25), stable.
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Supposons maintenant que, les m variables en question étant toutes nulles, la
fonction de forces ne devienne pas maximum.

Nous allons montrer que, s¢ cette circonstance se manifeste par cela que
Uensemble des termes du second degré dans le développement de U suivant
les puissances des quantités q; peut recevoir des valeurs positives, la position
d’équilibre considérée, aussi bien que les autres positions d'équilibre indi-
quées ci-dessus, tant qi’elles en sont suffisamment voisines, seront instables,
et que 'instabilité aura méme lieu par rapport aux quantités (25).

En effet, par la théorie des petites oscillations, on sait que, sous ladite condi-
tion, I’équation déterminante a toujours au moins une racine positive. Par suite,
d’aprés ce qui précede, Uinstabilité aura certainement lieu par rapport & quelques-
unes des 24 quantités suivantes :

qu q2y ceey "Ik’ (]’19 ‘],2’ MRS (I;w

Il ne reste donc qu’a montrer qu’elle aura lieu par rapport aux m premiéres
d’entre ces quantités.

Pour cela, en désignant par x la plus grande des racines positives de I’équation
déterminante, prenons la solution correspondante

71= fi(ae¥), qs=Ja(xe), N qr=Jr(xe*)

des équations différentielles du mouvement. C’est une solution du type considéré
dans la démonstration du théoreme 111.

Notre proposition sera évidemment démontrée, si nous faisons voir que, parmi
les fonctions

fl’ f2v ceey fm’

il s’en trouve qui ne sont pas identiquement nulles (nous supposons, cela s’en-
tend, que les & fonctions fi, fs, ..., fx ne sont pas toutes identiquement nulles).

Or, cette circonstance se manifeste de suite, car dans tout mouvement (side tels
mouvements sont possibles) ot les quantités (23) seraient toutes identiquement
nulles I'équation de la force vive donnerait évidemment, pour cette derniére, une
valeur constante non nulle, tandis que, pour la solution du type considéré, la
force vive doit tendre vers zéro quand — ¢ croit indéfiniment.

Pour ce qui concerne les cas ot 'absence de maximum de la fonction de forces
ne se reconnait qu'en examinant les termes de degré supérieur au second, le
théoreme II1 ne peut servir a démontrer I'instabilité.

Un des cas de cette espece a été signalé au n° 16 (exemple II), ol Pinstabilité

a été démontrée en s’appuyant sur un théoréme général d’un tout autre genre.
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26. Nous sommes arrivé aux théorémes du n° 24, en considérant certaines
séries satisfaisant aux équations différentielles du mouvement troublé. Mais les
théoremes I et Il se démontrent aisément sans avoir recours a ces séries, et nous
allons maintenant montrer comment 'on peut y parvenir en partant des proposi-
tions générales du n° 16.

Supposons que I'équation déterminante du systeme (13) n’a que des racines a
parties réelles négatives.

Nous savons qu’a cette condition il existe toujours une forme quadratique V
des variables z,, 2z, ..., z, satisfaisant a I’équation

¢ v
(26) Z(pﬁx,—i—pma‘?—i—. . .—|—pmx,,)§a =z + X +...+x}

s=1

et, par conséquent, telle que sa dérivée totale par rapport a ¢,

av , o OV
d—[:xf +x§+...+.r?l+2‘Xsbz,

) s=1
formée d’apres les équations (13), représente une fonction définie positive. Nous
savons aussi que cette forme sera définie négative (n° 20, théorémes I et I1).

Nous pouvons ainsi trouver une fonction V satisfaisant a toutes les conditions
du théoréme 1 (n° 16).

Notre forme, qui représente une telle fonction, satisfera d’ailleurs aux conditions
de la proposition qui a été établie dans la remarque Il relative a ce théoreme.

Nous devons, par suite, conclure que le mouvement non troublé est stable et
que chaque mouvement troublé, pour lequel les perturbations sont assez petites,
tendra asymptotiquement vers le mouvement non troublé.

Supposons maintenant que, parmi les racines de I’équation déterminante, il
s’en trouve dont les parties réelles soient positives.

Si alors le déterminant D, (o) (n° 19) n’est pas nul, on trouvera, comme précé-
demment, une forme quadratique V satisfaisant a I'équation (26); mais cette
forme, dans I'hypothese actuelle, sera telle que, par un choix convenable des
valeurs réelles des quantités z;, on pourra toujours la rendre positive (n° 20,
théoréme IIT). Donc, comme elle possede une dérivée définie positive, elle satis-
fera a toutes les conditions du théoréme 11 du n° 16.

Nous devons ainsi conclure que le mouvement non troublé est instable.

Si D, (0) = o, nous prendrons, au liea de 'équation (26), la suivante :

n

av
(27) Z(Pﬁxlﬂ—pmxg—l—...—I—-ps,,x,,)dT :)\V—i—xf +1:§ +...+ 2k,

s=1

en entendant par A une constante positive.



298 A. LIAPOUNOFF.

En supposant que cette constante n’est pas une racine de I'équation D, () = o,
nous trouverons toujours une forme quadratique V satisfaisant a I'équation (27).

Or, en satisfaisant 4 cette derniére, cette forme satisfera nécessairement a la sui-
vante : ‘

n

-
7

A A
Z[p“x, + PsaZa+ .. .+<pm—-5> L+ .. .—i—/)sn.z*,,]—d? =2+ 2z +...+ 2.

n
s=1

Et cette équation se déduit de celle (26) en remplacant les quantités pg par les
quantités pg— S5 aussi tous les théoremes du n° 20 peuvent lui étre appliqués,

pourvu que, au lieu des racines de 1’équation déterminante du systéme (13), on
considere les racines de ’équation

])(Z—I-x):o.
2

Par suite, si nous admettons que la constante ) soit assez petile pour quon
puisse satisfaire & cette équation par une valeur de x a partie réelle positive, nous
pouvons étre certain que la forme V sera susceptible des valeurs positives.

Mais alors la forme V, dont la dérivée totale par rapport a ¢ se réduit & la forme

n

dv
W:)\V—l—xfﬁ-x‘ﬁﬁ—...-}—x,"’,-{—EXx

aVv

)
dx;

s=1

satisfera a toutes les conditions du théoreme III du n® 16.

Nous conclurons donc que le mouvement non troublé est instable.

Remarque. — Les démonstrations précédentes s’appliquent évidemment non
seulement au cas de mouvements permanents, mais encore 4 des cas beaucoup
plus généraux, car Phypotheése que les coefficients Py™»s--~", figurant dans les
développements des fonctions Xy, fussent des quantités constantes, n’a joué aucun
role dans ces démonstrations. Ces coefficients pourraient étre des fonctions de ¢,
et, pour que l'analyse précédente fiit applicable, il faudrait seulement que ces fonc-
tions satisfissent aux conditions générales posées au début du n°® 11.

Pour cette raison, nous pouvons tirer de notre analyse un théoréme général sur
I'instabilité, qui complétera a certains égards les propositions du n° 13.

Ce théoréme se présente d’abord comme étant soumis & la restriction que les
coefficients p,s soient des quantités constantes. Mais il s’étend immédiatement au
cas ou ces coefficients sont des fonctions limitées quelconques, satisfaisant a la
condition que le systéeme d’équations différentielles de la premiére approximation
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appartienne a la classe des systémes que nous avons appelés réductibles (voir les

n® 10 et 18, remarque). 11 peut donc étre énoncé ainsi :

Si le systéeme d’équations différentielles de la premiére approximation est
, . L L
réductible et que, dans le groupe de ses nombres caractéristiques, il s’en

trouve des négatifs, le moucement non troublé est instable.

En rapprochant ce résultat du théoréme I (n” 13), nous arrivons i la conclusion
que, pour des systémes réductibles, la question de la stabilité se résout par le
signe du pllfs petit des nombres caractéristiques. Il ne reste donc de douteux que
les cas ol ce nombre est nul. Alors la question ne peut étre résolue tant que, dans
les équations différentielles, on n’a pas tenu compte des termes de degré supé-

rieur au premier ().

27. De lanalyse précédente il résulte que, dans la plupart des cas, la question
de la stabilité se résout par 'examen de la premiére approximation, et cet examen
ne donne pas de réponse a la question seulement dans les cas ot 'équation déter-
minante, sans avoir des racines a parties réelles positives, posséde des racines dont
les parties réelles sont nulles.

Ces cas singuliers n’en présentent pas moins un trés grand intérét, autant par
la difficulté de leur analyse que parce que, pour beaucoup de questions, ce n’est
que dans ces cas que la stabilité absolue est possible.

Ainsi, par exemple, si le systéme d’équations examiné est canonique,

dry  oH i{_‘_s_._dH (s=1,2,...,4)

dar T oy dt oz
(H étant une fonction holomorphe des variables z,, zs, ..., 2%, Y1, ¥2y - ooy Y1y
ne contenant pas de termes de degré inférieur au second), la stabilité absolue
n’est possible que si toutes les racines de 'équation déterminante ont leurs parties
réelles nulles.

Nous arrivons a cette conclusion en tenant compte de ce que cette équation
contient seulement des puissances paires de 'inconnue % (n” 21).

Si, parmi ses racines, il s’en trouvait qui eussent les parties réelles différentes
de zéro, il n’existerait qu’une certaine stabilité conditionnelle (n° 24, théoréme IT)
d’un caractére tel que, pour certaines perturbations, les mouvements troublés
s’approcheraient asymptotiquement du mouvement non troublé.

Dans le cas oil les parties réelles de toutes les racines sont nulles, il peut arriver
que H est une fonction définie. Alors la stabilité aura lieu réellement. Mais, si H

(%) Voir la Note placée a la suite de ce Mémoire.
Fac. de T., »* S., IX. 3()
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n’est pas une telle fonction, la question devient en général trés difficile et nous ne
pouvons pas indiquer de moyens pour la résoudre.

I1 serait naturel de recourir, dans ce but, & P'intégration de nos équations a
l'aide de séries. Mais les séries que donnent, dans les cas qui nous intéressent, les
méthodes connues d'intégration ne sont pas de nature & pouvoir conduire a des
conclusions quelconques sur la stabilité.

Les séries ordonnées suivant les puissances des constantes arbitraires, aux-
quelles conduit la méthode usuelle des approximations successives, présentent
déja cet inconvénient que l'on y rencontre, en général, des termes séculaires, qui
y entrent ordinairement méme dans les cas o la stabilité a lieu réellement. Et la
présence de ces termes rend I’étude de la question trés difficile.

1l serait donc désirable d’avoir des méthodes d’intégration qui fournissent des
séries dépourvues de termes séculaires.

On sait que, dans la Mécanique céleste, la recherche de pareilles méthodes
constitue Uobjet de plusieurs recherches modernes. Parmi ces recherches, celles
de Gyldén et de Lindstedt méritent une attention particuliére.

Les méthodes proposées par Gyldén reposent, comme on sait, sur la considé-
ration des fonctions elliptiques.

La méthode plus simple de Lindstedt, dans les cas ot elle conduit au but, fournit
des séries de sinus et cosinus des multiples de ¢, dépendant non seulement
des racines de l’équation déterminante (qui sont supposées loutes purement
imaginaires), mais encore des constantes arbitraires introduites par 'intégration.
(Jest cette derniére circonstance qui permet de faire disparaitre les termes sécu-
laires (').

Mais, bien qu’on puisse indiquer ainsi des méthodes permettant parfois de se
débarrasser des termes séculaires, la difficulté est loin d’étre écartée par la, car il
resle encore & résoudre une question essentielle, celle de la convergence des séries
obtenues. Or cette question, pour des systémes d’équations différentielles d’ordre
supérieur au second, n’est pas facile & résoudre, etjusqu’a présent onn’a fait a son
sujet rien dont on pourrail profiter ici (*).

Nous avons en vue les problemes ou lesdites méthodes sont appliquées a la
recherche de 'intégrale générale. Quant a ceux ol 'on se borne i la recherche de

(1) LixpstepT, Beitrag sur Integration der Differentialgleichungen der Storungs-
theorie (Mémoires de UAcadémic des Sciences de Saint-Pétersbourg, 7¢ série, t, XXXI,
n° 4).

(?) Récemment a paru un Mémoire remarquable au plus haut point de M. Poincaré Sur
le probléme des trois corps et les équations de la Dynamique (Acta mathematica,
t. XIII). Dans ce Mémoire, entre autres questions, est considérée celle de la convergence
des séries de Lindstedt pour un systéme canonique du quatriéme ordre, et relativement &

cette convergence l'auteur arrive & une conclusion négative.
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solutions particuliéres, on pourra, a certaines conditions, obtenir, par exemple,
des séries périodigques semblables a celles de Linsdtedt, dont la convergence sera
indubitable.

Nous nous occuperons de pareilles séries a la fin de ce Chapitre.

Comme on le voit par ce que nous venons de dire, les questions de stabilité,
dans les cas singuliers qui nous intéressent, sont trés difficiles. Les difficultés de-
viennenl d’ailleurs d’autant plus sérieuses que le nombre de racines a parties
réelles nulles est plus grand.

Aussi, si Pon désire arriver & quelques méthodes générales dans ces questions,
est-il nécessaire de commencer par les cas ou le nombre de susdites racines est
le plus petit possible.

Nous nous bornerons ici 4 I'examen des deux cas les plus simples de cette
espece : 1° ou I'équation déterminante a une racine nulle, toutes les autres ra-
cines ayant leurs parties réelles négatives, et 2 ou, les autres racines étant de la
méme nature, 'équation a deux racines purement imaginaires (').

Notre analyse représentera une application de la méthode que nous avons
appelée au n° 3 la seconde.

Preyier cas. — Une racine égale @ zéro.

28. Considérons un systeme d’équations différentielles du mouvement troublé
d’ordre n 1 et supposons que l'équation déterminante qui lui correspond ait
une racine nulle, les  autres racines ayant leurs parties réelles négatives.

Le systtme d’équations différentielles de la premiére approximation admettra,
dans ce cas, une intégrale linéaire a coefficients constants (n° 18). En prenant

une telle intégrale (dans laquelle on peut supposer les coefficients réels) pour une

des fonctions inconnues, nous raménerons le systéme considéré a la forme

dx
dt =X
(28)
dxg
ar =Pst® TP Xy + .o PepTy +Psx+xs (s=1,2, ..., n),

ou X, X, X, ..., X, sont des fonctions holomorphes des variables z, z,,

(1) Le cas de racines purement imaginaires pour des systémes du second ordre a été consi-
déré par M. Poincaré dans son Mémoire Sur les courbes définies par les équations diffé-
rentielles (Journal de Mathématiques, 4¢ série, t. I, p 172). Au terme stabilité y est
donnée une acception un peu différente de la notre.
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Zay ..., Z,, dontles développements commencent par des termes de degré non
inférieur au second et possédent des coeflicients constants réels, el pys, ps sont
des constantes réelles. Les constantes py, sont d’ailleurs telles que, si nous dési-
gnons, comme précédemment, par D (x) le déterminant fondamental du sys-
teme (1), 'équation

D(x)=o

N

n’aura que des racines a parties réelles négatives.

Considérons dans les équations (28) les termes ne dépendant pas des variables
Zy, Ty, ..., Zy. Nous désignerons les ensembles de ces termes dans les développe-
ments des fonctions X, X, X, ..., X, respectivement par X, X" X" .. X,

Il peut arriver que tous les coefficients p,, p., ..., p, soient nuls. Alors, si,
X n’étant pas identiquement nul, les développements des fonctions X{,
X, ..., XY suivant les puissances de z ne contiennent pas de termes dont les
degrés soient inférieurs a la moindre puissance de x entrant dans le développement
de X© ou si X© X XM ... X" sont toutes identiquement nulles, la ques-
tion de la stabilité se résoudra, comme nous verrons, par I'examen direct des
équations (28). Dans le cas contraire, une transformation préalable sera néces-
saire, et nous montrerons tout a 'heure qu’on pourra toujours transformer le sys-
teme d’équations (28) dans un systtme de méme forme pour lequel les conditions
que nous venons de signaler seront remplies.

Dans ce but, considérons le systéme d’équations suivant :

(29) Psi® + Pty ..o Popy +psx 4+ Xg=0 (s=1,2,...,n).

Les premiers membres de ces équations s’annulent pour

Xy =Xy =... =L =X =0,

mais leur déterminant fonctionnel par rapporta .xy, s, . .., z, se réduit dans cette
hypothése a D (0), ce qui est un nombre non nul. Par suite, en vertu d’un
théoréme connu, ces équations sont résolubles par rapport aux quantités z,
Xy, ..., %n, et admettent une solution parfaitement déterminée de la forme

xT, = U, Ty == U, cea Xy = U,,

WUy, ty,y ..., U, étant des fonctions holomorphes de la variable z, s’annulant pour
xr=o. v

Les coefficients dans les développements des fonctions u; s’obtiendront succes-
sivement, en commencant par la moindre puissance de 2 ; et celle-ci serala moindre
puissance de 2 que renferment les équations (29) dans les termes indépendants des

quantités z;.
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Si donc tous les coefficients p; étaient nuls et qu’aucune des fonctions X; ne
renfermat dans son développement de termes indépendants des quantités z;, tous

les u; seraient identiquement nuls.
En revenant maintenant au systéeme d’équations différentielles (28), transfor-

mons-le a I'aide de la substitution
Ty = Uy + 3y, Ty = Uy + 39, ceey Lp == Up + 3,

ol 3y, 33, ..., %, sont de nouvelles variables qui remplaceront les anciennes z,,

Loy eoeyp.
Le systeme d’équations transformé sera de la forme suivante :

dr 7
de — 7
dsg
L = PasiE Pasa o Psnn+ Ls (s=1,2,...,n),
owZ,Z,,Z,,...,7,sontdesfonctions holomorphes des variables z, z,, z,, . . ., z,,
dont les développements commencent par des termes de degré non inférieur au
second; et il est facile de voir que, si Z0, Z\”, 7, ..., Z” représentent ce que
ces fonctions deviennent quand on pose 3, =3, =...=3, =0, on aura
du du, du
70— ! 7.(0 70— 2 700 . 700 —__ n70),
! r ’ 2 dx ’ ’ " dx

D’oti il est clair que dans les développements des Z{” suivant les puissances de x
il 0’y aura pas de termes dont les degrés soient inférieurs 4 la moindre puissance
de z dans le développement de Z(), et que, si Z© est identiquement nul, il en
sera de méme de chacune des fonctions Z{".

Donc le systéme transformé aura toutes les propriétés requises.

La fonction Z{") s’obtient comme résultat de la substitution

Ty = Uy, Ty = Uy, LR Ty = Uy

dans la fonction X.

Si le résultat de cette substitution élait trouvé identiquement nul, le systéeme
d’équations (28) admettrait une solution particuliére avec des valeurs constantes
pour z,xy, T3, . .., Z,, dépendant d’une constante arbitraire.

En supposant que
us=al’ x +aPx 4+ alPxd +. .. (s=1,2,...,n)

soient les séries définissant les fonctions u,, nous pourrions représenter cette solu-
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tion par les équations suivantes :
xr =c,

zs=allc+aPc?+alPc? +. .. (s=1,2,...,n),

ol ¢ est une constante arbitraire, dont le module, pour que les séries soient
convergentes, ne doit pas dépasser une certaine limite.

A chaque valeur réelle suffisamment petite de la constante ¢, il correspondrait
dans ce cas un mouvement permanent ('). En faisant varier cette constante d’une
maniére continue, nous obtiendrions une série continue de tels mouvements,
comprenant le mouvement considéré dont la stabilité fait 'objet de recherche.

Remarque. — La substitution au moyen de laquelle a été effectuée la transfor-
mation précédente est telle que le probleme de la stabilité par rapport aux
anciennes variables z, z,, z,, . . ., 2, est entierement équivalent au probléme de la
stabilité par rapport aux nouvelles x, zy, 21, ..., z,; de sorte que, enrésolvant un
probleme dans le sens affirmatif ou négatif, nous résoudrons I'autre dans le
méme sens. .

La plupart des transformations que nous rencontrerons dans la suite jouiront de
cette propriété.

Au reste, il nous arrivera parfois d’avoir affaire avec des transformations d’une
autre sorte. Dans de tels cas, en passant du systéme primitif d’équations au sys-

teme transformé, nous serons obligé d’'introduire dansle probléme certaines modi-
fications. .

29. En vertu de ce qui a été exposé plus haut, nous pouvons partir dans notre

recherche de la supposition que les équations différentielles du mouvement troublé
ont la forme suivante :

dz dr,

(30) ZZZ:X’ Tt"—p$1xl+P82x2+"‘+p$nxn"‘XS (s=1,2,...,4),

ou les fonctions X, X sont telles que leurs développements satisfont a la condi-
tion dont on a parlé au numéro précédent.

. n—+1 c e N . < . [ \ (e
(1) Si le nombre est inférieur a celui des degrés de liberté du systéme matériel
2

considéré, aux expressions données des quantités x, xy, @, ..., ¥, en fonctions de ¢ peut
correspondre non pas wun, mais une infinité de mouvements. Mais nous conviendrons de
considérer tout ’ensemble de ces mouvements comme un seul mouvement, et nous le ferons
aussi dans des cas analogues plus loin.
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Nous considérerons d’abord le cas ol la quantité X(*) n’est pas identiquement
nulle, et nous désignerons par m 'exposant du degré de x le moins élevé que I'on
rencontre dans son développement.

Alors, conformément a notre hypothése, aucune des quantités X{* ne contiendra
dans son développement de termes de degré inférieur a m.

Le nombre m ne sera pas inférieur a 2.

Commencons par le cas le plus simple, celui ot m = 2.

Soit

X=gx*+Pxr+ Q+R,

oll g est une constante non nulle, P une forme linéaire des variables zy, z,, . . ., 2,
Q une forme quadratique de ces mémes quantités et R une fonction holomorphe
des variables z, z,, z,, . . ., Z,, dont le développement ne contient pas de termes
au-dessous de la troisiéme dimension.

Cela posé, nous remarquons que, dans les conditions considérées, on pourra
toujours trouver des formes des variables z;, linéaire U et quadratique W, qui

satisfassent aux équations

n

o

-
Z(pﬂxl—i—pﬂxz—l—...—l—p,,,w,,)d +P=o,

g
s=1
" AN 2 o 2
z(Pslwl"“'])szx-z"_”W“‘Psn‘z‘u)d_x;+Q:g(x1+x§+-"+xﬁ)'
s=1

Ces formes étant obtenues, posons
V=2z+ Uz +W.

Alors, en vertu de nos équations différentielles (30), nous aurons

dav
;ﬁ:g(x2+xf+x§+...+x,’,)+s,

n n
S:szSg?Us +sz%‘: +UX +R
s=1 s=1
ne contiendra que des termes de degré supérieur au second.

De cette maniere la dérivée de la fonction V par rapport & ¢ représentera une
fonction définie des variables x, .x;. Mais la fonction V, elle-méme, peut évidem-
ment prendre des valears positives aussi bien que négatives, quelque petites que
solent les valeurs absolues de ces variables.

Par suite, en nous reportant au théoréme II du n° 16, nous devons conclure que
le mouvement non troublé est instable.
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Nous arriverons 4 la méme conclusion dans le cas ou m est un nombre pair

quelconque.
Soit, d’une fagon générale,

X:gx"'—i— P“).Z‘—l—P(g)(l'g—i—...—i— p(lll—l)xrn—1+Q+R,

ot g est une constante non nulle; les PU/ représentent des formes linéaires des
quantités x5, Q est une forme quadratique de ces derniéres, et R une fonction
holomorphe des variables , z,, dont le développement n’a pas de termes de degré
inférieur au troisieme et est d’ailleurs tel que la variable = ne sy rencontre, dans
les termes linéaires par rapport aux quantités z;, qu’a des puissances non infé-
rieures a la miéme et, dans les termes indépendants des z,, qu’a des puissances non
inférieures a la (m + 1)'me. .
En outre, en désignant par k£ un nombre entier positif quelconque, posons

X,= Pz + PP 2t ..+ PP ok XP = gam 4 XL

Les PY sont ici des formes linéaires des quantités zs; X\, X0, X sont des
fonctions holomorphes des variables z, x;, dont les développements, dans les
termes linéaires par rapport aux quantités x;, ne contiennent z qu’a des puis-
sances supérieures a la k'*™; les g, sont des constantes et les X, des fonctions
holomorphes dont les développements, dans les termes indépendants des z;, ne
contiennent z qu’a des puissances supérieures a la mitme,

Convenons enfin d’entendre par U, U@, ..., Utm=1 des formes linéaires et
par W une forme quadratique des variables xz;, formes dont nous aurons a dis-
poser.

Cela étant, et en supposant que m soit un nombre pair, posons

V= + U0z + U0z 4. . .4 Um=hgm-t 4 W,

Alors, en vertu des équations différentielles (30), il viendra

=gam4+PWz + PO+, .+ PVt Q +R

m—2 n

+2x"2(ps,x1 + P ot pgpx,+ P4+ Pkt gpm—k—t 4 Xg"“k‘“)

k=1 s=1

dU(m—l)

n
—y

+ pm—t (P51x1+P32‘r2'+‘“+Ps"x”+xs) oz
24 s

s=1
m—1

. oW .
+E (PsiZy+ Psa®o—t+ ...+ PsnTn+ Xs) 5}; -+ XZ fe Utk) ph—1,

s=1 k=1

oUW

ox
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En considérant ici 'ensemble des termes linéaires par rapport aux quantités s,
. . . ; oy R
disposons du choix des formes linéaires U/’ de telle maniere que z ne sy ren-

contre pas & des puissances inférieures 4 la m'*™¢. Pour cela nous devons faire

ougm
Z(anr"‘l’szxz—“ +P.sn1'n)—— +P®=o,
s=1
Uk
2(p51x1+P32x2+ +psnxn) 0
s=1
aUt=1 oum
(k) ) h-1) — — —1).
+P +2<pu S ...+ PE dxs>—o (k=2,3, ..., m—1)

s=1

Dans les hypothéses admises, ces équations seront toujours possibles, et nous
en tirerons successivement UM, U@, Um=v,
Si ensuite nous choisissons la forme quadratique W conformément a I’équation

- OW
2(1731.75,4—[);2.1'2—!—...—l—ps,,x,l)d—x: + Q=g+ al+...+x2),

s=1

nous aurons

av R
W:g(x'”—i—xf—e—x;—i-...—i—x?,)—c—s,
ou
e oUW p) .
—~ v U’(m.l o)
S — .I"X“”""‘“ m—lX (k) pk—1
21 ,,E, ¢ G 7 I +ZX 9z XZ/{U x+=14+R.
s= = s=1 k=1

(k)

Et cette expression de S, eu égard a ce que désignent X, R, X;, X¥ peut toujours

étre presentee sous la forme

n n
-
S=vam4 2 E Vs s Ly

s=1 0=t
ol ¢, ¢;5 sont des fonctions holomorphes des variables z, z;, s’annulant pour
X=X = Xy =...== X, = 0.

Par la on voit que, les formes U, W étant choisies de la maniére indiquée, la

, ., dV . .. .
dérivée —7 Sera une fonction définie des variables z, z;.

Or, s’il en est ainsi, la fonction V satisfera a toutes les conditions du théo-
réeme Il du n° 16. Nous devons donc conclure que le mouvement non troublé est

instable.
Fac. de T., 2* S., IX. 4o
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Considérons maintenant le cas de m impair.

En posant

V=W ;xz—i— UM g+ Uzt 4.+ Ulm=ti gm,

nous aurons, en vertu des équations (30),

%—‘7/ =g 4 PO PO b+ Pn-Dam 4+ (Q +R)z
"l——l n k_l)
+2xkz (Psi@y+ P2y Pon®ut+ Pz ... PR gm—k 4 xgm-’-“))f’-U(;——
k=2 s=1 Fs
N un-»

-+ xuzz (pﬂxl +Ps2$2+- . '+/7snxn+ Xs) W

s=1

n m
L, O0W LN .
+2 (Ps1 @y 4 Psails oo o PspTp—+ s ™ = Xs) b + X z kUtk=1) k=1,
. s

s=1 k=2

Choisissons la forme quadratique W conformément a I’équation

- oW . \
(31) E(p31x1+p52x2+. co Psniy) TN =gz} +xy+...+x3).

s=1

Puis, disposons des formes linéaires Ul de fagcon que, dans celte expression

de i il 0’y ait pas de termes linéaires par rapport aux quantites s, dans les-

quels z se trouve a des puissances inférieures a la (m 4= 1)ieme, Pour cela, choisis-

sons ces formes conformément aux équations

n

oun
E (P @1+ Psaate .= PsaZn) e + P =o,
s

s=1

" ou
2 (ps1 X1+ Psa®y+. ..+ PsnTn) —dzs—
s=1
(h—1) (1
-+ P“”—|—-Z<P§.“0—[(])—— “+.. .-A—P;./“‘”-ng——> =o0 (k=2,3, ..., m—2),
X : Ty .
s=1 )
.’-l.‘ ()U(m—-I)
Z(pslx,—k-ps.zxg-i-...+ps/,x,,)—()—xs——
s=1
<[ oW QU IuM
(m—1) N [ o (1) . (m—2) —
+Pp +2‘<°S()xs P e Py S > 0

s=1
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D’aprés cela nous aurons

av
i =gzt xi+2i+.. . +2L)+ S,
ou
e IUE=1) oUn=1)
- m—
) :E 2 Zh X e e X ———
h s dx, S 0z
s=1 =2

S dxs

+ )X AL X ¥ kUFD 2=t (Q + R) 2.
k

s=1 =2

Or, cette expression de S peut étre présentée sous la forme

n n
S = vxm+t 4 E E Vsg s Xy

s=1 0=1

en entendant, comme précédemment, par ¢, vs; des fonctions holomorphes, s’annu-

lant quand tous les z, z; s’annulent.

A . . . .
La dérivée —7 sera donc une fonction définie des variables z, x;, et son signe,

pour des valeurs suffisamment petites de |z |, | 2|, sera le méme que celui de la
constante g.

Cela posé, et en nous reportant au théoréme II du n° 20, nous remarquerons
que la forme W satisfaisant a I'équation (31) sera définie et, en outre, de signe
contraire a celui de g. Et par I'expression de la fonction V il est clair que, W étant
une forme définie positive, V sera une fonction définie positive des variables x, z;.

Ainsi, pour g <Co, la fonction V sera définie positive, et sa dérivée définie
négative; nous nous trouverons donc dans les conditions du théoréme I du n® 16, et
méme, dans celles du théoréme établi dans la remarque II. Si, au contraire,
& > 0, on pourra toujours rendre la fonction V une quantité de signe arbitraire,
quelque petite que soit la limite que ne doivent pas dépasser les quantités |z|, | z|;
on se trouvera donc dans les conditions du théoréme II (n° 16).

Par suite, nous arrivons a conclure que, m étant impair, il y aura stabilité ou
instabilité, selon que g est négatif ou positif, et que, g étant négatif, tout mouve-
ment troublé, assez voisin du mouvement non troublé, s’en rapprochera asympto-

tiquement.

30. Il nous reste encore & considérer le cas o, dans les équations (30), aucune
des fonctions X, X ne renferme, dans son développement, de termes indépen-
dants des quantités z,, Z,, ..., Z, et ou, par suite, ces équations admettent une
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solution particuliere de la forme

c étant une constante arbitraire.
Nous allons montrer que dans ce cas les équations (30) auront une équation
intégrale compléte (1), dépendant d’une constante arbitraire ¢, de la forme sui-

vante,
x:c—l—f(x,, Loy «oey Ty C),

o f est une fonction holomorphe des quantités z, Z2, ..., Zu, 6 s’annulant

pour
Ty =Ly =... =T, =0,

Cette proposition pourrait certainement se démontrer directement; mais nous
référons lassocier a une autre, plus générale, qui pourra nous étre utile dans
y P 3

d’autres cas. Voicl ce que nous allons démontrer :

Tutorime. — Soit donné un systéme d’équations aux dérivées partielles
S )
Jzj
(32) E(/'slx1+ps2x2+-~-+Psnxn+xs>d__;
s
s=1

=¢j15,+ GjaSa+. .+ Gjxsk+ 1L (J=1,2, ..., k),

ot Xy, Xay voey Xy Zyy Loy ..., Ly sont des fonctions holomorphes des variables
Ty Ty oeey Ty By By ooy Bk, 8 annulant quand toutes ces variables deviennent
nulles. On suppose : que les fonctions X, ne contiennent pas, dans leurs déve-
loppements, de termes du premier degré; que les termes du premier degré
figurant dans les fonctions Lj ne dépendent pas des quantités 3., 3y, ..., 3k;
que les pssy qji sont des constantes, telles que, %\, %2, ..., % élant les racines

de U'équation

Pu—* P12 Pin
P21 Par— % ... Pan
=o,
/'n1 Pn2 vee Pun—*%

(1) Nous appelons compléte toute équation intégrale & laquelle on peut satisfaire, en
disposant convenablement des constantes arbitraires qui y entrent, par une solution quel-

conque des équations différentielles.
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et hyy Aay ..., M celles de Uéquation

‘711—)\ qh2 91k
q21 922"“7\ e gk

i %

9k qr2 v Grr— A

les parties réelles de tous les »; soient différentes de zéro et aient un méme
signe, et que, de plus, les nombres x; et \; ne soient liés par aucune relation

de la forme

MRy MaRy . oo+ M, = ) (J=1,2, ..., k),

o tous les m; solent des entiers non négatifs satisfaisant & la condition

Ems> 0.

Cela posé, on pourra toujours trouver un systéme de fonctions holomorphes

By B2y ..., 5 des variables z,, s, ..., Z,, satisfaisant aux équations (32) et
s’annulant pour
)= Xg=—= ... =X, — 0.

Il n’y aura d’ailleurs qu’un seul pareil systéme de fonctions.

Pour le démontrer, prenons le systéme suivant d’équations différentielles ordi-

naires :
dxg

(33) —— =P @+ PaZat. .+ PanZn+ X (s=1,2, ..., n),
dt
ds; .
-[%-:qj1:1+qj2;2»1—...+qjkzk+Zj (J=1,2, ..., k).

D’apres ce qui a été exposé au n°23, on peut afficmer que ces équations admet-

tront, dans les suppositions admises, une solution de la forme suivante,

(34) -Ts:>ﬂ Koo ’""’ot'l”'oc;"’. AL A R R AT (s=1,2, ..., n),
v (Mg, m. my) pm m My H(m K AmoR A+ +m k)L ;
(35) 5= Lj LI Ml gt grla - orlTn @(M %, PUSRaE n*n (J‘_—_l, 2y vy k),

ou tous les K et les LL sont des constantes ou des fonctions entiéres et rationnelles
de ¢ indépendantes des constantes arbitraires o, as, ..., a,, et ot les sommes
sont étendues a toutes les valeurs des entiers non négatifs m; satisfaisant a la con-

dition E mg> o.
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Nous pouvons d’ailleurs supposer, et nous le ferons, que les ensembles de
termes du premier degré dans les séries (34) donnent une intégrale générale du
systéme d’équations différentielles linéaires tiré de (33) en y laissant de c6té les
termes de degré supérieur au premier. A cette condition, le déterminant fonc-
tionnel des quantités z; par rapport aux quantités

(36) aett, o,ett, L., o, e*et

deviendra, quand ces derniéres seront nulles, une constante différente de zéro.

Cela posé, on pourra résoudre les équations (34) par rapport aux quantités (36)
et en tirer les suivantes,

o€%t = fo(xy, Tgy ooy Xy, L) (s=1,2, ..., n),

ou les seconds membres sont des fonctions holomorphes des variables x,, #, ..., z,,
s'annulant pour 2, = 2,=...=z,= 0, et ayant pour coefficients soit des con-
stantes, soit des fonctions entiéres et rationnelles de ¢.

En portant ces expressions des quantités (36) dans les équations (35), nous
aurons

(37) zj:@j(xl’x%”"xn’ t) (j:I, 2""’k)’

les o; étant des fonctions du méme caractére que les f;; et ces fonctions, en vertu
de la facon méme dont on les a obtenues, satisferont au systéme suivant d’équa-
tions aux dérivées partielles :

" dzj  03j
I a2
s=1
=qnAgpst gLy (=12 00 KD,

Cherchons & satisfaire a ce systtme d’une maniére la plus générale, en suppo- -
sant que les z; soient des fonctions holomorphes des variables «, s’annulant quand
ces derniéres sont nulles et ayant, dans leurs développements, des coefficients ou
constants, ou entiers et rationnels par rapport a ¢.

Pour simplifier 'analyse, supposons que, dans les équations (38), tous les
coefficients ¢, soient nuls, a I'exception des suivants :

911:7\1, f/n:)\zy ey Qkk:)\/c, go1—"T1y 32— T2, ceey Gl k—1— Thk—1.

Cette supposition est toujours légitime, car, dans le cas contraire, en prenant
pour nouvelles fonctions inconnues certaines formes linéaires des quantités z;
a coefficients constants, nous pourrions transformer les équations (38) de telle
maniére que, dans les nouvelles équations, les coefficients ¢ satisfassent a la con-
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dition ci-dessus [ telle est la réduction des équations (13) & la forme (17), indiquée
au n° 22].
Soit
s;= M 2P (J=1,2,..., k),
ot, d’une facon générale, s, z7, ..., 2§ désignent des formes du m**™° degré
par rapport aux quantités ;.
Les équations (38) donneront

* 0zt ()-(Ilt)
-4 3 _
2 (Ps1 @y =+ Psaat...—+ PsnZy) wre -+ —dlt— = )\1‘,({:»_{_ \Vym’
s
s=1
n
S =) .
me = Por@s b Pon®n) g A o = ha g S W (f=2,3,
s
s=1

ot WY Wi .0 W sont des formes du m**™* degré des variables z; se
déduisant d’une certaine maniére des formes z‘}” pour lesquelles << m. Si ces
derniéres avaient toutes des coefficients constants, il en serait de méme des coeffi-
cients de toutes les formes W'™. Pour m =1, ces coefficients seront toujours
constants, car les formes W'! représentent les ensembles des termes du premier
degré dans les développements des fonctions 7Z;.

Par les équations que nous venons d’écrire, nous trouverons successivement

(1) ~(1) ~(1) (2) ~(2) ~(2)
(39) By By, eeey By, By By, P ) PR

Soit v une quelconque de ces formes, et supposons que toutes les précédentes
aient des coefficients constants. Alors, dans I'équation d'ou dépend I'évaluation
de ¢, le terme connu représentera une forme également a coefficients constants.

Par suite, si nous désignons par / 'exposant de la plus haute puissance de ¢
dans les coefficients de la forme ¢, et si, en entendant par ¢o, ¢y, ..., ¢, des
formes a coefficients constants, nous faisons

=g+ 01t ... o, t!
(ce qui représente 1'hypotheése la plus générale que l'on puisse faire au sujet

de ¢), la forme ¢, satisfera a I'équation

n

d(‘[
E ([)slxl +Ps2aZr+ .. .—i—pm.z‘n) -d—— = )\V[,
Ls

s=1

ou A est une des quantités Xy, hy, ..., Az Or, par hypothése, aucune de ces quan-

tités ne se présente sous la forme 2 msx%s. Donc (n° 19), quel que soit le degré de

- k),
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la forme ¢;, 1l est impossible de satisfaire a I’équation considérée autrement qu’en
posant v,= o.
La seule hypothése possible sera, par conséquent, / = o, et I'équation

n

de
2(Px1$1+p5,x2+. ¢ '+Psnxn) a; =Ae -+ W,

s=1

que devra alors vérifier la forme ¢, donnera pour celle-ci une expression parfaite-
ment déterminée, quelle que soit la forme w, que 'on suppose connue.

Ainsi, si dans la suite (39), pour toutes les formes qui précédent ¢, les coeffi-
cients sont des quantités constantes, il en sera aussi de méme de la forme ¢.
D’ailleurs les coefficients de ¢ seront entiérement définis par les coefficients des
formes qui la précédent.

Or la forme 3" sera nécessairement a coefficients constants, car telle est cha-
cune des formes WS". Donc toutes les formes suivantes dans la série (39) possé-
deront également des coefficients constants.

On en conclut que les fonctions (37) ne dépendent pas de ¢ et que, par consé-
quent, elles satisfont au systeme (32). On voit d’ailleurs qu’il est impossible
d’obtenir d’autres fonctions de méme caractére qui satisfassent a ce systéme.

Le théoréme est donc démontré (*).

Remarquons que les développements des fonctions z; commenceront par des
termes de méme degré que les développements des fonctions auxquelles se réduisent
les Z; pour 3, = z,="...= 5;=o0. S1 aucune des fonctions Z; ne contenait dans
son développement de termes indépendants des quantités zj, les fonctions z; dont
il s’agit dans le théoréme seraient toutes identiquement nulles.

Remarque. — Nous avons supposé que les développements des fonctions X;
commencaient par des termes de degré non inférieur au second. Mais on pourra
tout aussi bien démontrer le théoréme dans le cas ou ces développements con-
tiennent des termes du premier degré, pourvu que ces termes ne dépendent pas des
quantités z,, i, ..., Z,, et que les développements des fonctions Z; commencent
par des termes de degré non inférieur au second. Il faudra toutefois imposer alors
aux fonctions cherchées z; la condition qu’elles ne contiennent pas de termes
au-dessous du second degré. Pour 'exactitude du théoréme ainsi modifié, il suf-

(1) Ce théoréme fut démontré sous une forme particuliere par M. Poincaré dans son Mé-
moire Sur les courbes dé finies par les équations différentielles (Journal de Mathéma-
tiques, 4° série, t. 1L, p. 155). Dans le Mémoire publié récemment Sur le probléme des trois
corps (Acta mathematica, t. XIII, p. 36), M. Poincaré le démontre & nouveau sous une
forme généralisée.
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. "\ - . .
fira que des relations de la forme }dmsxs: Aj ne puissent pas exister pour des

valeurs des m; dont la somme est supérieure a 1.

31. Revenons aux équations (30) dans I'hypothése que toutes les fonctions X,
X; s'annulent pour 2, = z,=...= z,— o.

Posons
r=c+ 3z,

en entendant par ¢ une constante arbitraire, dont le module ne dépasse pas une
certaine limite.

En substituant cette valeur de x dans les fonctions X, nous aurons
Xs=cCa &+ &y +...+ ¢z, -+ X, (s=1,2,...,n),

ot les ¢5; sont des constantes, qui représentent des fonclions holomorphes de la
constante ¢ s’annulant pour ¢ = o, et les X/ sont des fonctions holomorphes des
variables z, z,, x,, ..., x,, dont les développements commencent par des termes
de degré non inférieur au second et possédent des coefficients holomorphes par
rapport a c.

Une expression analogue aura aussi lieu pour la fonction X.

Cela posé, considérons I'équation aux dérivées partielles

n

11 05
(40) Z [(psi+ co1) 2y + (Psa+Coa) @yt .+ (Psn=+ Con)xy+ X_c] d(_xx =X,

s=1

en supposant que X soit exprimé au moyen des variables z, z;.
En vertu de notre hypothése que toutes les racines de I'équation D(x) =0 ont
des parties réelles négatives, toutes les conditions du théoreme précédent seront

remplies pour I'équation (4o), |c| étant suffisamment petit. Cette équation
admettra donc, tant que |c| est assez petit, une solution de la forme

‘'

5= f(x, @ ..., 2,,c),

ou f désigne une fonction holomorphe des variables Xy, Zay ..., Z,, s’annulant
pour ¥, = zy=...= 2, = o.

Les coefficients dans le développement de cette fonction dépendront d’une cer-
taine manié¢re de la constante ¢, dont ils seront évidemment des fonctions holo-
morphes; ils seront d’ailleurs tels que 'on pourra prendre | ¢ | suffisamment petit,
pour que les développements suivant les puissances de ¢, pour tous les coeffi-
cients, soient absolument convergents. Pour s’en convaincre il suffit de jeter un
coup d’eeil sur les équations servant a calculer ces coefficients.

Fac. de T, 2* S., 1X. 41
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Ce que nous venons de dire est exact non seulement pour des valeurs réelles
de ¢ (qui seules conviennent a notre probléeme), mais encore pour des valeurs
complexes de cette constante (). D’apres cela, nous pouvons conclure que, si, aulieu
de développer la fonction f suivant les puissances des x;, on la développe suivant
les puissances des z; et ¢, la série obtenue sera encore absolument convergente,
pourvu que les modules des z; et ¢ soient au-dessous de certaines limites suffisam-
ment petites. En d’autres termes, nous pouvons conclure que la fonction f sera
holomorphe comme fonction de n + 1 arguments zy, Za, ..., Zy, ¢ ().

Cela posé, et en revenant a la variable x, nous aurons
(41) Z==C+ [(&)y Zay ey Ty, C).

Cette équation définira une solution de I'équation aux dérivées partielles

n

ox
E(Ps1x1+p52x2+, <o PsaZnt Xs)d—xs =X

s=1

Par suite, comme elle renferme une constante arbitraire ¢, elle représentera
une équation intégrale compléte du systeme (30). On pourra donc remplacer par
équation (41) une des équations différentielles de ce systeme.

Faisons-le pour la premiére de ces équations et éliminons ensuite x des autres

équations. Ces derniéres se réduiront alors a la forme

dx

(42) dt

. — (l)sl -+—cs,)x1 =+ (P52+052)$2 et i (PSIL_!_CSIL)‘Z‘IL_‘—X—;‘ (52172’ '-'7”))

o les X seront des fonctions holomorphes des quantités x,, #a, ..., Zn, ¢ ne
contenant pas dans leur développement de termes de degré inférieur au second
par rapport aux quantilés Lyy Loy vovy Lo

Nous remarquons maintenant que notre probleme de stabilité par rapport aux
quantités

Ly Ly eeey Lny X

est entierement équivalent au probleme de stabilité par rapport aux quantités

(43} Ty  Lay B Xy C.

(1) L’analyse du numéro précédent supposait seulement que le théoréme du n° 23 fut
applicable. Or ce théoréme ne dépend évidemment point de la supposition que les coefli-
cients dans les équations (13) soient réels. Nous pouvons donc attribuer a ¢ des valeurs
complexes.

(2) Ces lignes remplacent un assez long passage de l'original russe, ou je ne voulais consi-
dérer que des valeurs réelles de c.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 317

En effet, pour qu'il en soit ainsi, il suffit que, les quantités de I'un des deux
systemes ayant des valeurs réelles suffisamment petites quelconques, les quantités
de Pautre soient dans le méme cas. Et cela a effectivement lieu, comme on le voit
par 'équation (41) et par la suivante,

c=x + F(x, Zyy ..., Ty, x),

qui s’en déduit en supposant que les quantités (43) soient assez petites en valeurs
absolues, et dans laquelle F est une fonction holomorphe des variables z,
Xy ...y Zn, x, indépendante de ¢ et s’annulant pour

X=Xy =L =X, = 0.

Quant & la question de la stabilité par rapport aux quantités (43), dont la der-
niére est une constante, elle se raméne a 'examen des équations (42).

Ces équations, |c| élant assez petit, possédent toutes les propriétés des équa-
tions (13), et nous pouvons y appliquer les propositions du n° 24. Par suite,
comme I'équation déterminante qui leur corvespond n’a que des racines a parties
réelles négatives, nous pouvons étre certains que, ¢ étant fixé, on pourra trouver,

pour tout nombre positif ¢, un autre nombre positif @, tel que, les valeurs initiales
des z; satisfaisant aux inégalités

2| <a, [|z|<a, ..., |&.]<a,

on ait, pendant toule la durée du mouvement qui suit,
|‘l‘1l<€’ |x2l<5v cevy l"rn|<59

et que les fonctions s, ¢, croissant indéfiniment, tendent vers zéro.

Toutefois nous n’avons pas encore le droit d’en conclure que le mouvement non
troublé soit stable. Pour qu’une telle conclusion soit légitime, il faut que, |c| ne
dépassant pas une certaine limite, le nombre a correspondant & une valeur donnée
* de e puisse étre supposé indépendant de c.

Or, dans le cas considéré, cette condition sera remplie, ce dont il est facile de
s’assurer a 'aide de la méthode du n° 26.

En effet, les seconds membres des équations (42) étant des fonctions holo-
morphes non seulement par rapport aux quantités z;, mais encore par rapport
a celles xy, ¢, il est facile de trouver des fonctions V et W, indépendantes de ¢
et entiéres par rapport aux zs, dont la premiére soit définie négative, la seconde,

définie positive, et qui, pour toutes les valeurs assez petites des quantités (43),
satisfassent 4 I'inégalité
dv
dt

nv

W,
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le premier membre représentant la dérivée totale de la fonction V par rapport a ¢,
formée en vertu des équations (42) (*). Et dés lors la possibilité de choisir pour le
nombre a une valeur indépendante de ¢ devient évidente (voir la démonstration
du théoréme 1 du n° 16).

De cette maniére nous arrivons a la conclusion que, dans le cas ou, dans les
équations (30), les fonctions X, X; s’annulent toutes pour zy=xy=...= 2, =0,
le mouvement non troublé est stable.

Dans ce cas, chaque mouvement troublé, assez voisin du mouvement non
troublé, s’approchera asymptotiquement d’un certain mouvement permanent

xr =c, =&, =...=Z,=0,

qui, en général, sera différent du mouvement non troublé, mais qui pourra en
étre rendu aussi voisin qu’on le veut.

On peut remarquer en outre que chacun de ces mouvements permanents sera
stable, tant que la quantité | ¢| qui lui correspond est suffisamment petite.

32. Les conclusions auxquelles nous sommes arrivés peuvent se résumer dans

la proposition suivante :

Tatorime. — Supposons que 'équation déterminante a une racine égale
& zéro, toutes les autres racines possédant des parties réelles négatives. Apres
avoir réduit le systéme d’équations différentielles du mouvement troublé a la
forme (28), formons les équations (29) et tirons-en zy, &z, ..., x, en fonc-
tions holomorphes de la variable z, sannulant pour x = o (ce qui est toujours
possible et donne pour les z; des valeurs parfaitement déterminées). Puis, sub-
stituons les expressions trouvées des x; dans la fonction X et, st le résultat de
cette substitution nest pas identiquement nul, développons-le suivant les
puissances croissantes de x.

Alors, si la moindre puissance de x, dans le développement ainsi obtenu,
se trouveétre paire, le mouvement non troublé sera instable; si, au contraire,
elle se trouve étre impaire, tout dépendra du signe du coefficient correspon-
dant, et cela de telle maniére que le mouvement non troublé sera instable,
quand ce coefficient est positif, et stable, quand il est négatif. Dans le der-

(1) Ainsi, par exemple, en prenant pour V une forme quadratique satisfaisant a I'équa-
tion (26), nous pouvons prendre pour W la fonction

W=0(z]+x}+...+2}),

6 étant une fraction positive fixe quelconque.
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nier cas, tout mouvement troublé, les perturbations étant suffisamment petites,
s’approchera asymptotiquement du mouvement non troublé.

Enfin, si le résultat de la substitution en question se trouve étre identique-
ment nul, il existera une série continue de mouvements permanents, a laquelle
appartiendra le mouvement non troublé considéré, et tous les mouvements de
cette série suffisamment voisins du mouvement non troublé, le dernier y
compris, seront stables. Dans ce cas, les perturbations étant sufisamment
petites, tout mouvement troublé s’approchera asymptotiguement d’un des.

mouvements permanents de la série.

Appliquons la régle contenue dans ce théoréme i des exemples.

Ezxemple I. — Soit donné le systeme suivant d’équations différentielles :
dx
i :(3/7!——l)xz—(m—l))/z—(n—!)52+(3’1—1))/2-’—2771,,51‘—-2/1.1’}’,
dy .
?,7:——y+x—|—(x—y+25)(y+z--—x),
ds
ZIZ:—z—|-x—(:c——z—|—24y)(y—|—z—x),

ou m et n désignent des constantes.
Pour ce systéme, les racines de 1'équation déterminante sont : 0, — 1, — 1.
En désignant les seconds membres des équations ci-dessus respectivement

par X, Y, Z, posons
(44) Y:O, Z — 0.

De la il vient
) y=x+22*—6x*—3ox*+...,

s=x—22*— 623+ o2t +...;
et, en substituant ces expressions de y et s dans la fonction X, nous obtenons

X=40Bm—gn)et4+24(m—n)azs+....

Par cette expression on voit que, si 3m — 7n n’est pas nul, le mouvement non
troublé est instable. Dans le cas contraire (5m = 7n), il est instable, si m et n
sont positifs, et stable, si m et n sont négatifs.

Si m = n = o, on obtient 'identité suivante,

2X=(z—2y—2)Y+(y—2s5—ax)Z,

qui montre qu’en vertu des équations (44) on aura alors toujours X = o.
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Aussi dans le dernier cas existera une série continue de mouvements perma-
nents, et non seulement le mouvement non troublé considéré, mais encore tous

les mouvements de cette série, qui en sont suffisamment voisins, seront stables.

Ezemple II. — Examinons lous les cas possibles que peut présenter le sys-
téme du second ordre

%:ax2+bxy+c}’2, %:—y+kx+1x2+mxy+”)’2v

dans les hypotheses différentes au sujet des constantes a, 0, ¢, k, I, m, n.
De I’équation
y=khkax+lx*+mxy +n)?
on tire
y=kx+Byx*+ ByxP+.. .,

By, = {4+ mk + nk?, B;= (m + 2nk)B,,
ct, en vertu de cette expression de ¥, on a

ax*+ bxy +cy*=Axt+ Ayt + Aot ..
ou

Ay—=a + bk + ck?, A, = (b + 2¢ck)B,, A, = (b+ 2c¢k)B;+¢Bj,
Par 1a on voit que la stabilité ne sera possible que dans le cas ol

a+ bk 4+ ck*=o.

. St alors B,= o0 (ce qui exige que tous les autres B soient également nuls), tous
les coefficients A seront nuls, et, par conséquent, la stabilité aura certainement
lieu. '
Supposons que B, ne soit pas nul.
Alors, si b 2ck n’est pas nul, la question dépendra du signe de A;. Si, au
conlraire, on a
b+2chk=o,

A, sera nul, mais A, ne sera pas nul, tant que ¢ n’est pas nul; la stabilité ne sera
3 ) ] p ) q p ’
donc possible que dans le cas ott ¢ = 0. Quant & ce cas, ou, en vertu des égalités

admises, on aura aussi @ = o et b = o, la stabilité aura lieu effectivement.
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De cette fagon tous les cas possibles se raménent aux six suivants :

I. a—+ bk + ck*Zo, mouvement non troublé instable;

i ( a—+ bk +ck*=o, instabl
. » mstable;
| ({+ mk + nk?) (b 4 2ck) > o, ’

( @+ bk + ck?=o,
. » stable;
[ ({4 mk + nk®)(b+2ck)<<o,
a =ck?, b—=—ack, czo, .
1Vv. » instable;
L+ mk+ nk*Zo,
a—+ bk +ck’=o,
. » stable;
{4+ mk—+nk*=o,
VI. a=b=c=o, » stable.

Dans les deux derniers cas le mouvement non troublé appartient a certaines
séries continues de mouvements permanents.

Deuxiime cas. — Deux racines purement imaginaires.

33. Supposons que le systéme proposé d’équations différentielles du mouve-
ment troublé soitd’ordre n + 2, et que I'équation délerminante qui lui correspon d
ail deux racines purement imaginaires et n racines a parties réelles négatives.

Comme les coefficients dans les équations différentielles sont supposés réels,

les racines purement imaginaires seront nécessairement conjuguées :

W=, —ayIo,

ol A est une constante réelle non nulle, que nous supposerons, pour fixer les
idées, positive.

Pour le systéme d’équations différenticlles de la premiére approximation, a ces
racines correspondront deux intégrales de la forme

(x+iy)e ™, (zx—iy)ed,
Y ( Y

ot i=\/—1 et z et y sont des formes lindaires a coefficients réels constants des
variables, jouant le réle de fonctions inconnues dans les équations différentielles
(n° 18).

En introduisant, au lieu de deux de ces fonctions inconnues, les variables 2
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et , nous amenerons le systeme proposé a la forme suivante :

dr dy
) 217——)\)’+X, E_)\x—l—Y,
(43)
dxg
T TPaZitPa®ib . A PpaZat asx + By + X (s=1,2,...,n).

X, Y, X, sont ici des fonctions holomorphes des variables z, y, z,, z,, ..., Zn,
dont les développements commencent par des termes de degré non inférieur au
second et possédent des coefficients réels constants, et p,q, o5, B3 sont des con-
stantes réelles, parmi lesquelles les pg; sont telles que I'équation

D(»x)=o

(avec la notation ancienne) n’a que des racines a parties réelles négatives.

On peut supposer que les fonctions X et Y s’annulent quand 2 et y s’annulent,
car, dans le cas contraire, en remplacant les variables x et ) par certaines variables
nouvelles, on pourrait toujours transformer le systtme (45) dans un autre de
méme espéce, mais ou les fonctions jouant le réle de X et Y s’annuleraient quand
les deux nouvelles variables s’annulent simultanément.

En effet, d’aprés le théoréeme du n°® 30 (remarque), nous pouvons trouver des

fonctions holomorphes x et y des variables z,, x,, ..., z, satisfaisant aux équa-
tions
” 9
.\ Oz
N (P& 4 poadst. ..+ Patat oz + By + X))o =— Ay + X,
- ox;
s=1
¢ J
Z(pux1+psza’2+~ o Pou@n -t oe® + oy + Xs)d—)— = te+Y
Zs

s=1

et ne contenant dans leurs développements que des termes de degré non inférieur
au second (').

Soient
r=u, y=y

de telles solutions de ces équations.
Alors, en faisant

x‘:u—l—g, Yy =v+mn

et en introduisant dans les équations (45), au lieu des variables z et y, les va-

(1) La condition exprimée dans ce théoréme, par rapport aux racines x,, A;, est évidem-
ment remplie dans le cas considéré.
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riables £ et 1, nous aménerons ces équations a la forme

dg _ = dn _
Z=—M+E =N,
d. ’
%tf = P&yt Pyt PspZp - osE B+ X (s=1,2,...,n),

ot E, Y, X/ représentent des fonctions holomorphes des variables £, 0, z;, dont
les développements commenceront par des termes de degré non inférieur au second,
et parmi lesquelles les deux premiéres, qui sont définies par les formules

n

7}
=X —2y —E[[Jux1+}7mx2+~ co - PsnZn o (@ 4= £) + Bs(v + ) +Xx]i’
oxg

s=1

[

n

Y=Y —I")\U —Z[mei-l"pmxz_'_- . -+Psn$n+°‘s(u+E)+ﬁs("+"i) +X’]

s=1

odv

dxg

(en supposant que dans les fonctions X, Y, X, les quantités x et y soient rempla-
cées par « —+ &£ et 0 +1), s'annuleront pour § =1 = o.

La transformation considérée est d’ailleurs telle que les nouvelles variables
peuvent jouer le méme réle dans notre probléme que les anciennes.

Nous pouvons supposer que, pour former les équations (45), on ait déja effectué
(st cela était nécessaire) la transformation indiquée et que, par conséquent, les
fonctions X et Y s’annulent pour z = y = o.

Cela étant, posons
x =rcosb, y =rsind,

et introduisons dans nos équations, au lieu de 2 et y, les variables 7 et 8.
Nous aurons
dr

. do .
%_Xcose—stmG, /Ez:)\r+Yc059—X51n9.

Or, par suite de ce que nous avons admis, les seconds membres de ces équa-
tions, étant exprimés en 7 et , s’annuleront pour /= o. Donc la seconde de ces
équations se réduira a la forme

“df
ot O est une fonction holomorphe des variables r, x,, x,, ..., x,, s’annulant

quand ces variables deviennent simultanément nulles et ayant, pour coefficients
de son développement, des fonctions entiéres et rationnelles de cosf et sinf.
Par cette équation on voit que, tant que les quantités | 7], | 5| ne dépassent pas
Fac.deT.,2°S., IX. /;2
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certaines limites, § sera une fonction de ¢ continue et croissante, et que, si les
quantités | 1|, | z| restent suffisamment petites pendant toute la durée du mouve-
ment, la fonction § croitra indéfiniment en méme temps que ¢.

Notre probleme pouvant étre considéré comme celui de stabilité par rapport

aux quantités
f’, Xy, x?y MR xnv

il est clair d’aprés cela que, dans ce probléme, la variable 0 pourra jouer le méme
réle que ¢.

Prenons-la donc pour variable indépendante au lieu de ¢.

Nous aurons alors, pour déterminer r, z; en fonction de §, les équations sui-

vantes,
dr
=R
(47) do
d@f =T+ G Tyt ..+ GsnZp+ (@5 €080 -+ bysind)yr + Q; (s=1,2,...,n),

ou R, Q représenteront des fonctions de méme caractere que ©; d’ailleurs les
fonctions Q; ne contiendront pas dans leurs développements de termes de degré
inférieur au second par rapport aux quantités -, z;. Quant aux coefficients g;q,
as, bs, ils seront donnés par les formules

S as s

et les g5 seront, par conséquent, tels que toutes les racines de 'équation

Juu—*% G 12 L din
(48) q2 sz— % LIRS qan —o0
qn1 G ne o Gpp—X%

auront des parties réelles négatives.

La premiére des équations (47) montre que, si la valeur initiale de 7 est nulle,
r sera nul pour chaque valeur de §, et que, dans le cas contraire, 1 conservera le
signe de sa valeur initiale, au moins tant que les quantités r, zsrestent toules assez
petites en valeurs absolues. Du reste, daprés la définition méme de 7, on voit que,
sans diminuer aucunement la généralité, on peut se borner a la considération des
valeurs de 7 d’un seul signe quelconque. .

D’aprés cela, nous supposerons que 7 ne peut recevoir que des valeurs positives

(ou nulles).
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Remarque. — Les fonctions 0, R, Q;, pour toute valeur de 0§, sont holomorphes
par rapport aux quantilés r, ,, &, ..., Z,. D’ailleurs, d’aprés leur origine méme,
elles sont telles qu’il y aura toujours des constantes positives A, Ay, Ay, ..., A,

qui satisfassent & la condition que, pour
|r|=A, |25 | = As (s=1,2,...,n),

les développements de ces fonctions soient uniformément convergents pour
toutes les valeurs réelles de 8.

Comme il nous arrivera souvent, dans la suite, d’avoir affaire avec de pareilles
fonctions, nous emploierons, pour les désigner, un terme particulier.
- D’une fagon générale, soit F' une fonction des variables a, y, ... et des para-
meétres «, 3, ..., cetle fonction étant holomorphe par rapport a «x, >, ... pour
toutes les valeurs des paramétres o, 8, ... qui satisfont a certaines conditions (A).
Alors, s'il est possible de trouver des nombres non nuls @, b, ... indépendants

des paramétres en (uestion et tels que pour

le développement de cette fonction suivant les puissances entiéres et positives
de x, y, ... converge uniformément pour toutes les valeurs de o, 3, ... satis-
faisant aux conditions (A), nous dirons que la fonction F est uniformément holo-
morphe (par rapport aux variables x, )-, ...) pour toutes les valeurs considérées
de o, 3, ....

Nos fonctions 0, R, Q seront donc, par rapport aux variables r, z,, x,, ...,
2y, uniformément holomorphes pour toutes les valeurs réelles de 6 (*).

34. Pour pouvoir appliquer aux équations (47) les propositions du n°® 16, il
sera, en général, nécessaire de soumettre préalablement ces équations a certaines
transformations.

Il n’y aura besoin d'une telle transformation que dans le cas ou toutes les
constantes a;, bs sont nulles, et ou les fonctions R, Q{*’, auxquelles se réduisent
R, Qs pour 2, = z,=...= x, = o, satisfont & une certaine condition. Cette con-

(') Si nous voulions considérer des valeurs complexes de 0, nous pourrions évidemment
affirmer que ces fonctions, par rapport aux variables r, z,, sont uniformément holomorphes
pour toutes les valeurs de 6 de la forme

6:x+ﬁ/:,

ol « est un nombre réel arbitraire, et § un nombre réel, soumis a la condition que sa va-
leur absolue ne dépasse pas une limite donnée quelconque.
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dition consiste en ce que, si la fonction R(® n’est pas identiquement nulle, la
puissance la moins élevée dans son développement suivant les puissances de r
doit étre affectée de coefficient constant et doit d’ailleurs étre inférieure a la puis-
sance la moins élevée de r que 'on rencontre dans les développements des Q}”,
et que, dans le cas ot R est identiquement nul, tous les Q" doivent I'étre de
méme.

Le but de.la transformation mentionnée consistera précisément a amener les
équations différentielles & une forme telle que ladite condition soit remplie.

Cette transformation se trouve reliée a la question de la possibilité d’une solu-
tion périodique pour le systeme (47).

Cherchons a satisfaire & ce systéme par des séries de la forme suivante,

r = cH+uer4-u® ety ..,

(49)

8

=uPVe+uP+uPc+. .. (s=1,2,...,n),

ol ¢ est une constante arbitraire, et (¥, u'® des fonctions périodiques de §, ayant
pour période commune 2= et indépendantes de c.

Un tel probléme ne sera pas toujours possible; mais, quand il le sera, les fonc-
tions « s'obtiendront sous forme de suites finies de sinus et cosinus de multiples
entiers de 6.

Du reste, relativement a la nature des fonctions «, on peut poser une condition
plus générale; & savoir, on peut les supposer étre des fonctions rationnelles en-
ticres de 0, avec des coefficients représentant des séries finies de sinus et cosinus
de multiples entiers de 6. Alors le probleme de la recherche de ces fonctions, de
fagon que les séries (49) satisfassent au moins formellement aux équations (47),
deviendra toujours possible.

Voyons comment on trouvera de pareilles fonctions.

En faisant dans les équations (47) la substitution (49) et égalant ensuite les
coefficients pour les mémes puissances de ¢, nous obtenons les systemes saivants

d’équations,

(1)
du

= =gl guuit .. gl 4 a;cosf -+ bysing (s=1,2, ..., n),

du®

dy

dul
do

— U,
(50)
=gt go tdl Ao gt 4+ (@ 086 + b sinf)u® + U (s=1,2,...,n),

ou [ est un des nombres 2, 3, .. ..
Les U®, U sont ici certaines fonctions rationnelles et entiéres des quan-
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tités w0, u!”, pour lesquelles ¢ << /, avec des coefficients représentant des fonctions
rationnelles et entiéres de sinf et cosf.

Quand tous les @, u'? pour lesquels ¢ < sont déja trouvés, la premiére des
équations (50) donnera la fonction w9, apres quoi les n équations qui restent ser-
viront a déterminer les fonctions !,

Dans notre hypothése au sujet de la nature des fonctions «, les termes connus
dans ces n équations se présenteront sous forme de séries finies de sinus et cosinus
de multiples entiers de §, ot les coefficients seront des constantes ou des fonctions
entieres et rationnelles de 8. En recherchant les fonctions «!” sous la forme de
sériesdu méme genre, nous obtiendrons, dans notre hypothése a I’égard des racines
de I'équation (48), des expressions parfaitement déterminées. Ces expressions
seront d’ailleurs périodiques, chaque fois que tels sont les termes connus dans les
équations considérées.

Les fonctions «{" seront toujours périodiques et de la forme suivante,

ulV = A;cos0 + Bgsind,

ou A, B; sont des constantes. On peut se convaincre que les fonctions w(®, #!?
seront également périodiques. Mais les suivantes pourront contenir § en dehors
des signes sin et cos.

Admettons que toutes les fonctions «®, u!®, pour lesquelles  est inférieur & un
nombre entier /m, sont trouvées et représentent des fonctions périodiques de .
Alors on pourra présenter la fonction U sous la forme d’une série finie de sinus
et cosinus de multiples entiers de 0, et, si dans cette série il n'y a pas de terme
constant, la fonction «/™ et, par suite, toutes les fonctions u{™ seront périodiques.
Dans le cas contraire, ces fonctions contiendront des termes séculaires, et, entre

autres, la fonction u' sera de la forme
(51) um—=gf+v,

ou g est une constante non nulle et v une série finie de sinus et cosinus de mul-
tiples entiers de 0.

Plagons-nous dans ce dernier cas.

En supposant que le calcul soit conduit de telle maniére que toutes les fonc-
tions u?, uP o soient réelles pour § réel, transformons nos équations différen-

tielles (47) au moyen de la substitution

ro=s 4 u®4u®g e gmet g gm

=5+ w5 + Vs . 4 i) gmet (§=1,2, ..., n),

ol 3, 3, 33, ..., 3, sont de nouvelles variables que nous introduirons a la place

des anciennes r, z,, Z3, ..., Z,.
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Soient
dz
5 C—i_e — OZ’
2
(92) d,

?{9‘:qﬁzi"‘q.ﬂ;ﬁ—l_--~+qsn5n+Zs (S:I, 2, ""n)

les équations transformées.
D’apres (51) et les équations auxquelles satisfont les fonctions u®, u!”, nous
aurons

7 rR—U®z2 UG g3 ., — Uim—t)gm—t__ (U(m)__ g);m
T T 2w - 3u®iz L, (m—1)utm—Ygm—2 mezm-1 ’
Zi=Q,—U®»z2—UP®zd—. . — Uim-t) gm—t

+ (ascos0 + bsind) vz — [u +2ul¥ s +. ..+ (m —1) WiV zm 2] 27,

ot les fonctions rR, Q; sont supposées étre exprimées par les variables 5, z;.

On voit par la que les fonctions Z, Z; seront, par rapport aux variables z, z,,
B3y ++ .y Bny uniformément holomorphes pour toutes les valeurs réelles de 0, dont
dépendront les coefficients dans leurs développements (ces coefficients se présen-
teront sous la forme de suites finies de sinus et cosinus des multiples entiers de ).
Ces fonctions s’annuleront quand tous les z, 3, seront nuls. D’ailleurs les fonc-
tions Z; ne contiendront pas, dans leurs développements, de termes du premier
degré. Enfin, s1 Z(V, Z{” sont ce que deviennent Z, Z; pour

Zl: 52:

le développement de la fonction Z(0) suivant les puissances croissantes de z com-
mencera par la (m — 1) puissance, laquelle sera affectée du coefficient
constant g, et les développements des fonctions Z{* contiendront s a des puis-
sances non inférieures a la m™¢; car, par la définition méme des quantités U@, U,

les développements des fonctions

PR — Uz — U5 —, — U,

Qs —UPa2—UP 33— — U™ sm,

<

dans les termes indépendants des quantités 35, ne pourront contenir z qu’a des
puissances surpassant .
De cette facon les équations (52) possedent toutes les propriétés requises.
D’ailleurs la substitution & l'aide de laquelle elles ont été obtenues est telle
que, pour la résolution de notre probleéme, les nouvelles variables z, 2y, 53, ..., 3a
peuvent jouer absolument le méme réle que les anciennes 7, z,, Zs, ..., Zn.
Remarquons que, || étant suffisamment petit, les signes de r et s seront les
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mémes. Donc, comme r a été supposé positif, nous devons supposer que z le soit

également.

. (o : L
Remarque I. — Les expressions générales des fonctions u(?, u/

a une valeur donnée de /, contiendront / — 1 constantes arbitraires, qui seront
introduites par les quadratures a I’aide desquelles on déterminera les fonctions (2,
u®, ..., ul. Mais il est facile de voir que ni le nombre m ni la constante g ne
dépendront du choix des valeurs qu’on voudrait attribuer a ces constantes arbi-

', correspondant

traires.

En effet, si h,, s, ... sont les valeurs que prennent les fonctions «(®), u®,
pour § = o, et si v, ¢!¥ représentent les fonctions u(®, ¢ obtenues dans "hypo-
thése que tous les /; soient nuls, les expressions générales des fonctions u®, u!?
s’obtiendront en cherchant les coefficients de ¢/ dans les développements des ex-

pressions
Yoyt oy

Oy 4o oy B8
y=c—+ hyc?+ hyct+. ...

Par suite, si o™ est la premiére fonction non périodique dans la série

2 pB) ., plm)

u'™ sera la premiére fonction non périodique dans celle-ci,

u®y w®, o utm),

quelles que soient les constantes ;. D’ailleurs la différence u(™ — o(m sera néces-

sairement une fonction périodique.

Remarque 11. — En tenant compte de la fagon dont les fonctions R, Q; ont
été introduites, on arrive a la conclusion que, si les coefficients dans les dévelop-
pements de ces fonctions suivant les puissances de r, z, sont développés suivant
les sinus et cosinus des multiples de 0, les termes affectés des puissances paires de r
ne donneront lieu qu’a des multiples pairs de 6, et ceux affectés des puissances
impaires de 7, qu’a des multiples impairs de f.

De la, eu égard aux expressions des fonctions u;'’, il résulte que, si on déve-
loppe la fonction U suivant les sinus et cosinus des multiples de 6, la série
obtenue ne contiendra que des multiples impairs de 6, et que, par conséquent, il
n’y aura pas de terme constant. La fonction (2 sera, par suite, toujours pério-
dique, de sorte que le nombre m, qui figurait dans la transformation précédente,
ne sera jamais inférieur a 3.
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Un examen plus approfondi des équations (50) montre que ce nombre sera
toujours impair.

Au reste, cette propriété du nombre m sera mise en évidence par la discussion
méme des équations (52) (n® 37, remarque ).

35. Quand les fonctions «®, ", a partir d’une certaine valeur de /, deviennent
non périodiques, nous pouvons toujours le constater, ayant intégré un nombre
suffisant de systémes d’équations (50). Mais, quand toutes ces fonctions sont pério-
diques, quelque grand que soit le nombre /, nous ne pourrons jamais le recon-
naitre en nous servant de ce procédé.

Quoi qu'il en soit, supposons que, dans tel ou tel cas, on ait réussi 4 démontrer

que les fonctions u®, u"

sont périodiques pour toutes les valeurs de (.

Nous allons montrer que, si les constantes arbitraires, figurant dans ces fonctions,
sont déterminées d’une maniére convenable, les séries (49), | ¢| étant suffisam-
ment pelit, seront absolument convergentes, et cela uniformément pour toutes les
valeurs réelles de 0. Ces séries définiront alors une solution périodique des équa-
tions différentielles (47), avec une constante arbitraire ¢, soumise seulement a la
condition que son module ne dépasse pas une certaine limite.

Nous nous en tiendrons & ’hypothése que toutes les fonctions w(? s’annulent
pour 6 = o. Cette hypothése permettra de déterminer toutes les constantes arbi-
traires que contiennent les fonctions u?, ul.

Nous avons remarqué au n° 22 qu’au moyen d'une substitution linéaire & coeffi-
cients constants le systéeme d’équations (13) peut toujours étre ramené i la
forme (17). Servons-nous d’une pareille substitution pour transformer les équa-
tions (47).

Soient %y, %a, ..., %, les racines de 1'équation (48). Nous pouvons alors sup-
poser la substitution en question telle que les coefficients g5, qui joueront dans
les équations transformées le role des coefficients g, soient tous nuls, a I'excep-
tion des suivants :

[ [ [ "o ' ’ —
Gy %1 G a0 — %2 RS ] 9 nn=—%ny qoy = C1y {3202 ] 9nn—1=— Tn—1+

Admettons provisoirement que le systéme (47) a déja la forme transformée. Le
systéme (50) sera alors de la forme suivante :

G
dse = U,
du ! : 0
= %’ 4+ (aycos6 + bysinb) w4+ UL,
!
Llu;)

— = w4 ooy + (@;c080 -+ bysinb) w4+ UYL (s=2,3, ..., n).
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(

. pour lesquelles i << I, sont déja

En supposant que toutes les fonctions (9, u
trouvées, et tenant compte de ce que les parties réelles de tous les %; sont néga-

lives, nous tirons de ces équations successivement

6
wl— f U as,

o
]
(83) < :exﬁf e [(a;cos9 + bysinb) V) + U] de,

]
wlh :e"sef e *I[osyul, + (as;co80 + bsind) u® 4 U] db (§=2,3, ..., n).
@

Nous remarquons maintenant que U, U sont des fonctions entieres des quan-
tités @, w” déja obtenues, et que les coefficients de ces fonctions représentent
des formes linéaires a coefficients numériques positifs des coefficients des dévelop-

q
pements des fonctions R, Q;. Par suite, si d’une facon générale nous désignons
par ¢(d, ¢ des limites supéricures des modules des fonctions w®) u!”, § étant
compris dans l'intervalle (0,2%) (c’est-a-dire pour toutes les valeurs réelles de 6),
et par VO, V& les résultats du remplacement dans les fonctions U®, U des
» Vs P » Ys
uantités ¢, ug’ par les quantités ¢, o’ et des coefficients des développements
y Ug” P ) Y
de R, Qq par des limites supérieures de leurs modules; si enfin nous désignons

par
_)‘h —)\m ctcy _‘}-n

les parties réelles des racines %, x,, ..., %,, alors en vertu de (33) nous pourrons
poser

=0 VO,
(54)  « Mo =[|a)|+|b,]] ¢+ vy,

Rl = o |00+ [ @] + b0+ VE (s=02, 3, ..., n).
En faisant en outre
MoiPV=]a,|+|b,, AoV =] asq| 0V + | as| + | bs] (s=2,3, ..., n),

et en définissant par les formules (54) les quantités o@, o pour lesquelles /> 1,
nous obtiendrons ainsi pour les modules des fonctions (), u'® des limites supé-
rieures convenables pour toutes les valeurs réelles de §.

Or, par la nature des fonctions R, Q;, aux modules des coefficients dans leurs
développements, 6 étant réel, on peut toujours assigner des limites supérieures
constantes, telles que les séries auxquelles se réduiront ces développements apres
y avoir remplacé les coefficients par les limites supérieures en question soient

Fac. de T., 2¢ S., 1X. 43
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convergentes, tant que les modules des variables 7, 2, sont assez petits. Ces séries
définiront donc alors certaines fonctions holomorphes des variables r, z;, que nous

désignerons respectivement par
F(r,z, xs ..., xn), F(r, x4, 25, ..., Za).

Ces fonctions s’annuleront pour r =2, =...=x,=0, et d’ailleurs les fonc-
tions F; ne contiendront pas dans leurs développements de termes du premier
degré.

Or, si Uon choisit de cette maniére les limites supérieures en question, les
quantités ¢(©, ¢, définies par les formules précédentes, représenteront les coeffi-
cients dans les développements

r—= cH+v®c4+v@®c4+...,

(35)
F e R e O e S Al P (s=1,2, ..., 1),
suivant les puissances entiéres et positives de ¢ des quantités r, z; satisfalsant aux
équations

r=c+eaonrF (r,x, &3 ..., Tn)s
May=[la |+ b1 r +Fu(r, &, 220 oy Zn),

)\jx.i:““il‘*‘lbjl]"+|Uj—1|~’”j—1+Fj(f» Ly Lyy + v vy Tp) (j=2,3,...,n)

. et s'annulant pour ¢ =o.
Donc, | ¢| étant suffisamment petit, les séries (55) seront absolument conver-

gentes, et alors les séries

le|+u®et|+u®et| +...,

|ulPe]+|u@e|+luPc|+... (s=1,2, ..., 1)

convergeront uniformément pour toutes les valeurs réelles de .
Cela posé, revenons a nos équations primitives et aux équations (50) qui leur

correspondent.
Comme dans ces équations tous les coefficients sont des fonctions réelles de 8,

il en sera de méme des fonctions w'?, u’, obtenues dans ’hypothese que pourf =o
tous les w(® deviennent nuls. Donc, ¢ étant réel, les séries (49) définiront, dans
cette hypothése, une solution réelle des équations (47).
Profitons-en pour transformer nos équations.
Faisons
r=3 4+ u®s4u®BF ..,

2= s w5 4wt (s=1,2, ..., 1),
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et, au lieu des variables r, z,, 2, ..., #,, introduisons-y les variables z, z,,
By veey By '

Les équations transformées seront de la forme (52), et les fonctions Z, Z qui y
figurent seront du méme caractére qu‘e dans le cas considéré au numéro précédent,
avec cette seule différence qué maintenant, pour z,=z,=...= 3,= 0, toutes
ces fonctions s’annuleront.

Il est a remarquer que la substitution considérée est telle que les nouvelles va-
viables pourront jouer, dans notre probleme, le méme réle que les anciennes.

36. Considérons de plus pres le cas ou toutes les fonctions u®, «!” sont pério-
diques.

En supposant que les constantes arbitraires dans ces fonctions soient détermi-
nées conformément a la condition considérée plus haut, nous définirons par les
séries (49), | c| étant suffisamment petit, une certaine solution périodique du
systéme ( 47).

Pour le systéme (45), & cette solution correspondra aussi une solution pério-
dique, que nous obtiendrons en remplacant dans les équations
56 (2 =[c+u®c+ ...]cosb, y=[c+ uPc*+...]sind, )

(56) ?xs—;—tlg"c+1¢§2>cz+... (s=1,2, ..., n)
la variable § par son expression en fonction de ¢.

Voyons comment s’obtiendra cette fonction, et quelle sera la forme de la solution
en question du systéme (43).

Revenons a I’équation (46).

FFaisons dans la fonction © la substitution (49) et développons ensuite la
fonction

A-+0

suivant les puissances croissantes de c.

Comme cette derniere fonction pour ¢ = o devient égale 4 1, nous aurons alors

—— =14+ 0,c 4+ 0,2+ 0,34 ...
-0 1€+ Uy0° +Uzc° + ’

ol tous les @ sont des fonctions périodiques de § indépendantes de ¢, qu’on pourra
présenter sous forme de séries finies de sinus et cosinus des multiples entiers

de 8. .

En désignant maintenant par ¢, une constante arbitraire, nous tirons de I'équa-
tion ( 46)
6 6
0+c [ @),d@—&-c’f 0,df +...=A(¢t—¢,).
L 0

0



334 A. LIAPOUNOFF.

Le premier membre de cette équation, outre des termes périodiques, contient
encore des termes proportionnels & .
Si nous faisons d’une fagcon générale

[ 27 .
"—f Omdgzhnn
2T o

nous présenterons I’ensemble de tous ces termes sous la forme
(14 A+ et +...)0 (1),
D’aprés cela on pourra donner & notre équation la forme suivante,

(v 4 hyct+hycd .. )[04+ c® (6) + 2Dy (0) +...]=A(t — &),

ot les ®;(0) représentent des séries finies de sinus et cosinus de multiples entiers
de 8§, indépendantes de c.
Toutes les opérations précédentes ont été effectuées dans 'hypothése que 6 ne
prend que des valeurs réelles et que |c| ne dépasse pas une certaine limite.
Dans cette hypothése les séries

14 hyc®+ hgcd+. .., c®(0)+c2D,(0) +...
sont absolument convergentes. D’ailleurs la série

(57) @ (8) | +]c®:(8) | + [P (0) [+ ...

convergera uniformément pour toutes les valeurs réelles de 0.
Or, pour ce qui va suivre, la considération des valeurs réelles de B ne sera plus
suffisante et il nous faudra lui attribuer des valeurs complexes de la forme

9:0c+ﬁ\/:—l,

2 et 8 étant des nombres réels, dont le premier est arbitraire, tandis que le second
est assujetti 3 la condition que sa valeur absolue ne dépasse pas une certaine
limite.

Si, en traitant la question de la convergence des séries (49), nous avions consi-
déré de pareilles valeurs de 6, nous serions arrivés, comme on s'en assure aisé-
ment, & la méme conclusion que dans le cas des valeurs réelles de 6.

Nous pouvons donc étre certains que 'on peut toujours choisir | ¢ | suffisam-
ment petit pour que la série (57) soit uniformément convergente pour toutes les

valeurs complexes de i de la forme indiquée ci-dessus.

(1) On s’assure aisément que &, sera toujours égal & zéro.
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Aprés avoir remarqué cela, posons

—2)‘—%(1+11202+/zsc3+...):T, M:T, f—r=9.
Notre équation prendra alors la forme
(58) o+c®(o+1)+c2 (9 +7)+...=o0.

Cela posé, considérons = comme un paramétre indépendant de ¢, auquel on

attribue toutes les valeurs de la forme
T=p+ O'\/——I',

o et o étant des nombres réels, dont le dernier ne dépasse pas en valeur absolue
une certaine limite donnée.

Alors, si nous faisons au sujet de ¢ une supposition analogue, nous pourrons
tirer de I’équation (58) la conclusion que, | c¢| étant suffisamment petit, le module
de la variable © deviendra aussi petit qu’on voudra.

Notre probleme se réduira ainsi a chercher, d’apreés 'équation (58), une fonc-
tion ¢, dont le module puisse étre rendu, en faisant | ¢ | suffisamment petit, aussi
petit qu’on veut.

Nous remarquons maintenant que chacune des fonctions ®; (¢ -+ <) peut étre
présentée sous forme de série, ordonnée suivant les puissances entiéres et positives
de ¢ et absolument convergente pour toutes les valeurs de o et 5. Par suite, le
premier membre de I'équation (58) sera une fonction holomorphe des quantités o
et ¢ (et cela uniformément pour toutes les valeurs de © de la forme ci-dessus).

Cette fonction, pour y=c=o0, s’annule, et sa dérivée partielle par rapport a o
devient alors égale a un.

Donc, d’aprés un théoréme connu, la fonction cherchée  sera holomorphe par
rapport a ¢ et se présentera, par suite, |c¢| étant suffisamment petit, sous forme de
la série

(59) O =0¢,C 4+ @3¢t + @33 +. ..,

les ¢; désignant des fonctions de 7 indépendantes de c.
Les fonctions o; peuvent se calculer successivement et s’expriment a l'aide des
fonctions @; et de leurs dérivées @/ :

¢ =—@,(7), ?2:([)1(1)(1)"(1-)—-(1)2(1),

On voit que toutes ces fonctions se présenteront sous la forme de suites finies
de sinus et cosinus de multiples entiers de 7.
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De cette maniére nous aurons pour § 'expression suivante :
=74+ ¢1c+ @+ 0zc3+. ...

En portant cette expression dans les équations (56) et en développant ensuite
les seconds membres suivant les puissances croissantes de ¢, nous présenterons
les fonctions x, ¥, x; sous la forme de séries de la méme espece que (39).

Toutes ces séries, pour des valeurs de ¢ dont les modules sont suffisamment
petits, convergeront uniformément pour toutes les valeurs considérées de .

En y posant
27( — ¢
(60) p= 2T — b))
. T
nous obtiendrons ainsi la solution cherchée du systeme (45).
Par rapport a ¢, les fonctions «, y, 2, seront, dans cette solution, périodiques

a période :

T — 2T dh __am et hoch
__jo m_T(I—F et 4+ hycd+...).

On peut, si I'on veut, donner une autre forme a la solution trouvée. A savoir,
on peut représenter les fonctions z, y, z; sous la forme des séries de Fourier,
ordonnées suivant les sinus et cosinus de multiples entiers de t. Cela résulte de
ce que les fonctions dont il s’agit, |¢| étant suffisamment petit, seront synectiques
pour toutes les valeurs complexes de t de la forme indiquée plus haut.

Les nouvelles séries obtenues par cette voie seront du méme caractére que
celles considérées par Lindstedt (n® 27).

Notre solution périodique contient deux constantes arbitraires c et ¢, et il lui
correspondra, pour des valeurs réelles de celles-ci, un mouvement périodique.

La constante ¢, n’a pas, du reste, de I'importance, et le caractére de ce mouve-
ment dépend principalement de la constante c.

En faisant varier cette constante d’une maniére continue, nous obtiendrons
une série continue de mouvements périodiques, et le mouvement non troublé
considéré en fera partie comme celui pour lequel ¢ = o.

Remargue. — Pour le calcul effectif des termes des séries considérées, il n’est
b
pas d’une nécessité absolue de recourir au procédé indiqué plus haut. Pour cela,
il sera, en général, préférable de traiter directement les équations (43).
3 y P
En désignant par ¢ une constante arbitraire, et par T la série

2—)\73(14— hyc*+ fycd+...)

a coefficients % indéterminés, introduisons dans ces équations, au lieu de ¢, une
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nouvelle variable indépendante © au moyen de la substitution (60). Ensuite,
cherchons a disposer des constantes £ de fagon que les équations transformées

soient satisfaites par les séries

(x —=axWe4 x4 4., .,
(61) cy =yVe+y®ert+yB®ed4 ..,

zi=alc+aP e+ +. .. (s=1,2,..., n),

dans lesquelles tous les 2™, y(m 2™ soient des fonctions périodiques de t
ayant 27 pour période commune.

Pour calculer ces fonctions (qui sont supposées indépendantes de ¢), on obtient
des systémes d’équations différentielles qui permettront, quand notre probleme est
possible, d’obtenir successivement tous les z(™, y(m 2™ dans l'ordre de m
croissant, sous forme des suites finies de sinus et cosinus de multiples entiers de =z,
pourvu que l'on choisisse convenablement les constantes 4. On obtiendra alors,
pour chaque valeur de m, d’abord 2™ et y™, puis les x{™. Les valeurs qu’il
faudra attribuer aux constantes 4, se calculeront aussi successivement dans
I'ordre de m croissant, et cela de telle fagon que, pour toute valeur de m, la con-
stante /1,,_, s’obtiendra simultanément avec les fonctions z (™, )-(m),

Pour ce qui concerne les équations d’ot dépendent z{") et "), on pourra tou-

jours y satisfaire en posant

xM = cosT, yY=sinr7.

Ensuite on pourra conduire les calculs de fagon que tous les 2™, y(™ pour
lesquels 2 >>1 s’annulent pour T=o. Alors toutes les fonctions cherchées, ainsi que
les constantes /i, deviendront parfaitement déterminées et les séries (61) seront
identiques a celles considérées plus haut.

En nous arrétant a cette hypothése, voyons comment on obtiendra les con-
stantes /.

Supposons que l'on ait déja calculé toutes les fonctions 2™, y®, 2 pour
lesquelles u << m, et toutes les constantes /; pour lesquelles j <<m — 1. Alors,
pour déterminer les fonctions (™ et ™, nous aurons un systeme d’équations de
la forme

datm dy(m)

dr __y(m) - /Lln--l sint - X0 ’ =z 4 km—l COST + Y(m),

ou X, Y(m seront des fonctions connues entiéres et rationnelles par rapport
aux M, ¥y 2" trouvées auparavant.

Les fonctions X(7), Y() se présenteront sous la forme des séries finies de sinus
et cosinus de multiples entiers de .
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Cherchons les fonctions (™), 3™ sous forme de séries de la méme espéce.

En cherchant les coefficients dans ces séries, nous ne rencontrerons de difficulté
que pour les termes dépendant de sinz et cos<. Bornons-nous donc a ces termes.

En désignant les autres termes par des points, supposons qu’on ait

XM= A,cost+ A,sint+..., Y0 =B, cost + B,ysint +. ..,

ou A,, A,, B,, B, sont des constantes connues.
En faisant d’'une maniére analogue

) = @, coST + a,sint +. .., Yy =1>b,cost+ bysint+...,

nous aurons, pour déterminer les constantes a,, @s, by, by, hpm_y, les équations

suivantes :
a,+b=A,, —ay+ b+ by =A,,

—ay,— b, =B, —ay+by—h, =B,

Ces équations ne seront possibles que sous la condition

(62) A, +B,=o,
et, quand cette condition sera remplie, elles donneront

By = “%Bl, a=A,— b, b= ﬁg—‘i +a,.

Comme la condition que z(™, y(m s’annulenl pour = o0 permet de déterminer
les constantes a, et b,, ces formules donneront toutes les constantes cherchées.

La méthode de calcul que nous venons d'indiquer ne présente qu’une modifi-
cation insignifiante de celle de Lindstedt, telle qu’elle aurait été dans le cas qui
nous intéresse (n° 27).

Remarquons que pour I'application de cette méthode il n’est pas nécessaire que
les fonctions X et Y s’annulent pour # =)= o. Elle n’exige donc pas la transfor-
mation préalable des équations (45), dont on a parlé au n° 33.

Si Pexistence de la solution périodique n’était pas connue a priori, ct si, en
appliquant la méthode précédente et conduisant le calcul jusqu’a une certaine
valeur de m, nous trouvions que la condition (62) n’était pas remplie, ceci servi-
rait d'indice que la solution cherchée n’est pas possible.

On s’assure facilement que, dans ce cas (que les fonctions X et Y s’annulent
ou non pour £ = y = 0), le nombre m et la constante

A, + B,
2

8=

seraient les mémes que ceux que nous avons considérés au n® 34.
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<

37. Revenons maintenant & notre probléeme.
Nous allons montrer comment, en partant des équations (52), on parviendra
arésoudre la question de stabilité.
Considérons d’abord le cas ou, pour 3, =5, =...=3,=o0, la fonction Z ne
devient pas identiquement nulle.
Soit
sL=gs"+PVs 4+ P®as2y. 4 Pirtzml B,

ol g est une constante non nulle, les P& sont des formes linéaires des quantités z,
a coefficients périodiques par rapport a 6 ('), et R représente une fonction holo-
morphe des variables z, 5;, dont le développement, possédant des coefficients du
méme genre, ne contient pas de termes de degré inférieur au troisiéme. La fonc-
tion R est d’ailleurs telle que, dans les termes linéaires par rapport aux quan-
tités z,, elle renferme s & des puissances non inférieures a la m'*™¢ et, dans ceux
indépendants de ces quanlités, a des puissances non inférieures a la (m - 1)*é™e.

Par la propriété des équations (32), on doit alors admettre que les développe-
ments des fonctions Z;, dans les termes indépendants des 5, ne contiennent pas 3
a des puissances inférieures a la mieme,

Soit, 4 étant un entier positif quelconque,

Z,=PPs PPt 4 PW sk Z0,

ot les PY sont des formes linéaires des quantités s, avec des coefficients pério-
diques et Z", ZP, ..., 7% des fonctions holomorphes des variables z, z;, dont les
développements, dans les termes linéaires par rapport aux z;, ne peuvent con-
tenir z qu’a des puissances dépassant la ki¢me,

En procédant comme au n° 29, posons

V=54+W4 U5+ U si4 4 Utm—gm—t,

les U étant des formes linéaires et W une forme quadratique des quantités z;
avec des coefficients indéterminés. Mais a présent ces coefficients ne seront
supposés constants que pour la forme W, et, pour les formes U, nous les suppo-

serons des fonctions périodiques de 0.
: . , . . . . dv ‘
Aprés avoir formé, d’apres les équations (52), la dérivée ik cherchons a
disposer des coefficients dans les formes Ul de fagon que cetie dérivée, dans

les termes linéaires par rapport aux quantités z;, ne puisse contenir z qu’a des

(1) D’une fagon générale, tous les coefficients périodiques dont il sera question ici seront
des séries finies de sinus et cosinus de multiples entiers de 6.
Fac. de T., 2° S., IX. 4/4
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puissances non inférieures a la m*™°. Pour cela nous devons faire

n

(1) (1)
E((]nzl—i— Js259+ ...+ qmz")& 4 Q_U_ +Ph=o,
dzs 06
s=1
- Uk ok
2(931514‘ qs2 59+ . '+q"‘z”)_52_ + 90 4 P
s=1
" (k=1) (1)
+E<p§1>()Ud~ ~ 4. ..+ P;k—t)d_g_z_>:o (k=2,3, ..., m—1).
s=1

Par ces équations, nous obtiendrons successivement
(63) uw, U®, ..., U,

D’ailleurs '’hypothése que les coefficients dans les formes U soient des fonc-
tions périodiques de 8, savoir, des séries finies de sinus et cosinus de multiples
entiers de 0, sera toujours possible et définira complétement ces coefficients.

En effet, si U est la premiére des formes (63), ou bien une quelconque des
suivantes, dans I’hypothése que toutes celles qui la précédent sont déja trouvées
sous la forme indiquée, on obtiendra, pour la déterminer, I'équation

n

oU o9U
E(qnzﬂ- Gs25a+ ...+ qsnzn) (’_u:' -+ 66— :A;Zr"-l- Ang—F. o A,,Z,l,
s=1

dans laquelle tous les A seront des séries finies de sinus el cosinus de multiples
entiers de 0. Cette équation donnera, pour les coefficients @ dans la forme

U=a,3,+ ay3,+. ..+ @, 3,,
le systeme suivant d’équations :

das
—0 T Tt Qs A Pus@a=Ag (s=1,2,...,n).
EL ce dernier, 'équation déterminante qui lui correspond n’ayant pas de racines
purement imaginaires (toutes ces racines ont des parties réelles positives ), admettra
toujours une solution, et une seule, ou tous les @ soient des séries finies de sinus
et cosinus de multiples entiers de 0.
Aprés avoir déterminé, comme il vient d’étre dit, les formes U/, choisissons la

forme W d’apreés I'équation

‘ IW
(64) 2 (gs181+ Gs232+ ...+ Gsn5n) FEN =g(&t+ 22 +. ..+ 3}).

s=1
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Alors I'expression de la dérivée totale de la fonction V par rapport & 0 prendra

la forme suivante,

%___g zm—a-:.?—|—z§+..-+5,21)+sv
sl nous posons
NN gt 00W QU gW | LS kU® 4 R
=3 B G LG L RO R

Or, on peut toujours présenter cette quantité S sous la forme
n n
U
S = v:-”‘—|—z z V5555 Bq,
s=1 =1
ol ¢, ¢ss solent des fonctions de z, 5, §, s’annulant pour
B85 =5=...=%,=—=0,

périodiques par rapport a § et holomorphes par rapport a z, z;, d’ailleurs, unifor-
mément pour toutes les valeurs réelles de 6.
Il est donc clair que, si 'on introduit la condition

v

O,

(65) 5

) . . dv ., . .
I'expression trouvée de —7 envisagée comme fonction des variables z, z,, 8, dont

la derniére joue le role de ¢, représentera une fonction définie (voir la remarque
a la fin du n° 16), laquelle, pour des valeurs assez petites de 5 et des | 3|, conser-
vera le signe de la constante g.

Sous la méme condition (65), la fonction V sera aussi définie et de plus posi-
uive, si la forme W, comme fonction des variables z;, est définie positive.

La derniére circonstance aura effectivement lieu quand g <o, car la forme W,
qui doit vérifier 'équation (64), conservera loujours un signe opposé a celui
de g (n* 20, théoreme II).

Au contraire, si g > o, la fonction V sera susceptible d’un signe arbitraire,
quelque petits que soient les | z; | et z.

Par conséquent, si 'on a en vue la condition (63) [et cette derniére, comme on
I'a déja remarqué au n° 34, est une conséquence de 'hypothése r2 o, toujours
possible et ne limitant en rien notre probleme (n° 33)], on peut affirmer que la
fonction V, pour g > o, satisfera aux conditions du théoréme 1I du n° 16 et,
pour g << o, aux conditions du théoréme I (et méme aux conditions du théoréme

établi dans la remarque II).
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Nous devons donc conclure que dans le cas de g positif le mouvement non
troublé est instable, et que dans celui de g négatif il est stable.

Dans ce dernier cas, les mouvements troublés, correspondant a des perturba-
tions suffisamment petites, tendront asymptotiquement vers le mouvement non
troublé.

Remarque. — Nous avons considéré r et 3z comme des variables pour les-
quelles les valeurs négatives n’étaient pas possibles. Mais nous aurions pu, avec le
méme droit, les considérer comme des variables pour lesquelles les valeurs posi-
tives ne fussent pas possibles.

Pour examiner la question dans cette derniére hypothese, il n’y aurait qu’a modi-
fier un peu l'analyse précédente, en remplacant, dans I'équation (64), g par
(—1)"g.

A%

Alors la nouvelle expression de la dérivée i représenterait une fonction dé-
[4

finie sous la condition z<o0, et son signe serait le méme que celui de (—1)”g.
La fonction V, sous la méme condition, serait définie négative, quand (—1)”g
représenterait un nombre positif.

Nous serions, par conséquent, conduit & la conclusion que, sous la condition
(—1)"g >o0, le mouvement non troublé est stable et, sous celle (—1)"g <o,
instable.

Ces nouvelles conditions coincident avec les précédentes seulement dans le cas
ol m est un nombre impair. Et comme elles le doivent nécessairement, le résultat
trouvé démontre que le nombre m sera toujours impair (n° 34, remarque I1).

Remarquons que si m était un nombre pair, ce qui ne pourrait avoir lieu que si
les équations (52), sans étre les transformées des équations (45), étaient propo-
sées en elles-mémes, notre analyse conduirait a la conclusion que, pour des per-
turbations assujetties a 'une des deux conditions

320 ou zZo,
le mouvement non troublé était stable et, pour celles assujetties a 'autre, instable.
38. Considérons maintenant le cas ou dans les équations (52) toutes les fonc-

tions Z, Z, s’annulent pour z, =3, =...= 3, =0, et ou, par conséquent, ces
équations admettent la solution

z=c,

}\
Il
&
Il

L.=3Z,==0

avec une conslante arbitraire c.
Nous allons montrer que dans ce cas on peut trouver pour le systeme (52) une
équation intégrale compléte avec une constante arbitraire ¢, se présentant sous la
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forme

(66) Z:C+f(zl,32, ...,5,,,0,9),

ot f désigne une fonction holomorphe des quantités 3, 72, ..., 2, € s’annulant
aussi bien pour ¢ = o que pour z, =z, =...= 3, = 0, et ayant, pour coefficients

de son développement suivant les puissances de ces quantités, des séries finies de
sinus et cosinus de multiples entiers de f.
Nous devons pour cela montrer que I'équation aux dérivées partielles

¢ 9z dz S, 0s
(67) Z(qSlzl—*‘(]szZz"l“---+(]subn)0—::-l—a—e—ZZ—-zzsa—-zx

s=1 s=1

admet une solution de la forme (66).

Posons

©

(68) f:i P,

m=1 l=1

en entendant par P{ une forme de degré m des variables z; indépendante de c.
Si nous remplagons, au second membre de I'équation (67), z par son expres-
sion (66), en ordonnant ensuite le résultat suivant les puissances des quan-
tités z5, ¢, nous obtiendrons une série ou, dans notre hypothése au sujel des
fonctions Z, Z;, il n’y aura pas de termes indépendants des quantités z;.
Le résultat de cette substitution se présentera par suite sous la forme

o @
~
) pl
'—? 2| mCs
=1

m =

-

ou Q! désigne une forme de degré m des quantités z;, qui se déduit d’une cer-

m

taine maniére des formes P’} pour lesquelles
m+l<<m-+!

(dans le cas de m + I =1 cette forme sera I’ensemble des termes de la premiére
dimension de la fonction — 7).
Nous aurons ainsi a satisfaire a une suite d’équations de la forme

S L
(69) 2(95151-'- q.vz"'z“""“-"‘qmzn)_d?s‘ ‘*""59— =—Q,

s=1

)

qui serviront a calculer successivement tous les P,

dans un ordre quelconque ou
le nombre m + / ne décroisse pas.
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Dans ces calculs, on pourra toujours supposer que les coefficients dans les
formes P\¥ soient périodiques par rapport a f (des séries finies de sinus et cosinus
de multiples entiers de ), et une telle hypothése rendra notre probléme parfaite-
ment déterminé.

En effet, si toutes les formes P%) pour lesquelles m’ + I'<< m - 1 sont déja
trouvées et possédent des coefficients périodiques, le second membre de I'équa-
tion (69) représentera une forme des quantités s, avec des coefficients de laméme
espéce. Par conséquent, tels seront aussi les termes connus dans le sysieme d’équa-
tions différentielles linéaires non homogeénes, que cette équation donnera pour

calculer les coefficients de la forme P, Or 'équation déterminante de ce systeme

.
n'aura que des racines a parties réelles positives, car cette équation s'obtient en
égalant a zéro le (m — 1) déterminant dérivé (n" 19) du déterminant qui figure
au premier membre de I'équation (48), et en remplacant » par —x. Donc, le
systeme dont il s’agit admettra toujours une (et seulement une) solution pério-
dique.

De cette maniére on voit que la série (68) ne renfermera rien d’inconnu (').

Pour examiner la convergence de cette série, considérons-en une certaine
transformation. D’une maniére précise, considérons la série relative au systeme
qu’on déduit de celul (52) au moyen d’une substitution linéaire semblable a celle
que nous avons utilisée au n° 33 pour transformer les équations (47).

Notre question se raménera ainsi & I'examen de la convergence de la série (68),
obtenue dans ’hypothése que, dans 'équation (67), tous les coefficients ¢,; sont

nuls & 'exception des suivants,
11— %1y  Gag — %2y vy Gupn=%n, Ga1 =01y 32— T2y cery Gun—1 = Tn—1,

parmi lesquels les n premiers ont des parties réelles négatives.

Dans cette hypothése, I'équation (69) donnera, pour les coefficients de la
forme P2, des équations telles que, étant rangées d’une facon convenable, elles
permettront de calculer, dans un certain ordre de succession, 'un aprés lautre,
tous les coefficients cherchés.

Soit A le coefficient du terme contenant

~My My ~m,
I )

et supposons que tous les coefficients qui le précédent dans I'ordre de succession

(1) 1l va sans dire que, les coefficients dans le systéme (52) étant réels, il en sera de méme
des coefficients de cette série, si on la considére comme ordonnée suivant les puissances des

quantités zs, ¢ (nous supposons la variable 0 réelle).



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 345

considéré sont déja trouvés. Alors nous aurons pour déterminer A I'équation

dA
-0 + (myxg + myny +. ..+ mux,)A =—B,

dans laquelle B sera une fonction périodique connue.

De 14 il viendra

©
A= e—(mlx,-w-m,‘xl—f—..‘—wn"n")ﬁf elmarmp .. +m,x)0 B 46.
]

Nous remarquons maintenant que la fonction B, sous sa forme primitive, re-
présente une fonction entiére et rationnelle, a coefficients positifs, des coefficients

)

» que dans celles qui la précédent,

trouvés auparavanl aussi bien dans la forme P
des quantités o, et des coefficients dans les développements des fonctions — 7, Z.

Par conséquent, il résulte de l'expression obtenue du coefficient A que nous
obtiendrons des limites supérieures pour les modules des coefficients tels que A,
si nous trouvons les coefficients des termes correspondants de la série, semblable
a (68), mais indépendante de 8, laquelle soit formée dans '’hypothése que dans
I'équation (67) tous les x, sont remplacés par leurs parties réelles, tous les o par
leurs modules, et tous les coefficients dans les développements des fonctions
— 7, Zs par des limites supérieures constantes de leurs modules, convenables pour
toules les valeurs réelles de 0. D’ailleurs, par la nature des fonctions Z, Z;, ces
derniéres limites supérieures pourront toujours étre choisies de facon que, |z,
| 35| étant suffisamment petits, les séries définissant ces fonctions restent con-
vergentes apres le remplacement indiqué.

Or la série indépendante de § qu'on obtiendra de cette manicre est un cas
particulier de la série considérée au n" 31.

Nous pouvouns donc affirmer que la série (68) définit une fonction des quanti-
tés 5, ¢ uniformément holomorphe pour toutes les valeurs réelles de 0; et, par con-
séquent, l'existence de I’équation intégrale (66) peut étre regardée comme dé-
montrée.

Revenons & notre probléme.

En supposant la constante ¢ réelle, remplagons la premiére des équations (52)
par I'équation intégrale (66) et portons ensuite dans les autres, a la place de z,
son expression (66). Ces équations prendront alors la forme

dsg
(70) (—{9— :(qsl—i—cs,)zl—+-((/52+cS2)52+...+(qs,,+c£,,)z,,+Z§ (s=1,2,..0,n).

Les ¢55 sont ici des fonctions holomorphes de la constante ¢, s’annulant pour
¢ =o et ayant pour coefficients des développements suivant les puissances de ¢
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des fonctions périodiques réelles de 6, et les Z; sont des fonctions holomorphes
des quantités z;, ¢, dont les développements, possédant des coefficients de méme
espéce, commencent par des termes de degré non inférieur au second par rapport
aux variables z;. Toutes les fonctions considérées sont d’ailleurs holomorphes
uniformément pour toutes les valeurs réelles de 6.

Semblablement a ce qu’on a vu au n* 31, notre probléme se raméne maintenant
a examen de la stabilité du mouvement

By =Ry =...=%,=0

par rapport aux variables s, satisfaisant aux équations (70).

Ces équations contiennent le paramétre ¢ soumis seulement a la condition que
sa valeur absolue ne dépasse pas une certaine limite, et, si 'on démontre que le
mouvement en question est stable indépendamment de la valeur de ce paramétre
(dans le sens défini au n° 31), il sera par la aussi démontré que le mouvement
permanent, qu'il fallait examiner, est stable par rapport aux variables z, z;.

Or, eu égard & la nature des fonctions représentant les seconds membres des
équations (70), on le démontre aisément par le méme procédé que celui indiqué
ala fin du n" 31.

Nous pouvons donc étre cerlains que dans le cas considéré le mouvement non
troublé sera toujours stable, et que tout mouvement troublé, pour lequel les per-
turbations sont assez petites, s’approchera asymptotiquement d’'un des mouvements
périodiques définis par les équations

s=c, By =3, =—=...=3%,=0.

Remarque 1. — En résolvant I'équation (66) par rapport a la constante ¢
(dans I'hypothése que toutes les quantités | 3|, | c| sont assez petites), nous en
tirerons la suivante,

(7') c:z-i—c‘o(z,,zz,...,zn,;, 6)9

ot ¢ sera une fonction holomorphe des quantités z, z, s’annulant aussi bien pour
% =0 que pour 3, =3, =...= 3, = 0, el ayant pour coefficients des suites finies
de sinus et cosinus de multiples entiers de 6.

Le second membre de 1’équation (71) représentera une des intégrales du sys-
teme (52).

En introduisant dans cette intégrale, a la place des variables z, z;, les variables

r, s, nous obtiendrons une intégrale pour le systeme (47).
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- Considérons le carré de cette derniere. Il sera de la forme suivante
(‘72) ,12+(D<x1’ J‘2’ ""xﬂ’ I" 6)7

ou @ désigne une fonction holomorphe des quantités r, x,, dont le développement
commence par des termes de degré non inférieur au troisieme et a pour coeffi-
cients des suiles finies de sinus et cosinus de multiples entiers de 0.

En introduisant dans la fonction (72), a la place des variables r et §, les va-
riables z et y, nous en déduirons une intégrale pour le systeme (45).

Cette intégrale se présentera sous la forme de la série suivante :

(\73) x.2 +)’2+ E (U%z,,mi, ...,m,,)_l_ \/x? +VV2 ‘74’;1111,1;12, “'"""’)x’{’ix;"ﬁ . ..Z",':".

Les U!, ), Vi, représentent ici des fonctions rationnelles et homogénes des
variables z et y respectivement du m"¢ et du (m — 1)'*¢ degré. Ces fonctions
sont d’ailleurs telles que, si elles ne sont pas entiéres par rapport a x et y, elles le
deviennent aprés étre multipliées par certaines puissances entieres de la quantité
2?4+ 2. Quant a la sommation, elle s’étend a toutes les valeurs non négatives des

entiers m, my, My, ..., M,, assujetties aux conditions

m>i, m—4= gy my,—+...+=m, > 2.

Le mode de convergence de la série (73) est indiqué par ’extraction méme
de cette série de la fonction (72), laquelle est holomorphe, par rapport a r, z;,
uniformément pour toutes les valeurs réelles de 6.

La méme propriété, pour ce qui concerne la convergence, appartiendra aussi a
o série aw'on dédus . 7 par — o V3
la série qu'on déduit de celle (73) en remplacant y/z2 + y2 par — /2% 4 ¥?2, car
celte série représentera la transformée en variables z, y de la fonction, obtenue
en remplacant dans celle (52) » par — r et § par § + =. D’ailleurs, cette nouvelle
série sera évidemment aussi une intégrale pour le systeme (45).

Nous concluons de la que la série

$2 +},2+ Z U(I;tlzl.m,,...,m,,\xriz,xgz? ... .’l‘;’;" f— x2+‘},2+ F(x“ Loy o ooy Lpy XLy _}’)

(qui sera certainement convergente, tant que les deux précédentes le sont) re-
présentera une intégrale du systeme (45) dont la transformée en variables 7 et 0,
pareillement aux précédentes, sera une fonction des variables », z; uniformément
holomorphe pour toutes les valeurs réelles de 0.
Montrons que cette intégrale sera une fonction holomorphe des variables z, y,
Zyy Zay oony Ty
Fac. de T., 22 8., IX. 45



348 A. LIAPOUNOFF.

Pour cela, nous remarquerons tout d’abord que les coefficients U seront néces-
sairement des fonctions entiéres de x et y.

On s’en assure en considérant 'équation. que vérifiera la fonction F, savoir :

n

Z(p-x-l—pex +...+p w+ax+ﬁy)§f—+)\ x?E——yQ—F—>
st 1 saL2 . snvn S S dl’s d}’ « 01,

s=1

n
:—szj_i —x‘j—z-—Yz—;-—z(a:xﬂuyY).
s=1
En y substituant Pexpression de F sous forme de série, on en déduira, pour
déterminer les fonctions Uys -~ des systemes d’équations, tels que I'on pourra
calculer toutes les fonctions, qui correspondent a des valeurs données des
nombres |

(74) m, my-+ my—+...+ my,

aprés qu’on aura calculé toutes celles pour lesquelles la somme des nombres (74)
a une valeur plus petite, ainsi que toutes celles pour lesquelles, cette somme ayant
la méme valeur, le nombre m est plus petit ('). Or, en examinant de plus prés
ces systémes, on s’apercoit facilement que les fonctions U ne peuvent étre ration-
nelles sans étre entiéres.

Ayant ainsi établi que tous les U seront des fonctions entiéres des variables x

et y, introduisons, au lieu de ces derniéres, les variables § et n au moyen des

équations
E=a+yy—1, n=x—yy—r1.
Soit
m
(75 ) U(’I’:l(,m,, ey My) :2 C(I;r’l:',llfz, . mpy) Ekﬂ'"_k,
k=0

ou les G représentent des constantes.

D’apres ce que 'on a remarqué plus haut, la fonction F, en y posant
E=refd,  qn=reit (i=y=),

devient une fonction holomorphe relativement aux quantités r, z;, et cela uni-
formément pour toutes les valeurs réelles de .

(1) Dans le cas de m; = my;=...= m, = o, pour m pair, on rencoutrera une indétermina-
m

tion due a ce que 'on pourra alors ajouter 4 la fonction cherchée U expression G (22 + y?) %,
dépendant d'une constante arbitraire C.
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Par suite, si, en vertu des expressions ci-dessus de § et 7, on a
U(’;;u,m,,...,m,,) — rm @(,1:1, my, ..,,m,.),

on pourra toujours trouver des constantes positives A, A, A,, ..., Ay, M, telles
que, pour toutes les valeurs réelles de 0, on ait des inégalités de la forme

M

(my,mq,... m,,)l
S O vy v v

Or, en vertu de (75),

™ .
C(;:.n"m’/‘f weey Mp) — l_ f (;,)(,Zp‘,m,,...,m,,)ei(ln—zk)ede.
y Mm— T
0

Donc I'inégalité que 'on vient d’écrire donne

M

Nmy,mg, ..., my) I
| Clm , << A”‘A']"‘A'gn’. - -A',f".

kym—k

Par la on voit que la fonction F, étant exprimée au moyen des variables £, 7,
Zyy &ay ..., Zp, devient une fonction holomorphe. Elle sera donc également holo-
morphe par rapport aux variables x, y, z,, @, ..., x,.

Ainsi, dans le cas ou le systtme (45) admet une solution périodique, elle
admettra aussi une intégrale holomorphe indépendante de ¢,

(76) 22+ 4+ F(xy, £y, ooy @y 2, ),

ou I'ensemble des termes de plus bas degré sera 22—+ y2.

On s’assure d’ailleurs facilement que, si 'on a trouvé une intégrale quelconque
de la forme (76), toute autre intégrale holomorphe indépendante de ¢ en sera une
fonction.

On peut aussi démontrer que, si le systéme (45) admet une pareille intégrale,
il admettra aussi une solution périodique, définie par des séries de la forme (61).

Nous nous en convaincrons en considérant le systeme déduit de (47) en éli-
minant la variable » a 'aide de I’équation intégrale fournie par cette intégrale.

Nous avons supposé que, pour z = y = o0, les fonctions X et Y s’annulaient.
Mais, pour I'exactitude de ce que nous venons de dire, une telle hypothése n’est

pas nécessaire, et, dans la suite, en parlant du systtme (45), nous ne retiendrons
plus cette supposition.

Remarque Il (*). — La conclusion énoncée plus haut au sujet de la stabilité du

(1) Cette remarque ne se trouve pas dans l'orviginal. Elle a été rédigée d’aprés la Note

Contribution a la question de la stabilité, insérée aux Communications de la Société
mathématique de Kharkow pour 1893.
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mouvement permanent, dans le cas oi ce mouvement fait partie d’une série con-
tinue de mouvements périodiques définis par les équations

5=, Sy—=8y—...= 3%y,

ne peut, en général, étre étendue & ces derniers mouvements.

Pour le mouvement permanent (qui correspond a ¢ =o0), le probleme de la
stabilité par rapport aux variables z, )-, 2, qui seul nous intéresse ici, ne differe
pas au fond du probléme de la stabilité par rapport aux variables z, z,. Mais, pour
les mouvements périodiques dont il s’agit, ce seront en général deux problémes
différents.

Par rapport aux variables z, z,, ces mouvements seront encore stables; mais,
par rapport a celles z, ¥, xq, ils ne jouiront, en général, que d’une certaine sta-
bilité¢ conditionnelle : a savoir, ils seront stables pour des perturbations qui ne
changent pas la valeur constante de l'intégrale (56). Quant & la stabilité non con-
ditionnelle, elle n’aura lieu que dans les cas ot la période T (n° 36) ne dépend pas
de la constante ¢, ¢’est-a-dire ol tous les nombres /; sont nuls.

Pour le démontrer, considérons un des mouvements périodiques, qui soit défini

par les équations

(n z=c, 3= Fy=...=%,= o0,
(11) =1+ qgc+0,c2+...,
ou
aTm(t— &)
T

et oy, @y, ... sont certaines fonctions périodiques de .

En nous reportant aux relations entre les variables z, y, z; et z, §, z; (n° 33),
nous en concluons facilement que, si ¢ n’est pas nul, le probléme de la stabilité
de ce mouvement par rapport aux premiéres variables est équivalent au probleme
de la stabilité par rapport aux secondes. Par suite, pour que le mouvement consi-
déré, qui est déja stable par rapport & 5, 35, le soit également par rapport a z, y,
z, il faut et il suffit qu'il soit stable par rapport a 6.

Cela posé, désignons le second membre de I'équation (II) par la lettre ¢ et, en

faisant
f— LP + g,

formons 1'équation différentielle a laquelle satisfera £, dans I'hypothése que, pour
tous les mouvements troublés avec lesquels est comparé le mouvement pério-
dique considéré, la valeur constante de 'intégrale (76) soit la méme que pour le

mouvement périodique.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 351

Pour tous ces mouvements, la constante ¢ dans I’équation (66) aura alors la
méme valeur que dans les équations (I) et (1I).
Par suite, en éliminant 5 & l'aide de I'équation (66), nous aurons, pour déter

miner , une équation de la forme

g
(]II) E:L(‘:lr S9y + 0y Sy Cr H’J),
dont le second membre s’annulera pour sz, = z,—...=3z,=o.
Z sera ici une fonction holomorphe des quantités z,, z,, ..., 5,, §, dont le

développement possédera des coefficients périodiques par rapport a 4, et cette
fonction sera uniformément holomorphe pour toutes les valeurs réelles de .

Nous remarquons maintenant que la constante ¢ peut toujours étre suppose’e
assez petite en valeur absolue pour que les nombres caractéristiques des fonc-
tions z; '[comme fonctions de la variable § satisfaisant aux équations (70)] soient
tous positifs, quelles que soient les valeurs initiales de ces fonctions.

Cela admis, désignons par x un nombre positif quelconque inférieur 3 tous ces
nombres caractéristiques.

Puis, en prenant ¢, pour valeur initiale de ¢, désignons par z, la valeur initiale

de la fonction
[si ]+ 3| +...+] 5]

Alors, en remplacant dans la fonction Z les quantités 5, par leurs expressions
en fonction de § = ¢ 4 &, nous en déduirons une fonction de =, { et des valeurs
initiales des quantités z;, telle que, M étant suffisamment grand, on aura

»

| Z I <Mz, e,

pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a ¢,, tant que | {| est au-dessous d’une
certaine limite / et les valeurs initiales de tous les | 25| sont assez petites.

Par suite, en désignant par {, la valeur initiale de la fonction { et en suppo-
sant | §o | et 5, suffisamment petits pour que l'inégalité

MT

zo< |
2T%

[ 8o |+

soit remplie, nous pourrons conclure de I'équation (III), ¢ étant supérieur a ¢,
I'inégalité suivante :
MT
—_— g, (1 — e %7
ICI<IC0,+2TEK 0( )v
et de la on conclut la stabilité de notre mouvement par rapport a { ou, ce qui

revient au méme, par rapport a f.
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Cette conclusion est obtenue en supposant que les perturbations ne changent
pas la valeur de I'intégrale (56).

Considérons maintenant des perturbations arbitraires.

Soit ¢, la constante qui figurera alors dans I'équation (66) 4 la place de c.

Soit ensuite ¢, ce que deviendra ¢ quand on y remplace ¢ pare¢;.

D’aprés ce que nous venons d’établir, on arrive a la conclusion suivante :

Pour que le mouvement considéré, |c | étant suffisamment petit, soit stable par
rapport a 0, il faut et il suffit que, ¢ étant un nombre positif quelconque, on puisse
assigner un autre nombre positif a, tel que, ¢, vérifiant 'inégalité

ley—c|<a,

[ —dl<e

I'on ait

pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a ¢,.

Or, 1l est évident que cela n’est possible que dans le cas ou T ne dépend pas
de c.

39. On voit par ce qui précéde que, dans le cas qui nous intéresse de deux
racines purement imaginaires, la question de la stabilit¢ dépend d’une maniére
essentielle de celle de la possibilité d’une solution périodique pour le systéme (45)
ou, si 'on veut, de la question, trés intimement liée avec elle, de la possibilité pour
ce systtme d’une intégrale holomorphe indépendante de ¢. Malheureusement,
tous les procédés que nous pouvons proposer, en général, pour la résolution de
cette derniére guestion sont tels qu'ils ne réussissent que dans le cas de réponse
négative. Cependant, s'il n’est pas possible d’indiquer de méthode générale qui
conduise au but dans tous les cas, il convient au moins d’indiquer certains cas par-
ticuliers ou la solution de notre question se simplifie.

Admettons d’abord que les fonctions X et Y ne contiennent pas les variables z,,

Loy oaey Lne
La question se résout alors complétement par 'examen du systeme du second
ordre
dx dy
” =1 X =~ =iz +Y.
( /7) dt Y + X, dit

Un des cas les plus simples, ou il existe pour ce systéme une intégrale holo-
morphe indépendante de ¢, est celui ou les fonctions X et Y satisfont a la relation

oX oY

%—Fw— o,

c’est-a-dire ou le systeme (77) est canonique.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 353

Dans ce cas, les fonctions z et y qui lui satisfont seront périodiques pour toutes
les valeurs initiales assez petites.

M. Poincaré a indiqué un cas d’un autre genre ou les fonctions z et y, définies
par les équations (77), sont toujours périodiques. C'est le cas ou les équations
considérées ne changent pas en remplacant simultanément ¢ par — ¢ et y
par —y ().

M. Poincaré a montré comment la périodicité des fonctions z et y peut alors
étre établie a priori.

Or, dans les conditions indiquées, il n’est pas moins facile d’établir directement
'existence d’une intégrale holomorphe.

En effet, pour que le cas que nous venons d’indiquer ait lieu, les fonctions X

et Y doivent étre de la forme
X=yf(z, y*), Y=0(z,"),

ou f et ¢ désignent des fonctions holomorphes de leurs arguments, s’annulant
quand ces derniers sont simultanément égaux a zéro.
Or, s'il en est ainsi, nous aurons, en éliminant d¢,

dy* 21.L‘+q9(x, r?)
de =TT = f(z )

et le second membre sera une fonction holomorphe des quantités x et y2. Par
conséquent, en considérant y* comme une fonction de x et en désignant par ¢ la
valeur de cette fonction correspondant & = o, nous aurons, en vertu d’un théo-

réme connu,
(78) yi=c+y(z,c),

ou ¢ sera une fonction holomorphe de z et ¢, s’annulant pour x = o.

L’équation (78) fait voir qu’il y aura bien une intégrale du caractére requis.
Cette intégrale sera une fonction holomorphe des quantités z et y2.

D’une fagon générale, pour que le systeme (77) admette une intégrale indépen-
dante de ¢, représentant une fonction holomorphe de = et y? (ou, si 'on veut, de
et 22+ y?), il faut et il suffit que les fonctions X et Y puissent étre présentées
sous la forme

X=y (@, %) +[=2+f(z, y)]y* H(z, y*),
Y= o(z, ) +[ dz+o(z, y)]y H(z, y*),

ot f, ¢ et H désignent des fonctions holomorphes de z et y2.

(V) Sur les courbes définies par les équations différentielles (Journal de Mathéma-
tiques, i° série, t. I, p. 193).



354 A. LIAPOUNOFF.

On peut poser la question d’une maniére un peu plus générale. A savoir, on
peut chercher les conditions sous lesquelles le systéeme (77) admet une intégrale
indépendante de ¢, représentant une fonction holomorphe des quantités

ax +by et 2+ y3,

ou a et b sont des constantes quelconques. Mais nous ne nous arréterons pas i ce
cas, qui se raméne au précédent par une transformation trés simple.

Il existe des cas ou, X et Y contenant les variables x,, x,, ..., z,, la question
se raméne néanmoins a 'examen d’un systéme du second ordre.

Tel est, par exemple, le cas o 'on a

-y +X=(—dy+X)(1+12), rze4+-Y=0Ox+Y)1+17),

X’ et Y’ étant des fonctidns holomorphes des deux variables x et y seulement, et
Z une fonction holomorphe quelconque de z,y, xy, ., ..., z,, s’annulant quand
ces variables s’annulent simultanément.

Alors tout dépend de I'étude d’équations de la forme

dx

dy
L — ' “r '
T by + X/, - =Aix—+ Y.

dt

Tel sera aussi le cas ou, X et Y étant quelconques, toutes les fonctions X,
dans le systtme (45) s’annulent quand on pose xy=z,=...=x,=0, et ou
toutes les constantes a,, 3 sont nulles.

Alors, si X(® et Y(© sont les fonctions de x et de y auxquelles se réduisent X
et Y quand tous les z; sont simultanément nuls, la question dépendra de la dis-
cussion des équations

dx

—_— = — - (0) L — (0)
7 )\y X N ,[_lx—kY .

Le cas que nous venons d'indiquer est contenu dans un autre, plus général,
auquel on peut arriver en considérant le systéme d’équations aux dérivées par-

tielles

ixs + Az +Y) 0z

(79) =ty +X)-= Jy

=P T+ Pse ot o Psp Xy O X @s}""‘ Xs (s=1,2, ..., 1),

définissant les quantités zy, x,, ..., £, comme fonctions dts variables x et y.
Chaque fois que 'on pourra satisfaire a ce systeme par des fonctions holo-

morphes

(80) -Z'A:fa(x;}’), x2:f2(x’,)/), cy ~Z‘Iz"—'f::(x,j’)



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 355

des variables z et y, s’annulant pour .r = y = o, la question se raménera a 'étude

des équations
dx dy

=i+ (X),  T=re (v,
dans lesquelles (X)) et (Y) désignent les résultats de la substitution (80) dans les
fonctions X et Y.

En considérant de plus prés les équations (79), nous nous convainquons faci-
lement que, si I'on cherche les fonctions x; sous la forme de séries ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives de z et y, et ne contenant pas de termes
constants, les équations que 1'on obtient entre coefficients seront toujours compa-
tibles et déterminées, en permettant de calculer ces coefficients pour les termes
de chaque degré d’apreés ceux trouvés auparavant pour les termes de degrés infé-
rieurs.

De cette maniére, on trouvera toujours des séries de la forme indiquée qui
satisfassent formellement au systeme (79), et ces séries seront uniques.

Cependant ce serait une erreur de croire qu’elles définissent toujours une solu-
tion du systeme (79), car des cas sont possibles ot ces séries ne seront pas con-
vergentes, quelque petits que soient les modules des variables x et y.

Ainsi, par exemple, étant proposée I'équation

[— Ay — éx(xz—i-_y?)J% -+ [)\x—— éy(xﬂ-ky’)_‘ %‘3—‘ =—x+ 2+ )%,

la série
24 Y (29 2 (2 4 ) - 2 3 (2 L,

qui lui satisfait formellement, sera divergente toutes les fois que 22+ y? n’est pas
nul, et méme, si on la considére comme une série double, toutes les fois que z
et y ne sont pas simultanément nuls.

Par suite, la réduction indiquée ne sera pas toujours possible, et, pour enrecon-
naitre la possibilité, il sera en général nécessaire d’examiner la convergence des
séries en question.

On peut toutefois rencontrer des cas ol ces séries seront finies, ainsi que ceux
ou 'on sait @ priori qu'elles doivent étre convergentes.

Signalons, comme un des cas de la premiére espéce, celui ot l'on a

X=2U; Y=»0, X;=a,U (s=1,2, ..., 1),

U étant une fonction holomorphe quelconque des variables z, y, z;, s’annulant
quand on pose 2 =y =, =...=x,=o0. Dans ce cas, on peut évidemment
satisfaire au systéme (79) par des fonctions linéaires des variables z et y.

Fac. de T., 2* S., IX. 40
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Remarquons que, si U est une fonction entiére et homogene de degré impair,
le systeme (45) admettra dans ce cas une intégrale holomorphe indépendante
de ¢.

Signalons encore un des cas de la seconde espece.

Admettons que toutes les constantes a;, 3; soient nulles, et que les fonctions X,
Y, X, satisfassent aux relations suivantes :

(81) (— 2 23

+ (O

(s=1,2, ..., 1),

ol les dérivées partielles sont prises en considérant les n + 2 variables z, y, i,
Z, ..., £, comme indépendantes.
Alors, en considérant les équations

(82) P&y PeaZa—+. .. ppty,+ Xy= o0 (s=1,2, ..., n),

et en définissant par elles les quantités z; comme des fonctions holomorphes des
variables 2 et y s’annulant pour # =y = o (lequel probléme, par la nature des
coefficients p,,, sera toujours possible et parfaitement déterminé ), nous trouverons
que ces fonctions satisferont aux équations (79).

En effet, les équations (82), en vertu de (81), donnent les suivantes :

3 (po 22 [=rye )22

o=1

+ (hz —k—Y)%jc]:o (s=1,2,...,n).

Et de ces derniéres, le déterminant

Z—l— ) + 9_& 4 = X,
P11 P22t 0z, Pnn oz,

ne pouvant étre nul pour des valeurs suffisamment petites de |z |, ||, | 2], 1l

vient

(— (e=1,2,...,n).

Dans ce cas, pourvu que les fonctions holomorphes en question ne soient pas
toutes identiquement nulles, le systeme (45) admettra toujours une intégrale
holomorphe indépendante de ¢; et, dans la solution périodique qu’il possédera,
toutes les fonctions x, seront des constantes.

On peut remarquer que, si les conditions (81) doivent étre remplies non pas
identiquement mais seulement en vertu des équations (82), le cas que nous
venons d’indiquer sera le plus général, ol le systeme (45) admet une solution
périodique avec des valeurs constantes pour les fonctions ;.



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 357

Dans le dernier cas, la convergence des séries définies par les équations (79)
coincidait avec I'existence d’une solution périodique pour le systéme (45).

On s’assure facilement qu’en général, aussitét qu’une telle solution est pos-
sible pour ce systeme, les séries dont il s’agit seront toujours convergentes, tant
que |z | et | y| sont suffisamment petits.

En effet, sous la condition indiquée, le systéme (47) admettra une solution
périodique, définie par les équations (4g). Or, si on élimine entre ces équations
la constante ¢, on pourra en déduire les expressions des quantités z, sous forme
de séries ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de 7, ne contenant
pas de puissance zéro et possédant des coefficients périodiques, qui seront des
séries finies de sinus et cosinus de multiples entiers de §. Par ces séries seront défi-
nies des fonctions des variables » et 0, holomorphes par rapport a » uniformé-
ment pour toutes les valeurs réelles de 6, et ces fonctions satisferont au systéme
d’équations, représentant la transformée du systéme (7g) dans les variables r
et f. Cependant il est facile de se convaincre qu’il n’est pas possible de satisfaire
a ce systeme par des séries de la forme indiquée, si ces séries ne se réduisent pas
a celles ordonnées suivant les puissances entiéres et positives des quantités r cos,
rsinf, et ayant des coefficients constants. Donc les séries considérées doivent
nécessairement s’y réduire. Et s'il en est ainsi, on pourra démontrer, comme dans
le cas considéré au numéro précédent (remarque 1), qu’elles définiront des fonc-
tions holomorphes des quantités r cosf et rsinf. Mais alors, étant exprimées au
moyen des variables x et y, ces séries représenteront des fonctions holomorphes
de ces derniéres; car, si I'on a affaire avec le cas ou les fonctions X et Y s’an-
nulent pour x =y = o, les variables z et y sont respectivement égales a r cosf
et sinf, et, si 'on se trouve dans le cas général, on passera des unes variables aux
autres a ’aide des équations

x=rcosf -+ u, y=rsinf 4y,

ol u et ¢ sont des fonctions holomorphes des quantités xz;, considérées au n° 33.
Comme ces fonctions ne renferment pas de termes de degré inférieur au second,
il résulte de ces équations que, si tous les 2, sont des fonctions holomorphes des
quantités 7 cosf et 7 sinf, s’annulant quand ces derniéres sont nulles, les quan-
tités 7 cos et rsinf, leurs modules étant suffisamment petits, seront des fonc-
tions holomorphes de x et y, s’annulant pour 2 =y = o.

De cette maniére, nous obtenons dans notre hypothése des fonctions holo-

morphes z; des variables z et y, s’annulant pour z =y =o0 et satisfaisant aux
équations (79).

40. Dans le cas ou le systeme (45) n’admet pas de solution périodique de



358 A. LIAPOUNOFF.

'espece considérée, la question de la stabilité se résout, comme nous 'avons vu,
par le signe d'une certaine constante g.

Pour le calcul de cette constante, il a été proposé précédemment deux méthodes,
toutes les deux se réduisant aux opérations qu’on aurait a effectuer en recher-
chant la solution périodique (n° 34 et n° 36, remarque). Montrons maintenant
comment on pourra atteindre le méme but en se servant des calculs qui se pré-
sentent dans la recherche d’une intégrale holomorphe indépendante de ¢.

Considérons l'expression suivante :
U:x2+y2+f(‘rhx2a ooy Ty l‘,]’),

ou freprésente une fonction rationnelle entiére des variables z,, z, j,, ne renfer-

mant pas de termes de degré inférieur au troisiéme.
. . . . ~ o dU .
Si nous formons, d’apres les équations (43), la dérivée =7 en la développant

suivant les puissances des quantités x, y, xs, la série obtenue n’aura pas de termes
de degré inférieur au troisiéme, et, par un choix convenable de la fonction f, on
pourra faire en sorte qu’elle ne renferme pas de termes jusqu’a un degré en-
core plus élevé.

Il peut arriver que, si grand que soit le nombre entier 4, on pourra disposer

de la fonction f de telle facon que, dans le développement de %, il ne se ren-

contre pas de termes de degré inférieur au k™. Dans ce cas, on obtiendra une
série, ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de z, y, &, satisfaisant
formellement a la condition d’une intégrale du systeme (45), et, comme nous le
verrons plus loin, ce systéme admettra alors effectivement une intégrale holo-
morphe indépendante de ¢.

Mais il peut aussi arriver (et ce sera un cas général) que, quelle que soit la

. . . . \ , dU
fonction f, on ne puisse faire disparaitre, dans le développement de —p tous les

termes au-dessous d’un degré déterminé.
Supposons que nous nous trouvions dans ce cas, et que la fonction f soit choisie
de fagon que, dans le développement de la dérivée considérée, il ne se rencontre

pas de termes jusqu’au degré le plus élevé possible.
Alors 'ensemble des termes de plus bas degré dans le développement de -

représentera nécessairement une forme de degré pair, car si cette forme, que nous
désignerons par V, était de degré impair 2N -+ 1, on pourrait trouver, d’aprés le
théoréme I du n° 20, une forme ¢ du méme degré, satisfaisant a 'équation

dy 09\ - do 7.
l(x(—)-y —-yd—x) +2(p51x,+p52x2+. . .—i—pmm,ﬁ—asx—i—ﬁsy)d—% =—YV;

s=1



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 359

et en ajoutant cetle derniére a la fonction f, on formerait une nouvelle fonction U

. dU . NI
pour laquelle, dans le développement de 7 tous les termes disparaitraient jus-

qu’au degré 2N -+ 1 inclusivement.

Admettons donc que le degré de la forme V est égal 4 un nombre pair 2N.

On peut alors supposer le degré de la fonction f non supérieur a 2N — 1. Mais,
st 'on veut introduire dans cette fonction les termes aussi de degré 2N, on pourra

toujours réduire la forme V a celle-ci,
(83) G(z*+y*)Y,

ol G est une constante, qui aura une valeur parfaitement déterminée.
En effet, si ¢ désigne I'ensemble des termes de degré 2N dans la fonction f; et
V, 'ensemble des termes de méme degré dans le développement de I'expression

dU dv
dc — di’

on devra, pour effectuer ladite réduction, déterminer la forme ¢ et la constante G

conformément & I'équation
dv dv < dv .
(84) A xd_"y —"y_d—;;' +Z(ps1a:1+...-1—ps,,x,,+ asx —+ Bsy) d—x: =G(z*+ y2)N—V,.
s=1

Et cette derniére fournit, pour le calcul des coefficients de la forme ¢, un systéme
d’équations linéaires en nombre égal au nombre de ces coefficients, dont le déter-
minant sera le (2N — 1) déterminant dérivé du déterminant fondamental du
systeme (45), dans I'hypothése x = o (voirn°® 19). Ce déterminant sera, par con-
séquent, nul; mais, parmi ses premiers mineurs, il s’en trouvera au moins un qui
sera différent de zéro. Par suite, les coefficients de la forme ¢ pourront toujours
étre éliminés entre ces équations, et cela ne donnera qu’une seule relation entre
les coefficients du second membre de 1'égalité (84). Clest cette relation, néces-
saire et suffisante pour que la forme ¢ existe, qui fournira, comme nous le verrons
a I'instant, la valeur cherchée de la constante G.

Pour obtenir la relation en question, on peut partir directement de 1'équa-
tion (84). Pour cela, remplagons-y les variables z; par des fonctions linéaires des
variables z et y, satisfaisant au systéme d’équations

M28% 0%\ ) z —
9y Y o7) SPaZiT PaZit. ..+ Psa n+ o + Bsy (s=1,2,..., 1)

(11 existera toujours de telles fonctions et elles seront uniques), puis, posons
x =rcosf, y =rsinf et, aprés avoir multiplié les deux membres de 'égalité
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par r~2Ndf), intégrons par rapporta la variable § dans les limites de zéro & =. Au
premier membre, on obtiendra alors évidemment zéro. Par suite, 1'égalité obtenue
(qui sera la relation cherchée) donnera la valeur suivante pour la constante G :

T
1
G=1{ r=v,m.
A
Nous sommes ainsi assurés que la fonction f pourra toujours étre choisie de telle
maniére que I'ensemble des termes de plus bas degré dans le développement de

Y soit de la forme (83).

Montrons que la constante G sera liée trés simplement a la constante g.

Pour cela, si nous avions affaire avec le cas général du systeme (45), faisons
d’abord usage de la transformation du n° 33, pour arriver au cas ou les fonctions X
et Y s’annulent pour £ =y = o. En cherchant ensuite une fonction entiére f,
satisfaisant a la condition précédente, nous serons évidemment conduit aux mémes

valeurs de N et de G.

En considérant une telle fonction f, posons, dans I'expression de U, x = r cos¥,

. 1y , . (o dU
y =rsinf, et a 'aide des équations (47) formons la dérivée -G

[£
Nous aurons

(85) C:;—l;:)\Gr"N—l—R,

ol R représente une fonction holomorphe des variables z, r, dont le développe-
ment suivant les puissances des z;, r ne contient pas de termes de degré inférieur
a 2N 4-1 et posséde des coefficients périodiques par rapport a f.

Cela posé, reportons-nous aux séries (49).

Si nous avions voulu prolonger ces séries a U'infini, en conservant, pour les
fonctions u, la méme forme qu’au n° 34, nous n’aurions pas pu faire en sorte que
ces séries, si elles ne sont pas périodiques, fussent convergentes. Mais ne retenons
cette forme que jusqu’au rang m, & partir duquel les fonctions « cessent d’éire
périodiques, et introduisons la condition que, pour p>>m, non seulement les
fonctions «‘®, mais encore celles «!*' s’annulent pour § =o. Alors, |c| étant
assez petit, les séries en question seront convergentes et représenteront une solu-
tion du systéme (47), au moins pour les valeurs de § ne dépassant pas une cer-
taine limite. On pourra d’ailleurs prendre | ¢| suffisamment petit pour que cette
limite soit aussi grande que l'on veut.

Nous supposerons que 'on peut se servir de ces séries pour toutes les valeurs
de § comprises entre o et 2.

Cela posé, substituons les séries (49) dans 'équation (83). Puis, en multipliant



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 361

les deux membres par df, intégrons-les de o a4 27 et développons les résultats
suivant les puissances croissantes de c.
N’écrivant que des termes du moindre degré, nous aurons alors évidemment

Grgemntt4 . . =a2amAGeN+. ...

Nous devons donc conclure que

22
m=—2N—1, G:—)\—-

Nous obtenons ainsi la relation cherchée entre les constantes g et G. En méme
temps, nous parvenons i une nouvelle démonstration de la proposition suivant
laquelle le nombre m sera toujours impair (n° 34, remarque II).

De l'analyse que nous venons de présenter il résulle aussi que, si I'on avait
affaire avec le cas ou la fonction f peut étre choisie de fagon que, dans le dévelop-

ent de 79, tous les t disparaissent jusqu’au degré voulu, le systeme (45)
pement de ——, tous les termes disparaissent jusq egré voulu, le sy e (

admeltrait une intégrale holomorphe indépendante de ¢; car il découle de notre
analyse que dans ce cas le systéme (47) aurait certainement une solution pério-
dique (n° 38, remarque) (').

D’aprés ce que nous avons démontré, nous pouvons maintenant énoncer la pro-

position suivante :

Tutoreme. — L'équation déterminante ayant deuzx racines purement ima-
ginaires et n racines a parties réelles négatives, ramenons les équations dif-
Jérentielles du mouvement troublé a la forme (45). Puis, en désignant par f
une fonction entiére et rationnelle des variables z, y, x, s, ..., z,, ne con-
tenant pas de termes de degré inférieur au troisiécme, considérons l’ex-
pression '

of

22X+ 2yY +(—2y +X)== +(Ax+Y)

of
Jdx y

dy

_l"Z(Pnl',—.L—. ot PsnZat o+ Biy + X) d(.)lfa

s=1

qui se présentera sous forme de série, ordonnée suivant les puissances entiéres

() De ce qui a été exposé résulte aussi un théoréme dont on a déja parlé au n° 38, et sur
lequel nous reviendrons encore dans la suite (voir n° 44), théoréme consistant en ce que, si
le systéme (45) a une intégrale holomorphe indépendante de ¢, il aura aussi une solution
périodique. En effet, on démontre facilement que, s'il existe une intégrale holomorphe indé-
pendante de ¢, il s’en trouvera toujours une dans laquelle I'ensemble des termes de plus bas
degré se raménera a la forme 22+ y2.
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et positives des quantités x, v, x;. Nous tomberons alors sur l’un des deux
cas : ou, par le choixz de la fonction f, on pourra faire disparaitre, dans
cette expression, tous les termes jusqu'a un degré aussi élevé qiu’on le veut,
ou l’on ne pourra le faire que pour les termes o la somme des exposants est
inférieure a un certain nombre pair a2N.

Dans le premier cas, le systéme (45) admettra une intégrale holomorphe
indépendante de t. 1l admettra d’ailleurs une solution périodique renfer-
mant une constante arbitraire (outre celle qu’on pourra ajouter a t) et, en
Jaisant varier cette constante, on aura une série continue de mouvements
périodiques comprenant le mouvement non troublé dont il s’agit. Ce dernier
mouvement sera alors stable, et tout mouvement (roublé, suffisamment voisin
du mouvement non troublé, tendra asymptotiquement vers l’un des mouye-
ments périodiques.

Dans le second cas, il ’existera pas d’intégrale du caractére indiqué. Mais
on pourra choisir la fonction f de facon que ’ensemble des termes de plus
bas degré dans Uexpression ci-dessus se réduise a

G(.Z'2+'}/2)N.

Alors, si la constante G se trouve étre positive, le mouvement non troublé
sera instable. Si au contraire elle est négative, ce mouvement sera stable, et
tout mouvement troublé, suffisamment voisin du mouvement non troublé, s’en
rapprochera asymplotiquement ().

Montrons en terminant qu’on peut arriver a I'évaluation de la constante g,
en se servant des séries dont il a é1é parlé a la fin dua numéro précédent, et qu’il
n’est méme pas nécessaire pour cela que ces séries soient convergentes.

A cet effet nous remarquons que la constante g ne dépend que d’un certain
nombre de premiers termes dans les développements des seconds membres des
équations (45); de sorte que, si k représente un nombre entier suffisamment
grand, cette constante pourra étre trouvée en considérant un systéme quelconque
d’équations de la forme

dx d_y_

(86) T=—ly+X, T =lz+,

dz
7178 =P Xt PsaZat . FPesnnt 0T+ Bsy + X§ (s=1,2, ..., n)

ot les X/ sont des fonctions holomorphes, ne différant des fonctions X; que par

() Remarquons quon pourrait proposer un théoréme entiérement analogue dans le
cas examiné plus haut, ot I'équation déterminante a une racine nulle.
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des termes de degré supérieur au k'™, Or on peut toujours y choisir ces derniers

termes de facon qu’on puisse satisfaire au systéme d’équations aux dérivées par-
tielles

_ O0x oz,

(=2y+X) ==+ (ha +Y)==

Jdx dy

=P &yt PaZyt . P&+ o+ By + X, (s=1,2, ..., n)
par des fonctions entiéres et rationnelles
(87) 1’1'——%(1‘,)’), -TzZCPz(»Tyy), ceey -Tn:?n(w,y),

s’annulant pour z =y =o0 et ne contenant pas de termes de degré supérieur
au k", Alors, d’aprés ce que nous avons remarqué au numéro précédent, la
question se réduira i 'examen des équations

dr dy

Az + (Y),
qu’on obtient en remplacant dans celles (86) les quantités z; par les fonc-
tions (87), et ces fonclions représenteront des ensembles de termes de degré non
supérieur au k¢ dans les séries définies par les équations (~g).

De cette maniére, pour déterminer la constante &, on pourra traiter les équa-
tions auxquelles se réduisent les deux premiéres équations du systeme (45), apres
qu’on y a remplacé les' quantités z, par lesdites séries, formées jusqu’a des termes
de degré suffisamment élevé.

D’apres cela, on pourra, dans la question considérée, se guider sur la régle

_ suivante :

Aprés avoir ramené les équations différentielles du mouvement troublé a
la forme (45), on considérera le systéme d’équations aux dérivées par-
tielles (79), définissant les quantités z; comme des Jonctions des variables
indépendantes x et y. On introduira ensuite de nouselles variables indépen-
dantes, r et 4, en posant

(88) x =rcosb, y=rsinfg (1,

et l'on cherchera a satisfaire a ce systeme par des séries, ordonnées suivant
les puissances croissantes, enticres et positives, de r, ne contenant pas de puis-
sance nulle et ayant pour coeflicients des fonctions périodiques de ) a période
commune 27 (de pareilles séries existeront toujours et seront uniques ).

(1) Il va de soi que ces variables seront, en général, différentes de celles qui étaient
représentécs par les mémes lettres dans les numéros précédents.
Fac. de T., 2°S., 1X. 47
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En méme temps, en se reportant & l’équation

dr r(Xcosf + Y sin9)

df ~ Ar+ Ycosh— Xsinb’

qui résulte, en vertu de (83), des deux premiéres équations du systéme (45),
on en présentera le second membre sous la forme

X sinf —Y cosb (Xsin@—Ycos@)2 ]
+ +... 1,

1 .
X(Xcos@-&—Ysm@) [x—i— o T

en remplacant les fonctions X et Y par leurs déceloppements suivant les
puissances croissantes de r, x;. On y remplacera ensuite les x; par leurs
expressions en séries dont il a été parlé plus haut et, en procédant comme si
ces séries étaient absolument convergentes, on présentera le résultat sous
Jorme de série

Ryr?+ R+ R, rt+...,

ordonnée suivant les puissances croissantes de r (tous les coefficients R seront
des fonctions périodiques de § & période commune 27).

E'nfin, en désignant par ¢ une constante arbitraire, on formera une suite
de fonctions

(89) Ugy Uz, Uy,

indépendantes de c, définies par la condition que, k étant un entier positif
quelconque, U'expression

g,—é — Ryr?—R;r3—. .. — Ry rk,

quand on y pose
P=C A4 Uyt Uy C3 .. ugck,

ne renferme pas ¢ a des puissances inférieures a la (k + 1)me. On formera
ces fonctions, U'une aprés Uautre, jusqu’a ce qu’on arrive & une fonction non
périodique, a laquelle on s’arrétera. Soit uy,, cette fonction (le nombre m devra
pour cela étre impair). Elle sera toujours de la forme

U,y = g@ -+ v,

ou g représente une constante et v une fonction périodique de 9. Alors, si A est
un nombre positif, le mouvement non troublé sera stable ou instable selon
que g est un nombre négatif ou positif.

Remarque. — 11 peut arriver que, dans la série (89), quelque loin que nous la
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prolongions, toutes les fonctions seront périodiques. La régle précédente alors ne
conduira plus au but. Mais, s’il est démontré d’une manitre quelconque qu'on
se trouve dans un pareil cas, on pourra conclure que le mouvement non troublé
est stable.

41. Examinons quelques exemples.

Exemple I. — Les équations différentielles du mouvement troublé se raménent
a une équation de la forme suivante :

dzx . d.l‘ 2n+9 [«‘ » a’a? 2
:ﬁy—i—x—a<m -+ \Tr )

ol @ est une constante quelconque, n un nombre entier positif et F une fonction

holomorphe de ses arguments, ne contenant pas de termes de degré inférieur au

., dx . . e,
second par rapport aux quantités z et VTR Il s’agit d’examiner la stabilité du mou-
vement non troublé (z = o) par rapport a ces deux quantités.

Supposons qu’en faisant

. dx
x =rsinb, gt—:rcose,
on tire de notre équation la suivante :
dr
(90) @:Rzr2+ R,r+...,

ou tous les R représentent des fonctions de § seul.
Alors, parmi les fonctions

. [{2’ Rav RS ] R?n’ R2ﬂ+1 —a COSI” +2 6’

aucune évidemment ne dépendra de la constante a (dans I'’hypothése que la fonc-
tion F n’en dépend pas). Par suite, si nous cherchons pour I'équation (go) une
solution sous forme de série

r=c-4 u+ ugct+. ..

ordonnée suivant les puissances croissantes de la constante arbitraire ¢, toutes les

fonctions
0

(91) Usy Usy ooy Ugp, 112,,+,—a/ cos?n+20 df
“o
pourront étre supposées indépendantes de «.
Or, si @ était nul, I'équation proposée admettrait une intégrale holomorphe
indépendante de ¢ (voir le n® 39).
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Nous pouvons donc affirmer que les fonctions (g1) seront toutes périodiques,

et que, par conséquent, si @ n’est pas nul, la constante g sera donnée par la

formule

k]

o2 / cost24 .
T J,

On en conclut que, pour @ > o, le mouvement non troublé est instable, et que,
pour a<o, 1l est stable.

Exemple Il. — Les équations différentielles proposées du mouvement troublé
soient les suivantes :

de + nx dy x y ds + 2+ yl—oux
—_ F = z X =—nvs: — = LA 3
ac 7 ’ d¢ <7 dt Y r
ou 7 est une constante.
En posant z = r cosf, = rsinf el en prenant pour variable indépendante §,

nous en déduirons ces équations

dr nrzcos2f . .
— = —nrzcos20 4+ n?rs*cos20sin26+. ..,
dy 1—nssinzb :

Az — 34+ r*—r?zsin26
df 1—nszsin2f

—=—s+r’—nztsin2l + (n—1)rzsin2f — n2z*sin226 +. . .,

o, dans les développements, sont écrits tous les termes de degré non supérieur
au troisiéme.

Opérons ensuite comme au n° 3 4.

Comme les équations ci-dessus ne changent pas quand on y remplace 7 par —r,
on pourra ne pas introduire, dans les séries du type (49) qui leur correspondent,
pour 7, les puissances paires de la constante ¢, pour 3, les puissances impaires.

Posons done
re=c—+ uget - usct 4.,

Z= vt o ct . L,

ol tous les « et ¢ sont des fonctions de f§ indépendantes de c.
Pour les calculer, on aura les équations suivantes :

do, duy
5 = i = ny, cos29,
dy, . 5
— o, =—ou, 4 (r—1) ey sin28 — neksinag,
de & 3 2 2
dug

7= n(¢, -+ ¢auy)cos2f +—n?elcos20sin2b,
[4
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dont les trois premiéres seront satisfaites en faisant

n . n—1 .
vy =1, u;,:;smz@, v, = (sin26 — 2 cos26).

* 5

La quatriéme équation donnera ensuite u;, et cette fonction, outre des termes

périodiques, contiendra encore le suivant:

o Il(ll—])e

Done, si n(n — 1) n’est pas nul, nous aurons

n(n—ri)

§=— 715

Quant au cas od n(n —1) = o, les équations différentielles proposées admet-
tront une solution périodique.

En effet, pour n = o, cela est évident; et, pour n =1, on le conclut en remar-
quant que les seconds membres de nos équations, que nous désignerons respecti-
vement par X, Y, Z, satisfont alors & la relation
o7

, o7
(=2 —r—X)——i—(x—!—Y)by

= 0.
dx ’

de sorte qu’on tombera alors sur un cas indiqué au n° 39.
En résumé, nous arrivons ainsi a la conclusion que, pour n(n—1)2o, le

mouvement non troublé est stable et, pour n(n —1) << o, instable.

Exemple 1II. — Soient données les équations

dx o dy I dz hs— )
Ty =eys m—x_ﬁx&, 5; ths=vyaxy,

ou k désigne une constante positive et 2, 3, v des constantes réelles quelconques.
En opérant comme il a été indiqué au n” 36 (remarque), posons

t=ty+ (1+ "y +...)1.

Ensuite, en remarquant que les équations proposées ne changent pas quand on
y vemplace z par — r et y par — y, cherchons a y satisfaire en faisant

X = CCOST + &3¢% + 2505 +. . .,
Y =csint + y;ct + y;¢5 ...,

5 =5, +3,¢* 4., .,

et en entendant par z, y;, 5, des fonctions de © indépendantes de c.
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De ces fonctions, z,, z; et y; seront données par les équations suivantes :

dz, 7

— kzy,= Lsinat

dt + A5 2 ’

dx, . .
v “+ys — az,sint — hysinT,
d

_d% —x; =[B2,c08T + h, coOST.

Pour la premiére, nous trouvons la solution périodique

7 ksi
zy=—+-L —_(ksin2r— 2cosaz
2 2(/{2+ 4) ( )y
que nous substituons dans les seconds membres des deux autres équations. Puis,
en désignant ces derniers, pour la seconde équation, par P et pour la troisiéme,

par Q, formons I'expression

1 2 . (a+B)yk
py= (Pcost+ Qsint)dr= SFE )

Cette expression, si elle n’est pas nulle, représentera la constante g.
Par suite, en remarquant que des deux cas, v = 0 et « + 3 = o, ou elle devient

7

nulle, dans le premier, le systéme proposé d’équations admet la solution périodique
) p y le sy prop q p q

x =-ccos(t—t,), y=csin(t—t¢,), 3—0

’

dans le second, I'intégrale
$2+y2,

nous concluons que, pour (o + B)y > o, le mouvement non troublé est instable
et, pour (2 + f)y <o, stable.

Ezemple IV. — Soient données les équations
dr dy
=l (@+y)s 5 =l +(y—a)s,
ds ,
-(—ﬁ:—zq—x—q—y——z(éiw—&y—i— 3)z,

ol ) représente une constante réelle non nulle quelconque.
En désignant par f une forme du troisiéme degré des variables z, y, z, déter-
minons-la par la condition que la dérivée par rapport a ¢ de la fonction

U=2a+ y2+ f,
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formée d’apreés nos équations différentielles, ne contienne pas de termes du troi-
sieme degré.

L’équation que devra vérifier la forme f, savoir

ad 9
)\<y-d—£—xd§>+(5—$“7)%:2($2+y2)5’

donnera
f=r2(2*+ %) (x___;) -+ z>.
En méme temps, il viendra

dU —3
(92) 03 ey oy (a2 — ).

Remplagons ici z par la solution linéaire

_(=MHz+0+Ny
I+ A%

7\< 9z —y d'>:—z+x+7“
dy ox 7

de I’équation

puis, faisons  =rcosf, y =rsinf et, en désignant par @ la fonction de la
variable 0, a laquelle se réduira le résultat de cette substitution aprés l'avoir
divisé par r*, considérons l'expression

) P

_2(1—32)*
f@d@ E

Si cette expression n’est pas nulle, elle représentera la constante G (n° 40). Or,

. 1 .
elle ne peut devenir nulle que dans le cas ou A = 3 Et alors, comme on le voit

par (92), la fonction U sera une intégrale des équations proposées.
Par suite, expression obtenue permet de conclure que pour A négatif et pour

-

1 o 1ees I .
h=g3 le mouvement non troublé est stable, et que pour A positif différent de 3 1l

est instable.

Exzemple V. — Les équations différentielles du mouvement troublé sont don-
nées sous la forme
ad*x dy
— =asz" kz=«x
ar % ’ ac T ’

ol n est un nombre entier plus grand que 1, Ak une constante positive et @ une
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constante réelle quelconque. Il s’agit d’examiner la stabilité du mouvement non

[ ., dzx
troublé (x = z = o) par rapport aux quantités z, — et 5.

dt
Procédons suivant la régle exposée a la fin du numéro précédent.
En faisant = Z', considérons 'équation aux dérivées partielles
a"g—z -a”i)i +/.‘z:x-—a:"—(-):—,
dx ox' Jx’'

laquelle, au moyen de la substitation z'=rcosl, z =rsinb, se rameéne a la
forme

(3]

o nf o p035  sinf oz
+kz=rsinf—as <005607_.T.a_§>.

Q,IQ
5

On pourra satisfaire a cette équation, au moins formellement, en substituant
a z la série

(93) @0r+®ll"l+@zr11L—l+.'.

ordonnée suivant les puissances de r, croissant de n — 1, avec des coefficients 0,
8,, ..., périodiques par rapport a 8, qu'on calculera successivement a l'aide
d’équations différentielles faciles a former. Ainsi, les coefficients @, et 8, s’ob-
tiendront par les équations

do,
db

ae,
a6

+ kO, —=sinb,

+ /r@,:—a@’j(cos@@o—sin@—d%>

et seront, par conséquent,

- <3 . —k6 0
9, — Ksinf—cost g ac f 4967 5.

k*41 k%41

Reportons-nous maintenant a la premiere des équations différentielles propo-
sées. En faisant la substitution employée ci-dessus, nous en déduirons la sui-

vante :
dr _ asz"cosf
dy L
1—a— sinf

Présentons le second membre de cette équation sous forme de la série

2n
¥4 .
az"cos(9+a275m60056+. .
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et, en y remplacant 5 par la série (93), ordonnons le résultat suivant les puissances
croissantes de r.
Nous obtiendrons ainsi la série

R,r'+ R, rn=t ..,

ou les exposants de r croissent de n —1 et ou les coefficients R sont certaines

fonctions périodiques de 0 :
R,=a®}cosH, R;.—1=a%0}"sinf cos§ + na®r~10,cosb,

En considérant maintenant I’expression

dr
df

- Rn rt— l{zn—lr?/l“ly
et en désignant par ¢ une constante arbitraire et par w,, «.,_, des fonctions de 0
indépendantes de ¢, posons-y

r=c—+ U,C"—+ ty,_,c?* 1

et, dans le résultat, égalons & zéro les coefficients pour les puissances n et 2n — 1
de c. '
Nous obtenons par cetle voie les équations

du, ditg,, -

A — — .
(94) a0 —Ru’ a6 —”uan T Rzn—ly

parmi lesquelles la premiére donne

U, — af@(,’ cos 6 df + const.

Or, si nous introduisons I'angle ¢ défini par les égalités

. k
SINE — ———» COSE —
V41 Vi =1
nous aurons s
cos (6 +¢
0,—— cos(U+e)
V41

-Donc Pexpression de la fonction w«, se réduira a

u,,r;—(%[fcos”""(@—i—e)d@— k
(k2 + [)T i
Fac. de T., 2 S, IX. 48

cos"t1(§ + s)] -+ const.
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On voit par la que, sin est un nombre impair, la fonction v, contiendra un terme
séculaire, et la constante g sera donnée par la formule
us
2a :
g=— ———— cos"+16 db.
n(kr4+1) 2 7°

Cette constante sera donc de signe contraire a celui de «.
Si, au contraire, le nombre n est pair, la fonction w«, sera périodique. Alors,
comme on le voit par (94), la constante g sera définie par I'égalité

I 27
g: ;17[\/0‘ RZn—-tde,

a moins que l'intégrale qui y entre ne soit nulle.

Montrons que, @ n'étant pas nul, cette intégrale ne s’annulera jamais et que
d’ailleurs elle sera négative.

Pour cela, réduisons convenablement son expression

am 2T 27 )
f Ron_1db = a"f 02"sinfd cosd df + naf 0110, cos0df.
0 0 - 0

En nous servant de I'angle = et en remarquant que dans le cas de n pair

ae~’~'<0+a> O+¢

o= —— e*?cos o do,

n—+2
(k? -+ ]) 2 —®»
nous obtenons

2T . 27 ]
[ 010, cosfd = — (k?—fl)—gf e"‘eCOS"@d&f ek?cos™ ¢ dy
Jo 0 -

ka szr 6 ) 0
—_—— e+ cos""@sm@d@f ek¥cos” o do.
(/{2—1—])“—1 0 .

Or, en posant, pour abréger,

e ]
f e—’fecos"ed@f e*?cost o do =1,
0 - 0

on trouve, en intégrant par parties,

2T ] 2T
nf e~ cos»10sinf d@f ek?cos™ o do :f cos**0df — k.
0 - ® 0
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Par suite, en remarquant que

27 ° k 2T 27
f @%"’Sin@ cosfdf = T T o [j cos2? G df — Zf cos2n+24 d@] ,
o (k*+1) . A

nous arrivons définitivement a I’égalité

27 - ~
_ hmke? k*—n 1.3.5...(2n+1)
[, RM-'de—(/{:’—hl)"“L 4k J_. 4.6...(2n+2)

IS

De cette égalité résulte I'exactitude de ce que nous avons dit plus haut; car la
quantité se trouvant entre crochets au second membre est inférieure a

kJ 1.3.5...(2n 1)
AT 2.4.6...(2n+2)

(puisque J est positif); et comme £ J est, évidemment, inférieur & I'intégrale

am .
[ cos"f df — 1.3‘5...(11—1)27“
Jo o

2.4.6...n

cette quantité est inférieure a la suivante :

1.3.5...(12—1)[1 (n—i—1)(n—|—3)...(2n+|)]

2.4.6...n 2_(n+2)(n+4)...(2n+2)

qui est certainement négative.

Ainsi, pour n pair, la constante g sera toujours négative.

Nous arrivons par conséquent a la conclusion que, dans le cas de n impair, le
mouvement non troublé est stable pour @ positif et instable pour négatif, et que
dans le cas de n pair il est toujours stable.

Exemple VI. — On demande d’examiner la stabilité dans le cas des équations

différentielles

d*x G —aan ds dx
de? -t dt

les lettres ayant la méme signification que précédemment.
En opérant absolument de la méme maniére que dans P'exemple précédent,
nous aurons : dans le cas de n impair,

wid

2ka
— 1 1
8= o sin®+10 d

n(kr41) 2 70
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et, dans le cas de n pair,

2 ka? [1.3

. . (2n=+1) (n+1FJT
(93) g - (/‘2_’_ l)n+1 - :I’

A
2.4.6...(2n+2) Am

J représentant la méme chose que plus haut.

Dans le premier cas, la constante g aura, par conséquent, le signe de la con-
stante @. Dans le second, son signe ne dépendra pas de celui de a. Montrons
qu’elle sera alors négative.

Dans ce but, montrons avant tout que &J est une fonction croissante de £.

Cela se démontrera facilement a 'aide de la formule de réduction par laquelle
sont lides les valeurs de J pour deux valeurs de s, différant I'une de autre de
deux unités. Si J, comme fonction de n, est désigné par J,, cette formule, qu’on
obtient aisément en intégrant par parties, sera la suivante :

n*(n—1)?

= m /(Jn._.g

(96) kJ,

27

IS ek Y n(n—r) (7
+ / cos?" 0 df + ———* cos* 26 do |.
k%4 n? ) k*—+ n? )

Comme elle se ramene facilement a la forme

2T n -
(97) kJn:f cos?6df — 4)/ cos2"—20 df
0 0

2(k*+ n?

2

n*(n—1)*\[ n-—2 N i 2 i
- (A~2+/zz)2?[z(rz—l)2 ' IJ[ cosn O s — ks,

on en conclut que, si pour m=n-—2ona
270
kJ,,l<f cos*™mb db,
0

la méme inégalité aura aussi lieu pour m = n.

Or, on voit immédiatement par (97) que cette inégalité est exacte dans le cas
de m = 2. Elle le sera donc aussi pour toute valeur paire de m supérieure a 2.

En tenant compte de I'inégalité ci-dessus, nous concluons de la formule (97)
que, si kJ,_» est une fonction croissante de 4, il en sera de méme de £J,. Par
suite, en remarquant que la fonction

k.]z T <§ —_ ;)
4 k4

croit lorsque & croit, nous pouvons conclure que kJ, jouira de cette propriété
pour toutes les valeurs paires de n.
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Ayant démontré que kJ, ou, suivant notre notation primitive, £J est une fonc-
tion croissante de &, nous en aurons une limite inférieure en y faisant k& =o.
Cette limite s’obtiendra facilement par la formule (96) et sera la suivante :

[l .3.5/. . .(/L—_l)]*zm

2.4.6...n

En revenant maintenant a la formule (95), remplacons-y &J par sa limite infé-
rieure que nous venons d’obtenir. Alors I'expression placée entre crochets se

réduira a la suivante :

1.3.5...(n=0)[(n+1)(n+3)...(2n+1). n+1 1.3.5...(11—[)]
2.4.6...n |:(n+2)(n—|—4)...(2n+2) 2 2.4.6...n )

Et cette derniére, qui se réduit a

11.3.5...(n—0)[(n+3)(n+3)...(2n+1)  3.5.7...(n+1)
2 2.4.6...n [ (n+2)(n+4)...2n  2.4.6...n ’

est évidemment négative.

Donc la constante g définie par la formule (95) le sera a plus forte raison.

En résumé, nous arrivons ainsi a la conclusion que, dans le cas de n impair, le
mouvement non troublé sera stable pour a négauf et instable pour a positif;

quant au cas de n pair, il sera toujours stable.

DES SOLUTIONS PEIKIOD[QUES DES I?.QUATIONS DIFFERENTIELLES

DU MOUVEMENT TROUBLE.

42. Nous avons vu que, toutes les fois qu’il était possible de trouver certaines
séries périodiques satisfaisant formellement au systéme (45), ce dernier admet-
tait effectivement une solution périodique représentée par de telles séries.

La démonstration de cetle proposition était basée sur la supposition que toutes
les racines de I’équation déterminante du systeme (45), a 'exception de deux,
avaient des parties réelles négatives. Or cette supposition n’a rien d’essentiel, et
ladite proposition s’étend facilement a un systéeme quelconque d’équations diffé-
rentielles, pourvu que I'équation déterminante qui lui correspond ait au moins
une paire de racines purement imaginaires.

Montrons comment on pourra le faire, en nous bornant toutefois au cas ou,
parmi les racines purement imaginaires, il se trouve une paire de racines conju-

guées simples

(9%) WIT, — =T
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dont les multiples entiers ne soient pas des racines, et ou I’équation détermi-
nante n’a pas de racines nulles.

En admettant que le systéme proposé d’équations différentielles satisfait a ces
suppositions et en nous servant d’une substitution linéaire a coefficients constants
convenablement choisie, nous le raménerons a la forme (45). D’ailleurs, les
racines (98) étant simples, nous pouvons supposer cette substitution telle que
tous les a;, 85 soient nuls, et nous le ferons pour simplifier notre analyse.

De cette maniére, le systéme transformé sera de la forme

‘:‘i—f =—2xy + X, [‘l{—'}/:)\x—i—Y,
(99) ¢
dxg
T = P&yt PsaZat .. Pon Tyt X (§s=1,2,...,n),

avec le méme caractére des fonctions désignées par X, Y, X, qu’auparavant. Mais
les coefficients )5, seront maintenant d’un caractére plus général, car on suppo-
sera ici seulement que I’équation '

Pin—*% oo Pin

...... o .o —O0

/'nl L pnn'_x

n’a pas de racines de la forme my/— 1, m étant un entier réel.
Posons dans les équations (99)

x =rcosb, y =rsinb, Ty =13, Xy == I'Zq, R Xp==T3,

et tirons-en les équations définissant les quantités 7, 5, s, ..., 3, en fonctions
de la variable 6.
En faisant

qm___p_;\q (S, 0=1,2,...,1)

et en désignant par 9, 9, ..., 9n certaines formes quadratiques des quantités sinf
et cosfl, nous pourrons présenter ces équations sous la forme

(100) =R, —7 =151+ 283+ o GenSpt CPS"+ZS (s=1,2,., 1),
ou R, Z; sont des fonctions des variables 3, 32, ..., 35, 1, f se déduisant aisément
des fonctions X, Y, Z;. Etant développées suivant les puissances des quantités r,

3z, les fonctions R, Z; ne contiendront pas de termes de degré inférieur au second

et posséderont des coefficients périodiques relativement & 6. Dailleurs, | |, | 2|
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étant au-dessous de certains nombres fixes, leurs développements seront unifor-
mément convergents pour toutes les valeurs réelles de .

Cela posé, traitons les équations (100) comme nous avons traité les équa-
tions (47) aux n® 34 et 33.

En recherchant pour le systéme (100) une solution sous forme de séries

(r—=c+uPcer4+u®ci+4...,

(101)

[ ze=ulVe + et 4 ulP e+ ... (s=1,2,...,n)

ordonnées suivant les puissances croissantes de la constante arbitraire ¢, avec des
coefficients u périodiques par rapport a 8, nous obtiendrons, pour déterminer ces
coefficients, des systémes d’équations différentielles du méme caractere que dans
le cas considéré dans les numéros cités; et quand notre probléeme est possible, ces
systtmes donneront les coefficients cherchés sous forme de suites finies de sinus
et cosinus de multiples entiers de §, dans le méme ordre de succession quc dans le
cas que nous venons d’indiquer. Pour toute valeur de /, la recherche des coeffi-
cients «'l', uP, ..., u?,
présentera pas, comme auparavant, de difficulté; car 'équation déterminante

aprés qu'on aura trouvé tous ceux qui les précédent, ne

Fii— % LY 9in
(r02) o —=o0

G n1 .o Ynn— %

7

du systtme d’équations différentielles linéaires, dont dépendent ces coefficients,
n’aura, dans les suppositions admises, ni de racines nulles, ni de racines repré-

sentant des multiples entiers de /— 1. La possibilité de notre probléme ne dé-
pendra donc comme précédemment que de la condition que chacune des fonc-
tions «(?, qui seront données par des quadratures, soit périodique.

Admettons que cette condition soit effectivement remplie et, en supposant
comme auparavant que le calcul soit conduit de fagon que tous les ©® s’annulent
pour § = o, examinons la convergence des séries (10 ).

Dans ce but, supposons que ces séries soient transformées a 'aide d’une sub-
stitution linéaire, semblable a celle considérée, pour les séries (49), au n° 35.

La question se ramenera ainsi 4 'examen des séries (ro1), formées dans I’hypo-

these que tous les coefficients g,,, autres que ceux-ci
d11 =%y, G 22— %3, ceey I nn = %pn, g2 = 01, g32=— Tq, ceey Inn—1= C0n_y,

soient nuls.
En considérant ces séries, supposons que tous les 1@, ul pour lesquels ¢ <</
solent déja connus. Alors, pour déterminer les coefficients u®, u¥ nous aurons
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~les équations

duth dul?
— =0 —= =l + o uh U,
4 © Tgg Tt e U
)
duj =% u + o, + 0w+ UY (j=2,3
do — J J—15 -1 D, J J =2 "“’n)’

ot les termes connus U, UY seront des fonctions du méme caractére que dans
le systeme d’équations analogues, considéré au n° 35.
La premiére de ces équations donnera

i}
u(”:f U db.
0

Mais, pour obtenir les solutions périodiques des autres équations, il ne sera plus
permis de se servir des formules telles que (53), car ces formules ne sont valables
que dans le cas ou les parties réelles de tous les »; sont négatives.

Pour obtenir des formules qui conviennent au cas considéré, faisons observer

d’une fagon générale que la solution périodique de I’équation

Z—Z:xu + f(9),

ol x est une constante non nulle et £(4) une fonction périodique de § ayant pour
période w, s’obtient par la formule '

exd 0+w
U= — ~/ e 1 (6) db,
0

e* —

pourvu que %w ne représente pas un multiple entier de 27:\/~— 1.
Pour w = 27 et x = x;, cette condition est remplie, car les quantités %, sont les

racines de I’équation (102).

)

Aussi, pour le calcul des coefficients u

, on pourra se servir des formules

etd O+2m
uf) = 2T, _ | / e_x'ﬁ(cPiu([)""U(l”)d@,
T i}
b O+2m
n__ % « { W -
u}’_e—_g—mi—_l-/; e";e(ajquj_),—&—cp,-u()—i—Uj )db (J=2,3,...,n)

Cela posé, soit

N

 — A >
*s=As+ sV — 1, ps:ezn)\—s\/l—ze-ﬂ«cosgmxs—k et

5 — [

As. s étant des nombres réels et le radical dans l'expression de ps étant supposé
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positif. Dans le cas de A;= o, nous entendrons par g, la limite

| sinmy, |
p 3

vers laquelle tend son expression quand A tend vers zéro.

Dans les conditions ot nous nous sommes placé, tous les ps seront différents de
zéro.

Désignons ensuite par ¢@, ¢ des limites supérieures des modules des fonc-
tions u@, u!? et par a; celles des modules des fonctions ¢s, dans le domaine des
valeurs réelles de 6.

“Alors, si nous entendons par V{’ les constantes obtenues en partant des fonc-
tions U comme il a été indiqué au n° 33, on pourra prendre, conformément &
nos formules, ‘

p) = oV,

o oMb O+2m o ,
v :I—eTﬂm‘_——l'\/o‘ e M (a vV db,

oMb O+2m
V}”:W“‘_l eM(lajy | o+ ajo +VP)db (J=2,3,...,n).
]

De cette maniére, nous obtiendrons les équations

() — am VIO, P V(l/): a, o0 4 V(11>,

4 J— 1) . { —
pfv})'—lo-/—l!V}A)l_,_ajv([)_}—v;) (./“‘2537--""')7

dans lesquelles V9, V% ne dépendront que des (i), p(® pour lesquels ¢ << /. On
pourra se servir de ces équations pour toute valeur de / supérieure & 1. En méme

temps, on pourra prendre

(1) — 1) — (%3] y —
pP1vy = ay, Pj";)-——la'j~-1l"j—1+aj (./—2:3;'“’”'))

et alors les constantes ¢ seront complétement définies.

La marche ultérieure des raisonnements serait la méme que dans le n° 35.

De cette maniére, nous démontrerons que, dans les hypothéses admises, | ¢ | étant
assez petit, les séries (101) seront absolument convergentes, et que les séries des
modules de leurs termes convergeront uniformément pour toutes les valeurs
réelles de 6.

L’analyse précédente, a des modifications insignifiantes prés, s’étend facilement
aux valeurs complexes de O, pour lesquelles la valeur absolue du coefficient devant
V—1 ne dépasse pas une limite donnée.

D’aprés cela, nous pourrons nous servir des raisonnements dun°® 36 pour tirer de
Fac. de T., 2 S., IX. 49
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la solution périodique du systéme (100), définie par les séries que nous venons de
considérer, une solution périodique pour le systéme (g9).

Celle-ci se représentera par des séries de la forme (61) et renfermera deux con-
stantes arbitraires : ¢, que nous avons considérée plus haut, et ¢, qui figurera
conjointement avec ¢ dans la combinaison ¢ — ¢,. La premiére de ces constantes
entrera aussi dans 'expression

T:QTn(r+h2c?+h3c3+...)

de la période (correspondant a la variable ¢), qui sera une fonction holomorphe
de c.
On pourra du reste former directement les séries exprimant cette solution pé-
riodique, en faisant usage de la méthode exposée dans la remarque au n° 36.
Arrétons-nous a quelques circonstances se présentant dans la recherche de cette
solution.

43. Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles
Y P

dx,

dy
=P &+ PaZyt. .. PsnZn+ X (s=1,2,...,n)

0
(103) (—-7\VV+X););+(}:::+Y)

semblable & celuiauquel nous avons eu affaire au n° 39.

On s’assure facilement que, dans les suppositions actuelles au sujet des pss, on
pourra toujours, comme dans le cas considéré au numéro cité, satisfaire formelle-
ment & ce systéme par des séries ordonnées suivant les puissances entiéres et posi-
tives des quantités z et y, sans termes constants ('), et que de telles séries seront
uniques.

Or, si nous nous arrétons & ’hypothése qu'il existe, pour le systéeme (9g), une
solution périodique de la forme indiquée plus haut, nous démontrerons, de méme
qu'au n° 39, que ces séries, | z| et |y | étant suffisamment petits, seront absolu-
ment convergentes, que les fonctions holomorphes des variables z et y définies
par ces séries satisferont effectivement au systéme (103), et qu'en égalant les s
a ces fonctions, on obtiendra le résultat de I'élimination des constantes ¢ et ¢,
entre les équations exprimant la solution périodique.

Cette solution est caractérisée, par conséquent, par ce fait que les quantités z;
y sont des fonctions holomorphes parfaitement déterminées des variables z et y.

(1) Dans le cas considéré, il n’y aura évidemment pas non plus de termes du premier degré

dans ces séries.
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Quant & ce qui touche a ces variables, ce seront des fonctions de ¢ que 1'on
obtiendra en cherchant l'intégrale générale des équations
dr dy

(104) =X, =

rx + (Y),
auxquelles se réduiront les deux premiéres équations du systéme (99), quand les
z; y seront remplacés par les fonctions holomorphes susdites.

D’apres cela, si nous introduisons les valeurs iniliales des fonctions z, y, z,
Zay ...y Zny €n les désignant respectivement para, b, a,, a,, ..., a,,nous pouvons
caractériser notre solution périodique parla condition que tous les @ soient des fonc-
tions holomorphes des quantilés a et b, s’annulant pour @ = b= o el satisfaisant
au systeme d’équations différentielles partielles, obtenu en remplagant dans celui
(103) les quantités x, ¥, ,, z, ..., z, par les quantités a, b, a,, as, ..., a,.

Voyons a quelle forme se rameéneront les séries représentant cette solulion, si
au lieu des constantes ¢ et 7, nous y introduisons les constantes a et b.

Montrons tout d’abord que la période T sera une fonction holomorphe de @ et b.

Pour cela, nous allons nous servir de la proposition qui nous est déja connue,
en vertu de laquelle, dans les conditions considérées ici, le systeme (104) admettra
une intégrale holomorphe indépendante de ¢.

Comme cette derniére pourra toujours étre choisie de facon que I'ensemble des
termes de plus bas degré s’y réduise & x24- »2, nous aurons, en considérant une
telle intégrale et en désignant par C une constante arbitraire, une équation de la

forme
22+ yr:+F(x, y) = C?

ol F est une fonction holomorphe de z et y, ne renfermant pas de termes de degré
inférieur au troisiéme.

En faisant dans cette équation x = r cosf, y = r sinf, nous en tirerons la sui-
vante :

(105) r*+ F(rcosf,rsinf) = C.

Et cette derniére, si nous y considérons r comme une inconnue et § comme une
quantité donnée, n’aura que deux solutions satisfaisant a la condition que, par un
choix de | G| suffisamment petit, on puisse rendre le module de r aussi petit qu’on
le veut, et ces solutions, holomorphes par rapport a C, seront représentées par
cette formule commune

r==C4+ u®Cx=u®C34. ...

Les coefficients « seront ici des fonclions périodiques de 0, telles que, § étant
remplacé par § 4w, tous les w(m correspondant & m pair reprendront leurs va-
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leurs primitives avec des signes contraires, et tous les u(™ correspondant a m
impair ne changeront pas du tout. On s’en assure en remarquant que l'équa-
tion (103) ne change pas en remplagant » par — r et 0 par § + .

Par suite, chacune des deux solutions considérées, en y remplagant C par — G
et O par § 4+ =, donnera pour 7 la valeur primitive avec un signe contraire.

Il résulte de la que, si en nous servant de 'une des deux valeurs de r, nous
exprimons en fonction de § le second membre de 'équation

_"Z o r
d9 — Ar+(Y) cosf — (X)sin6’

le résultat ne changera pas par la substitution indiquée.
Donc l'intégrale

m rdb
Ar+(Y)cosf— (X)sinb’

bl

représentant la période T, ne changera pas en remplagant G par — G, et par con-
séquent la période T, qui sera une fonction holomorphe de C, sera donnée par la
série

T—= %\E(x + hy G2+ 1, G .. L),

ne renfermant que des puissances paires de C.
Or, le carré de G, en vertu de la signification méme de cette constante, repré-
sente une fonction holomorphe de @ et &. Il en sera donc de méme de la période T.
Cela posé, nous remarquons que, T(a, b) étant la notation de la période T,
considérée comme fonction de @ et b, T(x, y) sera nécessairement une intégrale
du systéme (104). D’aprés cela, si en posant

dt:T(x,y):l—;

nous prenons T pour variable indépendante, les fonctions z et y satisfaisant an
systtme (104) seront périodiques par rapport & T et auront pour période 27,
quelles que soient leurs valeurs initiales, pourvu que les modules en soient assez
petits.

Ces fonctions satisferont d’ailleurs aux équations

dz T(z, y) dy T(z, y)

106 — =[—2 X)) — = =[hx + (Y)] —=~
106)  E=[=dy+(XN—zd), Doy () A8y,
dont les seconds membres sont holomorphes par rapport a z et y.

Par suite, si les modules de leurs valeurs initiales a et b sont suffisamment
petits, ces fonctions seront représentées par des séries ordonnées suivant les puis-
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sances entiéres et positives de « et b, pour toutes les valeurs de t comprises entre
des limites arbitrairement choisies a 'avance. Et comme les séries en question,
pour toutes les valeurs de a et b, dont les modules sont suffisamment petits,
doivent donner des fonctions périodiques de t & une période indépendante de a
et b, leurs coefficients eux-mémes doivent étre nécessairement périodiques. Or,
par la nature des équations (106), ces coefficients doivent étre pour cela des séries
finies de sinus et cosinus de multiples entiers de .

De cette maniére, nous parvenons a établir, tout a fait indépendamment des
expressions primitives des fonctions z et y par les constantes ¢ et ¢,, que, si nous
exprimons notre solution périodique au moyen des constantes a et b, elle se repré-
sentera par des séries ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de «
et b, ou les coefficients seront des sommes d’un nombre limité de termes pério-
diques, représentant des produits, par des constantes, des sinus et cosinus de mul-

tiples entiers de
21!

T=i5

I'(a, b)

et que ces séries définiront, si I'on y considére © comme un parameétre indépen-
dant de @ et b, des fonctions de @ et b uniformément holomorphes pour toutes les

valeurs réelles de <.

Remarque. — Si I'on ne se borne pas a la considération des solutions pério-
diques réelles, et que l'on regarde des valeurs imaginaires de a et de & comme
possibles, on pourra tirer de notre solution périodique deux autres, dépendant
chacune d’une seule constante arbitraire et remarquables par cette circonstance

L . L s 2T .
qu’elles auront pour période un nombre fixe, qui sera égal a 5 On obtiendra ces

solutions en établissant entre les constantes « et b la relation
C=a?+ b+ I (a, b) =o,

qui permet d’exprimer chacune de ces constantes en fonction holomorphe de
l'autre, et cela de deux maniéres différentes.

" On peut du reste définir ces solutions indépendamment de la nétre. D’ailleurs
Iexistence méme de cette derniére n’est pas nécessaire pour qu’elles existent : il
suffit pour cela que les équations (9g) satisfassent aux hypothéses énoncées au
début du numéro précédent.

En parlant dans la suite de solutions périodiques, nous sous-entendrons qu’il
s’agit de solutions du type considéré plus haut, avec deux constantes arbitraires.

4%. Reprenons le systeme (99) dans les mémes suppositions au sujet des coef-
ficients ps; qu’auparavant. '
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Admettons que I'on ait trouvé pour ce systéme une intégrale holomorphe indé-
pendante de ¢ et que I'ensemble des termes du second degré y dépende de z
et y.

On s’assure facilement que cet ensemble ne pourra contenir z et y que sous la
forme de la combinaison z* - y2.

Nous devons donc admetire que notre intégrale, étant multipliée par une con-
stante, se rameéne a la forme suivante :

x2+y3+F(x,,x2, coes Ly x’y),

ol F est une fonction holomorphe des variables z;, z, 5, dont le développement
ne contient pas de termes de degré inférieur au second et, dans les termes du
second degré, s’il s’en trouve, ne renferme ni , ni y ().

Nous allons montrer que, dans ces conditions, le systéme (9g) admettra toujours
une solution périodique.

Dans ce bat, introduisons dans notre intégrale, au lieu des variables z, y,
les variables r, 8, 5, a I'aide de la substitution dont nous nous sommes déja servi
auparavant.

Alors, en extrayant la racine carrée de notre intégrale, on pourra en déduire la
sulvante '

(107) ""“rCP(Zuzz,---,zmrye)y

ol ¢ représente une fonction holomorphe des quantités z5, r, s’annulant guand
celles-ci sont nulles simultanément et possédant dans son développement des
coefficients périodiques par rapport & §.

Cela posé, admettons provisoirement qu’il n’existe pas de solution périodique,
et que, dans les séries (101), ceci se fait voir, pour la premiere fois, par les termes
du mi*e degré. En d’autres termes, admettons que les coefficients

u(2) u(/n—l),

y ey

wly o W, oL, wly (s=1,2,...,n)
représentent des fonctions périodiques, tandis que le coefficient «(™ est de la forme
wim) — g@ -+ 0,

ou g est une constante non nulle el ¢ une fonction périodique de 0.

(1) Dans nos hypothéses cette intégrale ne pourra pas contenir de termes du premier
degré.
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Dans cette hypothese, faisons dans I'expression (107)

r—c + u(z)cz_’_. Lo u(m—l)cm—1+ u(m)cm,

se=ulVe +ulP 4. 4w emt (s=1,2,...,n),

et ordonnons le résultat suivant les puissances croissantes de c.

Comme cette expression est une intégrale du systéme (100), la maniére méme
dont les fonctions « sont définies assure que les termes contenant ¢ a des puis-
sances inférieures a la (m =+ 1) doivent s’y réduire a des constantes.

Or ceci n’est évidemment pas possible pour le terme en ¢™, car, pour la fonc-
tion ro, ce terme sera nécessairement périodique et ne pourra, par suite, donner
une somme constante quand on l'ajoute au terme (g6 4 ¢)c™ de la fonction r.

Nous devons donc conclure que notre supposition est impossible, et que, par
conséquent, quelque loin que I'on prolonge les séries (101), on pourra déterminer
leurs termes de maniére qu’ils soient périodiques. Et a cette condition I'existence
d’une solution périodique, comme nous 'avons vu, est assurée.

Remarque. — Nous avons supposé que I’équation déterminante n’a pas de
racines nulles. Mais, dans le cas de telles racines, il ne se présenterait pas non plus
de difficulté, si notre systeme d’équations différentielles admettait un nombre suf-
fisant d’intégrales holomorphes indépendantes de ¢, ou il y aurait des termes du
premier degré, dont les ensembles seraient indépendants entre eux.

Nous avons en vue le cas ou le nombre de ces intégrales atteint sa limite supé-
rieure, qui est toujours égale au degré m de multiplicité de la racine nulle.

En effet, si nous nous trouvons dans ce cas, nous aurons, en égalant lesdites
intégrales a des constantes arbitraires cy, ¢s, ..., ¢, m équations intégrales, dont
nous pourrons nous servir pour abaisser 'ordre de notre systéme d’équations dif-
férentielles de m unités. Alors, siles calculs ont été dirigés d’'une maniére conve-
nable, on obtiendra définitivement un systeme d’équations différentielles, pour
lequel I'équation déterminante n’aura pas de racines nulles, tant que les | ¢| seront
suffisamment petits.

43. Les conclusions précédentes peuvent trouver application dans beaucoup de
problémes de Mécanique.

Signalons par exemple la question du mouvement d’un corps solide pesant,
ayant un point fixe ou s’appuyant par sa surface sur un plan horizontal poli. Dans
un cas et dans l’autr? existeront certains mouvements périodiques, dans lesquels
les composantes de la vitesse angulaire suivant les axes invariablement liés au
corps, ainsi que les cosinus des angles que font ces axes avec la verticale, varie-
ront périodiquement dans le cours du temps.
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Pour indiquer des applications d’un caractére plus général, supposons que
notre systéme d’équations différentielles ait la forme canonique

de, oH dy, _oH

—_ —_ S$=1,2,... .

dt d)’s’ dt oz, ( ’ 2, s k)
On suppose ici H une fonction holomorphe des quantités z,, a,, ..., Zky ¥y
Y2y « -+ Vi, dans laquelle les termes de plus bas degré se réduisent a une forme

quadratique H,.
~ Toutes les fois que ce systéme satisfera aux hypothéses faites au début du n° 42,
i1l admettra une solution périodique avec deux constantes arbitraires.

En effet, ce systtme admet toujours une intégrale holomorphe indépendante
de ¢, car la fonction H en est une intégrale. Par suite, pour établir ce que nous
venons de dire, il suffit (d’aprés ce qu’on a remarqué au numéro précédent) de
montrer que la fonction Hy, transformée a I’aide de la substitution linéaire qui ra-

mene notre systeme a la forme (gg), contiendra les variables qui joueront le réle
de z et de ).

Or, dans les conditions considérées, I'équation déterminante n’ayant pas de
racines nulles, cela se voit nettement déja par ce fait que le hessien de la fonc-
tion H, ne sera pas nul.

SiI'équation déterminante n’a que des racines purement imaginaires
=NV —1, =XV —1, ceey = y—1,

les nombres %, %y, ..., hx étant tels que, parmi leurs rapports mutuels, il ne s’en
trouve pas de nombres entiers, on aura, pour notre systéme canonique, & solutions
périodiques, contenant chacune deux constantes arbitraires.

En nous placant dans ce cas, supposons que 'ensemble des termes du second
degré dans la fonction H soit de la forme

%(x? +yi)+ %(w§+3'§)+.--+ %(wi+y}i)-

Nous savons (n° 21) que, si 'on entend par chaque A; un nombre de signe con-
venable, cet ensemble pourra toujours y étre réduit par une certaine transforma-
tion linéaire de notre systéme canonique.

Dans ces hypothéses, en considérant les quantités

Xy Xy, ceey xj—l) xj—i—l, ceey Lpy

_7’“ ,}/29 S ] ,yj—:) )’j+1’ ey Yk

: . \ : v :
comme fonctions des variables z; et y;, formons le systéme suivant d’équations
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aux dérivées partielles

(§=1,2,...,] — 1,/ + 1, ..., k),

et cherchons-en une solution ol tous les z;, ¥, seraient holomorphes par rapport
A xj et y; et s'annuleraient pour z;=y;=o. Une telle solution, comme nous le
savons, existera toujours et sera unique.

En la considérant, formons I'expression

oxs 0y dxg gj_/i et o
2 <oxj dy; Oy, dx,~> =[=p 4]

s

(en supposant que dans la somme on exclut la valeur s = j) et désignons par
H;(zj,yj) la fonction a laquelle se réduira H, quand les quantités z;, ¥; y seront
remplacées par leurs expressions trouvées.

Puis intégrons les équations

da;‘j dHJ

_ dy; _ oH;
Lepn yil o =— 3y,

) Lz, 03] = 9z,

)

en prenant pour constantes arbitraires les valeurs initiales a;, b, des fonctions z;
ety;.

Alors, si nous exprimons tous les z, y en fonction de ¢, nous aurons une des
solutions périodiques de notre systeme canonique, et cela quels que soienta; et b,
pourvu que leurs valeurs absolues soient assez petites.

Dans cette solution, que I'on peut nommer celle correspondante au nombre ).,
la période T; relative a la variable ¢ sera définie, pour des valeurs suffisamment

petites de | ;| et | b, |, par une formule de la forme

2 uok BOH, (s by) + AP [Hy (g 0) T+,

Tj: )\j

dans laquelle les /o désignent des nombres indépendants des constantes arbitraires.

En opérant comme il vient d’étre indiqué pour toutes les valeurs de j, nous
obtiendrons toutes les & solutions périodiques.

Chacune de ces solutions pourra étre définie par cerlaines conditions relatives
aux valeurs initiales des fonctions inconnues, et ces conditions s’obtiendront immé-
diatement d’apres ce qui précede.

De cette maniere, dans le cas d’'un systéme canonique satisfaisant aux hypo-
théses que nous venons de considérer, si nous ne pouvons pas résoudre compléte-
ment la question de la stabilité, nous pourrons du moins indiquer pour les per-

Fac. de T., 2* S., IX. 50
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turbations une série de conditions sous lesquelles le mouvement non troublé sera
certainement stable. ’

Remarque. — Quand pour le systéme canonique proposé les nombres ,,
Ay« -y Mg satisfont & la condition que nous venons de considérer, pour obtenir
toutes les solutions périodiques qui leur correspondent, conformément a la régle
proposée, nous devons préalablement effectuer une certaine transformation linéaire
de notre systeme. A savoir, nous devons prendre, pour nouvelles fonctions in-
connues u;, ¢;, des formes linéaires des anciennes zy, y;, telles que I'ensemble
des termes du second degré dans la fonction H se rameéne & la forme

A A )y
;‘(u?+v§)+f(u§+v§)+...+ ;"(u,‘i—l—v,ﬁ),

et que les équations différentielles conservent la forme canonique.
Montrons maintenant comment on peut éviter cette transformation.
Remarquons pour cela que, dans la solution périodique correspondant au
nombre A, les ug, v, pour lesquels s n'est pas égal a 7, sont des fonctions holo-
morphes de u; et ¢, dans lesquelles il ne figure pas de termes de degré inférieur
au second. Aussi, s1 nous considérons deux formes linéaires quelconques

P=ogty+ B9 4 oylty+ Bava ... dplp+ Broi,

G =Y U+ Oy i+ Yally + Oy Vgt . .. Yl + Op 0

des quantités ug, s, elles se réduiront, pour cette méme solution périodique, a des
fonctions holomorphes de u; et ¢;, dans lesquelles les ensembles des termes du
premier degré seront

ajuj+Bivs Y89

Il résulte de la que, si
(108) ;0 — By,

n’est pas nul, toutes les fonctions inconnues seront dans cette solution holo-
morphes par rapport a p et ¢.

Admettons que la condition que I'on vient d’indiquer soit remplie pour toutes
les valeurs de 7, de 1 & k inclusivement. Alors tous les z;, y; seront des fonctions
holomorphes de p et ¢ pour chacune des k& solutions périodiques.

La question se raménera ainsi a la recherche de ces fonctions holomorphes et a
'intégration des équations
(109) @ _p, Gy,

que l'on obtiendra ensuite pour déterminer p et ¢.
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En recherchant les fonctions holomorphes en question, on devra avant tout satis-
faire a un certain systeme d’équations algébriques non linéaires, dont dépendront
les coefficients dans leurs termes du premier degré. Ce systéme admettra plus
de k solutions. Mais, pour s’orienter dans le choix de celles d’entre elles qui cor-
respondent & notre probléme, il suffira de tenir compte de la condition que, pour
chacune des solutions périodiques cherchées, les quantités P et Q, comme fonctions
de p et ¢, doivent étre telles que 'expression

P dQ
a0
s'annule pour p = ¢ = o. Cette condition, qui exprime que la somme des racines
de I'équation déterminante du systéme (109) est nulle, ne sera remplie que pour &
solutions. En s’arrétant a 'une quelconque d’entre elles et en passant ensuite a la
détermination des coefficients dans les termes de plus hauts degrés, on aura pour
cela des systemes d’équations linéaires, dont la résolution n’offrira plus aucune
difficulté.
De cette maniére nous obtiendrons & systémes de fonctions holomorphes, dont
chacun conduira a une des solutions périodiques cherchées.
Il reste a indiquer une régle suivant laquelle on pourrait choisir les formes
linéaires p et ¢ en fonctions des variables z, y;, sans recourir a la formation
des formes ug, ¢;.

Dans ce but considérons, en méme temps que p et ¢, encore 2 k — 2 formes

linéaires
P> Pas cvey Pk q1y G ety qk—1,
représentant les ensembles de termes du premier degré dans les expressions des
dérivées
d’p d‘p (lzlc—al, diq d‘(] dzlc—zq
@ a T @ @ @

formées a I'aide de nos équations différentielles.
En exprimant ces formes en fonctions des variables u, ¢,, nous aurons, par la
propriété de ces derniérves,

(=0)"pm=2" (ot =+ By oy) + 23" (atty+ B3 0y) ...+ A" (op g+ Brvg),

(=" gm=2" (g1 a4 0,01) + A" (75 s+ 03 03) . ..+ AL (Y g + O 91)-

Nous concluons de 14, en tenant compte de ce que les nombres A2, 22, ..., %2,
d’aprés nos hypothéses, sont tous distincts, que, siaucune des quantilés (108) n’est
nulle, les formes

‘_P’ Pty P2 ---y Pk—is

(110)
?q’ 91y Gos -+ Gr—t
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seront indépendantes entre elles, et inversement, si cette derniére condition est
remplie, parmi les quantités (108) aucune assurément ne sera nulle.

Par suite, la seule condition a laquelle il faudra satisfaire en choisissant les
formes p et ¢ se réduit & ce que les 2 & formes (110) doivent représenter des fonc-
tions des variables z;, ); indépendantes entre elles.

Exemple. — Soit proposé le systéme du quatriéme ordre

d*z dy 0U d'y dr 0U

& A T 92 de Tt di oy

dans lequel U représente une fonction holomorphe donnée des variables et y, ne
contenant pas de termes de degré inférieur au second.

On peut, si 'on veul, transformer ce systéeme dans celuil canonique
b b )

dr _ oH di _oul
dac T 0g7 dt T ox’
dy M do_ ol
" 9a’ dt — oy’
en posant
d.r d_y

t=S2y, a=Y 4o
H:U——é(x"—i—yz)—i—xn——y&j—é(&z-;-nf).

Admettons que I'équation déterminante quilui correspond n’a que des racines
purement imaginaires
==, = hy—1,

qui soient telles qu’aucun des deux rapports

Ay A

Moy
S

ne représente un nombre entier.

Le systeme d’équations proposé admettra alors deux solutions périodiques, et,
pour les déterminer d’aprés la méthode que 'on vient d’indiquer, on pourra
prendre, pour les formes p et ¢, les variables z et y elles-mémes.

En effet, si I'ensemble des termes du second degré dans la fonction U est repré-

senté par Pexpression

-;—(A.z“-’—i—- 2Bzy + Cy?),
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nous aurons, en posant p=x,q =),

pi_—_Ax-i—By—i-zfé—: =(A—2)x+ By + 2w,

d

- =Bx + (C—2)y — 2§,

gi=Bxr+Cy —2
et les formes p, ¢, p1, 1 seront, par suite, indépendantes, quelles que soient les

constantes A, B, C.
Les solutions périodiques dont il s’agit s'obtiendront donc en intégrant les
équations différentielles
dx dy
21 =@y =@y

dont les seconds membres sont des fonctions holomorphes des variables x et y,

7

définies par le systeme d’équations

of _ 9f _ _du do . 9o . _oU
fﬂﬂ‘@a‘y—Q(p—(Tr—’ fd.I)+Cde+2f—dvy’

avec les deux conditions suivantes : que ces fonctions s’annulent pour x =y = o,

et que, dans les termes du premier degré de leurs développements

f=azx+by+ ..., o=azx+By—+...,

on ait pour les coefficients @ et 3 la relation @ + 3 = o.
Or, si nous en venons au calcul des coefficients @, b, 2, 3, nous obtiendrons le
systeme d’équations suivant :
a* +~ba—o2a=A\, ab + 63 —2=28B,

ba+ 2 +2b=4C, aa +af +2a =8B,

qui aura deux solutions satisfaisant & la condition @ 4+ 3 = o; et nous aurons ces

solutions par les formules

en remplacant A successivement par chacune des racines de I’équation

?—(4—A—C)z+AC—-B*=o,
qui sont A2 et A2,
A chacune de ces solutions correspondra une paire de fonctions f et o, et, par
conséquent, une solution périodique du systéme proposé d’équations différentielles.
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Si nous considérons les variables « et ) comme les coordonnées d’'un point se
mouvant dans un plan, nous aurons ainsi deux mouvements périodiques. La tra-
Jectoire dans chacun d’eux sera définie par I’équation

2U— f*— @*=const. (').

CHAPITRE 1L

ETUDE DES MOUVEMENTS PERIODIQUES.

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES.

46. Considérons le systeme d’équations différentielles linéaires

dx
(n) d—t:/JSIx,+ps2x2—l-...—I-pma;,, (s=1,2,...,0n)

dans '’hypothése que tous les coefficients ps sont des fonctions périodiques de ¢ a
méme période réelle w, et que ces fonctions restent déterminées et continues pour
toutes les valeurs réelles de ¢.

Ne considérant que de telles valeurs de ¢, supposons que l'on ait trouvé pour
notre systéme 2 solutions indépendantes

‘ L1y Loty ooy Lppy
1 Ziay  Lagy ..y Tng
(2) ¢
’ ’ cy ’ s
\ xlll’ z?nv MR x/lll’ e

le premier indice de z se rapportant, comme toujours, a la fonction inconnue
et le second, 4 la solution.

Désirant indiquer la valeur atiribuée a la variable indépendante, nous écrirons
z;j (¢) au lieu de z;.

() Laquestion des solutions périodiques des équations différentielles nonlinéaires est consi-
dérée aussi, quoique & un autre point de vue, dans le dernier Mémoire de M. Poincaré : Sur

le probléme des trois corps et les équations de la Dynamique (Acta mathematica,
t. XIII).



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 393
Cela posé, le groupe de fonctions
z(t+w), Zy(l+w), ..., Zp(t+w),

correspondant & une valeur quelconque de ; prise dans la suite 1,2, ..., R, repré-
sentera, par la nature du systéme d’équations considéré, encore une solution.
Par suite, en désignant par a;; certaines conslantes, nous aurons

(3) @sj(t+w)=ay,;xs(t) + ay Te(l)+...+ Apj Tsn(l) (J=1,2,...,n)

pour toute valeur des.
A laide des constantes a;; définies de cette maniére, formons 'équation algé-
brique suivante :

ay —p ap agn
(2271 A2 — P ... (22%% -0
- ’
Apy Apy eoe Qpup—D

i

qui sera de degré n par rapport a I'inconnue o.

Cette équation, jouant un roéle trés important dans la théorie des équations
différentielles considérées, nous I'appellerons I'équation caractéristique corres-
pondant a la période w ('). De méme le déterminant, représentant le premier
membre, sera appelé déterminant caractéristique.

Si, au lieu de (2), nous avions considéré un autre systéme quelconque de n so-
lutions indépendantes, nous aurions obtenu en général d’autres valeurs pour les
constantes a,;. Mais les coefficients A, devant les différentes puissances de p dans
I'équation caractéristique ramenée a la forme

pr+ Ayp" .+ Apypt+A,=0

seraient restés les mémes.

C’est la une des propriétés fondamentales de ces coefficients, en vertu de laquelle
on peut les appeler des invariants.

Pour le coefficient A, cette propriété se fait déja voir par I'expression qu’on
peut trouver pour lui en se servant de la formule connue, donnant la valeur du
déterminant formé des n solutions indépendantes du systéme (1).

Pour obtenir cette expression, désignons le déterminant formé des fonctions (2)

(1) On peut considérer une équation caractéristique, correspondant & une période mw, ot
m est un nombre entier arbitraire, positif ou négatif.

En parlant d’équation caractéristique correspondant a la période w, nons ne ferons pas
souvent mention, pour abréger le discours, de la période.
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par A(¢). Alors ladite formule donnera I'égalité suivante :

A(t+w) = A(t)e'/"‘ Zrat

Et comme, en vertu des relations (3), le déterminant A(¢+ w) sera égal au pro-
duit du déterminant A(¢) par le déterminant des quantités a;;, I'égalité que nous
venons d’écrire se réduira a la forme

Ay A ... Ay
» W
a a; Lol a i pssdt
(4) (—aa,=| o B
anl an? LRI Anp

De cette égalité résulte entre autres que I'équation caractéristique ne peut avoir
de racines nulles.

Remarquons que, si tous les coefficients Pso dans les équations (1) sont des fonc-
tions réelles, tous les coefficients A, dans I'équation caractéristique seront néces-
sairement réels aussi. En effet, dans ce cas on peuttoujours choisirle systeme (2)
de fagon que toutes les fonctions y soient réelles; et alors toutes les constantes a;j
le seront également.

La formule (4), qui définit le produit des racines de I'équation caractéristique,
montre que, dans ce cas, ce produit sera toujours positif et que, par conséquent,
si 'équation caractéristique a des racines négatives, le nombre de ces racines sera
toujours pair.

On sait qu’a chaque racine p de I'équation caractéristique correspond une solu-
tion du systéme (1) de la forme

(5) x, = fi(t)p®, xy= fy(¢)p®, el = fu(t)p® (1),

ou tous les f; sont des fonctions périodiques de ¢ ayant pour période w (parmi les-
quelles une au moins n’est pas identiquement nulle). Aussi, si I'équation caracté-
ristique n’a pas de racines multiples, en considérant toutes ses racines, nous
obtiendrons n solutions de cette forme, et ces solutions seront indépendantes.
Dans le cas des racines multiples, le systeme (1) peut admettre des solutions de
forme plus générale. A savoir, a une racine multiple o peuvent correspondre des
solutions pour lesquelles les fonctions f; dans les équations (5) seront de la

¢ ¢
(1) Nous entendons par p® la fonction e®

conque du logarithme logp.

log N . -
Pcorrespondant a une détermination fixe quel-
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forme
fs(t) = (Pso(t) +t<Psl(t) + 2 (PSQ(t) +.. cPsm(t)’

ot tous les o;; sont des fonctions périodiques de ¢ (*).

Si 'on comprend zéro au nombre des valeurs de nz, on aura pour chaque racine
multiple, dont p. est le degré de multiplicité, p solutions indépendantes de cette
forme.

Dans aucune de ces solutions, le nombre m ne surpassera . — 1 (nous supposons
que parmi les fonctions 9;,, une au moins n’est pas nulle identiquement), mais 1l
pourra atteindre cette limite, et, si la racine considérée p n’annule pas au moins un
des premiers mineurs du déterminant caractéristique, il lui correspondra toujours
une solution ou 'on aura m = p —1.

En partant de cette solution, on peut alors obtenir toutes les autres solutions
qui correspondent a la méme racine par un procédé trés simple.

En effet, si dans une solution quelconque de la forme (5) nous remplagons toutes
les fonctions f;(¢) par leurs différences finies d'un ordre quelconque, ces différences
correspondant & 'accroissement o de la variable indépendante ¢, nous obtiendrons
évidemment une nouvelle solution du systéme (1). Si donc, en partant de la solution
o m = —1, nous formons, pour les fonctions f;(¢), toutes les différences,
depuis la premiére jusqu’a celle d’ordre u — 1 inclusivement, nous en déduirons
par la voie indiquée encore . — 1 solutions, et ces solutions avec celle primitive
constitueront un systéme de w solutions, qui seront évidemment indépendantes.

Du reste, au lieu du procédé que nous venons d’indiquer, on peut en proposer
un autre. A savoir, au lieu de remplacer les fonctions f;(¢) par des différences
finies, on peut dans le méme but les remplacer par les expressions revenant a leurs
dérivées par rapport a ¢ lorsque les quantités ¢;; sont considérées comme des
constantes. En effet, par les relations connues entre les différences finies et les
dérivées, on voit immédiatement qu'on obtiendra de cette maniére encore des
solutions.

En appliquant ce procédé au cas considéré ci-dessus et prenant pour point de
départ la solution ot m = g — 1, nous obtiendrons toutes les w solutions indé-
pendantes qui correspondent a la racine o considérée.

Nous dirons que, dans ce cas, a la racine p correspond un seul groupe de
solutions.

Si une racine multiple annule tous les mineurs du déterminant caractéristique
jusqu’a ordre A& —1 inclusivement, sans annuler au moins un des mineurs

d’ordre 4, il lui correspondra A groupes de solutions indépendantes, qu’on

(1) En parlant de fonctions périodiques sans indiquer la période, nous sous-entendrons
qu’il s’agit de fonctions a période w.
Fac. de T., 2¢ S., IX. 51
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pourra former par I'un ou par l'autre des deux procédés indiqués, en partant de
certaines & solutions.

Le nombre 4, sans jamais dépasser le degré de multiplicité p de la racine consi-
dérée, peut toutefois I'atteindre, et alors, dans chaque solution correspondant 2
cette racine, toutes les fonctions /5 seront périodiques.

Les théorémes énoncés, qui découlent des propositions fondamentales de la
théorie des substitutions, peuvent étre considérés comme hien connus (')
D’ailleurs leurs démonstrations ne présentent pas la moindre difficulté. Aussi
pouvons-nous nous dispenser d’exposer ces démonstrations.

Remarque. — Soient
Pla PZ» RECEE] Plt

les racines de I'équation caractéristique correspondant a la période w.
En nous arrétant & une détermination quelconque des logarithmes, posons

I | 1
ty = alOgPl’ Kzzalogpzy DERE) Ap — ;logpu-

Alors les parties réelles des quantités

) — %y LS ] — %y

représenteront les nombres caractéristiques du systéme d’équations (1).
En désignant par N un certain nombre entier réel, nous tirons de (4) I'égalité

Zxx: éfowZ[zssdt—t—Nz—T%:;

qui montre que la partie réelle de la quantitéE %; est égale au nombre caracté-

ristique de la fonction

e_le,“(” i

Par suite, conformément a ce qui a été observé au n° 9, nous concluons que le

systeme d’équations (1) est régulier.
47. Considérons le systéme d’équations

(6) [—I'Z;+P1s}’1+P2s}’2‘+‘-'-+Pns}’n:0 (s=r1,2, ..., n),.

(1) Voir, par exemple, FLoQuET, Sur les équations différentielles linéaires a coefficients
périodiques (Annales scientifiques de U’Ecole Normale supéricure, t. XIl, 1883).
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adjoint & (1), et supposons que le groupe de fonctions

ylly y21’ RS} ,}’nly
.)‘127 ,)/229 ] yn?’

.y ce iy ce ey sy

yiny y2/19 ] ynn
en soit un systéme de n solutions indépendantes. Alors le groupe de fonctions

YT+ Y Tyt ...+ Vi Zpy

Yia Xy = Yor Lyt oo Vo X,

YinZ1+ YanZa—+.. .+ Vpu &y

représentera un systéme de n intégrales indépendantes du systéme (1).

Soient

(7)

I 1

1
Ly, ey —
Py P2 0
toutes les racines de 'équation caractéristique du systeme (06), en supposant que
chaque racine multiple figure dans la série des nombres (7) autant de fois qu’il lui
correspond de groupes de solutions. Alors a chacun des nombres g;on pourra faire
correspondre un groupe de solutions, et cela de telle maniére que toutes ces solu-
tions soient indépendantes.

Soit 15 le nombre de solutions dans le groupe correspondant dans cette suppo-
sition au nombre o,. Les nombres n,, n,, ..., n; satisferont assurément a la con-

dition
Ry Ny~ ...+ np== n.

En prenant pour les ), les fonctions constituant ces groupes et en nous arrétant
pour les former au second des deux procédés indiqués plus haut, nous aurons,
pour le nombre o4, n; intégrales indépendantes du systeme (1) de la forme

(8) L0 _,«s)£_+ PRI ‘L{;‘ (m=o —
[Hi ml T Gy e e ~.,,,H] s =0, 1,2, .00, Ns—1),
ou les z; désignent des formes linéaires des quantités x4 a coefficients périodiques.

En considérant 'ensemble de tous les £ groupes, nous obtiendrons pour le sys-
teme (1) n intégrales indépendantes de cette forme.

Les variables .z, entrent dans ces intégrales seulement par 'intermédiaire des
formes linéaires 3, dont le nombre est égal au nombre de toutes les intégrales.
Par suite, si ces derniéres sont indépendantes, les formes 2 le seront également.
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On pourra donc prendre ces formes pour nouvelles fonctions inconnues au lieu
de zy, z,, ..., z4.

Par cette voie, en faisant
. _t
As— ; logps, ps ©=e™*,

nous arrivons au systéme sulvant d’équations :

(5
d"l :xxz(s)
(0) dt ! <j:2,3,...,ns>
)
(5) —
)dz}s —‘V‘,z}”—z(f‘), s=1,2, ...,k
dt ) I

auquel doivent évidemment satisfaire les quantités 5% d’apres la maniére méme
dont elles entrent dans les intégrales (8).

Le systéme (1) se trouve ainsi étre transformé dans un systéme a coefficients
constants. En outre, la transformation est accomplie au moyen d’une substitution
satisfaisant & toutes les conditions du n" 10.

En effet, pour I'établir dans le cas considéré, il suffit évidemment de montrer
que la quantité inverse au déterminant fonctionnel, formé des dérivées partielles
des fonctions z’ par rapport aux variables z,, est une fonction limitée de ¢. Et1'on
s'en assure en remarquant que ce déterminant, qui est égal au produit de la

fonction
e/ MRy IR0 Rg ) E

par le déterminant fonctionnel des intégrales (8), ne peut différer de la fonction
LN pde— [ Y pid
ew‘/‘" i pssdt j; Npssdt

que par un facteur de la forme
2mT .
it

Ce @

(ow i =\/— 1, m un entier réel et C une constante ).

Nous arrivons donc a la conclusion que le systeme (1) est réductible.

En méme temps, en considérant sa transformée (g), nous en concluons que les
quantités g, sont les racines de I'équation caractéristique de ce systeme (*). Nous
obtenons donc ce théoréme que les racines de l’équation caractéristique du

(1) Cette conclusion repose sur la proposition que, si le systéme (1) admet une solution de
la forme (5), les fonctions fs ayant le caractére défini plus haut, p est une racine de I'équa-
tion caractéristique, et que, si I'on a trouvé u solutions indépendantes de cette forme, le
degré de multiplicité de la racine p n’est pas inférieur a p.
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systéme adjoint sont les inverses des racines de l’équation caractéristique du
systéme donné.

Supposons que les coefficients py; dans le systéme (1) soient des fonctions
réelles de ¢.

Nous savons (n° 18, remarque) qu’a cette condition on pourra le transformer
dans un systéme a coefficients constants, ne faisant usage que des substitutions &
coefficients réels. Mais la question se pose de savoir si 'on peut assujettir de telles
substitutions a la condition que les coefficients y soient périodiques, comme cela
avait lieu dans la transformation que nous venons d’indiquer.

On s’assure facilement que, si 'on veut que les coefficients aient pour période
le nombre w, comme cela a eu lieu dans la transformation précédente, ce ne sera
en général possible que dans le cas ou I'équation caractéristique n’a pas de racines
négatives ().

Quant au cas ou il existe de pareilles racines, il faudra que certaines conditions
soient remplies et, entre autres, que toutes les racines négatives soient multiples.

Au contraire, les substitutions dont il s’agit seront toujours possibles, si I'on se

borne a supposer que les coefficients en aient pour période le nombre 2w (2).

QUELQUES PROPOSITIONS RELATIVES A L'EQUATION CARAGTERISTIQUE.

48. Dans chaque question de stabilité des mouvements périodiques, le premier
probléme dont on aura a s’occuper consistera dans la recherche et I’examen de
Péquation caractéristique correspondant au systéme d’équations différentielles
linéaires qui définissent la premiére approximation. C’est pourquoi nous croyons
nécessaire de nous arréter ici a quelques considérations dont on pourrait se servir
dans cette sorte de recherches.

Avant tout, appelons l'attention sur une proposition générale qui pourra servir

(*) Dans notre hypothése, les coefficients des formes 2, correspondant aux racines p; posi-
tives, peuvent étre supposés des fonctions réelles de £. Quant aux racines imaginaires p, elles
se répartiront en paires de conjuguées, et, en partant des formes 5§ correspondant a une
telleracine, on en déduira les formes correspondant a la racine conjuguée, en remplagant V=1
par — y/—1. Par suite, si "équation caractéristique n’a pas de racines négatives, on obtiendra,
en opérant comme on I’a montré au n® 18, une substitution réelle dans laquelle les coefficients
seront des fonctlions périodiques de ¢ & période w.

(%) Pour s’en assurer, il suffit de remarquer que, pour chaque racine p; négative, on peut
supposer réels les coefficients dans les formes

ime _
Z}S)e“’ (i:\/—[).
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de base a certaines méthodes de calcul des coefficients de I’équation caractéris-
tique.
Cette proposition consiste en ceci :

Tutorime. — Supposons que les coefficients pss dans les équations (1) dé-
pendent de certains paramétres ¢, e, ..., tout en conservant leurs propriétés
adnuses tant que les modules de ¢\, ¢,, ... sont asses petils, et supposons que

la période w ne dépende pas de ces paramétres. Alors, si les coefficients p,s
peuvent élre représentés par des séries ordonnées suivant les puissances en-
Liéres et positives des pa/:amétres €1y Eay - .., URiformément convergentes pour
toutes les valeurs réelles de t, tant que les modules de =, ¢,, ... ne dépassent
pas certaines limites non nulles Ey, E,, ..., les coefficients A; dans I’équation

caractéristique
pr+Ap" L+ Apt+ A, =0

seront des fonctions holomorphes des paramétres considérés. D’ailleurs, si les
constantes E,, E,, ... sont choisies de telle facon que, dans le cas ou

(IO) lsil_———Elr |E2I:E27 ey

les séries obtenues en remplacant, dans les développements des pys, tous les
termes par leurs modules, convergent uniformément pour toutes les valeurs
réelles de t, les séries par lesquelles se représenteront les invariants Ag seront
certainement convergentes dans le cas des égalités (10).

Ce théoréme s’établira de suite, si nous montrons que les fonctions z,, 2,, ...,
x4, satisfaisant aux équations (1) et prenant pour ¢ = o des valeurs données quel-
conques @, s, ..., @, indépendantes des parameétres ¢, ¢,, ..., peavent étre
représentées par des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives
de ces paramétres et absolument convergentes pour toute valeur réelle de 7, tant
que les modules de ¢, ¢, ... ne dépassent pas les limites E,, E,, ..., choisies
conformément & la condition indiquée.

Quant a cette derniére proposition, on la démontrera facilement en considérant,
au lieu du systéme (1), le suivant,

dxg

7[—:e(pﬂx,—l—pmxg—i—...—|—pmx,,) ($=1,2,...,n),

dans lequel ¢ représente un nouveau paramétre, et en recherchant les fonctions z;
sous forme de séries, ordonnées suivant les puissances de ¢, ¢, ¢, .... En effet,
un seul coup d’ceil sur les équations se présentant dans cette recherche suffira pour
conclure que les modules des coefficients des séries cherchées ne dépasseront pas
les coefficients correspondants dans le développement suivant les puissances de
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ces mémes paramétres de la fonction suivante :

:
ae-_e:na‘/; pat o,
ou a représente la plus grande des quantités |a;| et p une série, ordonnée sui-
vant les puissances de ¢, €, ..., dans laquelle chaque coefficient, pour toute valeur
donnée de ¢, est égal au plus grand des modules des coefficients correspondants
dans les développements des p;s.

En revenant au systéme (1), supposons que le groupe de fonctions

Zisy Lasy -y Lns
représente une solution de ce systeme, définie par la condition
xss(o):ly xjs(o):O (/;S)'

Alors, en considérant n solutions semblables correspondant & s =1, 2, ..., n,

nous tirerons des égalités (3)

as;= x5 (w) (8, =1,2,...,1).

A

Il résulte de la, en vertu de la proposition qui vient d’étre signalée, que les
constantes @, correspondant a notre systéme de solutions particuliéres, sont dé-
veloppables, sous les conditions (10), en séries absolument convergentes suivant
les puissances de ¢y, €, .. ..

Par suite, les coefficients A; dans 'équation caractéristique, qui sont des poly-
nomes entiers en Qsj, seront dans le méme cas.

Supposons qu’on sache intégrer le systéme (1) dans I'’hypothése
g == Ey=...==O.

Alors, si nous cherchon’s les fonctions z, sous forme de séries, ordonnées sui-
vant les puissances des parametres ¢,, ¢, ..., nous aurons, pour calculer les coef-
ficients dans ces séries, des systémes d’équations différentielles que I'on pourra
intégrer successivement, ce qui n’exigera que des quadratures. On obtiendra
ensuite les invariants A; sous forme de séries de puissances ou les coefficients
s’exprimeront au moyen de certaines intégrales multiples.

Il peut arriver que les équations proposées ne contiennent point de paramétres
suivant les puissances desquels on puisse développer les constantes A;. Alors on
pourra remplacer ces équations par d’autres, qui renferment de tels paramétres

(1) Le signe supérieur se rapporte ici au cas de £ > o; le signe inférieur, a celui de ¢ < o.
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et qui, pour certaines valeurs particuliéres de ceux-ci, se réduisent aux équations
proposées (comme on a fait par exemple pour la démonstration du théoréme).

Aussi les méthodes de calcul des invariants A, fondées sur les développements
suivant les puissances des parametres, peuvent élre considérées comme tout a fait
générales ().

49. En se servant des séries dont on a parlé au numéro précédent, on peut
traiter plusieurs questions générales au sujet de équation caractéristique.
Montrons-le a propos de 'équation différentielle suivante :

2

(11) T TPT=0

ol nous entendrons par p une fonction périodique de ¢ a période réelle w, déter-
minée et continue pour toutes les valeurs réelles de ¢.
Cette équation élant remplacée par le systeme

dr dx'
=% =

nous concluons immédiatement, en nous reportant a la formule (4), que I'équation

caractéristique correspondante sera de la forme
(12) p*—2Ap+1=o0.

La question se réduit donc a la recherche d’une seule constante A.

Ne considérant comme précédemment que des valeurs réelles de ¢, nous suppo-
serons que la fonction p reste toujours réelle. Alors la constante A le sera aussi.

Cela posé, deux cas pourront se présenter: 1° A2<1, ou les racines de 'équa-
tion (12) auront leurs modules égaux a 1, et 2° A2 > 1, ou ces racines seront réelles,
I'une étant en valeur absolue supérieure & 1, l'autre inférieure.

La question de savoir lequel de ces deux cas a lieu est la premiére qu’il faudra
résoudre dans les problemes de la stabilité. Il convient donc d’indiquer quelques
criteriums dont on pourrait se servir pour discerner I'un de I'autre.

On peut arriver a certains criteriums de cette espéce en partant d’'une expression
de la constante A sous forme de série.

Pour former cette série, considérons provisoirement, au lieu de I’équation (11),

(1) Quelques applications de ces méthodes ont été indiquées dans mon Mémoire Sur la
stabilité du mouvement dans un cas particulier du probléme des trois corps (Commu-
nications de la Société mathématique de Kharkow, 2¢ série, t. 11, 1889).
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la suivante :
d’x
(13) de*

—¢epa,

et cherchons la constante A qui lui correspond sous forme de série ordonnée
suivant les puissances entiéres et positives du paramétre ¢.

D’apres le théoréeme du numéro précédent, cette série sera absolument conver-
gente pour toute valeur de ¢, de sorte que A sera non seulement une fonction
holomorphe de ¢, mais encore une fonction enti¢re de ce paramétre.

Soient f(¢) et o(¢) des solutions particulieres de I'équation (13), définies par
les conditions

Sflo)=r1, S (0) =o0; 9(0)=o, o'(o)=r1.
En développant les fonctions f et % suivant les puissances de ¢, nous trouverons

SO =14+¢cfi(t)+e folt)+...,

o(t)=¢+c0,(¢)+e20,(t) +...,

en désignant d’une facon générale par f£,(¢), 0, (t) des fonctions de ¢, se calculant
successivement par les formules

f,,(t):f dt/pf,,_,(t)dt, cp,,(t):fdt Ap(p,,_l(t)d[,

o 0
dans I'hypothése que
fo([):', 0,(t) =¢.

Pour obtenir maintenant le développement de la constante A, nous remarquons
que P'équation caractéristique peut étre présentée sous la forme

J@)—p  fl(w) ’_O
()  ol(w)—p |
et que, par conséquent,

2A =f(0) + ¢/ (w).

Le développement cherché sera donc

(14) A=14 = B /u(0) + g4 (w)]en

n=1

En se servant des formules obtenues, on pourra résoudre, pour 'équation (13),

la question posée plus haut, quand le parameétre ¢ est assez petit en valeur

absolue.
Fac. de T., 2° S., IX.
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Comme

.
Slo) + iy =u [ p,
0

cette question dépendra toul d’abord de 'examen de 'intégrale

w
[ b
0

et, toutes les fois que celle-ci ne sera pas nulle, elle sera résolue dés qu’on con-
naitra le signe de cette intégrale.
Les mémes formules conduisent & la proposition suivante :

Tutorkme I. — Si la fonction p ne peut prendre que des valeurs négatives
ou nulles (sans étre identiquement nulle), les racines de Uéquation caracté-
ristique correspondant a Uéquation (11) seront toujours réelles, et l'une
d’entre elles sera plus grande, Uautre plus petite que 1.

Arrétons-nous maintenant au cas ou la fonction p ne peut prendre que des
valeurs positives ou nulles, en supposant qu’elle ne soit pas identiquement nulle.
Les fonctions f,(t), ¢, (¢) auront alors la méme propriété. En outre, on pourra

démontrer que pour n > 1 elles satisferont a I'inégalité

=1
(15) (fn,—l“‘(?’”_l)tb/ pdt_—gn(fn‘:" C,D;L)>O’
0

pour toute valeur réelle de ¢ différente de zéro.
Ceci se démontrera de la maniére suivante :

in posant
t

S, = (froa1+ 9uy) tf pdt—an(fo+9,),
0
nous remarquons qu’on peut écrire
t
Sn:f (Fn +P(I)n)dty
0
en désignant par I, et @, les fonctions suivantes :
t t
Fn o tf;z—i / P dt + (fn—1+ @;z—i)f pdt - ?‘nf;l’
0
Wt
P, —= U?n—‘z/ P dt + (fn- 1+ <‘0'”__‘)£ — 2N0, 4.
0

Notre inégalité sera donc démontrée, s1 nous montrons que pour les valeurs
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positives de ¢ on a les inégalités
(16) F,>o, ®,> o,
et, pour celles négatives, les inégalités
(17) F,<o, ®, < o.

Iy

Remarquons a cet effet que les expressions précédentes des fonctions I, et @,
se raménent facilement a la forme

t t t
F,,:f <2 ,;_,f pdl-+—pu,,>dt, (I),L:[ (2ptop_s+ v,) dt,
0 0 0

ou u, et v, représentent les expressions
L
N ! 1
un:(q)n—2'+‘ tfﬂ—?)f P dt + Opoy + gy — (2n— ')fn—n
0

t
Yn :(an—~2+ tCPIn—z )f P dt +.f’l—1 -+ tflll—i— (Zn - I)q),”-'l’
0

que l'on peut écrire ainsi :

t
Up :f [2P(<Pn—2+ tfn—z) -+ Fn—i] d[’
0

t t
0, = f <2f,/l_, + 2cp'n,2f pdt—+p @,,_1>dt.
hl\] 0

Nous concluons de la que, si pour toutes les valeurs positives de ¢ ont lieu les
inégalités
Fn-—l >0, (I)nv—i > o,

pour les mémes valeurs de ¢ auront lieu les inégalités (16), et que, si pour toutes
les valeurs négatives de ¢ on a

Fu—1 < o, (I)n—l <C o,

pour les mémes valeurs de ¢ seront remplies les inégalités (17).

Il en résulte que 'exactitude des iégalités (16) pour ¢ > o et des inégalités (17)
pour ¢ <o sera assurée pour toute valeur de n, supérieure a 1, si ces inégalités
ont lieu dans le cas de n = ».

Or, dans ce dernier cas, on le voit immédiatement par les expressions suivantes
qu’on tire de nos formules

t t 2 t
Po=s [ [(fpdt) +2p<o’.]dt, v=a [ (perag)d
0 ~0 0
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On peut donc regarder I'inégalité (13) comme démontrée.
Revenons maintenant a notre probleme.
La formule (14), pour I'équation (11), prend la forme

A=1+ (—I)Il[fll(w)+,ll(w)]‘

I
2

ﬁl\JB

Par suite, en remarquant qu’en vertu de (15)
w
Sal0) 5 6(0) <[ua(0) + s )] 2 [
0

nous arrivons a ces inégalités :

1 hod © [ ,
A<i— Py Z <1“‘ 4—;[0 Pdt> [fon-1(w) + Oony (@)],

n=1

A>[_—f pdt+ - 2..< 4n+zfmpdt>[fen(w)+<9;u(w>]-

n=1

Nous concluons de 1a immédiatement que, si

w
wf pdtsy,
0

—I1<<A<r,

on aura nécessairement

et de cette maniére nous parvenons a la proposition suivante :

Tutorime II. — Si la fonction p ne peut prendre que des valewrs positives
ou nulles (sans étre identiquement nulle), et si en outre elle satisfait a la

w
wf pdatsy
0

les racines de ’équation caractéristique correspondant & Uéquation (11) seront
7 /

condition

toujours imaginaires, leurs modules étant égauz a 1.

Les conditions exprimées dans ce théoréme sont suffisantes, mais, bien entendu,
non nécessaires.

Dans le cas particulier o la fonction p se réduit 4 une constante (on peut alors
prendre pour période w un nombre arbitraire), la condition p > o suffit déja a
elle seule pour que les racines de 1'équation caractéristique, correspondant & une
période réelle quelconque, aient leurs modules égaux a 1.
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Aussi se pose naturellement la question s'il n’en sera pas de méme dans le cas
général.

La réponse est toutefois négative, car on peut citer des exemples ou la fonc-
tion p restera toujours positive et 'équation caractéristique aura néanmoins des
racines réelles dont une sera, en valeur absolue, plus grande que 1, 'autre plus
petite que 1.

Pour donner un exemple de cette sorte, considérons 'équation de Lamé :

d*x

a0 =(h+2k*sn?t)x

dans un de ses cas les plus simples.

On entend ici par £ une constante quelconque et par & une fraction positive,
représentant le module de la fonction elliptique sn¢.

Grice aux recherches d’Hermite, nous savons que, si au lieu de A on introduit

une nouvelle constante %, en posant
h—=—1—k%*cn?},

une des solutions particuliéres de 'équation considérée sera donnée par Pexpres-

sion
. [CIPN
H(t+1 —55"
——__e N
0(¢)

ot H et © sont les fonctions jacobiennes connues. Quant & une autre solution
indépendante, on la déduira, en général, de celle-ci en y remplacant ¢ par — ¢
ou kpar — A ().

Pour la période w, on pourra prendre dans le cas considéré le nombre 2K, en
entendant par K, comme d’ordinaire, I'intégrale

el A

do

pyre——
Jo V1 — &2 sin?o

et 'on voit par U'expression ci-dessus que les racines de 'équation caractéristique,
correspondant a cette période, sont les suivantes :

SN "
o 210 —21{@”‘)

18 - OXPN] — A0
(18) e et e )

Supposons le nombre A réel et compris entre zéro et 2 K, sans toutefois atteindre

(1) Voir HERMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques ( Paris, Gauthier-
Villars, 1885, p. 14).
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ces limites. Supposons-le d’ailleurs suffisamment petit pour qu’on ait

1— k*— k?sn%) > o.
Alors la fonction
p=1+ k*cn*A —2k*sn®t

sera positive pour loutes les valeurs réelles de ¢, et cependant les nombres (18)

seront réels, 'un étant plus grand, I'autre plus petit que 1 en valeur absolue.

50. Parfois, en s’appuyant sur les propriétés fonctionnelles des coefficients dans
les équations différentielles, on peut tirer & I'instant quelques conclusions rela-
tivement a I’équation caractéristique.

Ainsi, par exemple, si dans le systeme

d*x dr, drx, dx,
aE = (s t -+ (1327 +. oot G i + Psi Xyt PsaZat.o .t PspZn

(s=1,2,...,n),

a coefficients périodiques ¢sq, /s, tous les ggs sont des fonctions impaires de ¢ et
tous les p,; des fonctions paires, on peut affirmer que dans I'équation caractéris-
tique qui lui correspond

M A p -+ A pH Ay =0
les coefficients A, satisferont aux relations
A‘ZIL:I) Az:us:As (5':“27-“’”)’

de sorte que cette équation appartiendra au type d’équations appelées réciproques.

Nous nous en convaincrons en remarquant que le systéme considéré ne change
pas quand on remplace ¢ par — ¢.

Le cas que nous venons d’indiquer rentre dans un cas plus général, on dans le
systéme proposé d’équations, de la forme (1), tous ceux des coefficients py; pour
lesquels les indices s et o ne dépassent pas un certain nombre k, ainsi que tous
ceux pour lesquels les deux indices sont supérieurs a k, représentent des fone-
tions impaires de ¢, et tous les autres, des fonctions paires.

Un tel systéme ne changera pas, si I'on y remplace ¢ par —¢ et en méme
temps

Ty PAL — Zpiy,  Lhys PAL —Lpya,  -e.y Ly PAT — Tpe

Et en s'appuyant sur ceci il est facile de montrer qu'il existera entre les coeffi-
cients de I'équation caractéristique qui lui correspond

p" + Aip""'—k. Lot An—jp‘f_An:O
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les relations suivantes :

(19) Ap=1(—1)", A, = (—1)"A,, Apy=(—1)"A,,

On peut considérer des conditions d’un caractere encore plus général, a savorr,
des conditions telles que les équations (1) ne changent pas a la suite du rempla-
cement de ¢ par — ¢, lorsqu’en méme temps les z; sont remplacés par certaines
formes linéaires de ces variables a coefficients constants.

En désignant les coefficients pgs, quand il faudra mettre en évidence la va-

riable ¢, par p;s(¢), supposons qu’ils satisfassent aux relations suivantes :

n

(20) E[as,-pja(t)—i—ot,,,psj(——t)]:o (s,6=1,2,...,n),

j=1

ot les a4 sont des constantes, dont le déterminant

HAyp Gy e Kyp
(21) Hgr  Olgg .o0 Kgp
Xpr Gy Ann

sera supposé différent de zéro.
Alors le systéeme d’équations

d
(22) ”%f—_——psl(—t))ﬁl—f’n(_t)}’z—---—‘Psn(’—t)yn (S:I,Z,...,n)

représentera la transformée du systéme (1) au moyen de la substitution
(23) VsT= O Ty Agg Lo~ oo+ Ay Xy (s=1,2,...,n).

En s’appuyant sur cela il est facile de démontrer que les invariants A, satisfe-
ront aux relations (19).
En effet, soit p une racine de I'équation caractéristique du systéme (1), et suppo-

sons que les équations
t t t
(24) .z’l:fl(t)p“’, ‘1'2:./02(‘)?“)9 ooy x‘,,:f,,(t)p“’

donnent pour ce systeme une des solutions correspondant a la racine p; de sorte
que les fi(¢) sont des fonctions périodiques de ¢ ou des sommes d’un nombre
“limité de termes représentant des produits de fonctions périodiques par des puis~
sances entiéres de ¢.

En nous reportant aux formules (23), nous en déduirons la solution suivante
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du systeme (22) :
t t
.)’1:%(5){3“’, J’z:%(t){)“’, cecy }/n:CPn(t)Pwa
ou les fonctions

CPs(t) :“sifi(l) +9(s2f2(t) -+ "+asnfn(t)

seront du méme caractére que les fonctions f;(¢). D’ailleurs, si les fonctions f(¢)
ne sont pas toutes identiquement nulles (ce que nous supposerons), il en sera de
méme des fonctions ¢¢(¢), en vertu de notre hypothése au sujet du détermi-
nant (21).

Or, de chaque solution du systéme (22) on déduit, en remplacant ¢ par — ¢,
une solution du systéeme (1). Nous obtiendrons donc pour ce dernier la solution

t t t

(25) -m:@l(—c)('g)a’ 2’2?%(“¢)<{‘;>6’ x,,:_%(_,)<zp>m,

dont Pexistence montre que L est une des racines de I'équation caractéristique du
systéme (1).

Si o était une racine multiple et que son degré de multiplicité fit m, on aurait
pour le systeme (1) m solutions indépendantes de la forme (24), et de la, par la
voie que nous venons d'indiquer, on déduirait m solutions de la forme (25), qui
seraient encore indépendantes, le déterminant (21) n’étant pas nul. On pourrait

donc conclure que — est une racine multiple et que son degré de multiplicité n’est
9 P
pas inférieur & m. Et comme la racine p a été prise d’une fagon arbitraire, il s’en-

suivrait également que le degré de multiplicité de la racine - ne peut étre supé-
i

rieur a m.

De cette maniére nous pouvons affirmer que, si ’équation caractéristique du
systéme (1) a une racine p d’un degré de multiplicité m, elle aura aussi la racine ~

du méme degré de multiplicité m, et que par conséquent les coefficients dans cette
équation doivent satisfaire aux relations

A,==%1, A =AA, A, .= A,A,,

Ainsi, pour prouver les égalités (19), il ne reste qu’a démontrer la premiére
d’entre elles ().

(1) Si les coefficients pgq étaient des fonctions réelles de ¢, cette égalité n’exigerait aucune
démonstration, puisque, en vertu de (4), la quantité (—1)” A, serait alors toujours positive.
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Dans ce but, en désignant par A le déterminant (21) et par Ay son mineur cor-
respondant & 1’élément a5, nous remarquons que les égalités (20) donnent la

suivante :
n

E EAscE[“sija(t) + aje psi(—t)] = o,

s=106=1 j=1

laquelle, étant divisée par A, se réduit &

Z[Pss(‘) —+ pss(— )] =0

s=1

et fait ainsi voir que Ep“ est une fonction impaire de ¢

Par suite, nous obtenons
@ Ql
f Zpsx dt=o,
0

et nous en concluons, eu égard a (4), que A, = (—1)".

On peut observer que dans le cas de n impair I’équation caractéristique du sys-
teme (1), satisfaisant a la condition que nous venons de considérer, aura au moins
une racine égale a 1, et que, par conséquent, ce systéme admettra alors une solu-

tion périodique (autre que celle évidente xy == z,=...=x,=0).

Remarque. — Remarquons que, si les relations (20) ont lieu avec de telles

valeurs des constantes 4, que ’équation

oy — A oy A in
Olay Olyg — 4 oy
(26) n —_— O
Any A2 v dgp— A

n’a ni racines multiples, ni racines qui ne different entre elles que par le signe,
lintégration du systéme (1) se raméne aux quadratures.

En effet, on s’assure facilement que, si les racines A, Ay, ..., X, de I'équa-
tion (26) sont toutes différentes, il se trouvera toujours une substitution linéaire
a coefficients constants, telle que le systéme (1) soil transformé dans un systéme
de la méme forme,

dsg
7[. :qﬁ(l)zl—i"(/-f’-’(t)z‘z_‘_’ . '+qsn(l)zn (S:I, 2y 0.0y n),

Fac. de T., 2¢ S., IX. 53
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ou les coefficients ¢,, satisfassent aux relations
A qss(8) + s gea(—t) =0 (s,0=1,2,...,n).

Or, les carrés de tous les A étant par hypothése distincts, ces relations ne seront
possibles & moins que les ¢, aindices s et s différents, ne soient tous nuls. Et si
I'on a gss=o0, dés que ¢ n’est pas égal a s, l'intégration du systéme transformé
revient a chercher n quadratures

fQMdt’ f‘]n de, ..., fqnn dt.

Pour ce qui concerne les racines de 'équation caractéristique dans les supposi-
tions considérées, remarquons que, le déterminant (21) n’étant pas nul, toutes
ces racines seront égales a 1; et si ce déterminant était nul, une racine pourrait
étre quelconque, tandis que toutes les autres seraient égales a 1.

51. Parfois les relations entre invariants dont on a parlé au numéro précédent
peuvent résulter de la forme méme des équations différentielles, quelles que soient
les propriétés fonctionnelles de leurs coefficients.

Signalons un des cas les plus importants de cette espéce.

Supposons que le systéme proposé soit canonique :

de, __oH  dv, _oH

(27) 7;——3%’ a7 :%—; (s=1,2, ..., k).
H représentant une forme quadratique des variables z(, Za, ..., Zgy Y1y Y2, ++ -, Vi
a coeflicients périodiques et continus.
Soient
8) S L1y Laty oy L1y Yty Yats ooy Vit
% ! Loy Xagy -y Tpas YVizs Yo, -y Yi2

deux solutions quelconques de ce systéme.
En désignant par H, et par H; ce que devient H en y remplacant les z;, y; res-
pectivement par les z;y, ¥5 el les g2, ¥sa, On trouve
& k
d /oM, oM, oM, oH,
7 2 Zi Y= Zpy i) —_—2 K‘Th day U 0x, gy, T E>

j=1 j=1

Or le second membre de cette égalité est identiquement nul, car ses dérivées
partielles par rapport aux quantités (28), considérées comme des variables indé-
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pendantes, sont identiquement nulles. Ainsi, par exemple, sa dérivée partielle par
rapport a zy, est égale a

k
M, ~ (. OH _ H \_
0x s, _24 <ij2 dx; dxs MR dy; dxzs) o

j=1

Notre égalité conduit donc a la relation suivante :

k

E(leyj2_ Zjs)j1) = const.,

j=1

par laquelle seront ainsi liées deux solutions quelconques du systeme (27).
Cela posé, considérons 2k solutions indépendantes de ce systéme

Lisy Lasy ~evy Trsy Yisy Yasy vy Yks (S:I,2,...,2k).

En vertu de ce qu’on vient de montrer, il existera entre elles k(2k — 1) rela-
tions de la forme

k
—
(29) }_‘(‘L’js}’jh" ~Z'jG)'js) = Cyq,
j=1
dans lesquelles les constantes Cio=— Cqs (5,0 =1, 2, ..., 2 k), par suite de

I'indépendance des solutions considérées, seront telles que, parmi les constantes
.y Cs,2k,

quel que soit le nombre donné s, il en existera au moins une qui ne sera pas
nulle.

En désignant maintenant par P1s P2y - -+, P2k les racines de I’équation caractéris-
tique du systéme (27) et en nous placant d’abord dans le cas ot ces racines sont

toutes distinctes, supposons que nos solutions aient été choisies de maniére que
les fonctions zj, s soient de la forme

t t
Zjs=[js()pSy  ¥js=9;(L)p?,

Jis) 2js désignant des fonctions périodiques de ¢.

Alors de I'égalité (29), qui prendra la forme

¢ k
(p<02)® D LS16(0) 915(£) = f10(£) 9s()] = Con,

J=1
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nous conclurons que, si Cy; n’est pas nul, on aura nécessairement
PsPo‘ =1,

Or, d’apres ce que l'on a remarqué plus haut, & tout nombre donné s il corres-
pondra un nombre o, tel que la constante Gy, ne soit pas nulle, et ce nombre o sera
évidemment différent de s. Donc, & chaque racine g, de 'équation caractéristique

. , . I
correspondra une racine égale a —-
p

$

D’aprés cela, nous pouvons conclure que, si 'équation caractéristique
sz—l- Alpw“_1 +...+ [\gk_lp +Ayp—=o

du systéme (27) n’a pas de racines multiples, ses coefficients vérifieront les rela-

tions
(30) Ayp=1, Agis—= Ag (s=1,2,..., k—1).

Or, ces relations ayant lieu dans le cas de racines simples, elles seront néces-
sairement remplies dans tous les cas.
Pour le prouver, nous raisonnerons de la maniére suivante.

Dans la fonction H, qui aura une expression de la forme

k
H= E(Psqxsxo"“ Gss¥YsYo+ I'ss s )g),

G =1

b~

Il

s

remplagons les coefficients ps, oo, 7'ss €t 755 (pour s et o différents) respective-
ment par

€ Pssy  E(qsoy st e(rss—%s)y Erss,
en entendant par e un paramétre arbitraire et par %, %, ..., %x des constantes

quelconques, telles que les nombres
(31) ew.im’ ex,w’ R e—xlw’ e %0, ce, e~ %W

soient tous différents, et considérons le systeme canonique correspondant a la

fonction H ainsi modifiée.
Ce systéme, pour ¢ = o, se réduira a un systeme & coefficients constants, pour

lequel les nombres

Kyy  Ray ooy Ay — A, %y ...y, T

seront les racines de 'équation déterminante et, par conséquent, les nombres (31),
les racines de I’équation caractéristique correspondant a la période w.
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Par suite, en remarquant que, pour notre nouveau systeme canonique, les inva-
riants A, seront continus par rapport a ¢, car, en vertu du théoréme du n°® 48, ce
seront certaines fonctions entiéres (transcendantes) de ¢, et en tenant compte de
ce que par hypothése les nombres (31) sont tous différents, nous pouvons affirmer
que I'équation caractérist.ique de ce systéme n’aura pas de racines multiples ni
pour ¢ = o, ni pour des valeurs non nulles de ¢ dont les modules sont suffisam-
ment petits. Donc, pour detelles valeurs de ¢, les relations (30) seront satisfaites.
Mais alors ces relations, comme ayant lieu entre des fonctions entiéres de ¢, seront
nécessairement remplies pour toutes les valeurs de ¢. Elles le seront donc en par-
ticulier pour ¢ =1, quand notre nouveau systéme canonique se réduit au pri-
mitif.

De cette maniére, nous obtenons le théoréme suivant :

Tutorkme. — S¢ le systéme proposé d’équations différentielles linéaires a
coefficients périodiques a la forme canonique, l’équation caractéristique qui

lui correspond est toujours réciproque ().

Notre démonstration reposail sur 'existence d’une certaine relation entre deux

solutions quelconques du systeme (27).

Or, on peut indiquer d’autres systemes admettant de pareilles relations, d’ou
I'on pourra tirer des conclusions semblables sur I'’équation caractéristique.

Tel est, par exemple, le cas ol les coefficients p,, dans le systeme (1) sont

liés entre eux par les égalités

(Ostij—ajans):O (S?a':I’?‘)"’?"')?

14

-
Il
-

dans lesquelles a4, sont des constantes, telles que I'on ait g, —+ ags= 0 pour toutes
les valeurs de s et de 5, prises dans la suite 1,2, ..., n.

11 peut arriver que le systéme proposé, sans étre canonique, s’y raméne a I'aide
d’une substitution linéaire a coefficients constants ou périodiques. Toutes les fois
qu’il en sera ainsi et que la substitution satisfera aux conditions du n° 10, on

pourra affirmer que I’équation caractéristique pour ce systéme est réciproque.

(') Ce théoréme est indiqué aussi par M. Poincaré dans son Mémoire Sur le probléme
des trois corps et les équations de la Dynamique (Acta mathematica, t. X1II, p. 99-100),
od l'auteur le base aussi sur les relations de la forme (29). Mais je le connaissais avant la
publication de ce Mémoire et, en février 1900, je I’'ai communiqué, sous la forme précédente,
a la Société mathématique de Kharkow, avec d’autres propositions se rapportant a 1'équa-
tion caractéristique (Communications de la Société mathématique de Kharkow, 2¢ série,
t. IT; extrait des procés—verbaux des séances).
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Ainsi, par exemple, soit proposé le systeme

k k
d’xg ¢ dx
e :2 [aso‘“f‘v[ (Psc—Pcs)dt:, d; +2 PssZg (s=1,2,...,k),

g=1 g=1

dans lequel les coefficients Psq satisfont aux conditions
w
/ (pPse — pos)dté = o (s,a:l,2,...,/{),
0
et a; sont des constantes quelconques vérifiant les relations

. Asy+ Ags =0 (S,O':I,Q,...,/{).
En faisant

k
dz; I ¢
Vs= a7 —-Z—Z[aw—i—f (pw—/um)ah:Jac17 (s=1,2,...,k)
=1 0

et en posant

) & koo x
- 22 2 Psst Pas— %Eqqu LsZq+ ;2 2950‘@";)’0'— 12]’3,

2
s=1 o=1]_ i=1 s=10=1 s=1

¢
qs¢ = Osg ‘5“/ (Pss— pos) dt,
0

nous rameénerons ce systéme a la forme (27). Nous pouvons donc affirmer que
Péquation caractéristique correspondante sera réciproque.

52. Si dans les équations (1) les coefficients Pss sont des fonctions réelles de ¢
(ce que nous supposerons ici), on pourra parvenir a quelques conclusions sur
I’équation caractéristique, en se servant des procédés semblables a ceux que nous
avons proposés, pour I'étude de la stabilité, sous le nom de la seconde méthode.

Ces procédés permettent toujours d’obtenir, pour les modules des racines de
I'équation caractéristique, des limites, supérieure et inférieure, plus ou moins
précises. Pour y parvenir, on peut, par exemple, opérer comme on a fait au n° 7
pour démontrer le théoréme I.

Mais la méme méthode peut aussi servir parfois pour mettre en évidence
quelques autres propriétés de I'équation caractéristique.

Prenons, par exemple, le systéme suivant :

d*x
(32) ﬁ:pslwl‘*‘l’s?xz'i‘-~-+Psn'z'n (S:Uz’”',n))
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ou les coefficients p,, représentant des fonctions périodiques réelles de ¢, sont
supposés tels que I'équation

2(pu— k) pirat+pa Pin—+ Pn1
p21+/’12 2(]’22—/{) oo P2/1+P/12 —o0

— U
pnl +P1/‘ I)n2+/)2n LR 2(l)nn—' /{)

a linconnue k, n’ait de racines négatives pour aucune valeur de ¢ (nous ne consi-
dérons, comme auparavant, que les valeurs réelles de ¢).

Soit p la plus petite de ses racines (lesquelles sont, comme on sait, toutes
réelles).

Les coefficients dans nos équations différentielles étant continus pour toutes
les valeurs considérées de ¢, il en sera de méme de la fonction p. Cette fonction
sera d’ailleurs périodique et sa période w sera la méme que celle des coeffi-
cients frgq.

Nous supposerons que la fonction p ne soit pas identiquement nulle (quoique,
peut-étre, elle puisse s’annuler pour certaines valeurs de ¢).

Alors, on pourra démontrer que [’équation caractéristique du systéme (32) a
n racines de modules supérieurs a 1 et n racines de modules inférieurs a 1.

Dans ce but, en posant

dx, dx, dz,

Xy —— XLy —57— "t . P, —— —
v TP eIy ’

nous remarquons que nos équations donnent

D=3 B 3 (%)°

s=10=1 s=1

De la, d’aprés une propriété connue des formes quadratiques, les z; étant sup-
posés réels, on déduit

dX o Q. . N [dr\?
(33) W=P2xs+2< d£> '

s=1 s=1

Or, le second membre de cette inégalité est plus grand que

2./p x % x d‘_l‘z. C{x”’
Vp ldl -+ Xy dl +...—|—‘I‘,LE- .
On a donc
aX g -
7L :2\/pX.

Cela posé, désignons par X, la valeur de la fonction X pour ¢ = o et ne consi-
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dérons que des valeurs positives de ¢. Alors I'inégalité ci-dessus donnera

v/.t‘/_dt
2| Vp
Xz Xevo .

1 -@
— /— = A
wfo Vpdt=12,

on en conclut que, si X, est une quantité positive, on pourra rendre la fonction

En posant

Xe-z()\—s)t

aussi grande que I'on veut, quelque petit que soit le nombre positif ¢, en choisis-
sant ¢ suffisamment grand.
Supposons que I'on ait trouvé pour le systeme (32) 22 solutions indépendantes

réelles, et soient
(34) Xy, Xs ooy Xy

les fonctions auxquelles se réduit pour ces solutions 'expression X.
Quelles que soient nos solutions, aucune de ces fonctions ne sera identique-
ment nulle, car I'égalité X = o, en vertu de (33), ne serait possible que pour la

solution
L= Xyg=...= X, =0,

qui n’entre pas dans le nombre de celles que nous considérons.
Nous pouvons, en outre, toujours admettre que nos solutions soient choisies de

telle maniére que U'on ait

21 2t 2t

X, =r?F,(¢), X,=r¥® F,(¢), Xon=1r%, Fy,(¢),

OU 7'y, I'yy ...y I'yy sont les modules des racines de I'équation caractéristique cor-
respondant a la période w, et les Fy(¢) désignent certaines fonctions réelles de ¢,

telles que chacune des fonctions
Fl(t)v F2([)’ ey an(t)v Fl(_l)’ FZ(_ [)v B ] Fﬂn('—t)

ait pour nombre caractéristique zéro.

Nous remarquons maintenant qu’il y aura toujours des valeurs de ¢ pour les-
quelles aucune des fonctions (34) ne sera nulle.

Pour fixer les idées, admettons que la valeur ¢ = o satisfait & cette condition.

Admettons en outre que, pour ¢= o, les fonctions
XU Xzy LX) Xm

deviennent positives et toutes les autres négatives.
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En vertu de ce qui a été démontré, nous pouvons alors affirmer que, si petit

que soit le nombre positif ¢, les fonctions

X, e2x-8 X,e2-ee 0 X, e—th—ex,

¢ étant assez grand, deviendront toutes aussi grandes que l'on veuat. Et cela n’est
possible, dans notre hypothése au sujet de la forme des fonctions X;, que si

el ek, N
(nous supposons le nombre w positif).

Considérons maintenant, au lieu de (32), le systéme qui s’en déduit en rem-
placant ¢ par — ¢.

Ce nouveau systeme satisfera évidemment a toutes les hypothéses faites relati-
vement au primitif. Nous pouvons donc lui appliquer les raisonnements précé-
dents en remplacant les fonctions (34) par les suivantes :

2t 2t 2t
Xi:_lilel(—t)x '2:_,.2wF2(_t), cety Xlzn:_rzanzn(_t)'

Or, parmi ces derniéres, les fonctions

’ ’ !
X'IIL+11 Xm+2’ M X2n!

conformément a ce qu'on a admis plus haut, deviennent pour ¢£= o positives.
Nous pouvons donc conclure, pareillement a ce qui précede, que I'on aura

N T N I N
> LW > sl > Ll
€™ err, err,

Ivlll+| ’.Ill—l—‘.’ r‘lll -

Nous arrivons ainsi & la conclusion (en tenant compte de ce que X est un
nombre positif) que, dans nos suppositions, 'équation caractéristique du sys-
téme (32) aura m racines de modules

) sy MRS T s
supérieurs a 1, et 21 — m racines de modules

,.ln+‘9 rl'1+2’ A | ,.2”’
inférieurs a 1.

Faisons voir que I'on aura nécessairement m = n.

Pour cela, nous remarquons d’abord que, si les coefficients p,, dans nos équa-
tions différentielles satisfaisaient & la condition Psa= Paos pour tous les s et & pris
dans la suite 1, 2, ..., n, I'égalité m = n serait une conséquence de ce qui a été

Fac. de T., 2¢ S., IX. 54
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montré au numéro précédent. En effet, d’aprés ce que nous y avons vu, I'équation
caractéristique du systeme (32) serait dans ce cas réciproque.

Cela posé, et en revenant au cas général, remplacons dans le systeme (32) les
coefficients p; par les expressions suivantes :

1 € .
Iss = ;(Pso-"‘pcs) + Py (Psa— Pas) (0=1,2,...,n),

¢ élant un paramétre réel arbitraire.
Quel que soit le nombre ¢, nous aurons

9s6 + Gos= Psc+ Pass

d’oti 'on voit que notre nouveau systéme, pour toute valeur de e, satisfera aux
hypothéses faites relativement au systéme (32).

Par suite, en lui appliquant ce que nous venons d’établir, nous pouvons affirmer
que I'équation caractéristique de ce nouveau systéme n’aura pas de racines de
modules égaux a 1 pour aucune valeur de ¢. '

Mais alors, en tenant compte de ce que les coefficients A, dans cette équation,
P?”’ -+ A1‘0?"_1 +... .+ 1\2,1._1 P+ qu =0,

seront des fonctions continues de ¢ pour toutes les valeurs de ce dernier (n° 48),
nous devons conclure que le nombre de racines de cette équation, dont les
modules sont supérieurs & 1 (ou inférieurs a 1), sera toujours le méme, quel que
soit e. Pour déterminer ce nombre, il suffit, par conséquent, de considérer I'hypo-
thése ¢ = 0. Or, dans celte hypothése, on a ¢ = ¢4 pour toutes les valeurs de s
et o. Par suite, en vertu de ce que I'on a remarqué plus haut, le nombre cherché
doit étre égal a n.

Nous pouvons donc considérer notre théoréme comme démontré, car, en posant
€ =1, nous arrivons au systéme (32).

Ayant démontré que I'équation caractéristique de ce systtme a n racines de
modules plus grands que 1, et le méme nombre de racines avec des modules plus
petits que 1, nous avons trouvé en méme temps la limite inférieure e* pour les
modules des racines du premier groupe et la limite supérieure e™® pour les mo-
dules des racines du second.

On peul remarquer que le théoréme I du n° 49 n’est qu’un cas particulier de
celui que nous venons de démontrer.

Pour donner encore un exemple, admettons que pour le systéme (1) on est par-
venu a trouver une intégrale, représentant une forme quadratique des variables xs
a coefficients constants ou périodiques. Admettons en outre que cette intégrale
soit une fonction définie (n° 13), de sorte que, ¢, z,, 21, ..., 2, élant réels, elle
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ne puisse devenir, en valeur absolue, inférieure a la fonction

N(z?+zxi+...+x}),
ot N représente une constante positive.

Une fois qu’une pareilleintégrale existe, nous pourrons conclure que dans chaque
solution réelle du systeme (1) toutes les fonctions z; resteront toujours en valeur
absolue inférieures 4 une certaine limite, quel que soit ¢, positif ou négatif. Et ceci
n’est possible qu’a la condition que toutes les racines de I'équation caractéristique
posseédent des modules égaux a 1, et qu’en outre, dans les solutions du type (3)
correspondant aux racines multiples, toutes les fonctions f; (¢).soient périodiques.

Nous tomberons sur un tel cas, par exemple, quand les coefficients p;; dans le

systéme (1) satisfont & la condition

Psst Pes—=0

pour tous les s et & pris dans la suite 1, 2, ..., n. Ce systeme admettra alors I'inté-

grale
zi+xi+... +xk.

83. Jusqu'ici nous n’avons considéré que des valeurs réelles de la variable ¢.
Mais si I’on en considére aussi des valeurs imaginaires (en les représentant comme
d’ordinaire par des points sur un plan), et si I'on fait au sujet des coefficients pg,
des hypothéses convenables, on pourra profiter, pour la solution des différentes
questions relatives au systéme (1), et en particulier de la question de la détermina-
tion des invariants A;, des principes généraux de la théorie des points critiques
des équations différentielles linéaires.

Supposons tracées, dans le plan de la variable complexe ¢, deux droites paralleles
a l’axe des valeurs réelles, de 'un et 'autre coté de cet axe & des distances égales
a /i, et admettons que les coefficients py, (supposés comme précédemment pério-
diques a période réelle w) soient donnés pour la région du plan comprise entre ces
droites comme fonctions de la variable complexe ¢, n’y ayant pas de points cri-
tiques (').

A cette condition, si I'on trace une circonférence de rayon % ayant pour centre
le point ¢=o0, pour tous les points situés a I'intérieur ou sur la circonférence
elle-méme, on pourra représenter les coefficients ps, ainsi que les fonctions z;
satisfaisanl aux équations (1), par des séries ordonnées suivant les puissances
entiéres et positives de ¢.

Par conséquent, si w < & (nous supposons w positif), on pourra, en se servant

(1) Nous ne considérons pas les points éloignés a I'infini.
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de ces séries, déterminer les valeurs des fonctions 2, pour ¢ = w d’aprés les valeurs
qu'on leur donne pour ¢=o. Et les séries par lesquelles s’exprimeront ces
valeurs fourniront a I'instant méme des séries pour le calcul des invariants Aj.

Quand » > /4, Pemploi de ces séries ne sera pas assurément toujours légitime.
Mais alors on pourra obtenir pour le calcul des invariants des séries d’un autre
genre, en se servant par exemple des procédés indiqués par Hamburger et Poin-
caré ().

Nous ne nous arréterons pas a ’examen de ces séries, ni & celui de toutes autres
séries que l'on pourrait proposer pour le calcul des invariants, et nous nous bor-
nerons ici a indiquer un cas ot les invariants peuvent étre calculés sans faire usage
des séries.

Ce cas se déduit du théoréme connu de Fuchs sur les solutions réguliéres des
équations différentielles linéaires au voisinage de leurs points critiques.

Posons

e ® =z (i:\/:).

En prenant au liea de ¢ pour variable indépendante z, nous transformerons le
systéme (1) dans le suivant :

(35) %z‘z‘ = pa(3) 2+ Pey(5) Tyt pen(B)y  (S=1, 2, ..., n).

Conformément aux hypotheses faites, les coefficients p(z) seront ici des fonc-
tions de la variable complexe z, n’ayant pas de points critiques dans la région du

2mh 2mh
plan située entre deux circonférences concentriques de rayons ¢ ® ete © et de

centre commun au point z = 0; ces fonctions y seront d’ailleurs monodromes.
Or nous allons maintenant supposer que ces coefficients n’aient pas de points cri-
tiques dans toute la région du plan qui se trouve a l'intérienr de la circonférence

2mh
de rayon e®
Cela étant, le systéme (35) satisfera aux conditions du théoréeme de Fuchs pour
le point 5 = o.
Nous pouvons, par conséquent, affirmer que, %, %3, ..., x, étant les racines de

(1) Hamsurcer, Ueber ein Princip sur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger
Functionen, etc. (J. fir Mathematik, Bd. LXXXIIT).

POINCARE, Sur les groupes des équations différentielles linéaires (Acta mathematica,
t. IV).

Voir aussi le Mémoire récemment paru de Mittag-Leffler : Sur la représentation ana-
lytique des intégrales et des invariants d’une équation différenticlle linéaire et homo-
géne (Acta mathematica, t. XV).
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I'équation
p1i(0) —x Pi2(0) Pin(0)
p21(0) pPa(0) —x ... P (0) o
Pni(0) Pr2(0) cvr Pnn(0) —x
les nombres
(36) ehw et e¥at

seront les racines de I’équation caractéristique du systeme (33), correspondant a
un circuit du point 3 =0 selon une circonférence de rayon suffisamment petit
ayant ce point pour centre. Et comme, d’aprés nos hypothéses, on peut faire le
rayon de cette circonférence égal a 1, les nombres (36) représenteront également
les racines qui nous intéressent de 1'équation caractéristique du systéme (1), corres-
pondant a un changement de ¢, supposé réel, de la période w.

I est du reste facile de le prouver sans avoir recours au théoréme de Fuchs.

Pour cela, en désignant par ¢ un paramétre arbitraire, considérons au lieu de (35)
le systéme

ol dux;

—z
A dz

= pa(e3)xy 4 psp(e3)Xy+. ..+ psp(ez)x, (s=1,2, ..., 1),

quis’en déduit en changeant z en ¢z.
Il est clair que les invariants de ce nouveau systéme, correspondant & un circuit
du point z = o selon la circonférence de rayon 1 et de centre en ce point, seront

les mémes pour toutes les valeurs de ¢ dont les modules ne dépassent pas le
2mh
nombre e © ; supérieur & 1. Et du théoréme du n° 48 on conclut qu’en faisant le

module de ¢ suffisamment petit on pourra rendre ces invariants aussi peu différents
que l'on voudra des invariants correspondants du systeme

anwi dxg

s

o ’E&“:Pﬂ(o)xi_l' P52(0)x2+---+[)sn(0)xn (s=1,2,...,n).

(37)

Par conséquent, les invariants du systéme (35), se rapportant au circuit susdit,
seront nécessairement identiques aux invariants correspondants du systeme (37).

Or ce dernier systéme s'integre d’'une maniére bien connue, et les racines de
son équation caractéristique s’obtiennent précisément comme on l'a indiqué
ci-dessus (').

Pour 'objet principal de notre étude, le cas seul peut présenter d’intérét ou les

() Le procédé dont nous venons de nous servir s’applique facilement a la démonstration
. . A A4
du théoréme méme de Fuchs.
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coefficients dans les équations différentielles sont réels pour toutes les valeurs
réelles de ¢; et les systémes d’équations que nous venons de considérer ne sont pas
évidemment dans ce cas, & moins que leurs coefficients ne se réduisent & des
constantes. Il y a cependant des systémes a coefficients réels qui peuvent s’y
ramener au moyen de certaines transformations.

Considérons, par exemple, le systéme suivant :

dx
d_; =PaZi T Pyt 4 Py — g ¥y — Is2Y2— - — Gsn¥n

38)

1y (s=1,2, ..., n),
[4
‘d—; =g+ G Xy+.. .4 IsnZn—t+ Psi Y1+ PsaVa+.. + PsnYn

en supposant que les coefficients pg;, .5 soient des fonctions périodiques de ¢ a
une période réelle w, n’ayant pas de points critiques ni sur I'axe réel, ni a des dis-
tances de cet axe égales ou inférieures & une certaine limite 4. Nous supposerons
en outre que ces coefficients satisfassent aux relations

® 2mmit @ 21T mi
f PsaCOS 5 dt = f @saSin dt,
0

0 [a)
@ 2mmt @ amtmi
PsaSin dt :—f qs5C0S ——dt,
o ® 0 A

pour toute valeur entiére et positive du nombre .

Ces relations expriment que, si les développements des fonctions Psc en séries

. . . . 2m¢ .
de sinus et cosinus de multiples entiers de —— sont les suivantes :

w
N 21Tmt .oammi
Pe=aly + > aig) cos —— — piMsin >
- ® ®

m=1

les développements des fonctions qsqc seront de la forme

.o2mmt 2mmi
Gso= b + E <a§i}”sm —+ b cos >
3 A
=1
On sait que, dans les hypothéses considérées ici, on peut représenter les coeffi-
cients psg, ¢sg par de telles séries pour toutes les valeurs de ¢ dont les points repré-
sentatifs sont écartés de I'axe réel de distances inférieures a /.
En revenant maintenant a notre systeme d’équations nous remarquons que, s1
'on prend pour fonctions inconnues les quantités

. . .
Us= s+ 1)y, Vs=Zs— Ly (s=1,2, ..., n),
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{ désignant \/— 1, ce systéme se décomposera en deux systemes

dug
dt

d . . .
7‘;{ = (Ps1— gs1) V1 + (Psa— {qsa) Vo +.. .+ (Psn—1Gsn) ¥n (s=1,2, i, ),

= (Psl+ ‘.q;‘l) uy+ (Ps2+ iq.\‘z) U+ ..o (/’sn"“ iq.m) U (s=1, 2, ..., n),

qui s'intégreront séparément.
Or chacun de ces syslemes satisfera aux conditions du systéme considéré plus
haut.

En effet, si nous posons
L2

i —

e © =3z,

les coefficients du premier systéme seront représentés par les séries

«©
Pss+ iqm:?.‘ (al) + ibig) z™,

m=0

ne contenant pas de puissances négatives de z et définissant, par suite, des fonc-

tions de la variable complexe z, n’ayant pas de points critiques a l'intérieur du
2Tk
cercle de rayon e ©® et de centre au point 5 = 0. De méme, si nous posons

les coefficients du second systéme seront représentés par les séries

@
. V .
Pse— lq”-_:z (aly —ibig) gm,

m=90

ne renfermant pas de puissances négatives de { et, par conséquent, définissant des

fonctions de la variable complexe {, n’ayant pas de points critiques a 'intérieur du
1k
cercle de rayon e¢ ® et de centre au point { = o.

Par suite, nous pouvons affirmer que les racines de I'équation caractéristique
du systeme (38) s’obtiendront comme il suit :

1 ® 1 ©
'—f Pse At = g, - f qsc dt = b,
®J, @ J,

on remplacera les coefficients pss, ¢sc dans ce systéme par les quantités a,q, byg, et

En posant-

Pon formera I’équation déterminante pour le systéme a coefficients constants ainsi
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obtenu. Soient x;, %s, ..., X2, les racines de cette équation. Alors les nombres

et eh® L, e¥an?
seront les racines cherchées de DI'équation caractéristique correspondant a la
période .

Ajoutons que I'équation déterminante dont il s’agit sera de la forme AA'=o0, ou

a,,—-}-ibu—-x aiz—l"ib]z e a111+ib1n
A— a‘“—i—lb“ a,2+ib22——x S (lzn“"'l.bzn
Apy+ lbnl Ang + ibny cer Qualby,—

et A's’en déduit en remplacant ¢ par — ¢.

ETUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT TROUBLE.

54%. Soient données les équations différentielles

dx
(39) 7;:Pslx1+ Psa®a+ ... paZa+ X (s=1,2, ..., n),
ol les X, désignent comme d’ordinaire des fonctions de , 23, .. ., Zs, ¢, dévelop-

pables en séries

~
J— my,my, ... ) ppm m
Xs—— 2 P‘(s_ 1M, 0y My xllx;":”‘x"n

suivant les puissances entiéres et positives des variables zy, x5, ..., x, et ne con-
tenant pas de termes de degré inférieur au second.

Nous allons considérer ici ces équations dans ’hypothése que tous les coeffi-
cients pys, Pv-»" sont des fonctions périodiques de ¢ & une seule et méme
période réelle w.

D’ailleurs, en considérant exclusivement des valeurs réelles de ¢, nous suppose-
rons que ces coefficients restent toujours déterminés, continus et réels, et que les
séries par lesquelles s'expriment les fonctions X; représentent des fonctions des
variables z,, Zs, .. ., z, uniformément holomorphes pour toutes les valeurs réelles
de ¢ (n°® 33, remarque).

Les coefficients dans ces séries étant périodiques, la derniére hypothése n’est
qu'une autre expression de I'hypothése du n° 4 ou de celle du n° 11.

Au lieu du systéme (39), nous en considérerons souvent diverses transforma-
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tions et, entre autres, les transformations au moyen de substitutions linéaires a
coefficients périodiques.

Ces derniéres transformations seront toujours telles que les coefficients dans le
systéme transformé jouiront de toutes les propriétés énumérées plus haut.

On pourra d’ailleurs choisir lesdites substitutions de telle facon que, pour le
systéme transformé, les coefficients dans les termes du premier degré deviennent
constants, et une telle transformation sera possible avec des substitutions a coeffi-

cients réels, pourvu que la période w soit choisie de facon que le nombre - soit

encore une période pour les coefficients du systéme (39) (n® 47).

Nous parlerons souvent de I'équation caractéristique du systtme d’équations
différentielles du mouvement troublé, en entendant par la I'équation caractéris-
tique du systéme d’équations différentielles linéaires, se rapportant a la premiére
approximation. D’ailleurs nous supposerons toujours qu'il s’agit d’équation carac-
téristique correspondant & la période w, laquelle, pour fixer les 1dées, sera sup-
posée positive.

Considérons les séries qu’on obtient en intégrant le systéme (39) par la mé-
thode indiquée au n° 3.

Soient py, pay - -+, 0n les racines de 1'équation caractéristique de ce systeme.

En nous arrétant a des déterminations quelconques des logarithmes, posons

I ] . I 1 . I 1 .
; ngl—xl’. Z,; ngg—xg, e ey g OgP"—X”-

Alors, s1
() (m) (m)
Xy, Xy, ceey Ty

sont les ensembles de termes, dans les séries en question, de la m**™¢ dimension
par rapport aux constantes arbitraires, on aura pour les quantités ™ des expres-

sions de la forme

(40) s E Tg’"l»’"m....mu)e(lll,%,+l)l,12+...+7nn‘x")t,

ou la sommation s’étend & toutes les valeurs des entiers non négatifs my, m,, ...,

m,, assujettis a la condition
o< m+ my+...+~m,<m,
et ou tous les T\ +~™) représentent soit des fonctions périodiques de ¢, soit des

sommes d'un nombre limité de termes, représentant des produits de fonctions

périodiques par des puissances entiéres non négatives de £ (').

(1) Les fonctions périodiques dont il s’agit ici possédent la période w et restent détermi-
Fac.de T., 2¢ S., IX. 55
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On s’en assure en considérant de plus pres les expressions des z\”, données au
n° 3, et en tenant compte des formules que nous allons écrire a I'instant.

Soient f(¢) une fonction périodique de ¢ & période w, m un nombre entier positif
ou nul et x une constante, telle que le nombre xw ne se présente pas sous la

forme 2=Ny/— 1, N étant un entier réel. Nous aurons alors

fe*‘t”‘f(l)dt:e’“[t"‘fo(t) 4+ fi(0) .o [ (8)] + const.,

/
[’”f(t)d -_— T_l__rlm+l+ tm CPo(t) 4 gt (Pl(t) ~+...+ CPIIl(t)’

T+
ou tous les f;(¢), 9s(¢) représentent des fonctions périodiques de ¢ & période w et

/i la constante suivante :

I w
/I,“_':gv[ f(t)d[.

Si, pour former les séries considérées, les calculs sont conduits de telle facon
que tous les (™ pour lesquels m > 1 s’annulent pour = o0, ces séries, quand
les modules des constantes arbitraires sont suffisamment petits, représenteront
effectivement des fonctions satisfaisant & nos équations, au moins dans certaines

limites de variation de ¢.
Mais, en laissant de coté la condition indiquée, on peut conduire les calculs de

telle fagon que dans les expressions (40) tous les termes pour lesquels
my+my—+...+=m,<<m

disparaissent, et que les expressions des T{”+ "> prennent la forme

Mimg,mg,...,mp) —— (my,my, ....mp) ,m m m
r:‘"h 2,0+ Mn) Ks 1, Mg, B "’“1‘9‘2’-”9%",

ol oy, %, ..., o, sont des constantes arbitraires et K{™v =" des fonctions de ¢

indépendantes de ces constantes.
Si 'on considére les séries ainsi obtenues comme ordonnées suivant les puis-

sances des quantités
aett, a,ett, L., o,etd
les coefficients y seront des sommes d’an nombre fini de termes périodiques et

séculaires ().

nées et continues pour toutes les valeurs réelles de ¢. D’une maniére générale, toutes les
fonctions périodiques de ¢, que nous rencontrerons dans la suite, jouiront des mémes pro-
priétés. Mais, pour abréger le discours, nous ne le dirons pas toujours expressément.

(1) Nous appellerons séculaires tous les termes de la forme ¢ f(¢), ou m est un nombre
entier positif et £(¢) une fonction périodique.
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Au sujet de la convergence de ces séries, on ne pourra faire en général
. . . . o
aucune conclusion. Mais dans le cas ot parmi les nombres %, i1l s’en trouve

(4]) K1y A, ey A

dont les parties réelles sont différentes de zéro et toutes d’'un méme signe, et
quand ces séries sont formées dans ’hypothése

Aoy = g —...=A, =0,

on aura, a leur égard, un théoréme tout semblable a celui qui a été énoncé au
n" 23.

Dans ce cas, pour un choix arbitraire des constantes o, d,, ..., ¢k, les séries
considérées définiront une solution du systeme (3g), soit pour toute valeur de ¢
supérieure & une certaine limite (dépendant du choix des constantes o;), quand
les parties réelles des nombres (41) sont toutes négatives, soit pour toute valeur

de ¢ inférieure & une certaine limite, quand les parties réelles de ces nombres
sont toutes positives.

33. De ce qui précéde on tire de suite quelques propositions relatives aux con-
ditions de stabilité dans le cas qui nous intéresse maintenant.
Ainsi, du théoréme Il du n° 13 on déduit le suivant :

Tutorime I. — Toutes les fois que I’équation caractéristique a des racines
de modules inférieurs a 1, le mouvement non troublé possédera une certaine
stabilité conditionnelle, et parmi les perturbations il s’en trouvera pour les-
quelles les mouvements troublés s’approcheront asymptotiquement du mouve-
ment non troublé. Si le nombre desdites racines est k, ces perturbations dépen-
dront de k constantes arbitraires.

Pour ce qui touche & la stabilité absolue, le théoréme I du numéro cité, eu
égard a ce qui a été observé au n® 26 (remarque), conduit a la proposition sui-
vante :

Tukorime Il. -— Quand I’équation caractéristique n’a que des racines dont
les modules sont inférieurs a 1, le mouvement non troublé sera stable, et cela
de telle maniere que tout mouvement troublé qui en est suffisamment voisin
s’en rapprochera asymptotiquement. Mais si, au nombre des racines de cette

équation, il s’en trouve dont les modules sont supérieurs & 1, ce mouvement
sera instable.

Il résulte de ce théoréme qu’il ne reste de douteux relativement a la stabilité
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que les cas ot 'équation caractéristique, sans avoir des racines de modules supé-
rieurs 4 1, a des racines dont les modules sont égaux a 1.

Cependant, pour beaucoup de questions, de tels cas, qu’on peut appeler singu-
liers, sont les seuls ou la stabilité absolue est possible.

Telles sont par exemple les questions dans lesquelles le systeme d’équations
différentielles du mouvement troublé a la forme canonique.

Nous savons (n® 51) que, pour un tel systéeme, a loute racine o de I'équation
caractéristique, il correspondra une racine égale & . Par suite, la stabilité absolue

ne sera possible que si touies les racines ont des modules égaux a 1.

Les questions de stabilité dans les cas singuliers, méme pour les mouvements
permanents, sont trés difficiles. Et pour les mouvements périodiques les difficultés
deviennent assurément encore plus grandes. Toutefois, dans certains cas de cette
espece (sous condition que 'on soit parvenu 4 intégrer le systéme d’équations dif-
férentielles linéaires correspondant a la premiére approximation), on peut pro-
poser des méthodes générales dont on puisse se servir dans ces sortes de re-
cherches; c’est ce que nous allons faire maintenant.

Semblablement & ce que nous avons fait dans le Chapitre précédent, nous allons
considérer ici successivement les deux cas suivants : 1° quand I'équation caractéris-
tique a une racine égale a 1, les autres racines ayant des modules inférieurs a t;
et 2” quand cette équation a deux racines imaginaires conjuguées de modules
égaux a 1, toutes les autres racines, comme dans le premier cas, ayant des modules
inférieurs a 1.

Nous n’avons pas indiqué le cas ou I'équation caractéristique a une racine égale
a — 1, les auatres racines ayant des modules inférieurs a 1, puisque ce cas se
raméne au premier des deux précédents, en prenant pour période un nombre
deux fois plus grand que 'ancien.

Premier cas. — Une racine égale & ux.

56. Admettons que I’équation caracléristique du systéme considéré (qui sera
supposé d’ordre n 4+ 1) a une racine ¢égale a 1 et n racines de modules inférieurs
a.

En vertu de ce qui a été exposé au n° 47, nous pouvons supposer qu’au moyen
d’une substitution linéaire a coefficients périodiques notre systéme soit ramené a

la forme suivante :

[ dx
de
dz;

-t = P&+ PeaZat . Pt psx + X (s=1,2,...,n),

=X,
(42)



PROBLEME GENERAL DE LA STABILITE DU MOUVEMENT. 431

ou X, X;, qui représentent des fonctions holomorphes des variables z, z,, 2., ...,
Z,, ne contiennent pas dans leurs développements de termes de degré inférieur au
second.

Les coefficients dans ces développements, de méme que les coefficients p;, sont
des fonctions périodiques de ¢. Quant aux coefficients p,s, nous les supposerons

constants et, conformément a ce qu’on a admis, tels que I’équation

Puu— X% P12 . . Pin
— % ... n
(43) P21 P22 P2 —0
Pul Pnz s pnn‘_x

n’ait que des racines a parties réelles négatives.

Nous supposerons d’ailleurs que tous les coefficients dans le systeme (42 ) soient
réels.

Dans deux cas, comme nous le verrons, la question de stabilité se résoudra
immédiatement d’aprés la forme des équations (42 ).

Si X', X{? sont ce que deviennent X, X; quand on pose

| =Tg=... =&, =0,

un de ces cas sera celui ou tous les p; sont nuls, et ou le développement de la
fonction X(*) suivant les puissances de # commence par un terme a coefficient con-
stant et de degré non supérieur a la moindre puissance de z entrant dans les déve-
loppements des fonctions X{”. L'autre cas sera celui ou X( tous les X{* et tous
les p; sont identiquement nuls.

Pour ce qui concerne tous les autres cas possibles, ils se raméneront, comme
nous le montrerons tout de suite, & deux cas que nous venons de signaler.

Cherchons a satisfaire aux équations (42) par les séries

xr = cH+u®c?H uBed ...,
(44)

|
? zi=ulc+ulPe+uP A+, .. (s=1,2,...,n)

ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de la constante arbitraire c,

avec cette condition que les coefficients u(®, ¥

représentent soit des fonctions
périodiques de ¢, soit des sommes d’un nombre fini de termes périodiques et sécu-
laires. :

Le calcul de ces coefficients dépendra des équations différentielles qui seront
au fond du méme caractére que les équations avec lesquelles nous avons eu affaire
au n° 34, et, de méme que la, nous arriverons a cette conclusion que, si parmi les

fonctions u(, «; il en existe de non périodiques, on en trouvera déja dans la série
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de fonctions

u®, w®, u®, .

et que, si u!™ estla premitre fonction non périodique dans cette série, les fonctions
w, WP, oo, wimy (s=1,2,...,1)
seront toutes périodiques et celle u(™ sera de la forme
um =gt + v,

ou g est une constante non nulle et ¢ une fonction périodique de 7.

En admettant que nous ayons affaire avec ce cas et que le calcul soit conduit de
telle maniére que tous les «®, «!” deviennent réels, transformons le systeme (42)
au moyen de la substitution

xr = 5+ lt(2)52+. .+ u(’"‘”z'"—‘—i— (’Z"',

ze=uV s+ uP 4 aY e g (s==1,2, ..., n).
Nous arriverons alors a un systéme de la forme primitive

. dz ds, .
({la) %: ’ _El‘t_':Pslzl_]_P&“lzZ_'—--~+p$nzn+Ls (S:l,Z,...,Il),

mais satisfaisant aux conditions du premier des deux cas indiqués plus haut. En
effet, on s’assure facilement que, si Z©, Z® sont ce que deviennent 7, Z; pour
5= 5,=...= 3, = 0, le développement de la fonction Z(® suivant les puissances
croissantes de 5 commencera par la m*®™ puissance, laquelle sera affectée d’un
coefficient constant g, et en méme temps les développements des fonctions 7" ne
contiendront pas z & des puissances inférieures a la mi¢me.

Admettons maintenant que nous ayons affaire avec le cas ot u(?, u!” se trouvent
étre tous périodiques, quelque grand que soit le nombre /.

Alors, de méme qu’au n° 33, on démontrera que, si le calcul est conduit d’apres
la régle que tous les w® s’annulent pour une seule et méme valeur de ¢, par
exemple pour ¢ = o, les séries (44), | ¢| étant assez petit, convergeront uniformé-
ment pour toutes les valeurs réelles de ¢.

Ces séries définiront alors une solution périodique du systeme (42), et pour
toute valeur réelle suffisamment petite de ¢ il correspondra a cette solution un
mouvement périodique. Nous nous trouverons donc dans le cas ot il existe une
série continue de mouvements périodiques renfermant le mouvement non troublé
considéré.

Dans ce cas, en transformant le systéme (42) au moyen de la substitution

x =35 +uMs24u®z3 4+, .,

zs= s+ uls 4+ ulPs4. .. (s=1,2,...,n),
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nous obtiendrons un systeme de la forme (43), ou Z et tous les Z;, pour
%)= 33=...= 5, = 0, deviendront nuls. Nous tomberons, par conséquent, sur le
second des deux cas indiqués plus haut.

Dans les deux cas, nos transformations sont telles que le probleme de la stabi-
lité par rapport aux anciennes variables z, z; sera entiérement équivalent au pro-
bleme de Ja stabilité par rapport aux nouvelles z, z;.

Remarquons en outre que, si les fonctions X, X; sont, par rapport aux va-
riables z, x5, uniformément holomorphes pour touates les valeurs réelles de ¢ (ce
qui aura lieu en vertu de ce qu’on a supposé au n® 5%), il en sera de méme des
fonctions Z, Z, par rapport aux variables z, z,.

B7. Considérons le systeme (45) dans ’hypothése qu'il satisfait aux conditions
du premier cas.

En désignant par g une constante non nulle, par P, PG . Pm=1) des
formes linéaires des quantités s, et par Q une forme quadratique des mémes quan-
tités, toutes ces formes ayanl des coefficients indépendants de 5 et périodiques par
rapport a ¢, supposons qu’on ait

L=gz"+ Pz 4+ P24 4 PUrlgm=tp Q4. .,

de sorte que ceux des termes suivants qui sont linéaires par rapport aux z; (y com-
pris ceux qui n’en dépendent point) soient au moins de degré m + 1, et les autres
au moins du troisieme degré par rapport a z, z;.

Comme on se trouve, par hypothése, dans le premier cas, les fonctions Zg, dans
les termes indépendants des gquantités 35, ne contiendront pas 5 a des puissances
inférieures a la mime,

Par suite, ne considérant outre ces termes que ceux linéaires par rapport aux
quantités z5, et en ordonnant les uns et les autres suivant les puissances crois-
santes de 5, nous pouvons admettre que

N
P

=g+ .+ PV s+ P2+ PP+

Les g sont ici des fonctions périodiques de ¢ et les P;j) des formes linéaires des
variables z5 a coefficients périodiques.

Cela posé, désignons par U, U, .. Utn=1) des formes linéaires et par W
une forme quadratique des variables z; 4 coefﬁcwnts indéterminés qui seront sup—
posés des fonctions périodiques de ¢.

En considérant d’abord le cas de m pair, posons
V=24 U0z Uz24 ., 4 Uln-lgm=-1 W

et cherchons & disposer des formes linéaires U¥) de fagon que dans 'expression de
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la dérivée T formée en vertu de nos équations différentielles, tous les termes

linéaires par rapport aux quantités z; et contenant z a des puissances inférieures
aJa mi®me disparaissent.

Pour cela il faut choisir ces formes de maniére qu’elles satisfassent aux équa-
tions

< Utk gU%
E(ps1z1+- ot Pendy) g_d_"_ -+ 90 + P

s=1

: QU k=1 oy, UM
+Z<P§“————+...+P; ne >

oz — =0 (k=1,2,...,m—1)
s=1 ¢
(ou la seconde somme, pour £ =1, doit étre remplacée par zéro); et ceci est tou-
jours possible, les racines de 'équation (43) ayant leurs parties réelles négatives.
D’ailleurs la condition que les coefficients des formes U®) soient périodiques rend
ce probléme parfaitement déterminé.
Les formes U étant ainsi choisies, nous choisirons la forme W conformément
a I’équation
n
¥ o oW oW s s .
‘_‘(Pslz1+p$2"2+' . -+Psnzn)'az—s -+ or +Q=g(s5}+3;+...+2),

s=1

ce qui est également toujours possible.
Alors nous aurons

av

—E:g(zm+;f+z§+...+z.n)+s,

en entendant par S une expression de la forme

n
S—VZ'"—Q— E ZV o
- Floled S 3]

s=10=1

ol ¢, v, sont des fonctions des variables ¢, z, 3,, 32, ..., 54, s'annulant pour

5:51252:...3‘_5":0,

périodiques par rapport a ¢ et holomorphes par rapport a 3, z; uniformément
pour toutes les valeurs réelles de ¢.

Notre fonction V satisfera, par conséquent, a toutes les conditions du théo-
réme 1I du n° 16. Nous devons donc conclure que le mouvement non troublé est
instable.

Considérons maintenant le cas de m impair.
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En posant
=W+ %;u U g2 U@ g0 . 4 Ulm=tgm,

choisissons la forme quadratique W a coefficients constants conformément a
I'équation

oW .
(46) Z(Psx Sy PsaSat. . -"‘Psnz/z)()_;'; =g (s} + 53 +...+3;)

s=1

Puis, disposons des formes linéaires UY) de facon que dans Pexpression de la

. av . \ . C .
dérivée Tk formée en vertu de nos équations différentielles, tous les termes

linéaires par rapport aux quantités z; et contenant z a des puissances inférieures
ala (m—+ 1)iéme disparaissent; ce qui exige que ces formes soient déterminées par

les équations

)U(/‘) au»
2(/)s151+p59~2+ = Psa ~'/z)( -+ T + P

s=1

n

()UM_” )(/.~—1>0U“) — _
—l—Z(PS v “+...+ P} ()—ZS—>_0 (k=1,2,...,m —2),

s=1

dU(m—l) dU(m—l)
Z(P5151+Ps252+- ot PonEn) N -+ oc + Ptm-b
<s

s=1
n
~ oW oy m—2) oum
)(1) m-2) 2~
}_‘<m N e I P S ) = o
s=1
Alors nous aurons

av
m:g(z’”*'—l—:f—b—s‘.ﬁ—i—...—i—zi)+S,

S étant une expression de la forme

S = pam+iy

m

3 o

avec la méme signification des lettres v, ¢5; que dans le cas précédent.

HM:

De cette maniére, les formes W, UV étant choisies comme il vient d’étre
montré, la dérivée de la fonction V sera une fonction définie des variables z, z;, ¢,
et son signe, quand | 3|, | 5;| sont assez pelits, sera celui de g.

Par suite, en remarquant que, d’apres I'équation (46), la forme W sera définie
el de signe contraire & celui de g (n° 20, théoréme II), nous pouvons conclure,

Fac. de T., 2* S., IX. 56
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comme au n° 29, que, dans le cas de g << 0, le mouvement non troublé sera stable
et, dans celui de g > o, instable.

Nous pouvons, en outre, affirmer que pour g << o les mouvements troublés,
correspondant 4 des perturbations suffisamment petites quelconques, s’appro-
cheront asymptotiquement du mouvement non troublé.

58. Considérons maintenant le systeme (45) dans I'’hypothése qu’il satisfait aux
conditions du second cas, c’est-a-dire dans I'hypothése que les Z, Z; s’annulent
tous pour 3, =zy,=...=3,=o.

Comme au n° 38, on démontrera qu’il existera dans ce cas une équation inté-
grale compléte de la forme

ZT=C 4 [(81y Bay v vy Bny Cy t),

ol ¢ est une constante arbitraire et f une fonction des quantités z;, ¢, ¢, qui est
holomorphe par rapport aux z;, ¢, et cela uniformément pour toutes les valeurs
réelles de ¢. On suppose que cette fonction ne contient, dans son développement,
ni termes du premier degré par rapport aux z, ¢, ni lermes indépendants des
quantités z;, et que les coefficients y sont des fonctions réelles périodiques
de ¢ ().

En se servant de cette équation pour éliminer la variable z et en considérant
le systeme qu'on déduit de cette maniére de (43), on démontrera facilement
(n° 38) que, dans notre hypothése, le mouvement non troublé sera toujours
stable et que tout mouvement troublé, suffisamment voisin de ce mouvement,

se rapprochera asymptotiquement de 'un des mouvements périodiques
z=c, 5\ = 8y=...=3%,=—0,
qui seront encore stables, tant que | c| est assez petit.

Remarque. — De ce que nous venons de dire il résulte que, si 'on peut satis-
faire au systeme (42) par des séries périodiques (44), ce systtme admettra une
itégrale holomorphe de la forme

(47) x_i—F('ll’"xl“r‘Z’""xn’t)’

(1) Le systéme (45) est un peu plus général que celui avec lequel nous avons eu affaire
au n® 38. Mais cette circonstance, d’ou provient une forme plus générale de 'équation inté-
grale considérée ici, n'entraine pas de modifications essentielles a la démonstration. Celle-ci
reposera, comme auparavant, sur les trois hypotheses suivantes : 1° que les racines de I'équa-
tion (43) ont toutes des parties réelles non nulles et d’un seul et méme signe; 2° que les
fonctions Z, Z; s’annulent toutes pour ;= z3=...= 2z, = 0; 3° que ces fonctions, par rap-
port & 3, 34, sont uniformément holomorphes pour toutes les valeurs réelles de ¢.
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ou F représente une fonction holomorphe des variables z, z,, ..., x,, dont le
développement ne contient pas de termes de degré inférieur au second et possede
des coefficients périodiques par rapport a ¢.

Alors toute intégrale holomorphe, périodique par rapport a ¢, sera une fonction
holomorphe d’une intégrale de la forme (47).

[1 est aussi facile d’établir la proposition réciproque : si le systéme (42) admet
une intégrale, périodique par rapport & ¢ et holomorphe par rapport a z, x;, il
admettra également une solution périodique de la forme (44) (n° 38, remarque,
et n° 44).

59. Les conclusions auxquelles nous sommes arrivé peuvent se résumer de la

maniére sulvante :

Les équations différentielles du mouvement troublé étant ramenées a la
Jorme (42), on en cherchera une solution, dépendant d’une constante arbi-
traire c, sous forme des séries (44), ordonnées suivant les puissances entiéres
et positives de cette constante, d’aprés la condition suivante, toujours pos-
sible : que les coefficients u)" dans ces séries soient des fonctions périodiques
de t, que tous les u(> le soient également, si le coefficient u'® est une fonction
périodique et, en général, que tous les u'’ soient périodiques, si tels sont tous
les ulh) pour lesquels j<1. Dans cette hypothése, admettons que ul™ est la

premiére fonction non périodigue dans la série
(48) w®, u®, u®,

Alors, si m est un nombre pair, il faudra conclure que le mouvement non
troublé est instable. Si, au contraire, m est un nombre impair, on devra, pour
résoudre la question, s'adresser a ’expression de la fonction u'™, qui sera

toujours de la forme
wm = gt 4 o,

ou g est une constante non nulle et v une fonction périodique de t. La ques-
tion se résoudra alors selon le signe de la constante g : dans le cas de g > o
le mouvement non troublé sera instable, et dans celui de g << o il sera stable.

1l peut arriver que dans la série (48), quelgue loin qu’elle soit prolongée,
toutes les fonctions u'Y) soient périodiques. Dans ce cas, il existera une série
continue de mouvements périodiques, comprenant le mouvement non troublé
considéré, et tous les mouvements de cette série suffisamment voisins du mou-
vement non troublé, le dernier y compris, seront stables.

Remarque I. «~— Pour former les fonctions (48), on peut, si 'on veut, faire
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usage aussi d'un procédé semblable & celui qui a été indiqué a la fin du n” 40 a
l'occasion d’un probléeme analogue.
On considérera pour cela le systéme suivant d’équations différentielles par-

tielles :

dx; Oxg

Xor T

=P Xy PsaZat .ot PspnZn+ Pt + X (s=1,2,...,n),

définissant les quantités x; comme des fonctions des variables indépendantes z
et (.

On s’assure facilement que, dans les conditions considérées ici, il sera toujours
possible de satisfaire & ce systéeme (au moins formellement) par des séries, ordon-
nées suivant les puissances entiéres et positives de la variable z, ne contenant pas
de termes indépendants de z et possédant des coefficients périodiques par rap-
port & ¢. De plus, on voit sans peine que ce probléme sera parfaitement déter-
miné.

En introduisant ces séries dans 'expression de la fonction X et en représentant

le résultat sous forme de la série

Xzt XO g8+ X0 b,

ordonnée suivanl les puissances croissantes de x, on pourra ensuite calculer les
fonctions (48) successivement d’aprés cette condition que, pour toute valeur
entiere de k supérieure a 1, tous les termes contenant la constante ¢ & des puis-
sances inférieures a la (& —+ 1)™® disparaissent dans ’expression

© ot X0t X0t
[4

aprés qu’on Y aura pOSé

x=c+ ucr+uB 4 ...+ ukck,

On peut remarquer que, dans le cas ou le systeme (42) admet une solution
périodique, les séries considérées, |z | étant suffisamment petit, seront certaine-
ment convergentes. Quand, au contraire, il n’existe pas de pareille solution, on
ne pourra rien dire, en général, au sujet de leur convergence. Mais cette cir-

constance n’a pour notre probléme aucune importance.

Remarque II. — Nous avons supposé que les coefficients py; dans les équa-
tions (42) soient des quantités constantes. Mais cette hypothése n’a été faite que
pour simplifier les démonstrations, et elle n’est nullement nécessaire pour 'appli-
cabilité du procédé qui vient d’étre indiqué.
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Ezxemple. — Soient proposées les équations
dx d
?{—[—:a)'k, d—)t/—l—py:bx",

ou p désigne une fonction périodique réelle de ¢, ayant pour période o et telle que

w
f pdt
[

ait une valeur posilive, et @, b, k, n sont des constantes réelles, parmi lesquelles

k el n représentent des nombres entiers positifs, dont celut & n’est pas infé-

U'intégrale

rieur a 2.
Nous supposerons que parmi les constantes @ et b aucune n’est nulle, car dans
le cas contraire la question de la stabilité se résoudrait de suite dans le sens

affirmatif.
En opérant conformément a ce qui a été exposé, cherchons a satisfaire a4 nos
équations par les séries
= CH+UCPH+ uzc+...,

Y=90Cc+ 233+ .,

en exigeant que les coefficients u;, ¢; soient des fonctions périodiques de ¢, sitdt

que cela est possible.
Nous trouverons alors que tous les ¢;, pour lesquels / << n, seront nuls; que ¢,,

comme solution périodique de I'équation

dy,
dt

+po,=2b,

scra donnée par la formule

t ot t
~f pa [ pa
v, =be *° e’ de,
—_—0

et que la premiére fonction non périodique dans la série w,, us, ... sera celle Ukn,
que I'on obtiendra par I'équation
ditg, "
dc 9

De 1a nous concluons que

® t t k
abk —k[ pdt ftpdt \
&= — e e’ dt) de.

® 0 ' —

D’ailleurs nous obtenons
m=kn.
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Par conséquent, si un, au moins, des nombres & et n est pair, le mouvement
non troublé sera instable. Si, au contraire, ces nombres sont tous les deux impairs,
ce mouvement sera stable ou instable, selon que les signes des constantes a et b
seront différents ou les mémes.

Deuxiime cas. — Deux racines imaginaires de modules égaur a vun.

60. Considérons maintenant le cas ol 1’équation caractéristique du systeme
proposé a deux racines imaginaires conjuguées de modules égaux a 1, en suppo-
sant que toutes les autres racines de cette équation (si elle est de degré supérieur
au second ) aient des modules inférieurs a 1.

Soient

oyTT ot g—hw /1

les deux racines ayant des modules égaux a un.

On entend ici par A un nombre réel qui n’est assujetti pour le moment a aucune

. . . . Ao .
restriction. Mais, dans les recherches qui vont suivre, on supposera que — soit
un nombre incommensurable.

. . . o, .
A ce sujet, il est a remarquer que, si le nombre — dtait commensurable, le

cas considéré se raménerait & celui ou I'équation caractéristique a deux racines
égales a 1. Il suffirait pour cela de prendre, pour période, un certain multiple
entier de I'ancienne période w.

Or, un tel cas demande une recherche spéciale a laquelle nous n’avons pas I'in-
tention de nous arréter ici.

On peut admettre que notre systéme d’équations différentielles (dont nous
désignerons I'ordre par n + 2) soit ramené, au moyen d’une substitution linéaire
a coefficients périodiques, a la forme

d. d
—c-g =—1iy +X, —‘%:lx-i—Y,
(49) 1§ 4n
7; =P X1t Psa Lyt Pop Tt P Gy X, (s=1,2,..., n),
o X, Y, X, sont des fonctions holomorphes des variables z, y, z, s, ..., Zu,
) P Y

dont les développements, possédant des coefficients réels et périodiques par rap-
port & ¢, ne contiennent pas de termes de degré inférieur au second. Les coeffi-
cients py, ¢ sont des fonctions périodiques réelles de ¢, et les coefficients pyq, des
constantes réelles, telles que ’équation de la forme (43) n’ait que des racines &
parties réelles négatives.
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Nous pouvons, en outre, supposer que les fonctions X et Y, pour z =y =o,
deviennent nulles, car tout autre cas se raméne a celui-la a4 l'aide d’une transfor-
mation, semblable a celle que nous avons considérée au n” 33.

Cette transformation découle de la proposition que, dans les conditions consi-
dérées, on peut toujours satisfaire au systtme d’équations différentielles partielles

n

dx  Ox
2(1),1.@,4—[)32&‘2-\—. . .+p5nxn+psx+qsy+xs)f' -+ = :—)\y +X9
dxs a¢
(50) ¢ o=t
0, oy
Z(Psl i+ PaZyt o .+ PsnXp+Ps® + 4G5y + Xs) (]Zs -+ W = lz+Y
s=1
par des fonctions holomorphes des variables z,, z,, ..., #,, ne contenant pas dans

leurs développements des termes au-dessous de la seconde dimension et possédant
des coefficients périodiques par rapport 4 ¢.

Quant a cette proposition, elle se démontre facilement a I'aide des mémes rai-
sonnements que ceux dont nous nous somwmes servi dans la démonstration du
théoréeme du n° 30.

Pour cela, nous remarquons que, si x,, %, ..., %, sont les racines de I'équa-
tion (43), ces racines ayant toutes des parties réelles négatives, le systeme (49)
admettra une solution contenant n constantes arbitraires «,, o, ..., a,, dans
laquelle les fonctions z, y, z; seront données par des séries procédant suivant les

puissances entiéres et positives des quantités
(51) ayetl,  apett, L., a,etat,

avec des coefficients représentant soit des fonctions périodiques de ¢, soit des
sommes d'un nombre fini de termes périodiques et séculaires (n° 54). D’ailleurs les
séries par lesquelles s’exprimeront les fonclions x et y ne contiendront pas de
termes de degré inférieur au second par rapport aux quantités (51). Au contraire,
les séries représentant les fonctions x; contiendront aussi des termes du premier
degré, etles coefficients dans ces termes seront tels que leur déterminant sera une
constante non nulle.

Par suite, en éliminant les quantités (51), on pourra déduire de cette solution,
pour les fonctions x et y, des expressions sous forme de séries ordonnées suivant
les puissances entieres et positives des quantités z;, avec des coefficients de méme
caractére qu’auparavant, et ces séries ne contiendront pas de termes de degré
inférieur au second par rapport aux variables z;.

Ces séries définiront, pour toute valeur réelle de ¢, des fonctions holomorphes
des variables z; satisfaisant au systéme (30).

Il nous reste, par conséquent, seulement 2 démontrer que les coefficients dans
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les séries ainsi obtenues seront nécessairement des fonctions périodiques de ¢. Or
on le prouvera sans peine en considérant de plus prés les équations auxquelles
on aura & satisfaire pour que nos séries définissent une solution du systeme (50),
et en tenant compte de ce que les %, ont leurs parties réelles négatives.

On verra alors aussi que le systéme (50) ne peut admettre qu’une seule solution
du caractére considéré.

Soient « et ¢ les expressions des fonctions z et y dans cette solution.

Alors, pour amener le systéme (49) 4 la forme requise, il n’y aura qu’a intro-
duire, au lieu de z et y, les variables £ et 7, au moyen de la substitution

x:u—(—g, y=v-+n.

Par cette transformation, le systéme (49) ne perdra aucune de ses propriétés;
et, d’autre part, le probleme de stabilité par rapport aux variables x, y, z; sera
entierement équivalent a celui de la stabilité par rapport aux variables g, n, Zs

Cela posé, nous pouvons considérer le systeme (49) dans I'hypothése que les
fonctions X et Y s’annulent quand on pose x =y =o. ‘

Dans cette hypothése, en introduisant a la place des variables x et y les variables
r et § au moyen de la substitution

x =rcoso, y =rsinb,

nous arriverons a ces équati'ons .

dar db
5 d—t_rﬂ, a‘zﬂ)x—f—@,
2
(52) de,

T = P51 X1+ Psa Byt eeat Py 4+ (Ps 08O 4-gesind) r+X; (5=, 2,05 1),
ou dans les fonctions X, les quantités x et » sont supposées étre remplacées par
leurs expressions en 7 et §.

Nous avons désigné ici par R et © des fonctions holomorphes des quantités r, z;
s'annulant pour r = zy=...=x, =0, dont les coefficients peuvent étre présentés
sous forme de suites finies de sinus et cosinus de multiples entiers de § avec des
coefficients périodiques par rapport a ¢; et il est a remarquer que les coefficients
dans les développements des fonctions X suivant les puissances des quantités r,
Zy, T3, ..., T, seront du méme caractére.

Notre probleme est ramené ainsi a celui de la stabilité par rapport aux quan-
tités r, s, et, en le traitant, on pourra poser la condition rZo, comme nous

I’avons fait au Chapitre précédent en étudiant un cas analogue (n® 33).

61. En considérant les quantités r, z; comme des fonctions des variables indé-
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pendantes 6 et ¢, formons le systeme suivant d’équations différentielles partielles :

ar ar
d'—t +()\+®)5§ —’R,

%”Zf +()\+®)%%:p“x,+pﬁx2+...—|—pmxn+(pscos6+qssin6)r+Xs

(s=1,2,...,n),
et cherchons a lui satisfaire par les séries

r = c+u®er4 uB®et+. ..,
(53)

[ Zs= 'V e+ uP e+ uPcd+. .. (s=1,2,...,n),

ordonnées suivant les puissances de la constante arbitraire ¢, sous la condition

que les coefficients «?, u'?

se présentent sous forme de suites finies de sinus et
cosinus de multiples entiers de §, ou les coefficients soient des fonctions pério-

diques de ¢ ou des sommes d’un nombre fini de termes périodiques et séculaires.
o . .
Supposons dans cette recherche que — soit un nombre incommensurable.
3

Pour déterminer les fonctions «(?, «!”, nous aurons des systemes d’équations
de la forme suivante :

dult) dulh
—

ot d9
oul dul

5 )‘—d—é = pa 0\ Pt 4o o 8 4+ (ps cos O+ g5 sinf) D + UL

— U,

(521’27"‘7’1)’

ou U@, U si (=1, sont identiquement nuls et, si />>1, représentent des fonc-
dud  gul®

s

tions entiéres et rationnelles des «), u'?, 55 ~g¢ Pour lesquels ¢ << /, avec des

coefficients de méme caractére que dans les développements des fonctions R,
0, X,.

En supposant que tous les u(?, u! pour lesquels ¢ << I sont déja trouvés, pré-
sentons les fonctions U, U sous forme de suites finies de sinus et cosinus de
multiples entiers de §, en les transformant ensuite en celles de la forme

(54) 2 Fetdv=,

La somme s’étend ici a toutes les valeurs entieres, positives et négatives de k,
qui sont comprises entre certaines limites — N et 4 N, et les coefficients Fy
représentent des fonctions de ¢ seul.

Fac. de T., 2¢ S., IX.

57
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Si tous les u(®, u® sont périodiques par rapport a ¢, il en sera de méme de tous
les F, pour chacune des fonctions U, U,

Dans cette hypothése, cherchons les fonctions u®, u!” sous forme de suites
telles que (54).

On devra alors commencer par la fonction u(¥, et si 'on pose
W= [0/,

en entendant par les f; des fonctions de ¢ seul, on obtiendra, pour déterminer ces
fonctions, des équations de la forme
(55) %fti“+/c1\/?;fk:Fk,

Or, dans notre hypothése sur ), une telle équation, quand A n’est pas nul,
fournira pour la fonction f une expression parfaitement déterminée du caractére
requis; el cette expression, d’aprés ce que lon a admis sur les Fy, représentera
une fonction périodique de ¢. Par conséquent, la fonction «® ne pourra étre non
périodique par rapport & ¢ que dans le cas ou la fonction fo se trouve étre non
périodique.

Mais admettons que cette derniére soit périodique, ce qui suppose que l'on ait

w
f F,dt=o.
0

Alors, en passant aux fonctions «{”, et en tenant compte de la propriété admise
des racines de I'équation (43), nous démontrerons facilement que ces fonctions

seront également périod.iques.

)

Il résulte de la que, si parmi les fonctions u(, « "', 4 partir d’une certaine valeur

de I, il en apparait de non périodiques par rapport a ¢ (et cela aura lieu dans la
) Pp P q P PP
plupart des cas), il s’en trouvera déja de telles dans la série

(56) u®, W, uwt,

et que, si la premiére fonction non périodique dans cette série est ™ les fonc-

tions
(1) (2) (3) (m—1) J—
w’y, wg?, w®, .., Ul (s=1,2,...,n)

seront toutes périodiques, pendant que la fonction «(™ sera de la forme
ulm =gt + v,

ol g est une constante non nulle et ¢ une suite finie de sinus et cosinus de mul-
tiples entiers de § a coefficients périodiques par rapport a ¢.
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En supposant que c’est avec ce cas que l'on ait affaire et que le calcul soit
conduit de maniére que tous les u', u'” soient réels pour toules les valeurs réelles

de § et ¢, posons

r = s u®z? - u®gd a4 ez,

zi—=ulV s 4+ uP s+ uP B4+ wim= gm=t -z (s=1,2,...,1)

et introduisons les variables z, z, dans le systeme (52)alaplace des variables r, x;.

Le systeme transformé sera de la forme

dz db
) 7 =L =T
9)
(57) s,

8 = P By PsaBat . PsnBa Tt 7 (s=1,2,...,0n),
dt

et les fonctions Z, ©, Z; (par rapport aux variables z, zg, B, ¢) y seront du méme
caractére que les fonctions R, 0, X, (par rapport aux variables r, 24, 6, ¢) dans
le systeme (52). Mais, par la nature de notre transformation, les fonctions Z, Z;
seront telles que, s1 Z(", 7" sont ce qu’elles deviennent pour 5, =...=3%, = 0, le
développement de Z(* suivant les puissances croissantes de z ne contiendra pas
de termes au-dessous du degré m — 1, et le terme de ce degré y sera affecté du
coefficient constant g; quant aux développements des Z\", il n’y aura pas de
puissances de z inférieures a la mi¢me,

Notre probleme se réduira ainsi 4 celui de la stabilité par rapport aux quan-

tités z, z,, dont la premicre est assujettie a la condition 3 2 o.

Remarque I. — Chacune des fonctions w®, u'* peut renfermer un certain
nombre de constantes arbitraires. Mais toutes ces constantes se réduiront a celles
qui peuvent entrer dans les fonctions u!Y sous forme des termes constants, et,
quelles qu’elles soient, on aura toujours les mémes valeurs pour m et g.

On peut remarquer que le nombre m sera toujours impair (numéro suivant,
remarque).

. Ao, . . .
Remarque II. — Si le nombre — était commensurable, équation (35) pour-

rait ne pas avoir de solution périodique, méme pour k non nul; c’est pourquoi

la premiére fonction non périodique dans la série (56) pourrait alors ne pas étre
. . , . . I .
du type indiqué plus haut. Mais chaque fois que, — étant commensurable (y com-

pris le cas de A = o), on pourra disposer des calculs de facon que cette fonction
devienne de ce type, la transformation précédente sera possible et lon pourra

faire les conclusions auxquelles nous arrivons au numeéro suivant.
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. 10 .
Remarquons que, dans le cas ot le nombre — est commensurable, le probleme
de la recherche des fonctions «(®, " comporte une indétermination beaucoup

A . Ao o
plus grande que dans le cas considéré plus haut; car, si — =g ouaet B sont

e

des nombres entiers, on pourra ajouter & chacune des fonctions «(” une série de

. - . . . . L . . .
sinus”et cosinus de multiples pairs (et, pour a pair, aussi de multiples impairs)
de (0 — A¢) avec des coefficients constants arbitraires.

62. En entendant par PV, P/ . P(m=0 des formes linéaires des variables z;
a coefficients périodiques par rapport a § et a ¢ (), supposons que l'on ait

5L =g5"+PWs + P32y 4 POn—lgm=t

les termes suivants, tant qu’ils sont au-dessous du degré m + 1 parrapport a z, 3,
étant au moins de la deuxiéme dimension par rapport aux z;.

Puis, ne considérant dans les fonctions Z; que les termes linéaires par rapport
aux quantités 35, el en les ordonnant suivant les puissances croissantes de z,
admettons que 'on ait

2;=P s 4+PP a2+ PP, ...,
ot les P’ sont des formes linéaires des quantités z, a coefficients du méme carac-
téere que dans les formes P,

Enfin, ne considérant dans la fonction ® que les termes indépendants des quan-
tités z;, et en les ordonnant suivant les puissances croissantes de z, admettons que

O=0Wz 40z 0Bz . . 4...,

ot les © sont des fonctions de deux variables seulement, § et ¢, périodiques par
rapport a I'une et a l'autre.

En désignant maintenant par UV, U, .0 U»=0 des formes lindaires des
quantités z; a coeflicients périodiques par rapport 2 § et & ¢ et par W une forme
quadratique de ces mémes quantités a coefficients constants, posons

V=s+ WUtz - U@ 24 4 Uit gm-1,

et, aprés avoir formé, a I'aide des équations (57), la dérivée totale de cette fonc-
tion V par rapport a ¢, cherchons & disposer des formes linéaires UV) de telle
sorte que, dans I'expression de cette dérivée, disparaissent tous les termes qui sont

(') Nous entendrons par fonctions périodiques par rapport & 0 et a ¢ des séries finies de
sinus et cosinus de multiples entiers de § avec des coefficients périodiques par rapport a ¢.
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linéaires par rapport aux z; et qui, en méme temps, contiennent 5 a des puissances
inférieures a la m'*™e. Un tel probléme sera toujours possible et parfaitement dé-

terminé, car, pour le résoudre, il n'y aura qu’a satisfaire au systéme suivant

d’équations :

n oU) oUtk) 0U(k) .
2(P5151+Ps252+-~~+I’su5n) ():S -+ Jt +7\ 09 —I—P

s=1
° U k1) . oUm QUG- oUW
-+ E <P(S”()_d':‘;‘—"++ Pi‘L—i, _d?s—> + O T +..+ O ”W =o (k=1,2,...,m—1)

s=1
(ol V'expression qui figure a la seconde ligne doit étre remplacée par o quand

k=1).

Ces équations fourniront successivement UV, U, ... Um=1),
Ayant ainsi déterminé les formes U, choisissons la forme W conformément a

I'équation

n
A%
Z (Ps151+ Paasat.. -""I’snzn)()—,‘ =g(s1+55 +...+23);
s=1 §
aprés quoi 1l viendra

dv

W:g(z’"—szﬁ—z;—}—...—l—zz)ﬁ—s,

S étant une expression que I’on pourra présenter sous la forme
n n
-
S=vzm+ 2 z Vs68s5%a)
§=10=1

ol ¢, vss sont des fonctions holomorphes des quantités z, 3,, ..., 5,, s'annulant

pour

Il

.= 3%,==0,

et possédant dans leurs développements des coefficients périodiques par rapport
a § eta¢. Dailleurs, comme les fonctions Z, @, Z, seront (par rapport aux quan-
tités z, 35) uniformément holomorphes pour toutes les valeurs réelles de 6 et ¢, on
pourra choisir de méme les fonctions ¢, vq.

On voit par la que, quelle que soit la fonction réelle de ¢ par laquelle s’expri-

L., dV .. . .
mera 6, la dérivée —p sous la condition 520, sera une fonction définie et son
C .

signe, pour des valeurs suffisamment petites de z, | 5,], sera le méme que celui de
la constante 2.
Par conséquent, en remarquant que, par la nature de la forme W (n° 20, théo-
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réme II), la fonction V, sous la méme condition 52 o0, sera définie positive, si
& <o, et pourra changer de signe, si g > 0, nous concluons que le mouvement
non troublé, dans le cas de g > o, sera instable et, dans le cas de g < o, stable.

Dans ce dernier cas, tout mouvement troublé, pour lequel les perturbations
sont suffisamment petiles, tendra asymplotiquement vers le mouvement non
troublé.

Remarque. — Si au lieu de la condition z20 nous avions admis celle z<o,
nous aurions obtenu, comme au n° 37 (remarque), un résultat dont la compa-
raison avec celui précédent aurait montré que m est un nombre impair.

63. Dans ce que nous venons d’exposer est déja contenue une méthode pour
résoudre la question qui nous intéresse. Nous allons maintenant en donner une
variante, sous forme d’une régle a suivre.

Prenons le systtme suivant d’équations aux dérivées partielles

ox; dxg

dx Jat
=PsZyt. . -+Psrax/z+]7sx+93)’+xs (s=1,2,...,0n)

(58) (—2y+X) +(7\x+Y)Z—?+

On s’assure sans peine que, dans les conditions considérées, on pourra toujours
y satisfaire formiellement (et cela d’une seule maniére) par des séries, procédant
suivant les puissances entiéres et positives des quantités = et y et s’annulant pour
x =y = o, ou les coefficients soient périodiques par rapport a ¢.

Bien que nous ne puissions rien dire sur la convergence de ces séries, cette cir-
constance n’estici d’aucune importance, attendu que nous n’aurons affaire qu’avec
des sommes de termes dont les degrés ne dépassent pas une certaine limite.

En supposant que m soit le nombre dont on a parlé aux numéros précédents,
admettons que

(59) .Z‘lzf,(.l', y’[)’ x2:f2(-779)", t)’ ey zn:fn(x, ]'yt)

solent les ensembles de termes des séries considérées au-dessous du degré m.

Soient ensuite (X) et (Y) ce que deviennent X et Y aprés y avoir remplacé les
quantités z; par les expressions (59). Alors, si nous traitons comme précédemment
le systéme d’équations

dx dy
(60) -CTt—_—)\y+(X), -;it-_lx—&-(Y),

transformé au moyen de la substitution

(61) x=rcos0, y = rsinb,
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nous rencontrerons dans la série (56), arrétée au terme u™, les mémes fonctions
qu’auparavant, et de cette maniére nous arrivcrons a l’ancienne valeur pour la
constante g.

Nous avons supposé que les fonctions X et Y dans le systéme (49) s’annulaient
identiquement pour x =y = o. Nous avons aussi indiqué une transformation a
'aide de laquelle tout autre cas se raméne a celui-la (n° 60). Maintenant nous
remarquerons que, si I'on ne se trouve pas dans ce cas, on pourra, au lieu de
transformer le systeme (49), soumettre & une transformation correspondante le
systéme (60), formé comme on vient de 'indiquer (*). Si de plus on veut passer
directement aux variables 7 et 6, cect se réduira a transformer le systeme (60)

a I’aide d’une substitution de la forme

(62) x=rcosf+ F(rcosf, rsinb, ¢), y=rsind + ®(rcosb, rsinf, t),

ou F et @ représentent certaines fonctions holomorphes des quantités r cosf et
rsinll, ne contenant pas dans leurs développements de termes de degré infé-
rieur au second, et possédant des coefficients périodiques par rapport a ¢.

Or on s’assure facilement que, si au lieu de la substitution (62) on se sert
comme auparavant de celle (61), en opérant ensuite comme il a été indiqué au
n° 61, bien qu'on obtienne alors une autre suite de fonctions (56), la premiére
fonction non périodique qu’on y trouvera sera comme precedemment ulm et
son examen conduira & 'ancienne valeur pour la constante g

Par suite, quel que soit le cas considéré (c’est-a-dire quelles que soient les fonc-
tions X et Y), nous pouvons nous guider dans notre question par la régle sui-

vante :

Les équations différentielles du mouvement troublé étant ramenées a la
Jorme (49), on formera le systéeme d’équations différentielles partielles (58)
et en y introduisant & Uaile de la substitution (61), a la place de x et y, les
variables ret 8, on cherchera a satisfaire & ce systéme (au moins formellement )
par des séries, ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de r, ne
contenant pas de puissan-e nulle et possédant des coefficients périodiques par
rapport & 8 et a t (voir le renvoi du n° 62). De telles séries existeront toujours
et seront parfaitement déterminées; et si on les substitue aux quantités z;
dans les développements suivant les puissances de ces quantités des expres-
sions

(—{Q—X_X—(&i@—_——w el d—r:Xcos6+Ysin9,

dt r dt

(1) Nous avons en vue le probléme pour lequel les termes de degré supérieur au miéme
dans les équations différentielles n’ont aucune importance.
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ces derniéres se présenteront sous forme des séries
O, r+0,r2+0;r3+. .., Ryr?+ Rsr3 4+ R,rt 4. ..,

ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de r avec des coeffi-
cients O et R périodiques par rapport a b et a t.
En formant ces coefficients, on formera en méme temps les fonctions

(63) Uyy Uz, Uy,

des variables § et t, définies par la condition que, k étant un entier quel-
conque supérieur & 2, Uexpression
or 2 i—2y 0T 2 :
5 (A4+0,r 0,724+, ..+ 0, _,r —~)55 — R, —Ryr3—. .. — R, r¥,
aprés qu’on y pose

r=c A4 ugct - usct . L+ wy ek,

ne renferme pas la constante arbitraire ¢ « des puissances inférieures a la
(k+n)iéme, et que, d’ailleurs, chacune des fonctions (63) se présente sous
Sorme d’une suite finie de sinus et cosinus de multiples entiers de 8, ow les
coefficients soient des fonctions périodigues de t ou des sommes d’un nombre
fini de termes périodiques et séculaires.

o .
Supvosons qu’on se trouve dans le cas de — incommensurable. Alors, en
1

Jormant les fonctions (63) jusqu’a ce qu'on rencontre une fonction non pério-
dique par rapport a t, on aura pour cette fonction, admettons u,, (le nombre m
sera impair), une expression de la forme

Uy,=gt—+v,

ot g désigne une constante non nulle et ¢ une fonction périodique de § et
de t. Cela étant, la question de stabilité se résoudra immédiatement, et dans
le cas de g > o, dans un sens négatif, dans le cas de g <o, dans un sens

affirmatif.

Remarque I. — Nous avons supposé que les coefficients pg; dans le systeme (49)
soient des constantes. Cela est permis, puisque le cas des ps périodiques se
raméne a celui-la a 'aide d’une transformation linéaire. Mais, pour que la regle
indiquée soitapplicable, il n’est pas nécessaire d’effectuer une telle transformation.

, Ao . .
Remarque II. — Nous avons supposé que - soit un nombre incommensu-
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rable. Mais si, ce nombre étant commensurable, on avait trouvé pour la premiére
fonction non périodique dans la série (63) une expression du type indiqué plus
haut, on aurait eu le droit de faire sur la stabilité les mémes conclusions que pré-

cédemment.
Exemple. — Soit proposé le systéeme suivant d’équations :
dx dy . z
— -+ Ay =3%cost —= — Az = — z¥sin¢ —+s=ux
ar N 086 dt ’ at >

pour lequel on peut prendre v = 2.

En posant
x = rcosf, y =rsinb,

on le transformera dans celui-ci:

(64) . Cdif——)\:———zl—:sin(é—i—t), g—::z?cos(e—q-t),
Z—j— + z=r?sin9 cosf.

Cela posé, formons I’équation aux dérivées partielles

ds 3% . Jz= 9z .
T [)\—7sm(9+t)] g+ cos(@—\—t)a; + s=r?sinf cosb,

a laquelle nous chercherons a satisfaire par une série, ordonnée suivant les puis-
sances croissantes, entiéres et positives, de r (dont la moindre soit la seconde), et
possédant des coefficients périodiques par rapport a betac

Cette série ne contiendra évidemment ni la troisiéme, ni la quatriéme puissance
de r. Par conséquent, en écrivant seulement les deux premiers termes, nous pou-

vons admettre qu’elle soit
(63) Spri4 St 4.l

Les coefficients z, et z; se calculeront a I’aide des équations

dz, 053, 1

o Thog +a=gsinad,

035 03y R 03, R ’
o —I—l-ge— + 55 = 3; [Slﬂ(9+l)5—9——2‘-2(}05(9+t)J,

dont la premiére donne pour z, une expression indépendante de ¢, savoir :

sin20 — 22X cos26
2(1 4+ 4A%) :
Fac. de T., »° S., IX. 58

(Al

P
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En introduisant 'angle ¢, défini par les égalités

I . 2
C0S¢ == ————» SINE — ——»
Vi+ 422 Vi+ 402

et en posant
20 —e =g,

nous présenterons cette expression sous la forme

sino

T Vit

Si ensuite nous prenons pour variables indépendantes, au lieu de § et ¢, ¢ et
t=1"0-+ ¢, et si nous nous servons de I'expression trouvée de la fonction z,, la
seconde des équations écrites ci-dessus se réduira a la forme

0z 035 sin?o(coso sint — sino cost
(1-+A) == 4 2h =2 4 25 = p(c0s9 - ¢ cosT)
ot dflﬂ / 2\3
G+ 40)

De 1 on tire
zz= P cost + Qsinr,

en entendant par P et Q des fonctions périodiques de ¢, définies par les équations

d in3
2T P (1= I
T 41+ 422)?
sin?g cos ¢ )

2)\2—2+Q—(1+)\)P_—_ z
? G+ hAY)?

En posant\/— 1=1, on trouve ensuite
(66) P+ Qi=ae®+ be %+ cedi®,

ol a, b, ¢ sont des constantes dont les deux premiéres sont données par les for-
mules
A—1+1 3h+1—14
(67) a= 3’ b= 3
8[1-+ (A — 1)*] (1 -+ 42*)? 16[1 4 (3% 4 1)2] (14 422)?

Introduisons maintenant la série (65) a la place de z dans les seconds membres
des équations (64) et ordonnons les résultats suivant les puissances croissantes

de r.

Dans les séries obtenues de cette maniére,

0,13+ O+ .., Rirt+Rir"+...,
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les coefficients 05, R, et R; auront les expressions sulvantes :
0,—=— z2sin7, R, =52 cosT, R,=23,5; Co0ST.

En opérant ensuite suivant la régle, formons Pexpression

ar . s ar , .
¥ + (A —2z2sintr?) 5% 74 (324 25,551%) COST,

et, en faisant
r=c-+ u,ct+ u,c’,

cherchons a disposer des fonctions w, et s de telle fagon que, dans cette expres-
sion, tous les termes disparaissent qui contiennent la constante ¢ a des puissances
inférieures a la huitieme.

Pour cela nous devons assujettir ces fonctions a vérifier les équations

du, ou,

——* 4+ A== =1732cosT

J¢ 09 ’

ou, duy . ou,
e AL — fu,32COST + 23,55 COST + 33 SINT—7+
at 20 fuiss ? 2 09

En supposant que )k soit un nombre incommensurable, nous satisferons tou-
jours & la premiére de ces équations par une fonction périodique de § et ¢, et cette
fonction, étant exprimée en © et T, se présentera sous la forme

) ; 3

u,—= M cost + Nsint + const.,

ou
M—— Asin20
=T S04 Gh+1) (3h—1)’
N = (A -+1)cos20

I
SO B+ Bh—1) B+ ar)(A+1)

Dans la méme hypothése, nous satisferons a la seconde équation par une expres-

sion de la forme
=gt +2ul+ ¢,

ol g est une constante et ¢ une fonction périodique de et ¢.
D’ailleurs, en considérant I’équation

adv

av . du
g+ (1 —:—7\)5_ +2)\bTP — 23,3; COST + 3} sm-:<—-i B du“),

o ¥ 25

a laquelle doit satisfaire ¢, comme fonction des variables ¢ et t, nous obte-
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1 T 2T Jdu du
2o 3 2% si LA Sl
4712/0. dq;/o [2 253 COST + 2smr<dT “+ 2 dcp)] dr
1 [T dN 1
— > 2, 2 .
2w/, [l 27T 5 <d<p 2 M)] e,

et de cette maniére nous arrivons i 'expression suivante pour la constante g :

nons

g:

27

A
Gy -+ e

. :
= — Pz,do=
5=z 2
0
ou A désigne le coefficient devant sine dans le développement de la fonction P
suivant les sinus et cosinus de multiples entiers de .
Cette expression, aprés y avoir substitué la valeur de A, qui s’obtient facilement

par les formules (66) et (67), se réduit a

1 1 2
&=~ 64 (1 + 4A%)? [x+(3)\—|—1)‘-’ - 1+(}.—|)2_|

et donne, par conséquent, pour g une valeur toujours négative.
Nous concluons, par suite, que le mouvement non troublé sera toujours stable.
Cette conclusion a été obtenue dans ’hypothése que X est un nombre incom-
mensurable. Mais elle sera également vraie pour toutes les valeurs commensu-
rables de %, pour lesquelles on peut supposer les fonctions «, et ¢ périodiques.
En considérant 'expression de la fonction w«,, on s’apercoit de suite qu’il n’y a
sous ce rapport que trois valeurs singuliéres de A qui doivent étre exclues, a
. 1 I C . . .
savoir : —1, 5 et — == Et si I'on se reporte a la fonction ¢, on devra y associer
. i . .
encore celles-ci: o, 1 et — 3; et ce seront les seules valeurs singulieres de A.

Notre conclusion sera donc certainement exacte pour toutes les valeurs réelles

de A, a 'exception des six sulvantes :

1
o, 1, —1I, —g,

qui demanderont une discussion spéciale.

. Ao .
64. Dans I'hypothése que — est un nombre incommensurable, nous avons
T

examiné complétement un des deux cas possibles, celui ou, parmi les fonc-
tions (63), il s’en rencontre de non périodiques. Maintenant, il faut considérer

Pautre, celui ou toutes ces fonctions sont périodiques.
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Dans ce cas, tous les coetficients w'?, u¥’ dans les séries (53) seront également
périodiques.

Dans des cas analogues dans ce qui précéde, chaque fois que 'on a pu démon-
trer que 'on s’y trouvait, la question de la stabilité se résolvait dans le sens affir-
matif. Ici il n’en sera pas de méme et, en général, le cas dont il s’agit restera
douteux.

Une telle différence provient de ce que les séries périodiques que nous avons
rencontrées précédemment dans des cas semblables pouvaient toujours étre ren-
dues convergentes; tandis que les séries (53) ne jouissent pas de cette propriété,
et, en général, la discussion de leur convergence présente de grandes difficultés.

Ces difficultés ne disparaissent pas méme dans le cas de n = o, c’est-a-dire
quand le systéme proposé est du second ordre.

. . o . ¢ oor . o
De pareils systémes ont été étudiés par M. Poincaré, et il a montré que, — étant

incommensurable, le cas considéré se présente pour tout systeme canonique (!).
Cette circonstance se fait voir immédiatement par les équations qui définissent
les fonctions (63).
En effet, soit proposé le systéeme suivant :
dr __, _OF  dy OF

—‘—17—— :V'_'a}‘) dt_:)\x—f"'d—;)

dans lequel F désigne une fonction holomorphe de x et y, ne contenant pas dans
son développement de termes de degré inférieur au troisiéme et possédant des
coefficients périodiques par rapport a ¢ a période w, et A est une constante telle

Ao . .
que — soit un nombre incommensurable.
T

En posant
x =rcos?, y=rsinb,

formons I'équation aux dérivées partielles

oF

or / 1 0F\ or
(68) 57—5—(14— > 557

1
ror)ds 7
a laquelle doit satisfaire », comme fonction des variables § et ¢, obtenue par la
résolation par rapport a » d’une équation intégrale compléte quelconque, conte-
nant une constante arbitraire.

(1) PoiNcarE, Sur les courbes définies par les équations différentielles (Journal de
Mathématiques, 4° série, t. II, 1886, p. 199 et 200). Ici on démontre une proposition un
peu plus générale.
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Nous devons montrer que, dans la série du type connu
(69) cH+ Ut uged+. ..,

satisfaisant formellement a cette équation, tous les coefficients u;, que I'on sup-
pose périodiques par rapport a f, seront également périodiques par rapport a ¢.

Supposons que la substitution de cette série a i dans les fonctions I et 72 con-
duit aux développements suivants :

Fic*+F,ct+Fscb+... et c-toscd+och+. ...

Les coefficients F,,, ¢,, se déduiront d’une certaine maniére des coefficients ;.
D’ailleurs

Fm el Om— 2Upmy
ne dépendront, évidemment, que des u,; pour lesquels /< m —1.
Par conséquent, en remarquant que 1’équation (68), qui peut étre écrite ainsi :

==\ "o %

o A (% e
ot 06 ’

fournit pour toute valeur de m (de la suite 3, 4, ...) une équation de la forme

) () (’m )\ d V"’l ()Flll

: o =
nous calculerons par cette derniére ¢,, et nous aurons ensuite w,_;, aprés que
I'on aura trouvé tous les u; pour lesquels { << m — 1.

Or, si nous présentons le second membre de I’équation (70) sous la forme d’une
série de sinus et cosinus de multiples entiers de 6, cette série ne renfermera pas,
évidemment, de terme indépendant de 8. Par suite, si tous les u!?, pour lesquels
{ < m —1, sont périodiques par rapport a ¢, il en sera de méme de la fonction vp,
(n° 61) et, par conséquent, aussi de la fonction w,_;.

Ainsi, pour tout systéme canonique, la série (69) sera toujours périodique,
pourvu que %’ soit incommensurable.

Dans les questions de stabilité, on aura dans ce cas & commencer par l'étude
de la convergence de cette série, et si 'on réussit & démontrer que, |c| étant
suffisamment petit, cette série converge uniformément pour toutes les valeurs
réelles de § et de ¢, la question sera résolue dans le sens positif.

Il en sera de méme, comme nous allons le démontrer, dans le cas général.

En revenant au systeme (52), admettons que dans tel ou tel cas on ait réussi a
trouver des séries périodiques (53) et a démontrer que, |c | étant suffisamment
petit, elles convergent uniformément pour toutes les valeurs réelles de 0 et de ¢.
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En supposant que tous les u® et u” soient des fonctions réelles, faisons

r =z +u®z4 u® g3,

ri= s+ ulVz +ulP a2+, (s=1,2,...,n)

et, au lieu des variables r, z;, introduisons dans notre systéme les variables z, z,.
Nous arriverons ainsi & un systéme de la forme (37), dans lequel les fonc-
tions Z, 7Z; s’annuleront pour z,=...=3,=0, tout en conservant les autres
propriétés signalées au n° 61.
De cette fagon, notre probléme se réduira a celui de la stabilité par rapport aux

quantités z, z;.
: Ny . x . . (., df
En laissant de coté, dans le systeme (57), 'équation contenant la dérivée Tk

considérons, dans les autres, § comme une fonction donnée de ¢, continue et
réelle, mais d’ailleurs arbitraire.

Alors, sl est démontré que, pour toute valeur positive donnée de ¢, on peut
assigner, indépendamment du choiz de la fonction 0, un nombre positf «,
tel que, les conditions

lzl<a’ I51|<a’ {52l<ay ey ‘5"‘<a
étant remplies a4 U'instant initial, les inégalités
lzl<59 {,’51]<8, |52|<€, cey [Z,LI<8

le soient dans tout le temps qui suit, notre probléme sera résolu, et cela dans le
sens positif.

Nous démontrerons au numéro suivant une proposition, d’ot le postulat que
nous venons d’énoncer découlera effectivement, vu que les fonctions Z, Z;, dans
nos équations, seront uniformément holomorphes (par rapport a z, z5) pour
toutes les valeurs réelles de O et de ¢.

UNE GENERALISATION.

65. Posons la question d'une maniére un peu plus générale.
Supposons que le systéme proposé soit le suivant :

dz dz, dz
_d‘tl:Zl’ ‘C‘lf:Zm RS ’d—tk:Zln

(71) d
xs _
—?ﬂ-_ps,.r,—r-pszx?-l—,..+pmx,,+X3 (s=1,2,...,n),
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ou X, Z; sont des fonctions holomorphes des variables z,, z,, .y X,

%y, %2, ..., 5 s’annulant pour
Xy =Lyg=—...=Xp==0

et ne contenant pas, dans leurs développements, de termes de degré inférieur au
second.

Nous supposerons les coefficients dans ces développements des fonctions
quelconques de ¢, continues, réelles, limitées et telles que tous les X, Z; soient
des fonctions holomorphes uniformément pour toutes les valeurs réelles de ¢ ().
Quant aux coefficients p,s, nous supposerons que ce soient des constantes réelles,
telles que toutes les racines de I’équation (43) possédent des parties réelles néga-
tives.

Si telles sont les équations différentielles du mouvement troublé, on peut
démontrer que le mouvement non troublé est stable.

Dans ce but, montrons tout d’abord que le systéme (71) admettra toujours une
intégrale de la forme

L+F(‘Z'n$2, oy Ly By Bay vy Shy t),

ot L représente une forme linéaire des quantités z,, 3,, ..., 34 & coefficients
constants arbitraires et I une fonction holomorphe de z;, z;, ne contenant pas
dans son développement de termes de degré inférieur au second, s’annulant
pour xry=x,=...=x,=o0 et ayant pour coefficients des fonctions limitées
de ¢.

Reportons-nous pour cela a I’équation

n

n k
ar  oF \vy 9F o [ OF ol.
2(1’51“’1"“[%2“'2"‘- . +Psnxn)'5‘;;—s -+ i —_‘-Xsd_x; “'ZLJ'<07] -+ 0_:7>,
s=1 s=1 j=1
que devra vérifier la fonction F.
Soit
(72) FZZP‘,,’;”m'-"’k‘z’llzéi...z’,{",

ou les P!+ sont des formes du mi®™¢ degré des quantités z;, et ot la sommation
m g )

s’étend a toutes les valeurs des entiers non négatifs m, {,, ls, ..., {; satisfaisant

aux conditions
m>o, m—l+ b+ >

(1) Sil'on veut, on peut ne pas considérer toutes les valeurs réelles de ¢, mais seulement
celles qui sont supérieures a une certaine limite Z,.
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En portant cette expression de la fonction F dans notre équation, nous en pre-
senterons le second membre sous la forme

E Ly loy ooy Ig) 1y =L ~Ix
J— Q(,nn 2 '“311‘22""]::’

ou la sommation s’étend aux valeurs indiquées ci-dessus des nombres e, lj, et
ot Q!lwf- 1) représente une forme du mi*m degré des quantités x;, qui se déduit

. . Lo B
d’une certaine maniére de celles des formes P>, pour lesquelles

m'

(73) m a4l e<<m - A

Cela posé, les équations

n

(74) E([-’slxl+Ps2x2+~ .ot Psnn)

s=1

(Lyy ooer Ix) (2gy oeey Ix)
0Pm‘ k -+ ()Pmi * I Q(”lln .
ox Jt

e lk)
b

\

auxquelles on aura & satisfaire, permettront de calculer tous les P!+~ dans
une succession quelconque, telle que le nombre m + {, + lo+ ...+ lx ne
décroisse pas.

Supposons que tous les Pl tio] pour lesquels I'inégalité (73) est remplie,
soient trouvés et qu’ils possedent des coefficients limités. Alors il en sera de
méme des coefficients du second membre de équation (74), et cette équation,
dans notre hypothése au sujet des pss, admettra toujours pour solution une
forme Pt 3 coefficients limités; une telle solution sera dailleurs unique.
Cest ce quon verra facilement en considérant une certaine transformée de
I'équation (74).

De cette maniére, pour tout choix déterminé de la forme L, la série (72) sera
parfaitement déterminée. D’ailleurs, si la forme L possede des coefficients réels,
il en sera de méme des coefficients de la série considérée.

Venons & la question de la convergence.

Soient %, %a, ..., %, les racines de I’équation (43).

Ne s’en tenant plus & Ja supposition que les coefficients dans les équations consl-
dérées soient réels, on pourra, en effectuant une certaine transformation, linéaire,
ramener le cas général & celui o tous les pss, non compris dans la série

P11=%y,  Paa= #%ay ey PanT= %ns P21= 01y P32==0y, vy Pan—1= GTpn—-1,

soient nuls.

Arrétons-nous donc a cette hypotheése au sujet des py; et cherchons la forme P

satisfaisant a I’équation (54). Les coefficients de cette forme se calculeront dans
Fac. de T., 2 S., IX. 59
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une certaine succession facile a établir, et le coefficient A devant
xTraye, . Xy

s'obtiendra par une équation de la forme

dA
R GUTIE PR A My ) A= — B,

d’ou I'on tire

@
A— e—(m,xm—m,xz+u.+m,,xn)t/ e(mlx,+mgu;+...+m,,x,.)tB dt.
t

La fonction B qui figure ici dépendra d'une certaine maniére des coefficients A
trouvés auparavant : a savoir, d’aprés son origine méme, elle sera nécessairement
une fonction entiére et rationnelle de ces coefficients. D’ailleurs, les coefficients
de cette fonction seront des sommes de produits : des quantités o;, des coeffi-
cients de la forme L, des coefficients des développements des fonctions X, Z; et
de certains nombres entiers positifs.

Par suite, en remplacant dans la fonction B les quantités que 'on vient d’énu-
mérer par des limites supérieures constantes de leurs modules, convenant a toutes
les valeurs réelles de ¢, et en désignant le résultat par B, nous aurons, pour le
module du coefficient considéré A, la limite supérieure suivante :

B
(79) = )
My by~ My hy == =Dy, hy,
oU Ay, hgy ...y Ay sont les parties réelles des nombres — %y, — %y, ..., — %,.

Nous pouvons, en outre, remplacer ici chacun des nombres 2, par un nombre
positif inférieur, et ces nouveaux nombres peavent tous étre choisis distincts.

De cette facon notre question sera ramenée a une question semblable ou tous
les x, seront différents, et dans ce cas on peut toujours supposer la transfor-
mation linéaire préalable telle que tous les s; soient nuls.

Or, en considérant la question dans une telle hypothése, nous pouvons ensuite,
dans les formules de la forme (55), remplacer tous les %, par le plus petit d’entre
eux.

On voit donc par la qu il suffira d’examiner la convergence de notre série dans
I'hypothése : que tous les pg;, pour lesquels s et = sont différents, soient nuls, que

Pu=PpPn=...=Ppp=— A,

% étant un nombre positif, et que les coefficients dans les développements des
fonctions X, Z; solent des constantes.
Nous pouvons en outre supposer ces coefficients tels que tous les X, Z;
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deviennent des fonctions des deux arguments seulement

i+ Xyg+...+x, € B+ 35+...+ 3

et qu’on ait, d’ailleurs, les égalités
X=X,=...=X,, Ih=2,—...=171;;

car tout autre cas se rameéne a celui-ld en remplacant les coefficients par des
limites supérieures de leurs modules, choisies d’'une maniére convenable.

Enfin, pour la forme L, on pourra prendre la suivante :
L=s4+3,+...4 5z.

En faisant ces hypothéses, et tenant compte de ce que les X; et les Z; doivent

s'annuler pour z, = x,=...=2,= o0, posons

Xe= (2 + 23+ ..+ x,)X, L= (xy+ xy+... 4+ 2,) L.

Alors I'équation définissant la fonction F, que nous devons supposer maintenant

indépendante de ¢, se réduira a la forme

\

n n &
or ~ OF ~ OF
)\sz—dz*‘(xl_‘_x?’*‘-”‘*‘xn) XZ—()Z—*—ZZ-OTJ—F/{Z

s=1 s=1 j=1

Or, on pourra toujours satisfaire a cette équation en admettant que la fonc-

tion F ne dépende que de deux arguments

T+ Ty A+, =2 et S+ Gt 5= 3

auquel cas notre équation devient

JoF . JF
(X—IZX)()—x —kL<l+ a}‘)

d A JoF . hol h \ ~ oF
et donne ainsi, pour ()_.12—" une expression ho omorphe par rapport a x, 3, -d—s

Done, d’aprés un théoréme connu de Cauchy, elle admet toujours une, et seule-
ment une, solution, telle que la fonction F, s’annulant pour z = o, se présente
sous forme d’une série procédant suivant les puissances entiéres et positives de x
et 5, tant que les modules de ces variables sont assez petits.

Cette série, si 'on y remplace z et z par leurs expressions, en la considérant
ensuite comme ordonnée suivant les puissances de z;, 55, sera précisément celle
dont il fallait examiner la convergence.

Par suite, les | z;| et les | 5| étant assez petits, la convergence de la série (72),
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dans les conditions que nous venons de considérer, est établie. Donc, d'apres ce
qui a été exposé plus haut, elle est également établie dans les conditions les plus
générales. D’ailleurs, en y revenant, nous pouvons affirmer que la série (72)
représente une fonction des variables x;, z; uniformément holomorphe pour
toutes les valeurs réelles de /.

De cette maniére, en nous arrétant a un choix quelconque ‘de la forme L, nous
trouverons pour le systéme (71) une intégrale parfaitement déterminée du carac-
tére requis. ,

En prenant pour L successivement 3, %2, ..., 54 nous obtiendrons k inté-
grales de cette espece. Ces intégrales, qui seront évidemment indépendantes,
peuvent étre appelées élémentaires, puisque toute intégrale holomorphe a coef-
ficients limités en sera nécessairement une fonction holomorphe.

Revenons maintenant a notre question.

Considérons 'intégrale égale a la somme des carrés des intégrales élémentaires.

Elle sera de la forme suivante :

514z

Y

s R

ou R ne renferme que des termes de degré supérieur au second par rapport aux
variables z;, z;.

Considérons ensuite la forme quadratique W des quantités xy, Zs, ..., Zn
définie par I'équation

oW

n
Z(/)s‘x’+1)’2x2+' ..—i—ps,,:vn)a—; =— (2 2 +... + ).
S

Cette forme sera, comme on sait, définie positive (n° 20, théor. IL).
11 en sera de méme, par conséquent, de la fonction
=si+si+...+5;+- W+ R

Formons la dérivée totale de cette fonction, par rapport a ¢, a l'aide des équa-
tions (71). Cette dérivée sera

n
av O« OW
— 2 2 2
= (22l ZX—
at (x} 2 +x,) + S Jz
s=1
Or, les fonctions X, s’annulant toutes pour z,=x,=...=%, =0, on peut

écrire

2 XS%-—:Z = E EVso'xsxcs

s=1 s=10=1
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en entendant par les ¢;; des fonctions holomorphes des quantités xg, 3; 4 coeffi-
cients limités, s’annulant quand toutes ces quantités sont simultanément nulles et
d’ailleurs holomorphes uniformément pour toutes les valeurs réelles de ¢.

Donc la dérivée considérée représentera une fonction négative, et notre fonc-
tion V satisfera, par conséquent, a toutes les conditions du théoréme I du n° 16.

De cette maniére, la stabilité du mouvement non troublé, dans le cas considéré,
se trouve étre démontrée.

On voit facilement que tout mouvement troublé, pour lequel les perturbations
sont suffisamment petites, s'approchera asymptotiquement d’un des mouvements
définis par les équations

(76)  s=cy, By = Cy, ceey By = Cp; X=Xy =...=Tp,= 0,

ol ¢y, Ca, ..., ¢ sont des constantes arbitraires.

On s’en assure en considérant celles des équations du systeme (71) qui con-

Xs

. Pt X ce. .
tiennent les dérivées 7, eten y regardant les quantités 5; comme des fonctions

réelles données de ¢, dont les valeurs absolues ne dépassent jamais des limites suf-
fisamment petites pour des valeurs de ¢ supérieures a sa valeur initiale.

On démontrera aussi facilement que les mouvements de la série (76), pour les-
quels les | ¢;| sont suffisamment petits, seront stables.

Remarque. — On peut ramener aux systemes de la forme (71) certains sys-
temes plus généraux :

ds; .
'd—tj:q;‘151+(]j2~’2+--'+‘71k5k+Zj (J=1,2, ..., k),
(77)

dx;
dp T PaZit Padit o+ para+ X (=12, .00, 0),

dans lesquels les coefficients ¢;, pss, au lieu d’étre des constantes, sont des fonc-
tions limitées de ¢.

Considérons le cas ou tous les coefficients dans le systéme (77) sont des fonc-
tions périodiques de ¢.

En supposant, comme précédemment, que tous les X, Z; s’annulent pour
Zy=2x,=...=x, =0, admettons ensuite que I'équation caractéristique du sys-

téeme

8 ds; .
(78) P TE i el I E T cR R o X (J=1,2,...,k)
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n’ait que des racines de modules égaux a 1, et que celle du systeme

dz;
_ClT:Psix1+Px2x2+---+Psnxn (s=1,2,...,n)
n’ait que des racines de modules inférieurs a 1.
Alors, si a chaque racine p de I'équation caractéristique du systéme (78) ne cor-
respondent que des solutions

t ¢

t
5= f1(2)p®, 3= fo(t)p¥, cely = fr(t)p®,

ou tous les f;(t) sont des fonctions périodiques de ¢, on pourra, d’aprés ce qui
vient d’étre exposé, affirmer que le mouvement non troublé sera stable et que tout
mouvement troublé, pour lequel les perturbations sont suffisamment petites, s’ap-
prochera asymptotiquement de I'un des mouvements pour lesquels x,, z,, ..., x,
sont tous nuls et z,, 5, ..., 34 satisfont au systeme (78).

Tel sera, par exemple, le cas ou I’équation caractéristique de ce systeme n’a pas
de racines multiples.

Quand, au contraire, il existe de telles racines, et qu’on rencontre des termes
séculaires dans les fonctions f;(¢) qui leur correspondent, le mouvement non
troublé sera instable.



NOTE.

COMPLEMENT AUX THEOREMES GENERAUX SUR LA STABILITE.

Dans ce qui précéde (n° 26), en supposant que dans les équations différentielles
du mouvement troublé, ramenées a la forme normale, les seconds membres sont
des séries procédant suivant les puissances entiéres et positives des fonctions in-
connues, et en faisant de plus certaines hypothéses générales, j'ai indiqué une
condition sous laquelle la question de la stabilité ne dépend pas de termes de
degré supérieur au premier dans ces séries; mais j’ai démontré seulement que
cette condition est suffisante. Maintenant, je me propose de montrer qu’elle est
aussl nécessaire.

Soient &y, xy, ..., £, les quantités par rapport auxquelles la stabilité est étu-
diée, et qui doivent jouer, dans les équations différentielles du mouvement troublé,
le role de fonctions inconnues du temps ¢.

Ces quantités sont certaines fonctions données des coordonnées et des vitesses
du systeme matériel considéré, dont les expressions peuvent, de plus, dépendre
explicitement du temps ¢.

Je suppose que ces fonctions sont choisies de telle facon que, pour le mouve-
ment dont on étudie la stabilité, et que j'appelle le mouvement non troublé, elles
deviennent toutes nulles, et que, pour les mouvements troublés, elles satisfassent

a des équations différentielles de la forme

dx;
() T = PaTi padat .+ padn+ X, (s=1,2, ..,n),
ol ps(s,d=1,2,...,n)sont des constantes réelles et X,, X,, ..., X, des fonc-
tions connues des quantités z,, &, ..., x, et ¢, représentées pour des valeurs suf-

fisamment petites des | x| par des séries

-
X, = Pyroma.omn) pmy gins | g7in (my+my+...+m,>1),
procédant suivant les puissances entiéres et positives des quantités x; et ne con-
tenant pas de termes de degré inférieur au second. Je suppose, en outre, que les
coefficients Py~ dans ces séries, qui représentent soit des constantes réelles, soit
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des fonctions réelles continues du temps, soient tels qu'on puisse trouver des

constantes positives M et A pour lesquelles soient satisfaites des inégalités de la
forme

M

Am,+m2+...+m”

‘ Pgn,,m,,...,mn)‘ <

pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a celle qui est prise pour sa valeur ini-
tiale.

Le probleme de la stabilité par rapport aux quantités x; se réduit & reconnaitre
si 'on peut assigner, pour tout nombre positif donné /, un autre nombre positif ¢,

tel que, les fonctions x; ayant a I'instant initial des valeurs réelles quelconques sa-
tisfaisant aux conditions

ixllés» |x2|§59 cecy Ixnlgsv
les inégalités
|z | < !, [z, | <, RN |z, | <!

solent satisfaites pendant toute la durée du mouvement qui suit.

Quand cette question se résout dans le sens affirmatif, le mouvement non
troublé par rapport aux quantités x; est stable; dans le cas contraire, il est in-
stable. _

Dans ce qui précede, a été indiquée la condition a laquelle doivent satisfaire les

constantes pss, pour que cette question ne dépende pas d’hypotheses particuliéres
faites au sujet des fonctions X,.

Cette condition s’impose aux racines de I’équation

Piy— % P12 oo Pin
P2 Pa2a—% ... Pan
=0,
. Pnt Pne e Pap— %
et, s1 .
(2) )‘1) )2’ sy )‘n

sont les parties réelles de ces racines prises avec le signe moins, elle s’énonce
ainsi : le plus petit des nombres (2) ne doit pas étre nul.

Que cette condition est suffisante, cela se démontre en faisant voir que, dans les
cas ot le plus petit des nombres (2) est positif, le mouvement non troublé est
stable, tandis que, dans les cas ot ce nombre est négatif, il est instable, et cela in-
dépendamment de toute hypothese particuliere au sujet des fonctions X;.

Pour établir que la méme condition est nécessaire, je dois maintenant démon-
trer ce qui suit :

Quelles que soient les constantes ps, pourvu qu’elles soient telles que le
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plus petit des nombres (2) soit nul, on peut toujours choisir les fonetions X
de fagon que la stabilité ou 'instabilité ait lieu & volonté.

Que l'on peut toujours choisir, dans cette hypothése, lesdites fonctions de
facon que l'instabilité ait lieu, cela découle déja de quelques résultats obtenus
précédemment, et il est d’ailleurs trés facile de le démontrer directement. Il ne
reste donc qu’a démontrer que, si le plus petit des nombres (2) est nul, on peut
toujours choisir les fonctions X; de facon que le mouvement non troublé soit
stable.

Je vais d’abord considérer deux cas particuliers o les nombres (2) seront tous
nuls.

Supposons que le systéme (1) ait la forme suivante :

dx
kgt PR X,,
dt
(3) .
ax; .
dl’:x,-_,—l—Xi (i=12,3,...,n).
En entendant par ¢,, 9., ..., 9, les fonctions, calculées successivement (pour

§=n, n—1, ..., 2, 1) par des équations de la forme

J— 2 2
Ps= 5 + Qspys
avec la condition
(Plt+l = Oy
il est facile de se convaincre que, si

Xs:"‘Q'TS+ICPs+l (s=1,2,...,n),

la fonction ¢, sera une intégrale du systeme (3).
Or, cette fonction (représentant un polynome entier) est telle que, pour des

valeurs réelles des z;, elle ne peut s’annuler que pour
=Xy =. .. = 2= 0.

Par conséquent, avec le choix indiqué des fonctions X;, le mouvement non
troublé sera certainement stable.
Jadmettrai maintenant que le systeme (1) soit d’ordre pair n=2m et ait la

forme suivante :

[ dr dy,

W:-py,—u—x,, W:,UJ%—"Yn

/

(4 dx; - d,}’i .
W:—H.}'i+xi—1+xi’ -gt—:ywi+y,~~,+Y,~ (t=12,3,...,m),

ol 5, Y, sont de nouvelles notations des quantités z,, ., Xongse
Fac. de T., 2¢ S., IX. 6o
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Soient oy, 0,, ..., ¢m les fonctions, calculées successivement par des équations
de la forme
o=@} + ¥+ 02,
avec la condition
Pm+1= 0.

Alors, si
Xs"———2$s+1<Ps+u Ys:—zys+x<ps+1 (s=1,2,...,m),

la fonction ¢, sera, comme il est facile de s'en assurer, une intégrale du sys-
teme (4); et, comme cette fonction, pour des valeurs réelles des zq, y5, ne peut
s’annuler que si

CN=Ty=... =Ty = Yi=Ye=-. .= Y¥Ym=0,

on doit conclure, comme précédemment, qu'avec le choix indiqué des fonc-
tions X;, Y, le mouvement non troublé sera stable.

En passant maintenant au cas général, j'observe que, quelles que soient les con-
stantes pq, 1l y aura toujours une substitution linéaire a coefficients réels con-
stants, qui transformera le systéme (1) dans un systéme se décomposant en groupes

d’équations, appartenant a I'un des deux types suivants :

ay

5 2 =Y,
(3)
ﬂ_l:—)\)/l—k yl‘_1+Y[ (i:2’3’ ’k)
dt
ou
d dz
= M—pa Y, @ = A by,
dyl—— ' dzl_ .~_ ) - . . ‘
7(—___~—)\y,'—fl~zi+yi—l+Yl’ _dT—H"yl )\zl—|—o,_1+Z1 (5—2,5; .‘.,k);

ou Yy, Z; désignent les ensembles des termes de degré supérieur au premier par
rapport aux fonctions inconnues.

Je n’exclus pas ici le cas de A =1, o le groupe de la forme (5) se réduit i une
seule équation, la premiére, et ou le groupe de la forme (6) se réduit aux deux
équations de la premiere ligne.

Dans ces équations, A représente un des nombres (2).

Par suite, si parmi ces nombres il ne s’en trouve pas de négatifs, on arrivera au
cas de la stabilité, si, dans les groupes d’équations pour lesquels X > o, ainsi que
dans ceux ol k=1, on pose Y,=7Z;=o, et que, dans les groupes ot l'on a
simultanément ) = o0, &>, on choisisse les termes de degré supérieur au pre-
mier comme il a été indiqué dans les deux cas particuliers considérés plus haut.
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On peut donc recarder comme démontrée la nécessité de notre condition.
g
Il est toutefois a remarquer que cette condition ne sera nécessaire que lors-
q

qu’on considére des systémes généraux de la forme (1); et, si I'on ne voulait consi-
dérer que des systemes d'un type particulier déterminé, notre condition, tout en
restant suffisante, pourrait ne pas étre nécessaire.

C’est ainsi que, si 'on considére exclusivement des systemes d’équations cano-

niques a coefficients constants, elle ne sera certainement pas nécessaire.
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