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385

Notre série est donc absolument et uniformément convergente pour x ~ u sous
la seule condition que, si l’on pose

la série

soit elle-même convergente. On a alors

en posant t

ce qui définit une fonction entière dejr.
Cela étant, reprenons la formule (i i). Soit

). étant compris entre o et i, et o variant de o à 27r. On a

Supposons x positif. Tout revient à chercher le maximum de la partie réelle
de 

t 

quand t décrit le cercle de rayon ),. Or cette partie réelle est~ p

Appelons /?~ sa valeur. Il vient

On voit que n2 doit être tel que

d’où

Finalement



et, suite,

o.

Si donc un peu trouver un nombre y, supérieur à 1 tel que la série

soit convergente, la fonction

est intégrable de o à + ~, quel que soit l’entier positif p.
Cela posé, cherchons à réaliser les égalités

Posons

Il viendra, en vertu de la formule (7),

Or soi t

L’égalité précédente peut s’écrire

d’où

c’est-à-dire

Finalement

Mais



On a donc

Le problème des moments est résolu, mais par un calcul purenzent formel.
Il faut maintenant discuter la solution obtenue. Je me bornerai sur ce point qui
demanderait des recherches spéciales, à donner quelques indications générales
et à signaler quelques exemples.
Tout revient à étudier la fonction définie par les formules précédentes.

Une méthode consisterait à poser

Si ail est le coefficient général d’une série de Taylor ayant un rayon de conver-
gence fini, il en est de même de comme le montre la transformation

d’Euler, et alors la série ~~ (x, z) converge certainement pour les petites valeurs
de z. Le théorème de M. Hadamard permet d’ailleurs d’exprimer 2~ au
moyen d’une intégrale définie portant sur les deux séries

qui sont supposées connues. Il resterait enfin à effectuer le prolongement
de Cf (x) z) et à étudier cette fonction comme fonction de x et z à la fois, parti-
culièrement au voisinage du point z == ] x demeurant positif; et c’est à quoi l’on
parviendrait sans peine en faisant sur les a,~ des hypothèses semblables à celles
du Chapitre IV. Mais je me bornerai, pour abréger, à quelques remarques.

Imaginons d’abord qu’il existe un nombre p- supérieur à i tel que la série

soit convergente. Alors, en vertu des lemmes établis plus haut, la série

est absolument et uniformément convergente pour x> o; elle est intégrable terme
à terme dans l’intervalle (o, + et l’on a



M et t la désignant deux constantes positives assignables. Dans ces conditions, il

a pas de difficultés; nous avons une solution effective du problème des mo-

ments. Cela a lieu notamment si ( 0394(n) czo |1 n tend vers avec I , pan exemplen

si a,t est une fonction entière de n inférieur à 1. . Un cas particulier
intéressant est celui où cc" est an polynome entier en n : 03C6(x) s’exprime alors par
une somme d’un nombre limité de quantités D", car est nul à partir d’un
certain rang.

Quoi qu’ il en soit, le problème des moments est résolu pour les nonzbres «,t
de la foinze

G désignant une fonction entière d’ordre inférieur à 1 ; ; et la fonction 
qui prend place alors dans les formules

est comparable pour les grandes valeurs positives de x à une exponen-
tielle = const. > o).

Cela posé, je vais montrer que, de toute solution du type précédent, on peut
déduire une solution analogue pour les nombres an b,t, ~,l la forme

En effet, soit

avec

M et li désignant deux constantes. On a

d’où

c’est-à-dire

avec



L’interversion des signes est ici légitime, à cause de l’inégalité que q vérifie,
si l’on a

N étant une constante positive assignable. On peut alors écrire

Or

pour x positif et t compris entre o et i. D’autre part, dans les mêmes conditions

d’où

/3 /e~ ~ /~

G(n) désignant une fonction entière de n inférieur èc i (1).
Je vais généraliser ce résultat en suivant une marche analogue il celle du

3~~. 

Soit

avec

pour x > o. En général, cette formule définira comme fonction analytique
de n, holomorphe dès que la partie réelle de n sera supérieure à - I . Cette

remarque explique et justifie les hypothèses que je vais faire.
Soit

( 1 ) Un raisonnement identique à celui du n° 36 montre que la mème conclusion subsiste

pour les nombres «,t de la forme ra ! G ( n) H ( dt], H désignant une fonction
~ , 

0

en tière.

,



une fonction régulière dans le cercle de rayon i . Je supposerai tous ses points
singuliers situés à gauche de l’axe imaginaire, et même, pour simplifier l’écriture

(mais cela n’a rien d’essentiel), je supposerai que le point - i est son seul point
singulier. Cela posé, je prends

La méthode de sommation exponentielle donnée par M. Borel conduit à la for-
mule

ou l’on a posé

Cette formule est valable dans toute la région du plan située du même côté que
l’origine par rapport à la parallèle à l’axe imaginaire menée par le point 2014 I,
en tout cas dans une région contenant toute la partie positive de l’axe réel du

plan Il.
On peut écrire 

~ /,

C étant un contour fermé qui entoure le point x = o et qui est assez grand pour

enfermer toutes les singularités de (I x). On prendra, si l’on veut, pour C un

cercle de rayon supérieur à i. Rien n’empêche d’ailleurs de déformer ensuite ce

contour, pourvu que, dans sa déformation, il n’arrive jamais à rencontrer le

point - t .
Soit A un nombre compris entre o et i. Choisissons le contour C de la façon

suivante ’ I° un cercle C j de rayon 03BB03C0 2a décrit de 0 comme centre ; 2° un cercle C2

de même rayon décrit du point - I comme centre; 3° une portion L de l’axe

réel pour relier les deux cercles : le chemin d’intégration est ainsi une sorte de

double lacet (’ ). Quant à a, c’est un nombre positif quelconque susceptible de
varier de o à + oc.

Tant que x reste sur C, la partie réelle de e-ax est positive, car l’argument de

cette quantité a pour valeur o sur la portion considérée de l’axe réel et 2 ’

(-.~ allant de o à 2~) sur chacun des deux cercles : dans les deux cas, cet argument

( 11 i Pour les petites valeurs de a, on suppose, en outre, À  ~~, afin que Ci et- C~ restent

extérieurs l’un à l’autre.



reste moindre en valeur ahsolue . On a donc
J

d’où

avec

il vient alors

si l’on pose

Le problème des moments est ainsi résolu pour les nombres cle la

mais il faut discuter la soliition 

Donnons à a une valeur positive quelconque. Le contour G est dès lors fixé et

la formule (i) a toujours lieu. ’

Il faut maintenant étudier Dans ce but, appelons le maximum du

module de 1 a ( - ) quand x décrit le contour C.x x
Je distinguerai les trois parties C,, C2 et L de C. Soient respectivement 03C81, 03C82,

û3 et ~,, c~2, ~3 les fonctions analogues à ~~ et c~ qu’on en déduit. On a

Cherchons des limites supérieures du module de ces six fonctions.
Sur C,, on a

d’où

A désignant une certaine constante.



Sur C2, on a

B désignant une deuxième constante.
Enfin, sur L, on a

d’où

C désignant une dernière constante.
On voit déjà que la formule (2) a lieu pour toute valeur positive de ~.
Examinons maintenant la formule (3) et, pour cela, considérons l’intégrale qui

donne ~. 
’

Supposons que 

ait un sens. Alors ~~ existe ainsi que

pour toute valeur positive de Il.
Cela étant, on a

Pour y > o, cette intégrale a sîlrement un sens, à cause de l’hypothèse faite
sur 6(a) donc ~2 (y) existe. Mais on peut assigner une limite supérieure D à
e-a 9(a) quand a est positif; d’où

Faisons le changement de variable

il vient



c’est-à-dire

Donc les Intégrales

ont un sens à partir de Il = i.

Enfin

Posons

il vient

c’est-à-dire

En utilisant cette limite supérieure de c~~ ~, ainsi que celle qui a été obtenue
plus haut, l’une pour les grandes valeurs et l’autre pour les petites valeurs de a,
on voit que ~3 existe. On a même 

’

E désignant, une constante. Donc les intégrales

ont un sens à partir de n = i.
En définitive, on voit que le problème des moments se trouve résolu avec une

entière rigueur.
La seule condition, outre celles qui concernent la nature analytique de cr,l

regardé comme fonction de son indice, est que l’intégrale

ait un sens ( ~ ).

( 1 ) Inutile de faire remarquer que, si a( t) est une fonction entière; le contour C se réduit
à Impartie Ci.



Si elle est remplie (’ ~, on peut écrire 
’

9(X) étant pour de l’ordre de grandeur d’une exponentielle telle que
e-hx (,Z - const. > 0).

F’inalement, nous savons résoudre le problème des moments pour tous les
nombres de la forme

étant le coefficient général d’un développement taylorien étudiable 
l’un des procédés du Chapitre 1 v.

Je n’insisterai pas sur quelques généralisations évidentes qu’on obtient soit en
formant une combinaison linéaire de formules telles que (4), soit en faisant dans
celle-ci une substitution x= ~x’, ~ étant une constante. Mais je vais montrer
que, si la formule (4) s’applique aux nombres et t ~,~, le problème des moments
peut encore être résolu pour les nombres u,l yl. Cela nous permettra d’atteindre
tous les nombres de la forme

c~" ayant les mêmes caractères que ci-dessus.

Posons, en effet,

on a

C~~UtI

avec

La discussion est bien aisée. On peut écrire, en effet,

n

(1) On peut prendre, par cxelnple, 



Posons

Il vient

or

quand z varie d’où

Mais

par su i te,

ce qui justifie nos calculs.
On a ainsi, pour le problème des moment un théorème analogue au théorème

de M. Hadamard, étudié dans le Chapitre V.
Remarquons que, dans tous les cas signalés, la fonction qui résout le

problème des moments, est comparable pour x _-_. -~- oo à une exponentielle de
l’un des types e-x ou C’est donc toujours une des fonctions appelées par
M. Borel 1 ’ ) fonctions de Stieltjes. ,

On a alors les résultats suivants :
i° Il n’y a pas deux fonctions de même espèce donnant lieu aux mêmes éga-

lités

~° La série toujours divergente

est une sér~ie de Stieltjes. De pareilles séries conduisent à des fonctions bien oé-
terminées ~ 

-

. ( 1 ) Mémoire sur les séries divergentes, IIIe Partie, § V (Annales de l’École Normale
supérieure; 1899 .



holomorphes dans tout le plan, sauf peut-être sur la partie négative de l’axe réel.
3° Chacune de ces séries est la différence de deux fractions continues conver-

gentes du type étudié par Stieltjes.
~° La somme, la différence, le produit de deux de ces séries est encore une

série de même espèce.
5° Une de ces séries n’est identiquement nulle que si la fonction correspon-

dante l’est elle-même, et il suffit que la série vérine formellement une équation
différentielle algébrique pour que la fonction qui lui est associée soit une inté-
grale de cette équation.
M. Borel, qui a démontré ces théorèmes, écrivait à ce propos : « Malheureuse-

ment, sauf dans le cas très particulier que Stieltjes a traité à l’aide des fractions

continues, nous ne pouvons indiquer aucune méthode précise pour reconnaître
si une série donnée est une série de Stie.ljes (’) ». On voit que les résultats

obtenus dans le présent Chapitre permettent de comhler cette lacune dans un cas
assez étendu.

Je ne doute pas d’ailleurs qu’on ne puisse généraliser beaucoup ces résultats.
Mais je me contenterai d’avoir cité quelques exemples nets, et, sans plus insister,
je terminerai par quelques remarques.

47. Le problème des moments est lié très étroitement m de lo

représentation d’une série de par une intégrale prise entre o et

- -E- ce.

Soit

avec

gn étant 1 e coefficient général du développement d’une fonction entière G. On a

Une discussion facile permettra souvent de déduire de là les propriétés de f(z)
dans une région du plan plus étendue que le cercle de convergence.

Pour faire la discussion, en notant par G’ la dérivée de G, on devra d’abord

( 1 ~ I). 1 2,2.



établir que les intégrales

ont chacune un sens, et convergent uniformément tant que reste dans un cer-

tain domaine T qui contient l’origine; puis, il faudra s’assurer que l’intégrale
~f’(; ) est développable autour de o en série entière. Ces points élucidés, on aura
défini dans T une fonction analytique de z prolongeant la série donnée. J’ajoute
que la discussion ne soulève d’ordinaire aucune difficulté sérieuse, et c’est pour-
quoi je n’insiste pas.
On remarquera que le procédé de prolongement dont il vient d’être fait men-

tion ne diffère pas, au fond, sinon par la généralité, de celui que M. Borel a pro-
posé sous le nom de méthode des séries divergentes soniniables (’ ). Lui-même
avait signalé quelques-unes des généralisations possibles. Comme il a donné sur
ce sujet tous les éclaircissements désirables dans ses remarquables Mémoires, je
ne fais que passer.

Voici un exemple. Soit

avec

une série possédant une infinité de pôles simples aux environs = 1,

semblable à celle flue Poincaré signale au Tome II de ses Méthodes nouvelles
en Mécanique céleste (’’), sauf qn’elle a un cercle de convergence. On a

(Fou

L’intégrale n’a de sens que si la partie réelle de z est inférieure à 1. Dans ce cas;

( 1 ) Journal cle Mathématiques; I896, et Annales a’e l’École Normale; I899. 2014

111. Rorel prend systématiquement F(x) - e-x.

(’) Page 3. Oo a ici f(z) = z cxe .

1 1 -a-- _ - ~



d’ailleurs, il est visible que l’intégrale f(z) fournit la somme de la série a,i z>i.

1

On voit que celte série définit donc une fonction holomorphe dans la région
du plan située à gauche de la parallèlè à l’axe imaginaire ayant + 1 pour
abscisse.

- ~
Une relation, établie plus haut à propos de 03A3wpe, permet d’étendre ces

conclusions au cas a une valeur quelconque réelle ou imaginaire : on a le

moyen f(z) comme fonction de z et w à la fois. En effet,

Alors, par changement de l’ordre des intégrations,-

en remarquant que

Soit maintenant,

il vient

Regardons f( z) comme une fonction de : ses points critiques restent fixes
quand z varie, f(z) est d’ailleurs holomorphe dans tout le plan (w), sau, f’
pour cw = i et cw = ~, et elle n’est pas uniforme. Regardons ensuite f( z)
comme une fonction de z : elle est holomorphe dans la région du plan (z) où

la partie réelle de I + I est positive, cette région est d’ailleurs formée

par l’ensemble des points du plan ( z) extérieurs acc cercle décrit sur le 
ment (1 , 2) comme diamètre. Tous les points singuliers de sont donc con-

tenus, quel que soit cw, à l’intérieur de ce cercle. En changeant le chemin d’inté-
gration par la formule



? devenant la nouvelle variable d’intégration et w restant fixe, si l’on pose

on trouve comme coupure

un cercle quelconque passant par les points i et 2 du plan (,~). On
voit ainsi que les points singuliers de f(z) sont distribués le long de ce seg-
ment (1 , 2).
On se rend compte, par cet exemple si simple, de la manière dont on peut va-

rier l’emploi de nos méthodes et dont on arrive à faire l’étude complète d’une
fonction donnée autour de l’origine par une série de Taylor.

48. Les procédés d’étude qui viennent d’être exposés sont susceptibles de
Initie variations.

Pour ne citer qu’un exemple, remarquons qu’il serait facile de trouver les con-
ditions de développement d’une fonction arbitraire en série procédant suivant les
polynomes PIl on pourrait utiliser, pour cela, les remarques données par M. Dar-
boux dans son Mémoire Sur les fonctions de grands nonzbnes, à propos des
séries ordonnées suivant des polynomes qui forment une suite de Sturm.

Sans m’appesantir là-dessus, je ferai seulement remarquer que, si l’on a

il 1 vie nt, en vertu des formules (i) et (2),

d’où la déterminalion des coefficients du développement de ~.~~x), lorsque celui-ci
est possible.

Soit donc .

Posons

on a



d’oii

et, par sui te,

Si 9(x) est pour x positif et très grand comparable à e-llX, on vo!t en posant
~ = a + Z 3 que est holomorphe pour

Quelle est la coupure? Pour a = ;, on a le cercle de rayon i , qui est le cercle
de convergence. Pour a = l, on a la droite u = I . on a un

cercle tangent en 1 au cercle de convergence et contenant celui-ci à son intérieur.
l’our a > 1, on a un cercle tangent en i au cercle de convergence et extérieur à
celui-ci. Une discussion aisée fait trouver dans ces divers cas des propriétés im-

portantes de f~~~ on est ramené à la discussion de pour les grandes va-
leurs positives de x.
On aura sans peine des généralisations de cette méthode, toutes les fois qu’on

pourra poser 

et qu’on connaîtra la fonction génératrice des A,1.

49. Toutes les remarques précédentes peuvent être étendues au cas où l’on
cherche à réaliser les égalités

à quoi l’on parvient à l’aide des polynômes de M. Hermine.
J’en puis dire autant du cas où les Hmites de l’intégrale sont finies, ce qui nous

ramène à notre point de départ.
Soit, par exemple,

Cherchons à résoudre ces égalités par rapport les x,t étant donnés.

Posons



les Xp étant les polynômes de Legendre. Il vient

désignant ce que devientXn(x) quand on y remplace xp par ap. On est

alors ramené à discuter la convergence de la série l (2 n + i ) Xn (a) Xn (x).
o

Si cette série est absolument et uniformément convergente pour - 1 x  i ( ~ ),
f (~) est holumorphe en tout point du plan, sauf si z est réel et plus grand que I

en valeur absolue. Si même la série en question définit une fonction de x holo-
morphe au voisinage du segment (- i, -I-1), f(z) n’a pas d’autres points singu-
liers à distance finie que - i et -t-i, mais alors cette fonction n’est pas uni-

forme.

Si, par exemple, les an sont donnés par les équations linéaires

aisées à résoudre de proche en proche, il vient

en tenant compte de la relation

qui donne

On aurait d’ailleurs des généralisations immédiates en considérant, non plus les

polynomes de Legendre, mais les polynomes hypergéométriques généraux. .

VII. - APPLICATIONS DIVERSES.

50. Je ne puis songer à énumérer toutes les a pplications que l’on peut faire des
méthodes précédentes. J’en citerai seulement quelques-unes, se rapportant encore

(i) Il suffit que la série en question définisse une fonction j(x) telle que l’intégrale

+1-1 [ y(x) [ dx ait un sens.



(pour rester dans le même ordre d’idées) à l’étude des fonctions définies par cer-
taines séries.

Tout d’abord, il est clair que notre méthode n’est au fond qu’un procédé de
sommation des séries. La transformation d’une série en une intégrale, suivant les
modes indiqués plus haut, est parfois très avantageuse au point de vue du calcul
numérique, comme l’a montré M. A. Janet ( ~ ~ sur un exemple auquel je me con-
tenterai de renvoyer le lecteur.

Cette remarque trouve une application immédiate dans la théorie des fonctions
entières, c’ést-à-dire des fonctions holomorphes en tout point du plan.

Soit, par exemple,

Cette nouvelle expression fournit plusieurs renseignements sur G(2) : : on voit,
par exemple, que Inéquation 

~ , ,

d’où

on a

n’a pas de racines réelles, que l’on a

pour 2 ~ o, que G(z) tend vers zéro quand z devient infiniment grand et né-
gatif, etc.

Posons, en général, 
-

a désignant une constante quelconque et p un entier positif. Supposons que l’on
ait

Soit w une racine primitive de l’équation binôme

(1) A. JANET, Comptes rendus de l’Académie des Sciences ; 18g4.



il vien t

On peut alors assez généralement, en suivant une marche exposée par NI. Poin-
caré dans sa Théorie analytique de la chaleur (1), trouver la valeur asympto-
tique de G(z) ou tout au moins des inégalités asymptotiques auxquelles G(z)
obéit.

Signalons encore un cas simple, qu’on généraliserait d’ailleurs aisément. On a
l’identité

Si (p entier positif), on voit que G(x) est le produit de e~’ par un po-
lynome de degré p en x. Si est une fonction entière de n d’ordre inférieur à t,

G(x) est le produit de ex par une fonction entière de x d’ordre inférieur à i.
En résumé, si est de l’une des formes examinées au Chapitre IV, la méthode

de sommation exposée dans ce Mémoire peut apporter une utile contribution à
l’étude des fonctions entières de la forme

autour de leur point essentiel à l’infini.
Je n’insisterai pas davantage. Mais je vais montrer maintenant que l’emploi de

cette même méthode ne nous confine pas nécessairement dans la théorie des

séries de Taylor. 
’

51. . Une fonction représentée pan une série. trigonométrique est-elle ou
non analytique? Une réponse peut être donnée à cette question dans des cas
étendus.

Soit, pour fixer les idées,

avec

( 1) Carré ; Paris, 1895. - Voir le Chapitre XII.



il vient

Les coupures sont

c’est-à-dire

Comme x varie de o à i en restant réel, ces coupures sont les parallèles à l’axe
imaginaire du plan (z) menées par les points de l’axe réel d’abscisses 2 kTC. On

voit donc que f( z) est une fonction périodique de z holomorphe dans chacune
des bandes ainsi délimitées.

Des résultats semblables peuvent être obtenus pour des séries autres que les

séries trigonométriques, dès que l’on connaît la fonction génératrice des fonctions
suivant lesquelles procèdent ces séries (i ).

Soit

les lettres Xll désignant les polynomes de Legendre, dont la fonction génératrice
est

Si l’on a

il viendra

La coupure est

x variant de o à i par valeurs réelles. C’est la portion (-+-1, +00) de l’axe réel du

plan (z). On voit que f( z) est holomorphe en tout point, sauf peut-être pour z
réel et supérieur à 1. . La discussion peut d’ailleurs être poussée plus loin,
comme il a été déjà dit; et, d’autre part, l’intégrale qui exprime est bien

développable pour - I  z  + 1 suivant la série donnée.

( 1 ) En particulier, la méthode s’applique aux séries de la forme 1 03B1n[03C6 ( z )]’t.
o


