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SUR LES SYSTEMES

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

QUI ONT DES SYSTEMES FONDAMENTAUX D’'INTEGRALES,

PAR M. E. VESSIOT,

Chargé de Cours & la Faculté des Sciences de Toulouse.

Dans un précédent travail (*), nous avons étudié les équations du pre-
mier ordre qui ont des systémes fondamentaux d'intégrales; il s’agit ici
des systémes d’équations différentielles du premier ordre possédant la
méme propriété, c'est-d-dire des systemes

d.@‘i

(1) '[7{:§i(x1’--~,xmt) (i:l,z,...,n),

dont l'intégrale générale peut se mettre sous la forme

(2) wi:d)i (xib ooy Liny Loty < v vy xpn]cl’ ceey C,,) (l: 1,2, .. Il),

OU Ty s oeey Lyn} oees Tpyy -oey Tpy SONL p intégrales particuliéres quelconques
b 53 ]

formant ce que I'on peut appeler un systéme fondamental, ol ¢,, ..., ¢,

sont les constantes d'intégration, et ou la forme des fonctions @; est indé-
pendante du systéme fondamental d’intégrales quiy figure. Il peut arriver
du reste, comme l'a fait remarquer M. Lie (*), qu'a un systéme (1) cor-
responde une infinité de syst¢mes de formules (2), le plus général dé-
pendant de fonctions arbitraires.

Se bornant au cas ou il n’y a qu'un seul systtme de formules (2),
M. Guldberg (*) a montré qu’on peut appliquer aux systémes (1) consi-
dérés la méthode qui m’avait servi pour une seule équation, et qu’alors le
nombre p ne peut dépasser n + 2. Jen conclus, peu aprés (*), que ces sys-

(1) Annales de U’Ecole Normale, 1893,
(2) Comptes rendus, t. CXVI, p, 1233.
(3) Ibid., p, 964.
(*) Ibid., t. CXVI, p. 1112,
Fac. de T. — VIIL. H.
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témes appartenaient 4 une classe trés remarquable introduite dansla Science
par M. Lie, et que nous proposons d’appeler systémes de Lie. Ce sont les
systemes de la forme

dr; N . :
(3) =D GO @) (i=1,2,...,n),
7

j=1

ot les fonctions ;;(«) sont les coefficients de 7 transformations infinitési-
males définissant un groupe fini continu de transformations

, S of .
(4) Xjfzgéji(a'x»---»'”:z)‘(rm =12 ...,r).
i=1
Nous appellerons aussi équation de Lie I'équation linéaire aux dérivées
partielles qui équivaut au systéme de Lie

() V¥ 00X, s =0

j=1

Dans la Note déja citée, M. Lie annongait enfin que, dans le cas le plus
général, la classe des systémes (1), possédant des systémes fondamentaux
d’intégrales, se confond avec celle des systemes de la forme (3). M. Lie
rappelait en méme temps que, dans son célébre Mémoire du tome XXV
des Mathematische Annalen ('), il avait esquissé une théorie de I'intégra-
tion du systéme (3), et indiqué cette propriété fondamentale qu’on peut
en obtenir I'intégrale générale dés qu’on en connait un nombre suffisant
d’intégrales particuliéres.

Dans les pages qui suivent, aprés avoir établi I'identité des deux classes
précédentes de systémes d’équations différentielles, nous développons une
théorie de l'intégration des systémes de Lie, fondée sur la considération
du groupe des paramétres; I'idée fondamentale en était indiquée dans
notre derni¢re Note (déja citée). On trouvera dans le Chapitre I'V des ré-
sultats équivalents a ceux de M. Lie; mais la méthode employée dans le
n° 2 de ce Chapitre nous appartient. Nous démontrons dans le Chapitre 11
que, dans tous les cas, I'intégration d’un systéme de Lie se raméne a celle

(1) Eu déja dans les Comptes rendus de la Société des Sciences de Christiania (nov. et
déc. 1882).
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d’équations linéaires, dés qu’on connait les équations finies du groupe (4)
qui y figure, résultat que M. Lie n’avait annoncé qu'avee une restric-
tion ('). Le Chapitre V contient I'extension aux systémes de Lie de la
célebre théorie de Galois sur les équations algébriques (*); nous y com-
plétons en méme temps notre théorie de I'intégration des équations diffé-
rentielles linéaires (*). Dans le Chapitre III, nous avons appliqué notre
méthode a deux exemples. Le premier est le probléeme classique du mouve-
ment d’un solide qui a un point fixe, quand on connait en fonction du temps
la rotation instantanée; on verra comment la belle solution donnée par
M. Darboux dans ses Legcons de Géométri se présente ici naturellement.
L’autre exemp:e, la recherche des trajectoires orthogonales d’une famille
de sphéres, nous avait été autrefois indiqué par M. Lie comme une appli-
cation de ses idées générales sur 'intégration des équations différentielles.
Nous nous faisons un plaisir de reconnaitre que ces idées nous ont con-
stamment guidé.

Enfin, le Chapitre VI est consacré a certains systémes d’équations diffé-
rentielles dont I'intégration se raméne a celle de systémes de Lie. On y re-
trouvera, obtenus par une méthode plus simple et exposés, nous 'espérons,
avec une entiére rigueur, les résultats que nous avions donnés dans une
Note présentée a I’Académie des Sciences (*). ’

Nous avons supposé connus les principes de la théorie des groupes de
transformations, y compris la notion des deux groupes des paramétres et
du groupe adjoint, mais nous renvoyons chaque fois aux Chapitres 4 con-
sulter dans le grand Outrage de MM. Lie et Engel (*). Nous serions heu-
reux si notre travail pouvait montrer, une fois de plus, 'importance capi-
tale dela théorie des groupes de transformations pour I’étude des équations
différentielles.

(1) Voir la Note des Comptes rendus déja citée.

(?) Nous avions annoncé déja cette extension dans une Note présentée a ’Académie des
Sciences en 1897,

(3) Annales de PEcole Normale, 18ga.

(*) Comptes rendus, t. CXVI, p. 427.

(*) Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von D Fr. Engel, bear-
beitet von Sophus Lie. (Pour renvoyer a cet Ouvrage, nous emploierons I’abréviation :
Transf. Gruppen.)
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I. — Geénéralites.
1. Soit

(1) i

W:ji(ml,...,x,,,t) (i=1,2,...,n)

un systéme d’équations différentielles du premier ordre, dont I'intégrale
géncérale s’exprime au moins d’une maniére par des formules

(2) wi:d)i(x“,...,x,,,,le,...,;r,,,,[cl,...,c,,) (t=1,2,...,n),

OU L1y oeey Typy veny Lppy oeny X sONL p systémes quelconques d’intégrales
particulicres. Ces formules peuvent se résoudre en ¢,, ..., ¢, et s'écrire

=W ( @ity ooy Zany Taty ooy Tpuy Ty - ooy 2,)  (k=1, 2, NN OB

On a donc, entre p + 1 systémes guelcongues d’intégrales particuliéres,
les relations

(3) Wi @11y« v oy Ziny Loty - o oy Lpps Lp+1,1y « o3 Lpi1,n) = CONSL.,

d’ot I'on conclut, par différentiation, que chacune des » fonctions W, satis-
fait identiquement a I’équation linéaire

. a [ =1,2, ...,
(L/I) 23‘i(xl~,1,...,x,~,n,t)d—f:o <l 2 n ).

- Zji J=L2,..,p+1
ij

Or les W, sont indépendants de ¢; ceci aura donc lieu pour chaque valeur
de ¢, et, par suite, les équations déduites de (4) en y donnant ¢ des va-
leurs particuliéres, mais arbitraires, en nombre suffisant, ne sauraient &tre
linéairement indépendantes. On aura donc des identités de la forme

q
§i (xj,v ey xj,m t) = 2 eh ji(xj,l, ceey xj,ru th))

h=1

oli ¢, ..., {; sont ¢ valeurs particuliéres de ¢. Ces identités ayant lieu pour
toutes les valeurs de j, les coefficients 6, ne peuvent dépendre que de ¢, et
I'on peut écrire

T
(9) ji(wl’”-,xmt)zzah(t)ahi(‘rn'--’xn) ({=1,2,...,n).

h=1
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Sil'on pose alors

< p)
X/zf:—z(z/zi(xn cees xn)b{-i’
=1

A : 0
X%)f: E glu' (‘le, .. -,xjn) d_‘z"f/"i’

i=1
on voit, en supposant les 0, linéairement indépendants, c’est-a-dire que ¢ a
la plus petite valeur possible, que chacun des W satisfera aux ¢ équations
linéaires
XS+ X+ =X =0 (h=1,2,...,9)

On peut donc déduire de ces équations un systéme complet, qui con-
tiendra, par exemple, 7 équations de la méme forme

X f 4+ XV =0 (h=1,2,...,7).
Cela étant, on aura des identités

(X(LJ)X(/.!)) - 2 Ciskys X.(cj)’
s
ou, a cause de 'indice j, les ¢, sont des constantes. Done, en introduisant
dans les identités (5), sir >¢, r — ¢ fonctions identiquement nulles,
0pity -+, 0,, on voit que le systétme proposé est de la forme
gi-19 y» Yry q Yy prop

(6) ‘:’;":2 On (8)Epi (21y « ooy ), (i=1,2,...,n),

h=1

les r transformations infinitésimales

(7) XS =X b (@) S (h=1,2 .00 7)

i=1
étant 7 transformations infinitésimales indépendantes d’un groupe a r pa-
ramétres, c’est-a-dire que c’est un systéme de Lie.

Remarque. — La démonstration précédente fournit en méme temps la

marche & suivre pour reconnaitre si un systéme proposé est un systéme
de Lie.
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2. Réciproquement ('), soit donné un systéeme de Lie (6), et détermi-
nons ~ intégrales indépendantes du systéme complet

X X@ f 4+ X f =0 (h=1,2,..., 1),
ot oSnp — r< n. Soient
lp‘k(‘rlh ooy Lrpy Lagy oo vy xpua Lpit,ae -y ‘I’p+1,n) (k:l’za"':’l)

ces intégrales; on peut supposer qu’eclles sont indépendantes comme fonc-
tions de @, ,, ...y Lpe1,, par exemple. Les équations

q"lc(xlh veoy Ly L1y oo '9‘vpn9 Xy, “"xn)zck \k:ly 2y eeny IZ)

définissent alors l'intégrale générale de (6), S1 @, , «ovy Tiny ooy Lpyy ooy Tpn
sont p systémes d'intégrales particuliéres; car on a, en différentiant par
rapport & ¢ dans cette hypothése, '

P r r
oW .
A= P 0 ()XW= — X 0u(6)Xu W,

j=1h=t h=1

de sorte que chacune des fonctions
W (@yyy o vy Lpns Liy o nvs Tp) (k=1,2,...,n),

oti les x;; sont remplacés par leurs valeurs en fonction de ¢, est intégrale
de I’équation linéaire équivalente au systeme (6),

(8) %é—l—z Q/L(I:)th:O.

h=1
Nous sommes donc arrivé au résultat annoncé par M. Sophus Lie :

Les systémes d’équations différentielles du premier ordre possédant
des systemes fondamentaux d’intégrales sont les systémes de Lie.

3. Ces systémes ont cette propriété remarquable qu’on peut dire com-
ment figurent les constantes arbitraires dans l'intégrale générale. Repre-

(1) Le principe de la démonstration de cette réciproque est da a M. Lie. Nous y employons
les invariants de p +1 points, pris par rapport au groupe (7).
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nons, en effet, le systeme (6), et solent
(9) ;= fi(x}, ..., x5|ay, ..., a,) (i=1,2,...,n)

les équations finies du groupe (7), que nous appellerons le groupe G cor-
respondant au systéme. Je dis qu’elles représentent U'intégrale générale du
systeme (6), en y considérant xi, ..., z, comme des constantes arbitraires
eta,, ..., a,comme des fonctions de ¢ convenablement choisies. Résolvons-
les en cffet par rapport a z{, ..., x,, ce qui donne

(r0) ! =F;(xy, .. ')xnlau ceey @y,

ct cherchons a déterminer a,, ..., @, comme des fonctions de 7, de maniére
que les seconds membres soient n intégrales de I'équation (8): cela

donne

dF daL
o +ze (6)X,;F=o,

k=1 j=1

ce qui s'écrit, en appliquant les identités fondamentales dans la théorie des
groupes ('),

X,F+A;F=o,
ou les transformations infinitésimales

7} .
(11) A,F:E Aip(Ayy ooy @y d—“zf/ (j=1,2,...,1)

définissent le groupe des paramétres de G,

- da
(12) da,,[ k Z 0;(¢) oy (ay, ...,a,.)] =o,
k=1 j=1
et ces 1dentités seront évidemment vérifiées si les @, sont intégrales du sys-
téme
dak ‘
(13) 5= 2 HOEDIC T AN

j=1

Elles ne le seront du reste qu’a cette condition, car les 7 paramétres

(1) Transf. Gruppen, t. I, Ch. 9.
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@y, ..., @, sont essentiels dans les équations (10), et, par suite, les n fonc-
tions F; ne peuvent vérifier une équation linéaire telle que (12) sans que
les coefficients y soient tous nuls. Nous avons donc le résultat suivant :

Les équations (9) représentent intégrale générale du systéeme (6) a
la condition (nécessaire et suffisante) que a,, ..., a,y soient un systéme
d’intégrales du systéme (13).

4. Appliquons ce résultat au systéme (13), en remarquant que le groupe
(11) est & lui-méme son groupe des paramétres (*). Soient

(14) ak:?/.'(a'j)’--~’a2|b|""7bl')

ses équations finies. Elles définiront 'intégrale générale dés que b, ,...,b,
sera une intégrale particuli¢re du systéme (13) lui-méme. Clest la une
propriété bien remarquable des systémes de Lie dont le groupe corres-
pondant est simplement transitif [on sait, en effet, que les équations finies
d’un tel groupe peuvent toujours s’écrire sous la forme d'un groupe des
paramétres (*)]. Actuellement, nous en pouvons conclure, en supposant
connues les équations finies du groupe G, qu’au licu d’intégrer le systéme
(6), on peut intégrer le systéme (13).

Mais I'inverse est vrai aussi, car si, dans 'une quelconque des fonctions
F;, on met & la place des x; un systéme d’intégrales du systéme (6), on aura

OF, <o OF; xa _
90 = mzej(t)ﬁjk(x)—Eej(f)Xij,

et, par suite, toujours a cause des mémes identités que tout a I’heure,
OF, N
S Zej(t)AjF,-:o,
j=1
c’est-a-dire que I, est alors une intégrale de I'équation linéaire

(15) %+Ze,(t)Ajf:o,

j=1

(1) Transf. Gruppen, t. 1, Ch. 21.
(%) Ibid., Ch. 20, p. 394.
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équivalente au systéme (13). Comme, de plus, ,,.. ., a,sont des paramétres

essentiels dans les n fonctions F;, en employant un nombre suffisant d’in-

tégrales particuliéres du systéme (6), on arrivera a avoir r intégrales indé-

pendantes de I’équation (15), et dés lors le systéme (13) sera intégré.
Nous arrivons donc & cette conséquence :

Si les équations finies du groupe G sont connues, Uintégration du
systéme (6) est équivalente a celle du systéme (13).

5. L’application du principe précédent, fondamental pour la suite, sup-
pose connues les équations finies du groupe G. Cette hypothése est dansla
nature des choses, car l’intégration du systéme (6) fournit les équations
finies de G. En effet, le théoréme du n° 3 signifie que les équations (6)
définissent une famille de transformations finies du groupe G. La ré-
ciproque est & peu prés évidente, car toute telle famille (& un paramétre ¢)
est représentée par les équations (9) ot @y, ..., @, sont fonctions du para-
métre, de sorte qu'on a, en vertu du premier théoréme fondamental de la
théorie des groupes,

-CT[_ M’% 'Et_zq"jk(al’"-’ar)gji(xl’°"’xn)>

k=1 j=1

dz, _ ~o 0x; dag 2 day
k=1

c’est-d-dire que les x; satisfont & un systéme de Lie. On peut, dés lors,
supposer, en revenant au systéme donné (6), que les transformations qu’il
définit ne sont contenues dans aucun sous-groupe de G, sans quoi c’est ce
sous-groupe & qui on ferait jouer le rdle de G; de sorte qu’en effectuant
successivement 7 des transformations définies par I'intégrale générale de
(6), on obtiendra une transformation du groupe G avec r paramétres
essentiels, c¢’est-a-dire les équations finies de G.

Il est donc naturel de décomposer en deux parties I'intégration du sys-
téme (6), la premiére consistant dans la recherche des équations finies du
groupe G. Nous ne nous occuperons que de la seconde, c’est-a-dire que,
dans la suite, les équations finies de G sont toujours supposées connues.

Fac. de T. — VIIL H.»



H.1i0 E. VESSIOT.

II. — Systémes isomorphes. Réduction aux systémes linéaires.

1. Considérons deux systémes de Lie formés avec les mémes fonctions

eh(t>7
dri _

= Boie), S = XomE ((Zrr ),

nous dirons qu’ils sont isomorphes si les groupes correspondants

th:EE"”'(x)dgﬁ-’ th:ZC"l(z)gz—f, (h=1,2,...,r1)

sont isomorphes holoédriquement, et se trouvent, sous la forme précédente,
rapportés isomorphiquement I'un & l'autre (*). On peut alors supposer
leurs équations finies écrites sous une forme telle qu’ils aient méme groupe
des paramétres. C’est 1a un théoréme de M. Lie (*), que nous retrouverons
du reste bientot. A ces deux systémes correspond alors le méme systéme
(13), et, par suite, chacun des systémes fournit, par son intégration, celle
de 'autre. Nous pouvons donc dire que deux systémes isomorphes sont
équivalents, quel que soit le nombre des variables dont ils dépendent.

De 14, cette conséquence fondamentale que I'intégration d’un systéme
de Lie dépend uniquement de la nature des fonctions 0,(¢) et de la struc-
ture | Zusammensetzung (*)] du groupe correspondant, tous les systémes
isomorphes formant une classe, dont on peut prendre un représentant par-
ticulier pour type canonique, par exemple un syst¢éme dépendant du
moindre nombre de variables possible, c’est-a-dire dépendant d’une équa-
tion différentielle d’ordre minimum. C’est ainsi que l'intégration de tout
systéme de Lie dont le groupe a la structure du groupe projectif a une va-
riable se raménera a l'intégration d’une équation de Riccati. Nous en
donnons un exemple dans le Chapitre suivant.

2. Reprenons le systeme

dxi _

(I) dt —Eeh(t)alﬂ(wh-'-’xn) (i:I,2’ ""n)'
. h=1

(1) Transf. Gruppen, t. 1, Ch. 17.
(2) Ibid., t. 11T, Ch. 26, et t. I, Gh. 17.
(3) Ibid., t. 1, Ch. 17.
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dont le groupe correspondant est

(2) thZZEhi(w)-(-;% (h=1,2,...,7).

i=1

Le groupe adjoint (*) de ce groupe

(3) ekzzpkj(al,...,a,.)e}? (k=1.2,...,1),
j=1

dont les transformations infinitésimales sont

r r P
(4) EkfIEECikseia'—efs (lf__‘I,Q, ...,I’),

s=11i=1

est isomorphe au proposé et, sous la forme (3), il a méme groupe des pa-
ramétres. L’isomorphisme est de plus holoédrique, si le groupe (2) ne con-
tient pas de transformation infinitésimale distinguée [ausgezeichnet (*)].
Supposons-nous dans ce cas : il résulte alors du numéro précédent que le
systéme (1) est équivalent au systéme linéaire isomorphe

de r X
(5) == D 0u(2) X, cansers
k=1 i=1

Si le groupe (2) contient 7’ transformations infinitésimales distinguées,
les équations (3) ne dépendent plus que de r — 7’ = 7 paramétres essen-
tiels, le groupe (4) n’étant plus qu’a r” paramétres. Si donc nous voulons
étudier de quelle utilité sera, pour I'intégration du systéme proposé, celle
du systéme linéaire (5), nous sommes conduit & reprendre les considéra-
tions du Chapitre précédent (n° 3 et 4), en supposant que les équations
(9) définissent un groupe, mais que @, ...,a, 0’y sont pas des paramétres
essentiels. On voit alors que les F;(z,, ..., z,|a,, ..., a,) sont encore des
intégrales de I'équation (15), mais on n’en pourra plus déduire que 7" inté-
grales distinctes, si 7 estle nombre des paramétres essentiels du groupe G.

Donc ici l'intégration du systéme (5) fournira 7 intégrales de I’équa-

(*) Transf. Gruppen, t. I, Ch. 16.
(2) Ibid.
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tion

i N
-d—{ + N0 (A f=o.
i=1
On voit de plus facilement que ce sont celles qui sont en méme temps inté-

grales des équations
A f=o, ceey A f=o,

en supposant que A,f,..,, A,.f sont les transformations infinitésimales
distinguées du groupe des paramétres de (2).

Les autres s'obtiennent par des quadratures; 'une d’elles en effet s’ob-
tient, par exemple, en intégrant le systéme complet

%J;—i—el(t)A,f:o, A, f=o, ci A.f=o,
qui se raméne, en appliquant la méthode de M. Mayer, & une équation
unique du premier ordre i deux variables séparées. En faisant ensuite
jouer d A, f, ..., A, f successivement le role que joue ici A, f, on obtiendra
bien ainsi 7’ intégrales nouvelles indépendantes des premiéres.

Donc, dans le cas le plus défavorable, Uintégration du systéme pro-
posé n’exige, outre lintégration du systéme linéaire adjoint (5), que
des quadratures.

3. Appliquons le théoréme précédent au cas ou les fonctions 0,(¢) se
réduisent & des constantes A, L'intégration du systéme (1) donne alors les
équations finies du groupe (2) sous leur forme canonique. D’autre part, le
systeme (5) étant alors un systéme linéaire a coefficients constants, son
intégration peut toujours s'effectuer. D’ou ce théoréme de Lie (') :

Lorsqu’on connait les équations finies d’un groupe, on peut loujours
les mettre sous forme canonique; ’opération exige au plus des quadra-
tures.

M. Lie en a déduit des conséquences importantes. Supposons d’abord
deux groupes isomorphes holoédriquement. On pourra toujours (c’est un
probleme d’Algébre) écrire leurs transformations infinitésimales de maniére

(1) Transf. Gruppen, t. III, Ch. 26.
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que la correspondance isomorphique y soit en évidence; soient
Xofs ooy Xofs  Zufs oenr Lnf

Sil'on intégre alors les deux systémes

‘ dz
%:27\/15115(.2‘), _L_i_t.{:z)\hCI”(Z%

on obtiendra les équations finies des deux groupes sous une forme telle
qu'ils auront méme groupe des paramétres. Or cela exige au plus, d’aprés
ce qu'on vient de voir, des quadratures, sil’on connait déja, sous une forme
quelconque, les équations finies des deux groupes. Nous retrouvons donc
le résultat invoqué plus haut.

Une autre conséquence, & laquelle on arrive d’'une maniere analogue, et
qui nous sera utile, est que, dés qu’on connait les équations finies d’un
groupe, on peut considérer comme connues celles de tous ses sous-
groupes et, par suite, les invariants de tous ces sous-groupes.

III. — Applications.

1. Mouvement d’un solide qui a un point fixe. — Onsuppose connues,
en fonction du temps, les composantes de la rotation instantanée par rap-

port aux axes fixes, par exemple. Le probléme revient alors a I'intégration
du systéme

dz _ .
ac — ¢ J>
dy

(1) EZ =rx — ps,
s _
dr — Py — 9%

ol p, ¢, I sont trois fonctions données de . C’est un systéme de Lie, le
groupe correspondant étant le groupe des rotations

9 2 ) 0
(2) Xxf:y—z—z-§> ng:z%—x_[, Xsf:x%—y.g_i.

Il est isomorphe au groupe projectif 4 une variable

9 u(—’f-, uﬁdf

ou’ du ou’
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ce qu’on met en évidence en I'écrivant

(3) Usf:iuz—{; U,f:é(tﬂ—-l)%‘é, Ugf:';(u2+l)%’

de sorte que le systéme (1) est équivalent & 'équation isomorphe de Riccati

du 1 . . 1 . .
(4) =@ p)Firut (g ip)ut

L’équation finie du groupe (3) est

o U+ a .
(5) u_buO+c

Pour écrire sous forme isomorphique les équations du groupe (2), il
suffit de remarquer qu’il transforme projectivement les points du cercle
imaginaire de infini, et, par suite, les génératrices rectilignes de chaque

systéme d’une sphére quelconque ayant son centre & I'origine. On posera
donc

Vai+ yi+ 2= w, z+iy=(w—+ 3)u, z+ iy =(5—w)¥,

c’est-a-dire

uy —1 .ouv 1 u—+v
(6) x=w s y=—1iw s s—=w
v—u v—u v—u
avec
() y ata o Sota
~ bu,+c T bog+c¢

et 'on aura, pour les équations cherchées,

r—a 1— a’— b+ c? ii+a—b—c a— be
- a(c— ab) Oa c— ab e —ab’
(9) _x_z:—l—l—a?-—lﬂ—i—c? 14 @+ b+ c? . — i(a—+ bc)
7 Y ="%03 c—ab Yo a(c— ab) " ec—ab
i — b—ac N (b + ac) tz c+ab
ST c—ab Yo ~c”ab T e—ab

La solution est donc la suivante. On intégre 1'équation (4), et 'on met
P'intégrale générale sous la forme (5), u, étant la constante d’intégration,
pour en tirer a, b, c en fonction de ¢, et on porte ces valeurs dans les équa-
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tions (7). Si u, est la valeur de u pour ¢ = ¢,, les valeurs (7) se réduisent
respectivement pour ¢ = ¢, & x,, Yo» Zo-

On peut enfin remarquer que les équations (6), ot w = /z? + ¥+ 35,
et ot u et v ont les valeurs (6'), fournissent déja I'intégrale générale cherchée.

2. Trajectoires orthogonales d’une famille de sphéres. — Soit
(X—g»2+(Y—=1I 2+ (Z—k)2—rt=o

P’équation des sphéres de la famille considérée, au paramétre ¢.
Prenant pour inconnues

et posant

dg = ar\(¢) dt, dh =2rp(t)de, dk —=2rv(t)dt,

on voit que tout revient & intégrer le systéme

‘ ‘;—f:zx()\x—i—py—i—vz)—z)\,

dy

(1) i = 2Y (A& +py +v5) —ap,

dz

( Jt—:zz(lx—f—‘uyq—vz)-zv
avec la condition

(2) x4y 5=,

dont on voit qu'il suffit qu’elle soit remplie pour ¢ — Z,.
Les trois transformations infinitésimales en évidence

X,j':ac'(acijf —|—yg£—l—zd—f>———()—f,

dx dy Js dx

J d 7} J
XQf:_y<xd—£ —i—)’d—; —I—-z()‘—i_")—y‘}/’”

9 a /) J
X3f:z(z()—‘£ +yd‘—§ +z-d‘—£>— 5{:

ne forment pas un groupe, mais leurs crochets donnent les trois nouvelles
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transformations
s 9 I _ 29
l,f_ydz zd)” Ygf_-odx xdz’ Y3f—.2‘(7)—,- '}/da’),

qui constituent avec elles le groupe projectif de la sphére (2). Ce groupe
se compose, comme l’on sait ('), de deux sous-groupes invariants

[G=Xi—iY,  G=X,—iYs,  G=Xi—iY,

3
( ) ' Dl:X1+iY1, D22X2+iY2, D3:X3+5Y3,

et est isomorphe au groupe

A TR T T T

o’ udu’ du’ 9y dv v%’

comme on le voit en écrivant ce dernier

h
V3f:2"%{;’ V1f:+i(1+v‘2)g—{, Vlf:(l-—vz)g{,

de sorte que le systéme (1) est isomorphe au systéme des deux équations de

Riceati
du . .
T (v — i) +2he— (v + pi)u?,
(5)

g—: = v+ pi)+2he — (v —pi)o

Les équations finies du groupe (4) sont

U+ a vo+a'
u—= Y =
(6) bus+c’ Voot

et, pour mettre sous forme isomorphique celles du groupe (3), on voit faci-
lement qu'il suffit de poser

. x + iy = u(1+ 3), x—iy =v(1+3),

c’est-a-dire

) x_u—l—w i(v—u) 1— uy
(7 T it uwe =+ uy 1+ uy

() Transf. Gruppen, t. 111, Ch. 10.
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Elles deviennent alors, par un calcul analogue 4 celui du probléme pré-
cédent,

x_y__z_ I

ATB C D
A= ( c+c'+ab+ ba’)xo—i(c~c’—l—ab’—ba’)yo—l- (ac'+ca'— b — b )zy+ (ac'—+ ca'+ b -+ by,
(8) B=i( e—c'—ab +bayzy+ (c+ ¢'—ab —ba')y,+i(ca'— ac' — b +b)z+i(ca' —ac'+ b — b)),
C= (—a—d+ be' +cb')xy+i(a—a' + be' — by, 4 (1 —aa'— bb' +cc') zy -+ (—1—aa'+ bb' + cc'),

D= ¢ a-+—a’+bc’+cb’)xo—i(a—a’+cb’—bc’)_yo—i— (@@’ —bb'+ cc' — 1 )50+ (aa'—+ bb' + cc' + 1 )s

On intégrera donc les équations (5) et I'on mettra Pintégrale générale
sous la forme (6), u, et ¢, étant les valeurs de « et ¢ pour £ =1¢,. On en
tirera @, b, ¢, a’, b, ¢’ en fonction de Z, et I'on portera dans les équa-
tions (8), ot 'on devra supposer x, + 2 -+ 5, =1. Elles fourniront I'inté-
grale cherchée. On peut remarquer qu’au fond les formules (7) répondent
déja a la question.

Remarquons enfin que, sil’on se borne au cas des quantités réelles, il
suffit d’intégrer une seule des équations (5);son intégrale générale étant

u=09(t)+iy(s),
celle de 'autre est
v =0 (¢)—iY(¢L),

et les équations (7) se réduisent a

4)2

_ 20 . 2y L 1— 0
Ty VT e g T et g2

On peut encore se servir des équations (8), en y posant

a=a-+ ia, b=B+if, c=y+iy,

_ ! _ ; —_— kg
a=a—id, O'=83—ip, c=vy—1iy’;

elles deviennent

8

z_y
Ao T

O] u
i
>

avec

=0 2y +af +a'B)a+ (2y + af' — o )y ((ay — 2B )z, (o7 +-28),
W = (—2y 4+ af’'— Ba’ Yz, + (2y —aB)y, + (a'y + 2,6’)50+(o¢’y’—2ﬁ’),
S=(—20+4+fy)xi+(—2a'— BY+yB)yo+( 1—al—alr— B =By y ) s — (14 a2 al— gy

O=( 2a+By)zo+( 20'—By'+yB")y,+ (mrolral?—fB2 gy ey gy o + (14 a4 e R e Al )
Fac. de T. — VIII. H.3
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IV. — Réduction a des systémes simples.

1. Nous dirons qu'un systéme de Lie est simple, si le groupe correspon-
dant est simple. L’application de la théorie de M. Lie pour I'intégration
des systémes complets (*) qui admettent un groupe va nous montrer que
Uintégration de tout systéme de Lie peut se ramener a celle d’une suite
de systémes simples.

Considérons a cet effet 'équation équivalente au systéme proposé (?)

(15) g{+29j(z),\,f:o;

j=1

elle admet évidemment le second groupe des paramétres (*) du groupe G

(16) B,f= zﬁ/zk(a1 a,.)% (h=1,2, ..., 1),

k=1

puisque les deux groupes des paramétres sont récipraques, c’est-a-dire que
I'on a
(A;Bp)=o0 (Jyh=1,2,...,71).

Nous pouvons donc lui appliquer la théorie de M. Lie, comme nous allons
I'indiquer rapidement.

Le groupe (16) est isomorphe au groupe donné G. Supposons-les non
simples, et soit

(17) B,f, ..., Buf

un sous-groupe invariant maximum de (16). Comme on connait les équa-
tions finies du groupe (16), on connait aussi celles de (17) et par suite ses
invariants, et soient par exemple

a(ay...an), .., G_p(ay...a,)

r — r’ invariants indépendants de ce sous-groupe. Introduisons-les comme

(1) Mathematische Annalen, t. XXV.
(2) Nous reprenons les notations et numéros du Chap. L.
(3) Transf. Gruppen, t. 111, Ch. 27.
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nouveaux parameétres, a la place de @,,,, ..., a, par exemple. Il vient

A/f:A;f+A—/f (.I':[’ 2) ...,I'),
(18) ¢ Bif=Bif (k=1,2, ..., 1),

’ Byonf= B;-'+bf+ Biinf (h=1,2,...,r—17r")
avec

o

O af
A f= Za}k(a, R R AR A | dar
k=1

—
R of
i = Lo (l’...d’_u——-,
AJf 2:“/,1 +/z( 1 r—r )0ah

h=1

et des formules analogues pour les B'f et les Bf. On voit alors que I'on
peut intégrer d’abord I'équation en a ... a,_, et ¢

Yo af=o,
qui admet le groupe simple

Bl"+1f’ RS ] B_lf‘
Cette intégration effectuée, nous prenons pour nouvelles variables, au licu
ded,...a,_,, r—r intégrales indépendantes de cette équation; @ (a'|?), ...,
a,_,(a'|t), ce qui donnera a I’équation (15) la forme
9 "
‘ 5{—04- Mo, Ajf=o,
(19)

-
" N\ n ” n df
= ; .. A e Qp_ult 1y

? Aif Z oy (@ ay|a) ay .| )dak

k=1

et aux transformations du groupe (18) une forme analogue

-
(20) B,f= 23&((1, oeaplal ... a;’._,.v]t)-(—g{—; (h=1,2, ..., 0.
k=1

On pourra dés lors traiter les @” comme des constantes, et, comme on
connait encore les équations finies du groupe (20), on opérera sur 'équa-
tion (19) comme on vient de le faire sur I'équation (15), et ainsi de suite.
Il importe de remarquer que les A”f ne définissent plus en général un
groupe, mais cela n’importe en rien pour les transformations indiquées.
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Ajoutons enfin qu'une légére modification & la méthode précédente
permettrait de se passer des équations finies des groupes (16), (20), etc.

2. On sera donc ramené a une suite de problémes du type suivant, qui
est le probléme fondamental auquel M. Lie raméne, en définitive, le cas
général d’un systéme complet admettant un certain nombre de transforma-
tions infinitésimales :

oy s 122 .
Intégrer ’équation

(21) Lf:‘;—{+21,-(x,...x,.,t)3£i,

i=1

connaissant les iransformations infinitésimales du groupe simple et
simplement transitif qu’elle admet :

(22) X,-f:EEji(xi...x,., t)% (J=r1,2,...,2).
i=1

Nous allons montrer que ce probléme revient a Uintégration d’un systéme
de Lie simple. Par la sera prouvé, en particulier, le résultat annoncé en
téte de ce Chapitre.

Prenons un groupe quelconque isomorphe au groupe (22), et dont on
connaisse les équations finies (son groupe adjoint pourra par exemple tou-
jours servir), soit

i J .
(23) ij—_—ECﬁ(z,...,z,L)bé (J=1,2,...,r).

i=1

Nous pouvons supposer que, sous la forme (22) et (23), les deux groupes
sont rapportés isomorphiquement I'un a 'autre. Alors les équations

(24) Lf=o, Xif+Z,f=o, Ceny X, f+2Z,f=o

forment un systéme complet. Déterminons ses n intégrales en employant
la méthode de M. Mayer : & cet effet, nous résolvons les équations (24) en

%’ ddi Y s ad?{" et posons
1 r

Z2y= Uy, Ty = Uy, ceey Xp== u,t.
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On est ramené alors & une équation unique de la forme

(23) g‘é""E@j(ult)ij:O,

j=1
ou les » doivent étre traités comme des constantes. C’est donc une équation
de Lie simple.

Reste a montrer qu’elle fournit I'intégration compléte de 'équation (21).
Remarquons, en effet, que intégrer le systeme (24) revient a former les
équations finies du groupe (23) en prenant pour paramétres 7 intégrales
indépendantes de I’équation (21), de sorte que » intégrales indépendantes
de ce systéme, en y considérant les z,, ..., z, comme des constantes arbi-
traires, dépendent essentiellement de r fonctions de z,, ..., z,, ¢ indépen-
dantes, que ’on obtiendra par conséquent toujours, en donnant aux z, dans
ces intégrales, un nombre suffisant de systémes de valeurs constantes.

V. — La théorie de Galois (*).

1. Considérons un systéme de Lie

dz; <
(1) d‘f‘:EOj(t)gji(‘Z',...x,,) (i=r1,2,...,n),
ou le groupe )
(2) XJfZEEJx(‘”)% (J=1,2,...,n),

13
i=1

est un groupe simplement transitif, dont on connait les équations finies.
On peut toujours supposer que c¢’est un groupe des paramétres (voirI,n°4),
de sorte que, ses équations étant

(3) ;= fi(xy ... 2Y|a,...a,) (i=1,2,...,n),
I'intégrale générale de (1) peut s’écrire

%) xi:fi(c,...cn Z;,:) (i=1,2,...,n),

(1) Pour les théorémes de la théorie des groupes employés dans ce Chapitre, on pent
consulter la premiére Partie de notre travail : Sur I’Intégration des équations différen-
tielles linéaires (Annales de {’Ecole Normale, 1892).
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ot @y, ..., x, est une intégrale particuli¢re quelconque, constituant donc
a elle seule un systéme fondamental. Remarquons toutefois que ceci n’est
vrai que si I’on peut résoudre les équations (4) par rapport aux constantes.
La condition s’écrit simplement, si I'on remarque que les équations (4),
interprétées comme transformation des x,, ..., x, en x,, ..., z,, sont celles
du groupe simplement transitif réciprogue (') du groupe (2), et dont nous
écrirons les transformations infinitésimales

(5) Lef = 3 tule) - (k=1,2,...,n).

On a donc des identités de la forme

= N (@) (o),

d’oti 'on conclut [en remarquant queles équations (4) résolues par rapport

aux z,, ..., «, forment encore une transformation du groupe | que la con-
dition pour que le systéme considéré soit fondamental est qu’il n’annule
pas le déterminant des fonctions {j;.

C’est du reste ce groupe (5) qui va jouer, dans cette théorie, le méme
role fondamental que joue le groupe des substitutions de 7 lettres dans la
théorie de Galois. Nous le supposerons prolongé chaque fois autant qu’il
sera nécessaire, les x; y étant considérés comme des fonctions indétermi-
nées de la variable 7, non transformée par le groupe.

Une fonction quelconque de x, ..., x, et de leurs dérivées, jusqu’a un
ordre quelconque, admet un certain nombre (qui peut étre zéro) de trans-
formations infinitésimales du groupe (5), qui définissent un sous-groupe de
ce groupe. Ce sous-groupe est le groupe de la fonction. On voit facilement
qu’une fonction et ses dérivées ont le méme groupe.

2. Le groupe (5) n’a pas d’invariant d’ordre zéro. Il a » invariants
différentiels (au sens qu’on vient d'indiquer ) du premier ordre, et n seule-
ment, indépendants les uns des autres. On les obtient en résolvant, par

(1) Transf. Gruppen, t. I, Ch. 20.
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rapport aux 4;, les équations

(6) xQ:EAjEﬁ(a',...x,,) (i=1,2,...,n),

=1

ol lesaccents désignent, pour abréger, les dérivées; c’est-a-dire que ce sont
les coefficients du systéme considéré. Il est évident qu’on obtient ainsi des
fonctions indépendantes, puisque les formules (6) permettent d’en tirer
Zyy «- ., ,. Montrons qu'ils admettent une quelconque des transformations
infinitésimales du groupe (5). A cet effet, nous appliquons aux deux mem-
bres de chaque identité (6) 'opération Z, f, prolongée jusqu’au premier
ordre; il vient

12 0 i
2% %x(,,x) :zijf(x)ZkA/—l—zAjZkEﬁ(x).
] ]

h

Or les transformations infinitésimales X; et Z; sont échangeables, et I'on a

L) =X, tuta) = X () 252
h

de sorte que les identités précédentes deviennent

Le premier membre est identiquement nul : on a donc
EE;,«(x)ZkA,-:o (i=1,2,...,n),
; :

et, par suite, comme le déterminant des £;; n’est pas nul
Z,Aj=o0 . (Srhk=1,2,...,n0),
ce qui démontre le théoréme.

3. Considérons alors une fonction quelconque des z et de leurs dérivées,
que nous écrivons, pour abréger,

Viz|x'|z"]|...).

On peut en faire disparaitre toutes les dérivées en se servant des équa-
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tions (6) et de celles qu'on en déduit par différentiations successives. Il
vient ainsi une identité

V(z|a'|a"]...)=U(z|A|A]...);
et si nous appliquons aux deux membres I'opération Z, f, comme on a

.oy

Z]‘-AjZO, ZkA"i:O,

on voit que le résultat dans le premier membre est le méme que celui qu'on
_obtient dans le second en considérant les A, A", ... comme des constantes.
Donc la fonction Vadmet le méme groupe que la fonction U qu’on en déduit
en en faisant disparaitre les dérivées.

On en conclut, en particulier, que, si V est un invariant du groupe (5),
U ne contiendra pas les x explicitement, d’oti ce théoréme, analogue au

théoreme des fonctions symétriques dans la théorie des équations algé-
briques :

Tout invariant du groupe (5) s’exprime, par un calcul de substitu-
tions, au moyen des A; et de leurs dérivées successives.

Plus généralement, supposons que le groupe de V se compose de n — v
transformations infinitésimales

(7) Lify ooy Lavf.

Il est inutile de les supposer prolongées, a condition qu’on fasse dispa-
raitre dans V, et dans toutes les autres fonctions des intégrales que l’on aura
a considérer, les dérivées des x5 ce que nous supposerons. Le groupe (7) a
v invariants indépendants; or V et ses dérivées sont des invariants, donc il
existe entre V et ses v premiéres dérivées, une relation

(8) ®(V,V',...,VO|A|A]...) =0,

identique par rapport aux xz, «, ”, .. .. De plus, aucune relation de méme
forme ne peut exister entre V et ses v — 1 premiéres dérivées, car elle
serait verifiée par la valeur générale qu’on déduit de V par la transforma-
tion générale (4) du groupe (5), valeur générale qui dépend de v para-
métres essentiels (! ) et ne peut par conséquent satisfaire & aucune équation
différentielle (8) d’ordre inférieur a v.

(1) Voir notre travail des Annales de I’Ecole Normale, 1™ Partie, Ch. II; 1892.
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Done V, V', ..., V0= (aprés élimination des dérivées des ) sont v
invariants indépendants du groupe (7).

Deés lors, toute autre fonction des intégrales, admettant le groupe
de V, est une fonction de V et de ses dérivées (et des A; et de leurs déri-
oées); et 'on en obtient Uexpression par un calcul d’éliminations.

On verra enfin d’une maniére analogue que, si la seconde fonction W
admet seulement » — v — v’ transformations infinitésimales indépendantes
du groupe de V, elle est intégrale d’une équation différentielle d’ordre v/,
de la forme

O(W, W', ..., W |V, V', ... |AIA]...)=o,

qu’on obtient encore par de simples éliminations; et, plus généralement,
qu’une troisi¢me fonction admettant le groupe commun a V et W, s’ex-
prime, par un calcul d’é¢liminations, en fonction de V, W et de leurs déri-
vées (et des A; et de leurs dérivées).

4. Revenons maintenant au systéme (1). Il est caractérisé par ce fait que
les invariants A; sont égaux a des fonctions données de ¢. Ces fonctions 0, (7)
sont considérées comme rationnelles, ainsi que certaines fonctions de ¢ qui
peuvent leur étre adjointes, et toutes celles qu'on en déduit par des diffé-
rentiations ou des éliminations entre des équations de forme rationnelle.
Sont considérées comme de forme rationnelle les équations finies (4) du
groupe (5) et celles de tous ses sous-groupes, donc aussi les invariants de
ces groupes qu’on en déduit par voie d’élimination. Plus généralement, on
considérera aussi, comme étant de forme rationnelle, certaines fonctions
des indéterminées z,...x,, ,...z,, ..., et toutes celles qu’on en déduit
par des différentiations partielles ou des éliminations. C’est 4 ce point de
vue que nous parlons de fonctions rationnelles des intégrales; I'une quel-
conque de ces fonctions est intégrale d’une équation (8), au plus d’ordre
n, ot 'on doit remplacerles A; et leurs dérivées par leurs valeurs en fonc-
tion de ¢. Cette équation est aussi de forme rationnelle, et, comme fonc-
tion dez(les V, V', ...y étant considérés comme des paramétres), est une
fonction rationnelle de ¢. Quant aux intégrales de cette équation, qui sont
les diverses valeurs de la fonction considérée, et de celles qu’on en déduit
par les transformations du groupe (4), ce n’est qu’exceptionnellement
qu'elles seront des fonctions rationnelles de ¢ (au sens expliqué). Ces va-

leurs ne peuvent, du reste, étre distinguées les unes des autres (théorique-
Fac. de T. — VIIL H.4
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ment), que si 'on a choisi pour z,...2, un systéme particulier d'inté-
grales du systéme proposé. Cela étant fait, et aprés les explications
précédentes, on peut parler de fonctions rationnelles des intégrales & va-
leur rationnelle. Et il résulte du paragraphe précédent que, siune fonction
rationnelle des intégrales esta valeur rationnelle, toute fonction rationnelle
des intégrales, admettant le groupe de la premiére, a aussi une valeur ra-
tionnelle.

Cela posé, imaginons toutes les fonctions rationnelles des intégrales &
valeur rationnelle, et considérons-en une dont le groupe ait le nombre mi-
nimum de transformations infinitésimales indépendantes; soit V cette fonc-
tion, et G son groupe. Toute fonction rationnelle des intégrales admettant
le groupe G aura une valeur rationnelle; et réciproquement, toute fonc-
tion rationnelle des intégrales, & valeur rationnelle, W, admet le groupe G
car, si elle en admettait seulement un sous-groupe G’, un invariant de G,
s'exprimant rationnellement au moyen de W, de V et de leurs dérivées,
aurait une valeur rationnelle, ce qui est contraire au choix de V. On a

donc le théoréme suivant, qui est I'analogue du célebre théoréme de
Galois.

Au systéme donné (1) correspond un sous-groupe G du groupe (5),
qui jouit de la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante, pour qu’une fonction ration-
nelle des intégrales soit & valeur rationnelle, est qu’elle admette toutes
les transformations infinitésimales du groupe G.

Nous appellerons le groupe G le groupe de Galois du systéme (1).

5. 1l serait maintenant facile de développer une théorie de I'intégration
du systéme proposé analogue a celle que nous avons donnée autrefois pour
I'équation linéaire d’ordre n. Tout revient ici encore & la réduction pro-
gressive du groupe de Galois du systéme; elle s’obtiendra en intégrant une
suite d’équations différentielles, chacune de ces équations pouvant étre
remplacée, si l'on veut, par un systéme d’équations du premier ordre.
Nous préférons exposer ici une autre méthode pour utiliser I'existence du
groupe de Galois du systéme, méthode qui mettra bien en évidence que
I'on est toujours conduit, comme systémes auxiliaires, & des systémes de
Lie. Nous allons prouver, en effet, que ’intégration du systéme proposé
se raméne a celle d’un systéme de Lie ayant pour groupe correspondant
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un groupe isomorphe au groupe G. Il n’y aura plus ensuite qu’a appli-
quer & ce systéme la méthode exposée au Chapitre précédent.

Nous partons de cette remarque que les invariants du groupe G doivent
&tre considérés comme des fonctions connues de ¢ : soient Uy .. Uy p de
ces invariants (indépendants), I'ordre de G étant 7 = n — p. Nous pouvons
supposer que ce groupe est

(G) Lfy Tafs ey Lof.

Introduisons comme variables nouvelles «, ..., et  autres fonctions des
zie,...v.; 1l viendra

: > of
(G") Zk‘f:hEC“’(VI'”V"u"“up)m (k=1,2,...,p),
=1 :

et les équations finies de ce groupe G’, qui sont connues, ont la forme

(9) or=gn(o)...on WS gy Y, (h=1,2,...,r),

(10) u; = uy ({=1,2,...,p),

les y, ...y, étant les paramétres. Faisons enfin dans les transformations
(G’) le changement de variables des ¢ en y défini par les équations (9);
il rend identiques les équations

Zﬂ;f"‘ Y/cf: 0,

ouY,f, ..., Y, f sont les transformations infinitésimales du groupe des
paramétres du groupe (9, 10). Les équations fondamentales de la théorie
des groupes donnent, en effet, ici des identités de la forme

r
' d(’l
Cin (V15 00ey 03 Uy ooy up) = Z Nki (.}'1: (RN} ,YI‘) 975 =Y 9p,
i

i=1

a condition que les et les u soient les fonctions des y définies par les équa-

tions (9), (10). Donc, par le ehangement de variables (9), le groupe (G)
prendra la forme

, d p
(G") ka:,é ﬂk/z()fn,---,y:-)gj{—; (k=1,2,...,r).

En méme temps, les transformations du groupe (2) deviennent

X!f:X;f'*‘Y_/f (J=1,2,..,n),
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ou
R of
X, f= ~1E- vy ¥rl Uty eoes -
Jf ,,2:1 _,n(yn Yrs Uy up) d)’h’
P of
X, f= 12 Eji(uys oesy Up) .dl—lp;
=1
et les identités
(XjZk)IO
donnent
(11) (X5, Yp)=o0 (j=1,2,w,n;k=1,2,..,1)
Enfin, le systéme proposé se décompose en deux
dyn _ , _ .
(12) o _2 0;(¢) £y (5 ) (h=1,2,..., 1),
i
du —
CTLI:E 0,(¢)E;, (u) (I=1,2,...,p).
i

Or on connait une intégrale particulié¢re du second, puisqu’on a les expres-
sions des « en fonctions de £; on portera donc ces valeurs dans les équa-
tions (12), c'est-a-dire qu’on n’aura qu’a intégrer I’équation

(13) %—kz@,(t)}(’jf—_—o,
i

ot les u auront été remplacés parleurs valeurs. Or, les relations (11) ayant
lieu quels que soient les u, I’équation (13) admettra le groupe G”; on sera
donc bien ramené au cas traité au Chapitre précédent, le fait que les X ne
forment pas un groupe n’empéchant nullement d’appliquer la méthode
quiy a été exposée.

On pourrait objecter que I'on n’obtiendra pas ainsi l'intégrale générale
du systéme proposé¢, mais nous avons vu qu'il suffit d’en avoir une inté-
grale particuliere pour en déduire aussitot cette intégrale générale.

6. Nous nous sommes bornés, dans ce qui précéde, au cas d'un systéme
de Lie dont le groupe correspondant est simplement transitif. Cela suffit
pour indiquer dans chaque cas les particularités qu’apporte dans I'inté-
gration le choix des fonctions 0 (), puisque nous avons montré (I, 4) que,
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par 'emploi du groupe des paramétres, on rentre toujours dans ce cas. On
peut remarquer toutefois que les résultats précédents s’appliquent d’eux~
mémes au cas ou le groupe correspondant est p fois transitif. Il suffit alors
de prendre pour fonctions inconnues p systémes d’intégrales particuliéres

Zity  eees Tany  eres Xpiy eees Tpns
et, enposant
Xk — 2 Eji (Zgty enes Tin) % (J=1,2,..., 2p),
i
on a, en
p
é\“-jf:ZX‘f’J (J=1,2,..., np),

k=1
un groupe simplement transitif.

C’est le cas, par exemple, d'un systéme linéaire d’ordre n, le groupe cor-
respondant étant alors le groupe linéaire homogeéne & n variables, qui est n
fois transitif. Enfin, ce cas contient, comme cas particulier, celui d’une
seule équation lincaire d’ordre 2, qu’on peut toujours considérer, méme
au point de vue actuel, comme un systéme d’équations linéaires du pre-
mier ordre, en prenant pour fonclions inconnues nouvelles les n — 1 pre-
micéres dérivées de la fonction cherchée.

Les résultats que nous venons d’obtenir contiennent donc, comme cas
particulicrs, ceux que nous avons donnés autrefois sur I'intégration de 1'¢-
quation linéaire d’ordre n. Ils les complétent de plus en ce sens qu'ils
montrent qu’on peut toujours faire en sorte de n’introduire, comme inté-
grations auxiliaires, que celles de systémes de Lie simples, et, par consé-
quent, si 'on veut, que des équations linéaires & groupe simple.

Une derniére remarque, dans le méme ordre d’idées. Nous avons montré
dans le premier Chapitre qu’on pouvait remplacer 'intégration de tout
systéme de Lie par celle d'un systéme linéaire, celul qui équivaut a 1'é-
quation de Lie

%+E G;(t)E; f =o,
i

ouE,f, ..., E f est le groupe adjoint du groupe correspondant au sys-
téme proposé. Or, les équations

E f—=o, cees E.f=o
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ont toujours au moins une intégrale commune ('); supposons qu'il y en
ait p de distinctes, par exemple

Q(ey, vosen), ..., Q; (e, +-05 €).
Les fonctions cherchées satisfont donc a des relations
Qi (et ..., €,) = const,. (k=1,2,...,p),

d’oti I'on conclut que le groupe de Galois du systéme linéaire auquel on est
conduit est précisément (du moins dans le cas ou les fonctions §; sont quel-

conques) le groupe adjoint E, £, ..., E, 1.

VI. — Sur certaines équations différentielles.

1. Etantdonné un systéme d’équations différentielles du premier ordre *)

dr:
(1) e

T =F; (@, ...y, 8) (i=1,2,...,n),

il peut arriver que 'on connaisse un systéme de formules

(2) Z;=®; (L1, oy Ziny XTapy ooy Tpaltlcy, .. se,) (E=1,2,...,n),

donnant I'intégrale générale en fonction de p intégrales particulieres guel-
‘conques (les fonctions ¢; dépendent de £, mais leur forme ne dépend pas du
choix des intégrales particuliéres qui y figurent. On a alors p intégrales
particuliéres nouvelles en prenant

, J=1,2,...,n
(3) Xy =Qi( X1y oo Byn Loy oo Zpplt|ag ... ary) <k_ >
=I1,2,...,p

et, par un choix convenable des nouvelles constantes ¢},
4) c=Wr(ay...a,a,...0p,|c;...¢,) (h=1,2,...,n),
on devra avoir les identitésen ¢ :

(5) @2y .. xpltler ) =R (2 ap,tlel o ien)  (E=1,2, .. .,0).

(1) Transf. Gruppen, t. 11, Ch. 28, p. 673.

(?) Le cas d’équations d’ordre supérieur se raméne ict sans difficulté au cas du premier
ordre.
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En général, les formules (4) changeront avec le systéme d’intégrales parti-
culiéres x;; qui intervient ici.

Supposons cependant que les formules (4 ) soient indépendantes du choix
des x;;; elles rendent alors les équations (5) identiques par rapport aux a;
et a ¢, considérés comme indépendantes, c’est-a-dire que les équations (3)
définissent un groupe (pour chaque valeur de ¢), dont le groupe des para-
métres sera '

, h=1,2,...,n
(6) ak,L:‘If/,(a,,...a,,,,]c,,,...ck,,) <k:l,2,...,p>.

Je dis que, dans ce cas, le systéme (1) peut se remplacer par un systéme
de Lie.

Remarquons, a cet effet, qu’étant donné un groupe simplement transitif
(7) x; = fi(z}]...z2}|a, ... a,) (i=1,2,...,n),
si on y effectue le changement de variables défini par les équations
(8) zi=fi(xy...2)|y1 o0 Yn)s

ol xy, ..., x, sont des constantes arbitraires, le groupe se transforme en
son groupe des paramétres. Cette propriété se démontre comme la remarque
employée au n® 5 du Chapitre précédent, dont elle ne différe pas au fond.

Si donc, dans le cas actuel, nous faisons dans le systéme (1) le change-
ment de variables inconnues défini par les équations

(9) 2, =@ (xy, ... xp, |t Yoo Vi)

il transformera le groupe (3) dans le groupe (6), écrit avec les y au lieu
de a, et le systéme obtenu

d
(10) —‘Zyt—":Gk(_yl...y,,t)

sera tel que l'intégrale générale en sera donnée par les formules
(11) In=Wu(yu.-. Ypulei .. ca),

OU ¥yy,.. ., ¥pr SONL p intégrales particuliéres; et comme ¢ ne figure plus
explicitement dans ces formules, le systéme (10) est bien un systéme de
Lie.
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2. Pour une scule équation du premier ordre, il est bien remarquable

“que le cas particulier du numéro précédent soit précisément le cas général.
Soit, en effet, I’équation
) ) q

(12) %:F(x, t),

dont I'intégrale générale est donnée par la formule connue
(13) x=9(x,xy...2,|t|c),

ol x,, ..., , sont p intégrales particulicres quelconques. On en conclut
comme précédemment, en posant

(14) xp=o(xy...x,|t]ay) (k=1,2,...,p),

I'identité en ¢, ou ¢’ est une nouvelle constante
o(xy...x,|t|e)=0(x,...x,|t]|c),

et, en résolvant par rapport a ¢',

(15) =y(x,... xp|t|a,...a,]|c).

Si cette relation est indépendante de «,, ..., z,, elle I'est aussi de ¢, et
les équations (14) définissent un groupe. Dans le cas contraire, on y don-

nera aux @, et & ¢ des valeurs fixes particuliéres, et 'on obtiendra une
relation de la forme
w(x,...z,t)=const.=¢,

liant p intégrales quelconques, d’oti 'on tirera une formule
xpy,=w (&, ... Zp—y|t]C),

enticrement analogue & (13) et donnant l'intégrale générale de (12) en
fonctions de p — 1 intégrales particulicres

r=w(x;...2p-|t]C).

Reprenant alors sur cette formule les mémes raisonnements, et conti-
nuant ainsi de suite, on arrivera a déterminer sans intégration I'intégrale
générale de (12), 4 moins qu’on ne rencontre avant une formule analogue

a (13) telle que les équations correspondantes analogues aux équations (14)
définissent un groupe.
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On peut donc supposer que les équations (14 ) définissent un groupe et
appliquer le résultat obtenu au numéro précédent. On fera le changement
de fonction inconnue

@ =g(zy...2p|t]y),

et 'on obtiendra une équation en y

(16) %:G(}/,t),

dont I'intégrale générale sera donnée par la formule

y =41 yple)
telle que les équations
ylls:q)(.}q.yplaﬁ) (k‘—_I,?,‘--’P)’

définissent un groupe. Ce sera donc une de ces équations que nous avons
¢tudiées dans un autre Mémoire ('), et, par suite, I'intégration compléte
de I’équation (12) exigera une ou deux quadratures, ou l'intégration d’une
équation de Riccati.

Il serait du reste facile de rattacher ce résultat a la théorie générale
exposée dans les Chapitres précédents, théorie qui embrasse le cas de
I'équation (16) comme cas trés particulier.

(1) Annales de U’Ecole Normale, 1893. — Des considérations analogues a celles qui pré-
cédent permettent de combler une légére lacune au début du § 2 de ce Mémoire.

Fac. de T. — VIII, H.5



