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Introduction . 

Les suites récurrentes linéaires interviennent dans de nombreux domaines. Elles sont 

d'abord apparues en combinatoire avec Fibonacci [ Fi ] , dès 1202, pour modéliser 

l'évolution d'une population de lapins ( en l'absence de prédateur ) ; on trouve des exemples 

de dénombrements liés aux suites récurrentes linéaires dans la plupart des ouvrages de 

combinatoire, par exemple dans le livre de Comtet [ Co ] . Dans le domaine de l'algèbre, 

elles sont liées à diverses questions d'élimination, cet aspect est présenté en particulier en 

[ C.M.P. ] ; un autre point de vue, lié aux fonctions symétriques ( voir t Mac ] ), est donné 

par A. Lascoux, [ Las ]. Elles apparaissent en théorie des langages : morphismes itérés sur 

un monoïde ( DOL-systèmes ..., voir le livre de J. Berstel [ Berl ] ) , langages rationnels 

( voir [ B.R. ] ). Elles constituent un objet fondamental en théorie des communications où 

l'étude des suites récurrentes à valeurs dans un corps fini équivaut à celle des registres à 

décalage ( en anglais, shift registers ) : voir les références [ Go ], [ L.N.], [ McW.Sl. ], 

[ Rue ], [ Se ], [ Z ] ainsi que le cours tout récent de D. Ferrand [ Fe ] qui donne un point 

de vue mathématique, à la fois concis et clair, de cette théorie. On les rencontre bien sûr 

aussi dans l'étude des équations aux différences finies : voir les livres de Gel'fond [ Ge ], 

Milne-Thomson [ M-Th. ] et P. Montel [ Mo ] , ainsi que le chapitre 7 du livre de 

Henrici, [ He ] . Elles sont aussi utiles en logique, approximation, pour la production de 

suites pseudo-aléatoires ( à ce sujet voir Knuth, [ Kn ] ) ... 



Cet article ne traite que des propriétés arithmétiques des suites récurrentes linéaires. Le 

véritable créateur de ce domaine est Edouard Lucas, cf. son ouvrage [ Lu ] . Cette question 

a donné lieu ensuite à de très nombreux travaux et constitue déjà tout un chapitre du livre de 

Dickson, [ Di ], sur l'histoire de la théorie des nombres. Voir aussi un important travail de 

Carmichael en 1920, [ Car ] . Une étude générale des suites récurrentes linéaires figure dans 

le cours de Pisot [ Pi ] , où sont présentés quelques aspects arithmétiques de ces suites, les 

aspects liés à l'étude de certains ensembles d'entiers algébriques. 

Les propriétés arithmétiques des suites récurrentes linéaires qui sont plus 

particulièrement étudiées ici ont fait l'objet de nombreux travaux durant ces dernières 

années. Les principaux problèmes considérés sont : 

- étude des zéros d'une suite donnée : [ B.M. ], [ Mi2 ] , . . . 

- minoration du terme général : [ Ma ], [ Mil ], [M.S.T.] . . . . 

- bornes pour les multiplicités : [Beu] , [ K u ] , 

- minoration de P ( un ), le plus grand diviseur premier de un : [ Ste2 ], [ Shol ] ... 

- étude des répétitions : [ P.Sh ], [ Mi3 ] , 

- questions de rationalité : [ A ] , [ Dw ] , [ Bert ] , [ Pa ] , [ Canl ], [U], [Pool ] . 

Les outils utilisés dans ces travaux sont : 

- congruences et équation de Pell - Fermât : par exemple dans [ Mi4 ] et [ Mi5 ] , 

- analyse p-adique : e. g. dans [ Ku ] et [ Mi2 ] , 

- fonctions hypergéometriques : e. g. dans [ B.T. ] , 

- formes linéaires de logarithmes : e. g. dans [ Mil ], [ M.S.T.], [ Mi7 ],. . . 

- théorèmes sur l'approximation diophantienne des nombres algébriques : le 

théorème de Roth - Ridout dans [ Ma ] , celui de Roth - Schmidt - Schlickewei en 

[ E v ] , [ Laul], [Sch.vdP. ] 

Parmi ces outils, le seul qui conduise automatiquement à des résultats " effectifs " est la 

théorie des formes linéaires de logarithmes. 



On trouve des informations récentes sur les thèmes abordés dans cet exposé dans les 

références suivantes : la seconde partie de l'article de synthèse [ C.M.P. ] porte sur l'étude 

arithmétique des suites récurrentes linéaires ; c'est aussi le thème de plusieurs chapitres de 

l'ouvrage de T. Shorey et R. Tijdeman [ S.T. ] ; l'article [ Poo2 ] de van der Poorten 

contient aussi une présentation originale de plusieurs problèmes arithmétiques célèbres sur 

les suites récurrentes linéaires. 

Le présent texte a été conçu comme un complément à [ C.M.P. ] et insiste sur les 

progrès réalisés depuis la rédaction de cet article ; une partie des informations données ici 

provient de [ S.T. ] et [ Poo2 ] , qui sont tous deux postérieurs à [ C.M.P. ] . L'article 

de synthèse [ E.G.S.T. ] présente aussi un panorama des progrès récents sur les suites 

récurrentes linéaires. 

La plupart des problèmes sont bien plus faciles pour les suites binaires que pour les 

suites ternaires ( ou d'ordre plus élevé ! ) . En fait, plusieurs problèmes sur les suites 

récurrentes ternaires restent ouverts : par exemple le nombre maximal possible de zéros 

d'une suite récurrente linéaire cubique à valeurs entières. De plus, beaucoup de travaux sur 

les suites binaires portent sur des questions très spéciales, qui ne se généralisent pas au cas 

des suites d'ordre quelconque ; ces suites font l'objet des chapitres 2 et 3 de [ S.T. ] , 

elles ne seront pas étudiées en détail ici. 

Parmi les suites récurrents linéaires cubiques à valeurs entières, la suite de Berstel (b„), 

qui est définie par bo = 0, bj = 0, b2 = 1, bn = 2 bn_i - 4 bn_2 + 4 bn-3 pour n > 3 , 

semble jouer un rôle très particulier. 

D'abord, c'est le seul exemple connu d'une suite linéaire récurrente ternaire non-

dégénérée qui possède six zéros ( une suite récurrente linéaire est non-dégénérée ne possède 

qu'un nombre fini de zéros ) , il a été démontré en [ Des ] qu'il s'agit de la seule suite, au 

sein d'une vaste classe de suites récurrentes ternaires, à posséder autant de zéros, de plus, 



dans le travail non publié [ Beu2 ], Beukers a démontré qu'une suite linéaire récurrente 

ternaire non-dégénérée à valeurs entières possède au plus sept zéros. 

Deuxièmement, la suite de Berstel contient beaucoup de répétitions, en fait on a montré 

en [ M i 3 ] que l'équation um = ± un , pour des indices m, n e Z , possède 

exactement 21 solutions ( m , n ) avec m < n , ces solutions étant explicitement 

calculées. 

En [ M.T. ] , on étudie l'équation un = ± 2 r 3 s , r et s e Z , et là encore il s'avère 

que la suite de Berstel semble constituer un exemple remarquable : cette équation possède 

exactement 44 solutions, pour n parcourant Z . 

Ces deux derniers travaux présentent aussi l'intérêt de résoudre complètement des 

équations pour lesquelles on ne connait actuellement aucune méthode algorithmique de 

résolution. 

Le plan de cet article est le suivant : 

I . Préliminaires 

H . Etude des zéros d'une suite donnée 

E l . Minoration du terme général 

IV . Bornes pour les multiplicités 

V . Minoration de P ( u„ ) 

VI. Etude des répétitions 

VII. Questions de rationalité 

Bibliographie. 



I . Préliminaires. 

Les notations introduites dans ce paragraphe sont très proches de celles de [ C.M.P. ] , 

afin de pouvoir renvoyer implicitement le lecteur à cet article pour des démonstrations ct plus 

de détails ; elles seront conservées dans toute la suite. 

On se place dans un corps K ( commutatif ) . Une suite récurrente linéaire ( un ) sur 

K est une suite qui vérifie une relation du type suivant 

(1) un + m = am_i un+m-i + ... + ao un , n = 0, 1, 2 , . . . , avec ao * 0 , 

où m est un entier et a, , , . ! , . . . , ao des éléments de K . Une telle suite est complètement 

déterminée par ses m premières valeurs u o , . . . , um.i. On dit que la suite est d'ordre m . 

Lorsque m = 2 , la récurrence est dite binaire. Une suite récurrente d'ordre trois sera dite 

ternaire ou encore cubique. 

Le polynôme compagnon d'une suite qui vérifie (1) est par définition égal à 

G ( X ) = X m - a m . i X m _ 1 -... - ai X - ao , 

on notera ses différentes racines par © i , . . . , co* , la multiplicité de la racine ©i étant égale 

à Xi, pour i = 1, 2 , . . . , k . Par commodité, ces ©i sont souvent appelées les racines de 

la suite (un). 

Considérons la série génératrice de la suite (un ) : 
oo 

(2) U ( X ) := £ u n X - . 
n = 0 

Soit B ( X ) le polynôme réciproque de G ( X ) , i. c. B ( X ) = 1 - am-i X - . . . - ao X m . 

Posons A ( X ) = U ( X ) . B ( X ) . Grâce à la formule (1 ) , il vient 

m - 1 j 
A ( X ) = X ( Uj- £ a m -1 - i . Uj -i ) x i . 

j = o i = i 



Ainsi, A ( X ) est un polynôme et la formule 

o ) u ( x ) = T r o r p 

montre que la série formelle U ( X ) est une série rationnelle. Dans le cas particulier où la 

suite (un) est à valeurs entières, on voit que les polynômes A et B définis ci-dessus sont 

à coefficients entiers, avec B ( 0 ) = 1 , résultat dû à P. Fatou, [ Fa ] . 

Notons aussi la formule ( voir [ Poo2 ] , § 2.6 ) 

(4) g T X ) = I I +. . •+>)! a ^ j , . . . ^ X n . B A ; „ = 0 j, + 2 j 2 + . . .+ mjm = n J1 " — Jm ' 

En développant la fraction rationnelle (3) en éléments simples, on constate que le terme 

général de la suite un est donné par une expression de la forme 
k Ti . • i 

(5) u n = I P i ( n ) a > i " , avec P i ( n ) = X Pu C " i -J i )> 
i = i j = i J 

où les Pij appartiennent au corps K ( CDi,..., 00̂  ) ; une expression telle que (5) sera 

appelée un polynôme exponentiel. On supposera que cette expression ne comporte pas de 

termes triviaux, c'est à dire que pour chaque indice i il existe au moins un des coefficients 

Pij qui n'est pas nul. Dans le cas où le corps K est de caractéristique nulle, les Pj sont 

des polynômes non nuls, à coefficients dans le corps K ( © i , . . . , ©t ) , et dont les degrés 

vérifient la majoration deg ( Pi ) < Xj, pour i = 1 , 2 , . . . , k . 

La formule (5) est très utile, elle servira systématiquement dans la suite. C'est grâce à 

elle que l'on peut appliquer l'analyse réelle, l'analyse p-adique, la théorie des formes 

linéaires de logarithmes et le théorème d'approximation de Roth-Ridout-Schmidt-Schlikewei 

aux suites récurrentes linéaires à valeurs algébriques. 

Enfin, on vérifie qu'une suite (un) à valeurs dans un corps K et donnée par (5) 

vérifie une relation de la forme (1), où les aj sont des éléments de K . 

Nous avons donc montré que les définitions (1), (3) et (5) sont équivalentes. 



La caractérisation (3) montre que l'ensemble des suites récurrentes linéaires est stable 

par addition et par produit de Cauchy [ i. e. w„ = un vo + un.j vj + ... + uo vn ] ; tandis 

que la caractérisation (5) montre qu'il est stable par produit de Hadamard [ c'est à dire par 

l'opération définie par wn = u„ vn ] . 

Exemple : L'exemple le plus populaire de suite récurrente linéaire et aussi sans doute 

le plus ancien ( il date de 1202 ) est la suite ( F„ ) de Fibonacci définie par les conditions 

F 0 = 0 , Fi = 1 , F n + 2 = F n + 1 + Fn pour n > 0 , 

de sorte que ses valeurs successives sont 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... ; 

dans ce cas la formule (5) s'écrit 

_ C0in - co2
n . 1 + V5 , x 1 - V5 

Fn ou û)i = — * — et ©2 = — a — • 
©i - ©2 z z 

La fonction U ( X ) définie en (2) est 

X 

U ( X ) = 1 - X - X 2 

et enfin la formule (4) conduit à la relation 

Fn+i= i ( n i j ) . 
j = o J 

Cette suite a suscité tellement d'études qu'il existe un journal périodique consacré à son 

étude et à des questions voisines, le Fibonacci Quaterly . 

Remarque : La formule (1) permet d'étendre la définition de un pour n négatif, si on 

pose u'n = u . n ( pour n = 0, 1, 2 ... ), on a 

u'n+k = - ( ak+l / ak ) u'n+k.! - . . . - ( a t / % ) u'n+i + ( 1 / a* ) u'n . 

Parfois, nous considérerons donc la suite u„ pour n parcourant Z tout entier. 



I I . Etude des zéros d'une suite donnée . 

Un des théorèmes les plus remarquables sur les suites récurrentes linéaires concerne la 

nature arithmétique de l'ensemble Z des zéros d'une suite récurrente ( un ) ( i. e. de 

l'ensemble des indices n pour lesquels u„ = 0 ) ; il s'agit du résultat suivant. 

Théorème ( Skolem - Mahler - Lech ) . - Soit ( un ) une suite récurrente linéaire à 

valeurs dans un corps de caractéristique nulle. Alors l'ensemble Z des zéros de cette suite 

est égal à une union finie de progressions arithmétiques ( certaines de ces progressions 

peuvent être de raison nulle et l'union peut même être vide ! ) . 

La méthode de démonstration, due à Skolem [ Sk ], constitue un exemple remarquable 

d'utilisation de l'analyse p-adique ( pour une introduction aux nombres p-adiques le lecteur 

pourra consulter Borevitch-Schafarevitch [ B. S. ] , J. P. Serre [ Se ] ou Cassels [ Cas ], 

et pour une étude plus détaillée de l'analyse p-adique Y. Amice [ A ] , K. Mahler [ Ma3 ] 

ou Ch. Pisot [ Pi ] ) . 

Dans le cas où la suite est à valeurs entières, en choisissant un nombre premier p 

convenable on démontre qu'il existe un entier T positif tel que chacune des T fonctions 

f j ( n ) = u n x + i pour i = 0, 1, ... , T - 1 s'étende en une fonction analytique sur 

l'ensemble Zp des entiers p-adiques. Du fait que Zp est un ensemble compact, chacune 

de ces fonctions fi ou bien ne possède qu'un nombre fini de zéros, ou bien est 

identiquement nulle. D'où le résultat dans ce cas. 

Puis Mahler [ Mal ] a étendu ce résultat au cas où les u„ sont des nombres 

algébriques. Enfin, Lech [ Le ] a démontré le cas général donné ci-dessus. 

On peut noter que l'article de Ph. Robba [ Ro ] fournit une majoration de la raison des 

progressions arithmétiques infinies contenues dans l'ensemble Z ; pour un résultat plus 

général voir [ P.R. ] . 



On déduit aisément du théorème la conséquence suivante : si (u„) possède une infinité 

de zéros alors, dans la formule (5) , pour chaque indice i il existe un indice j * i tel que le 

quotient ©i / tûj soit une racine de l'unité. Ceci permet de démontrer ( cf. [ B M ] ) que le 

problème de savoir si (un) possède ou non une infinité de zéros est décidable, en réponse à 

une question de M. P. Schiitzenberger. 

On dira qu'un suite récurrente linéaire est non dégénérée si elle est non nulle et si, de 

plus, aucun des quotients tûi / û)j n'est une racine de l'unité ; on vient juste de voir qu'une 

telle suite ne possède qu'un nombre fini de zéros. 

Une autre question, autrement plus difficile, est la détermination explicite de l'ensemble 

Z des zéros d'une suite récurrente linéaire non dégénérée donnée. On dispose alors 

essentiellement de deux méthodes : la méthode p-adique et la méthode de Baker, [ Ba ] . La 

première méthode consiste à appliquer un théorème de Strassmann ( [ Str ] , ce théorème est 

aussi démontré par exemple en [ Lew ] et [ Cas ] ) qui fournit une majoration du nombre 

de zéros d'une fonction analytique p-adique non identiquement nulle, mais ce résultat ne 

permet de déterminer Z que dans le cas où, par chance, la majoration de ce nombre de 

zéros est exactement égale au nombre de ces zéros. La seconde méthode - présentée au 

paragraphe suivant - ne s'applique que lorsque les ©i de la formule (4 ) vérifient certaines 

hypothèses particulières, mais elle fournit alors un majorant explicite M des éléments de Z 

et ensuite " il suffit " de déterminer les n < M tels que un soit nul ( comme en pratique M 

est très grand, ceci demande un travail important et une technique possible est alors d'étudier 

la suite modulo de nombreux nombres premiers ) . Ces deux méthodes ont été appliquées en 

[ Mil ] pour montrer que l'ensemble des zéros de la suite de Berstel est exactement égal à 

Z = { 0, 1 ,4 , 6, 13, 52 }, résultat qui figure aussi dans [ Cas ] . 



En [ M.S.T. ] , on démontre que si une suite récurrente linéaire non dégénérée à valeurs 

algébriques possède au plus quatre racines ©; de module maximal alors on peut déterminer 

effectivement un entier N tel que la relation u„ = 0 implique n < N . De plus, Shorey et 

Tijdeman remarquent ( notes du chapitre 4 de [ Sh.T. ] ) que la preuve de ce théorème 

(qui figure aussi en [ Sh.T.], theorem 4.6 ) conduit au résultat suivant : 

si (un) est une suite récurrente linéaire non dégénérée à valeurs algébriques pour 

laquelle k = 5 et I toi I = I ©2 I = ... = I ©5 I (rappelons que k désigne le nombre de 

racines ©i , voir formule (5) ) alors la relation un = 0 implique que n est borné par un 

nombre calculable, ne dépendant que de la suite considérée. 

Une extension du théorème de Skolem-Mahler-Lech aux germes de fonctions 

analytiques sur C , solutions de certaines équations différentielles linéaires, a été donnée 

par J. P. Bézivin, [ Bez3 ] . 

Terminons ce paragraphe par deux questions ouvertes : 

- Problème : Existe-t-il un algorithme qui permette de calculer Z pour toute suite 

récurrente linéaire à valeurs entières ? 

- Conjecture : Il n'existe pas d'algorithme qui, étant données 21 suites 

récurrentes linéaires à valeurs entières u M , u ( 2 ) , . . . , u (21> , permette de savoir si 

l'équation 
(D (2) (21) „ u: + u: + . . . + u „ = 0 nl n 2 "21 

possède ou non une solution ( ni, n2 , . . . , n2i ) e N 2 1 . 

Il est à noter que cette conjecture est liée au problème de la possibilité de rendre effectif 

ou non le théorème d'approximation de Rolh-Schmidt-Schlickewei. De manière précise, si 

cette conjecture est vraie alors ce théorème ne peut pas être rendu complètement effectif. 



III . Minoration du terme général 

Soit (un) une suite récurrente linéaire à valeurs entières ( ou plus généralement à 

valeurs algébriques ), on veut minorer I un I de manière non triviale pour n assez grand. 

Là encore, on utilise la formule (5) . Dans le cas présent, les tûj sont donc des 

nombres algébriques complexes et les Pj des polynômes ( non nuls ) à coefficients 

algébriques complexes. On supposera de plus que la numérotation est telle que l'on a la 

suite d'inégalités I toi I > I ©2 I > ... > I ©k I. 

Lorsqu'il existe une seule racine dominante, c'est à dire quand on a I ©1 I > I ©2 I, 

alors, trivialement, I un I > j Pi ( n ) ©in pour n > no ( effectif ) . 

Par contre, lorsque ©1 et ©2 sont de même module, avec ©1 * ± ©2 , le problème se 

complique sérieusement : dans le cas le plus simple où k = 2 , Pi = P2 = 1 on voit que 

un = 2 p n cos ( n 8 ) , où on a posé ©1 = p e ' 6 , avec p réel positif, 

et minorer I un I revient à minorer la quantité I A l , lorsque A = n 8 - kjt pour n et k 

parcourant Z . Ainsi A est une " forme linéaire de logarithmes de nombres algébriques " . 

Les travaux de Gel'fond fournissent une minoration de I A | , ce qui a permis à A. 

Schinzel d'obtenir le premier, dans le cas des suites récurrentes linéaires binaires, une 

minoration effective du terme I un I. Grâce aux travaux de Baker, un théorème plus général 

a été obtenu en [ Mi2 ] , puis ce résultat a été étendu en [ M.S.T. ] , où on démontre une 

minoration effective de ! u„ I lorsque le nombre r maximum de nombres ©i de module 

maximal est au plus trois et qu'aucun des quotients © j / © j , l < i < j < r , n'est une racine 

de l'unité. Lorsque ce théorème s'applique on peut donc déterminer effectivement toutes les 

solutions de l'équation un = a , pour a fixé ( et en particulier pour a = 0 , ce qui permet de 

traiter de cette manière la suite de Berstel ) . 



Depuis peu, van der Poorten et Schlikewei ont démontré la minoration suivante : soit 

(un) une suite récurrente linéaire non dégénérée à valeurs algébriques alors, pour tout 

nombre réel £ > 0 fixé, il existe un entier no tel que l'on ait 3 un I > I ûîi In (1 - e > pour tout 

indice n > no ( remarquer que cette estimation est essentiellement la meilleure possible 

puisque l'on a trivialement I un I < I ®i In < 1 + E ) pour tout n suffisamment grand ) . Leur 

démonstration utilise le théorème fondamental des S-unités, lui-même déduit du théorème 

de Thue-Siegel-Roth-Schmidt-Schlikewei. Par conséquent ce résultat est actuellement 

ineffectif. Le théorème fondamental des S-unités est l'énoncé suivant : 

Théorème fondamental des S-unités . - Soit K un corps de nombres et 

soient G un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif K* et m un entier > 2 . 

L'équation 

Xi + ... + Xm = 1 

n'a qu'un nombre fini de solutions X j , . . . ,Xm e G telles qu'aucune somme partielle 

X. + ... + X. , ( 1 < ii < ... < it < m ) i, i, v ' 

ne s'annulle. 

Le lecteur trouvera des résultats partiels mais instructifs, ainsi que plusieurs conjectures 

très fortes, dans le travail [ L.P. ] de Loxton et van der Poorten, qui date d'il y a une 

dizaine d'années. On notera que la conjecture de cet article concernant une minoration 

" effective " de I u„ I témoigne d'un sentiment opposé à la conjecture qui figure ici au 

paragraphe II , qui - elle - afirme qu'il existe des problèmes indécidables liés aux suites 

récurrentes linéaires. 



I V . Bornes pour les multiplicités . 

Ce sujet a été traité en détail dans l'exposé [ Ti ] de R. Tijdeman, je le traiterai donc 

rapidement. 

Nous considérons une suite récurrente linéaire (un) à valeurs complexes. Pour un 

nombre complexe donné a, la a-multiplicité de cette suite est le nombre de solutions de 

l'équation un = a , tandis que la multiplicité de cette suite est le maximum de ses 

a-multiplicités ( on ne considère bien sûr que le cas où les a-multiplicités sont toutes finies, 

ce qui est vrai lorsque la suite est non dégénéré ) . 

La multiplicité des suites récurrentes binaires à valeurs entières non dégénérées a été très 

étudiée par M. Ward dans les années trente. De nombreux auteurs ont ensuite travaillé sur 

cette question : Skolem, Chowla, Lewis, Laxton,... Enfin, Kubota [ Ku ] a démontré que 

la multiplicité d'une telle suite n'excède jamais 4 . Ce résultat a été ensuite amélioré par F. 

Beukers qui a montré que pour une telle suite l'équation un = ± a possède au plus trois 

solutions, sauf dans les cinq cas suivants : 

u 0 = u i = 1 e t U n+2 = u n + i - 2 u n o ù u 0 = u i = 1 , u 2 = u 4 = U12 = - 1 , 

u 0 = 1, Ui = - 1 e t u n + 2 = u n + i - 2 Un o ù u 0 = 1 , Ui = U3 = U n = - 1 , 

u 0 = Uj = 1 et u n + 2 = 3 un+i - 4 Un où u 0 = U! = 1 , u 2 = u 6 = - 1 , 

u0 = ui = 1 et un + 2 = 2 un+i - 3 un où uo = Ui = u5 = 1 , u2 = - 1 , 

u 0 = 1 , U) = - 1 e t U n + 2 = u n + l + u n OÙ Uo = 1 , Ui = u 3 = u 4 = - 1 . 

Les preuves de ces deux résultats reposent sur l'analyse p-adique. 

Beukers et Tijdeman ont obtenu des résultats généraux sur la multiplicité des suites 

récurrentes linéaires binaires à valeurs complexes, voir [ B.T. ] , ils utilisent des polynômes 

hypergéométriques, méthode introduite ( dans un contexte un peu différent ) par Thue et 

Siegel. 



Comme on l'a dit au § I , le problème de la multiplicité des suites récurrentes linéaires 

cubiques à valeurs entières n'est pas encore complètement résolu. Des résultats importants 

ont été démontrés par Beukers [ Beu2 ] et par B. Deshommes [ Des ] ; voir à ce sujet la 

remarque de van der Poorten [ Poo2 ] , § 5.3.7 . 

On peut utiliser l'analyse réelle dans la situation suivante : soit U ( x ) un polynôme 

exponentiel de la forme U ( x ) = X P; ( x ) a i x , où les 0{ sont réels et positifs, alors U 

possède au plus trois zéros réels. C'est le problème 75 du célèbre livre de Pôlya et Szegô 

[ P.S. ] : on applique le théorème de Rolle. Il en résulte aussitôt qu'une suite récurrente 

linéaire d'ordre m dont les racines sont réelles et positives possède au plus m - 1 zéros et 

a une multiplicité bornée par m , et aussi que si on suppose seulement les (Xi réels alors 

une telle suite u„ comporte au plus 2 m - 2 zéros ( on suppose que la suite comporte au 

moins 2 m - 1 zéros et on considère séparément les deux suites U2„ et U2„-i > l'une 

d'entre elles possède au moins m zéros, d'où une contradiction d'après le résultat 

précédent ). Dans le cas d'une suite récurrente linéaire cubique à valeurs réelles dont le 

polynôme minimal a trois racines simples, toutes réelles, en utilisant aussi l'analyse réelle 

Smiley [ Sm ] a démontré que l'équation un = 0 possède au plus trois solutions, résultat 

retrouvé ensuite par Scott [ Se ] et Picon [ Pic ] . 

Du théorème fondamental des S-unités, Glass , Loxton et van der Poorten on déduit 

que dans le cas général d'une suite récurrente linéaire (un) non dégénérée et à valeurs 

algébriques le nombre total de multiplicités ( i. e. le nombre de solutions de um = un avec 

m < n ) est fini. Il en résulte aussitôt que, pour tout a , la a-multiplicité de (un) est finie 

( résultat qui est aussi une conséquence immédiate du théorème de Skolem-Mahler-Lech , 

voir le § II ) . 

Une étude du cas des suites récurrents linéaires à valeurs complexes est faite par 

Beukers et Tijdeman en [ B.T. ], à ce sujet voir aussi les notes du chapitre 4 de [ Sh.T. ] . 



V . Minoration de P ( un ) . 

Dans tout ce paragraphe, on considère une suite récurrente linéaire (un) à valeurs 

entières telle qu'aucun des quotients coi / (Oj , i * j , ne soit une racine de l'unité et qui 

possède au moins deux racines ©i distinctes ( autrement dit, on a k > 2 ) . On s'intéresse à 

P ( u„ ) , le plus grand diviseur premier de u„ ( par convention : P ( 0 ) = P ( ± 1 ) = 1 ) . 

Dès 1921, G. Pôlya a montré que la limite supérieure de P ( un ) est infinie 

( l'exemple de la suite un = n h 2 n , pour laquelle on a P ( u 2 m ) = 2 pour tout m 

positif, montre que l'hypothèse k > 2 est nécessaire ) . En 1934, K. Mahler [ Mal ] a 

démontré que P ( un ) tend en fait vers l'infini lorsque (un) est binaire, ceci en utilisant 

une généralisation p-adique du théorème de Thue-Siegel, résultat rendu effectif par 

Schinzel en 1967 , grâce à la théorie de Gel'fond, voir [ Schi ] . 

En utilisant le théorème fondamental des S-unités, R. van der Poorten et H. P. 

Schlikewei ont montré que s'il y a au moins deux racines ©i distinctes alors le nombre 

premier P ( un / p.g.c.d.(um,un) ) tend en fait vers l'infini si m —» °° , m > n et u„ * 0 ; 

une preuve indépendante mais voisine a aussi été donnée par J. Evertse [ Ev ] . A ce jour, 

ces résultats ne sont pas effectifs. 

Par contre, comme dans le cas de la minoration de I un I, la théorie de Baker permet 

dans certains cas d'obtenir une minoration effective de P ( un ) . Ici, on a besoin qu'il y ait 

line seule racine dominante ( i. e. de la condition I (Di I > I ©2 I > ... ) , voir le résultat de 

C. Stewart publié en [ Ste2 ] . Quand elle s'applique, une telle estimation fournit 

évidemment un algorithme permettant ( en principe ) de résoudre les inéquations de la forme 

P (un) < k , où k est un entier fixé. Un tel algorithme a été mis en oeuvre par B. de Weger, 

voir [ W ] . En fait, en pratique, de telles inéquations sont souvent résolues assez 

rapidement de manière élémentaire : on considère la suite (un) modulo certains nombres 

premiers convenablement choisis ( des exemples figurent en [ St0 ] , [ Mi4 ] , [ Mi5 ] , 

[ M i 6 ] , [Mu ] , . . . ) . 



Dans le cas d'une suite récurrente linéaire à valeurs entières qui possède deux racines 

dominantes, il ne semble pas que l'on connaisse un algorithme permettant de résoudre les 

inéquations de la forme P (un) < k , où k est un entier fixé. D'où l'intérêt d'essayer de 

résoudre une telle inéquation dans certains cas particuliers. Le cas de la suite de Berstel (bn) 

et de l'inéquation P ( bn ) < 3 a été traité de manière élémentaire en [ M.T. ] , où on montre 

qu'il y a 44 solutions n e Z . 

On peut aussi démontrer des résultats sur le nombre Q ( un ) , où Q ( un ) désigne le 

plus grand diviseur quadratfrei de un . C'est ainsi que C. L. Stewart [ Stel ] a démontré 

que si a, b, x, y sont des entiers non nuls, avec x * y , alors on peut effectivement 

déterminer des nombres C et N , qui ne dépendent que de a et b , tels l'on ait 

Q ( a x " + b y " ) > C ( L p ™ m ) 2 p o u r n > N . 



V I . Etude des répétitions . 

Parmani et Shorey [ P.Sh. ] ont démontré le résultat suivant : si (un) est une suite 

binaire non dégénérée à valeurs algébriques avec deux racines û)i et <02 telles que le 

quotient ©1/0)2 ne soit pas une racine de l'unité alors il existe une constante calculable C 

telle que l'on ait um * un pour max { m, n } > C . 

Puis Shorey [ Sho2 ] a obtenu un résultat plus précis, il minore la distance entre deux 

termes um et vn d'une suite récurrente binaire : sous les mêmes hypothèses que le résultat 

précédent, avec de plus I ©11 > I ©2 I, on a la minoration 

I um - Un I > I ©11max { m - n J. ( m + 2 ) - c (n + 2 ) 

si m ^ n et max { m, n } > C" . 

Lewis et Turk [ L.T. ] considèrent l'équation um = a un pour a nombre fixé et un 

binaire. Ils démontrent aussi que si on se donne des entiers m > n > p > q , i l n ' y a — à 

multiplication près par une constante — qu'un nombre fini de suites récurrentes linéaires 

non dégénérées qui vérifient um = un = up = u^ et que l'on peut prendre ces suites à valeurs 

algébriques. Cette question est traitée dans le cas général par M. Laurent dans [ Lau2 ] . 

Dès 1979, on trouve en [ Mi3 ] une étude de l'équation um = vn où (um) et (vn) 

sont des suites récurrentes linéaires à valeurs algébriques possédant chacune une seule 

racine dominante. Là encore, le cas général a été traité par M. Laurent. Grâce au théorème 

des sous-espaces de Schmidt - Schlickewei, il démontre le résultat remarquable suivant 

(voir [Lau2 ] , th. 3 ) : 
h k 

Soient un = £ fi ( n ) a ; n et si v„ = X Si ( n ) Pj " deux s i " t e s 
i = 1 j = l 

récurrentes linéaires non - dégérées de nombres algébriques, avec h > 2 et k > 2 . Alors, 

si l'équation um = v„ admet une infinité de solutions les propriétés suivantes ont lieu, 

1°) on a h = k , 2°) il existe des entiers strictement positifs r et s , tels qu'après 

réindexation éventuelle des nombres pj on ait les relations cqr = p; s pour 1 < i < h , 

3°) à un nombre fini d'exceptions près, la condition um = vn implique les relations 

f i ( n ) O j " = g i ( n ) p i n pour 1 < i < h . 



VII . Questions de rationalité . 

Les problèmes abordés dans ce paragraphe ne sont pas traités en [ C.M.P. ] , pour plus 

de détails nous renvoyons le lecteur à l'article de van der Poorten [ Poo2 ] . 

Le point de départ de ce paragraphe est le théorème de Hadamard : si (un) et (vn) sont 

deux suites récurrentes linéaires alors leur produit de Hadamard ( u„.vn ) est encore une 

série rationnelle ; théorème qui résulte immédiatement de la formule (5), puisque le produit 

de deux polynômes exponentiels est encore clairement un polynôme exponentiel. Beaucoup 

de travaux portent sur diverses réciproques possibles de ce théorème ; dans ce but, il est 

nécessaire de posséder des critères de rationalité. 

Un des premiers critères de rationalité est celui de Hankel : Soit u = (un) une suite à 

valeurs dans un corps, pour n et s entiers on définit le déterminant de Hankel Df, ( u ) : 

la suite u est une suite récurrente linéaire si, et seulement si, le déterminant D^ ( u ) est 

nul pour tout n assez grand. 

Il est clair que cette condition est nécessaire. La réciproque résulte aisément de la 

formule 

elle-même conséquence de la relation de Sylvester ( voir [ Pi ] , pp. 21 - 22 ) . 

Le critère de Hankel implique presque directement un autre critère, dû à Kronecker : la 

suite u est une suite récurrente linéaire si, et seulement si, le déterminant D j pour tout n 

assez grand ( voir [ Pi ] , pp. 24 - 25 ) . 

On trouvera d'autres critères de rationalité en [ Pi ] et [ Poo2 ] , § 4.4 , ainsi que des 

résultats fondamentaux de J. F. Ritt [ Ril ] et [ Ri2 ] . 

D?, ( u ) = det 
U„+s ••• Un+2s 

Dn M = Dff+il>n • W " ( I>„ ) 2 . 



Un des premiers résultats de rationalité est le lemme de Pôlya - Cantor : soit un X n 

n 2 o 

une série formelle à coefficients entiers algébriques, appartenant à un corps de nombres 

fixe, et soit P un polynôme non nul, alors, si la série ^ P ( n ) u „ X n est rationnelle, 
n i o 

il en est de même de la série ^ un X n . Le cas particulier de ce résultat, où P ( n ) = n , 

n 2 o 

est dû à Pôlya , [ Pôl ] , il a été ensuite généralisé par Cantor, [ Canl ] . 

Le lemme de Pôlya - Cantor constitue le premier pas vers le théorème dit théorème des 

quotients de Hadamard : Soit K un corps de caractéristique nulle et soit (u„') une suite 

d'éléments d'un sous-anneau R de K , qui est de type fini sur Z ; soient (vn) et (w„) 

deux suites récurrentes linéaires à valeurs dans K ; on suppose que l'on a u„' = vn / wn 

pour tout n tel que wn * 0 . Alors, il existe une suite récurrente linéaire (un) qui vérifie 

un = un' pour tout n tel que wn * 0 . 

Dans le cas où les suites sont à valeurs entières, ce résultat a été conjecturé par Pisot 

( conjecture citée dans l'appendice de la thèse de Benzaghou [ Ben ] ). Le cas particulier où 

wn ne possède qu'une racine de plus grand module a été démontré par Cantor [ Can2 ] . 

Le résultat a été annoncé par Pourchet [ Po ] , mais sa preuve ne semble pas complète. Il a 

été complètement démontré par van der Poorten [ Pool ] , voir aussi la présentation 

détaillée de la preuve de van der Poorten donnée par Rumely [ Rum]. 

Ces questions sont aussi liées à des théorèmes de Borel - Pôlya - Carlson, généralisés 

par B. Dwork, A.M. Bertrandias, D. Cantor. Voir les références [ Bertl ] , [ Bert2 ] , 

[ Bo ] , [ Pô2 ] , [ Dw ] , [ Can2 ] . 
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