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0) Introduction . 

Soi t E un corps de nombres et so i t Z ^ l'anneau des ent i ers de E . 
On dit que Z ^ es t monogène s ' i l e x i s t e 0 £ Z^. tel que Z ^ = Z [ 9 ] . Par 
abus , on dit auss i que E e s t monogène . 

La monogénéité des ex tens ions de Q de degré 2 , 3 ou 4 a souvent 

é té étudiée ; en degré plus grand, et dans le c a s abél ien , les s e u l s corps 

connus dont l'anneau des e n t i e r s so i t monogène sont les corps cyc lotomi-

ques = Q ( § ) et leur s o u s - c o r p s rée l maxima I <Q ( § + §~ ' ) ; il est faci le 

de v é r i f i e r qu'il en es t de même pour le corps ( d' indice 2 dans si 

f = 0 mod 4 ) égal à ©( § - ) . 

Dans [G(MN)1 ] , nous avons montré que si E / Q es t une extens ion 
cyc l ique de degré premier t s 5 , a l o r s Z^. n 'es t pas monogène , sauf sî 
E es t le s o u s - c o r p s rée l maximal d'un corps cyclotomique ( c e qui donne 
au plus un corps pour l f ixé ) . 

Dans [G(MN)2] , en généra l i sant la méthode uti Usée dans [G(MN)l], 
nous avons établi une condition n é c e s s a i r e pour que l'anneau des en t î er s 
d'une extens ion abél ienne de Q soî t monogène ; nous rappelons les princi -
pales é tapes conduisant à l 'énoncé de ce t te condition n é c e s s a i r e : 

So î t E / © une extens ion abél ienne de degré n . On suppose que Z^. 

e s t monogène , c ' e s t - à - d i r e qu'il e x i s t e 0 Ç Z £ tel que {1 , 0, 0 n _ 1 } 
soi t une Z - b a s e d 'ent i ers de Z^. . Dans ce c a s , on a : 

A(e) = n ( 0g - 0 9 ' ) = - D F , 
g , g' € G g / g 1 

où G = Gai ( E / © ) et où D p dés igne le discriminant de E / © . 



Pour tout g ç G , g ^ 1 , on pose A g ( 0 ) = ^ / q ( 6 - S 9 ) î a ' °rs 

A (0) , et l 'hypothèse = 

9 ^ 1 A (0) 

A(0) = - ïï A (0) , et l 'hypothèse Z R = Z [ 0 ] entraine que pour tout 
g € G 9 

g , g' ç G te ls que ( g ) = <g' > ^ ( l ) , on a ^ / g) = - 1 . On c h o i s i t a l o r s 
g' 

convenablement g et g' en fonction de la ramification dans E/<Q . 

Soi t p un nombre premier ne divisant pas n et ramifié dans E / © . 
Soi t e l ' indice de ramification de p et soi t a un générateur du groupe 
d' inert ie de p dans E / Q . 

On étudie d'abord A (0) , x = 1, . . . , e - 1 . On exprime 0 sur les X CT 

X - c o o r d o n n é e s de H .W. Leopoldt [L ] , et on montre que l'on peut chois ir 
un idéal tp de ( où f dés igne le conducteur de E ) a u - d e s s u s de p , 
et une uniformisante n en îp tel le que 

A v (0) ^ n n ( l - Ç * ) n w m o d ( n n + 1 ) , 
o 

où w est invers ib le modulo (n) et ne dépend pas de x = 1, . . . , e - 1 , et où 
C est une racine de l'unité d'ordre e . b e 

e / d Soi t d un diviseur de e , d / 1 ; on pose Ç ^ = Q ' ; en cho i s i s -
e / d 

sant pour g et g' deux générateurs quelconques de ( a ) , on obtient la 
condition suivante ( [G(MN)2] , théorème 1 ) : 

Pour que Z^. soi t monogène , il es t n é c e s s a i r e que l'on ait : 
pour tout nombre premier p ne divisant pas n , ramifié dans E / d 
et d'indice de ramification e , 
pour tout div iseur d de e , d ^ 1 , 
pour tout k premier à d , 

1 - C k 

( 1 ) ( r r - r - ) 2 n - 1 m o d P Z [ ç d ] • 

Lorsque d est impair , on peut chois ir k = 2 , et a lors il est n é -
c e s s a i r e que l'on ait ( avec p et d comme c i - d e s s u s ) : 



(2) (1 + C d ) 2 n = 1 mod pZ [ C d ] • 

Lorsque d = 2, 3, 4 ou 6 , les conditions ( l ) et (2) sont toujours 
v é r i f i é e s . 

Dans [G(MN)2] , nous avons déduit des conditions ( l ) et (2) que si 
l e s t un nombre premier , presque toutes les <£,- extens ions cycl iques de O. 
ne sont pas monogènes . 

Le présent travail s e d iv i se en deux part ies : 

Dans une première partie , en util isant toujours c e s conditions ( l ) 
et (2) , nous montrons qu'il n 'ex i s te qu'un nombre fini d'extensions abé-
liennes monogènes de degré n f ixé , sous la s eu le condition que ni 2 ni 3 
ne divisent n . 

Pu i s nous montrons ( théorème 2 ) qu'une extension abélienne E / Q 
P P 

de degré n = m l , l premier , t s 5 , m Ç N , es t non monogène dès 
que les deux conditions suivantes sont v é r i f i é e s : 

r - 2 

i s\ l = 2 , 2 è 2m + 1 

1 - 1 si -t est impair , —^— t ^ m + 1 , 
(ii) il ex i s t e un nombre premier p , p = 1 mod l r , p ramifié dans 

E / Q avec un indice de ramification multiple de l r , et vérif iant p > 2 n + 1. 
Pour conclure cette partie , nous préc i sons les résul tats obtenus 

P P 

dans le ca s des extens ions abél iennes de <B de degré 2 t , 3 t ( t pre -
mier s? 5 ) et 5 m . 

Dans une deuxième partie , nous montrons que les s o u s - c o r p s E 
de Q ^ , p nombre premier impair , ne sont pas monogènes , exceptés les 
cas déjà connus ( les corps Q ^ , Q ^ et le s o u s - c o r p s quadratique de 

( D ) ° <Q qui sont monogènes , et si p = 1 mod 3 , le s o u s - c o r p s cubique de 
Q ^ qui est le seul à pouvoir ê tre ou non monogène ) . 



Extens ions abé l i ennes de (R . 

a) Théorème de finitude . 
S i n es t un ent ier d iv i s ib l e par 2 ( r e s p . 3 ) , on peut trouver une 

infinité d 'extens ions abé l i ennes E/Q. de degré n dans l e sque l l e s on a un 
nombre premier p ne divisant pas n , ramifié a v e c un indice de ramif i ca -
tion égal à 2 ( r e s p . 3 ) , et pour lequel la condition ( l ) e s t donc toujours 
v é r i f i é e . En ef fe t , so i t K le s o u s - c o r p s de degré n du composé des Z. -n 
ex tens ions de Q et so i t p premier , p -j"n . So i t L le s o u s - c o r p s q u a d r a -

( p ) p 
tique ( r e s p . cubique si p = 1 mod 3 ) de Q ^ ; a l o r s tout 
E é K , d' indice 2 ( r e s p . 3 ) de K L convient ' n ' K n P 

s o u s - c o r p s 

Par contre , s i n e s t premier à 2 et 3 , on va montrer le résultat 
suivant : 

Théorème 1 : So i t n g IN , n ^ 5 , n premier à 2 et 3 . 
Il n ' e x i s t e qu'un nombre fini d 'extens ions abé l i ennes de Q de degré n dont 
l'anneau des e n t i e r s so i t monogène 0 

Définit ion : L'ent ier n étant f ixé , so i t l > 5 un nombre premier d i -
visant n et so i t Q = exp ( 2i T T / l ) . On pose 

•L 
f 2 n p = ] p premier , p H 1 mod l , tel que ( 1 + Ç ) = 1 mod p Z [ Ç ] 

•L L £ £ 

Lemme : L'ensemble p es t fini . 
•V 

Démonstration du lemme : 
On sa i t que Irr ( Q , Q ) = X1 ~ 1 + X1 ~ 2 + . . . + X + 1 , c e qui 

2 n l ~ 2 i permet d ' é c r i r e ( 1 + Q ) - 1 = E a. Ç a. Ç Z , où les coeff i -
£ j _ Q J l J 

2 n c i ents a. ne sont pas tous nuis , car t 3 . On a a l o r s ( 1 + Q ) = 1 
J 

mod p Z [ C ] si et seulement si p d iv i s e tous les a. , j = 0 , . . . , £ - 2 . 
J 

Donc p es t f ini , et la méthode pour déterminer p es t e f f e c t i v e ; e l l e s e r a 
développée au b) . 

Démonstration du théorème : 
So i t E / Q une extens ion abél îenne de degré n , n premier à 2 et 3 ; 

tout nombre premier l divisant n es t donc tel que i > 5 . 



On p o s e PQ = { 1 , t \ } , P o u r démontrer le théorème , il suf f i t 
de montrer que s ' i l e x i s t e p premier ramif i é dans E / © et tel que 

p 4 p U ( U P. ) , a l o r s 2. n ' e s t pas monogène . o „ i x, tl. 
I | n 

En e f fe t , P $ PQ > donc p -f"n ; so i t e l ' indice de ramif icat ion de p 
dans E / © , et s o i t L le c o r p s d ' i n e r t i e de p ; a l o r s E / L e s t c y c l i q u e d ' o r -
dre e , p e s t totalement ramif i é dans E / L et p = 1 mod e ; puisque e | n , 
il e x i s t e I n tel d u e V | e et ^ 5 ; comme par hypothèse p $ P . , , Z 2 n 
n ' e s t pas monogène d ' a p r è s (2) , pu i sque ( 1 + ) ^ J mod p Z [ Q ^ ] . 

La méthode employée montre que les e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s de 
d e g r é n monogènes ont un conducteur expl ic i tement borné en fonct ion des 
P € P. , d'où l ' importance de la déterminat ion e f f e c t i v e de p . Nous d é -
terminerons d'abord dans un c a d r e plus généra l un ensemble p et 

m , l r 

nous appl iquerons les r é s u l t a t s obtenus à la non monogéné i té des e x t e n -
s i o n s a b é l i e n n e s de © . 

b) Déterminat ion de l ' ensemble p . 
m , t 

Dans c e paragraphe nous é tudions les nombres p r e m i e r s p v é r i -
fiant ( l ) a v e c les notat ions s u i v a n t e s : 

w p 

l e s t un nombre premier , r , m Ç Kl , l ^ 5 , 

c = exp ( 2 i n / l r ) , 
(3) 1 - C ^ 2 m < t r 

p r = | p premier tel que Q ] _ r ^ = 1 mod p Z [ Q p ] 
m , <t 

pour tout k premier à i j , 

Si p Ç p , on a , pour tout k premier à l , 
m , l 

r r 
(, _ c|< j2 m i _ ( ] _ ml m o d p Z [ C r ] ; on en déduit que 

( 1 - C r ) 2 m * " - u _ i
l

u r . , T r o U p ) / c C - e r ) 2 m * r mod p Z [ C r ] , 

et donc que ( la r é c i p r o q u e étant év idente ) : 



p Ç p si et seulement s ' i l e x i s t e c Ç Z tel que 
m , t 

O ' ) 
( 1 - £ r ) 2 m l H c mod p Z [ £ r ] . 

Remarque 1 : Pour tout d iv i seur m' de m , s i p Ç p , a lors il 
m' , l r 

es t évident que p € p , et cec i a lieu, en part icul ier pour tout nombre 
m , <1 

r r p de la forme m1 £ + 1 ou 2m' t + 1 . Pour chaque valeur de m c o n s i d é -
P 

r é e , les nombres premiers p , p < 2 m i + 1 , feront l'objet d'une étude 
à part ( voir à ce sujet la proposi t ion 2 ) , et dans la su i te on supposera P p s 2m t + 1 ; a l o r s les e n t i e r s qui interviennent dans le calcul des c o e f -

p C2 p-j fl N 

j sont i n v e r s i b l e s modulo p . Avec cet te hypo -
p 2 m thèse on va développer ( 1 - Ç ) ; mais si t e s t impair , on peut 

p 
2 m Ĉ 

auss i u t i l i ser ( 1 + Ç r ) = 1 mod p Z [ Q ^ ] , c e quî simpl i f ie les cal -
cu l s ; on va donc dist inguer deux c a s . 

î c a s : £ = 2 ( et n é c e s s a i r e m e n t r_^_3_) 

On pose N = 2 r ~ 2 et a l o r s Irr ( Q , (D ) = X 2 N + 1 ; donc 

q M 2 N - 1 
( 1 - Ç r ) 8 = a Q + Z ( _ 1 ) S a s C ^ , et (3') entraîne que : 

s = 1 
a g = 0 mod p pour tout s = 1, . . . , 2 N - 1 . 

^ , , 4 v " ' , , |k ^ 8 m N On ca lcu le a g = E ( - l ) <^ s + 2 k N 
K — U 

, s = 1 2 N - 1 . r ^ 8 m N N _ / 8 m N 
- t o L V s + 4 j N j V s + ( 4 j + 2 ) N 

Mais a ^ = 0 et a ^ ^ g = a g ; on obtient donc N - 1 congruences qui sont : 
a t = 0 mod N , t = N + 1 , . . . , 2 N - 1 . 

Si N < 2m , on étudie directement les N - 1 congruences c i - d e s s u s . 
Si N > 2m , on c o n s i d è r e les 2m congruences obtenues pour t = N + i , 
i = 1 , . . . , 2 m . Pu i sque : 



f 8 m N "N f 8 m N 
V ( 4 j + 2 ) N + N + i J V 8 m N - 4 j N - 4 N + N - i 

on obtient , a p r è s renumérotation , les 2m congruences 

2 v _ 1 W 8 m N N f 8 m N A l _ . 
l Q L U j N + N + i J " U j N + N - i J J s ° m o d p 

j = 0, . . . , 2m - 1 
s i les 2m congruences c i - d e s s u s sont v é r i f i é e s , on a ô s 0 mod p . 

On applique a l o r s le lemme du e) , avec | j = 2 m , X = 4 N et 
r - 2 x = N = 2 ; i I en r é s u l t e que s i un nombre premier p d iv i se ô et v é r i f i e 

p s m 2 r + 1 + 1 , a l o r s p d iv i s e ( m 2 r + 1 + l ) (m 2 r + 1 + 2 ) . . . ( m 2 r + 1 + 4 m - l ) ; 
r - 1 puisque 4 m - 1 < 2 et que l'on ne c o n s i d è r e que des nombres premiers p, 

r r+1 p = 1 mod 2 , tous les e n t i e r s m 2 + 1 + i sont invers ib l e s modulo p , et 
r+1 donc p d iv i s e m 2 + 1 . 

ème r 2 c a s : l es t impair , 1 £ 5 . 

On pose N = , et a l o r s Irr( £ <ËL ) = + . . . + X N + 1 ; 

o n e c r i t ( l - Ç p ) = 3 ^ 3 ^ + . . . + a ( < t _ l ) N _ 1 G p * dans 

~L [ C r ] e t (3') entraine a g = 0 mod p , pour tout s = 1, . . . , ( <£,- 1 ) N - 1 . 

Mais puisque t e s t impair , on peut u t i l i s er (2) et on a 
(1 + C ) 2 m ^ N . 1 mod p z [ c r ] . On écr i t ( i + C r ) 2 m ^ N = bQ + 

b1 Ç r + . . . + b { l _ 1 ) N _ 1 Q U ~ 1 ) N ~ 1 dans Z [ Ç p ] et on a donc : 
b g = 0 mod p , pour tout s = 1, . . . , ( t - 1 ) N - 1 . 

2m—1 „ _ „ K, _ 2m — 1 , „ , K, r 2 m / t N N v f 2 m - t N _ y r III IN \ V ( ^ i l l l ^ l N 
s k = 0 V k ^ N + s y ^ k t N + ( t - 1 ) N + s . 

2 v ~ 1 / + s ^ 2 m i N > 2 £ ~ 1 , - k + i V 2 m N 
s =

k = 0 V k ^ N + s J - k i 0 V k ^ N + ( <t - 1)N + s'y ' 

en désignant par s le r e s t e de la div is ion de s par N . 

On pose c
s
 =

 k C k ^ N + s J e t d s =
k J 0

 M ) ^ U N + s . 



s = 1 , . . . , -tN - 1 . A l o r s les c o n g r u e n c e s c i - d e s s u s entra înent que pour 
s ' = s mod N on a c = c mod p s 1 s 

et d , = d mod p . s ' s 
m - 1 

On é c r i t a l o r s c = - E Y 2 
j = 0 

m - 1 

2mlN 
-IN + s 

m - 1 
+ G J j = o 

2m «tN 

o a K i ^ m - 1 
et ( - i T d = Z ( J T k ^ 

. m - 1 

G J 
2 m 

•tN + £ N + s.^ ' 

puisque s et s + <£,N sont de par i t é d i f f é r e n t e , en fa i sant la somme et d i f -
f é r e n c e des c o n g r u e n c e s c i - d e s s u s , on obtient , a p r è s renumérotat ion , 
les c o n g r u e n c e s s u i v a n t e s : 

(4) 

Pour tout t Ç { 1, . . . , IN- 1 , £ N + 1 , . . . , 2 <£,N - 1 } s o i t 

m - 1 y / 2 m £ N 
Ut " v 2 j <£, N + t 

u t , = u t mod p . 

; a l o r s pour t' = t mod 2 N , on a 

On é c r i t l es m c o n g r u e n c e s ob tenues pour t = a N + i et 
t' = ( 2 « t , - a ) N + î , i = 1, . o . , m , où a = ( £ - 1 ) / 2 , et cec i e s t p o s s i b l e 
s i m i a N - 1 ( s inon , on é tudie numériquement les c o n g r u e n c e s (4) ci -
d e s s u s ) . 

~ . r 2m I N 
P u i s q u e ( j 2 U N + ( 2 * - a ) N + F 

= f 2m £ N N 
2m I N - 2 j IN - 2 1N + a N - i y ' 

on obtient , a p r è s renumérotat ion : 

2 m IN m - 1 
E 

j = o 

2 m i N 
a N - i 

2 m IN N _ /" 2m 
2 j IN + a N + \J ~ V2 j IN + 

Comme dans le c a s K,= 2 , on p o s e 

= 0 mod p . 

ô = det 
2m I N 

.2 j £ N + a N + î 
2m I N 

2 j <tN + a N - i. 'i = 1, . . . , m 
j = 0, . . . , m-1 

et on a donc 6 = 0 mod p . 



On applique le lemme du e) avec |j = m , \ = 2 et x = a N = 
p _ 1 p-1 , —^— 1 ; i I en r é s u l t e que si un nombre premier p d iv i se ô et v é r i f i e 

p 2Ï 2 m t r + 1 , a l o r s p d i v i s e ( 2 m ^ r + 1 ) . . . ( 2 m <{,r + 2 m -1 ) ; puisque 
j _ i p _ i 

2 m - 1 < —^— t et que l'on ne c o n s i d è r e que des nombres premiers p , 
P p 

p s 1 mod 2l , on a e n c o r e p d i v i s e 2m l + 1 . 

On a donc montré : 

Propos i t ion 1 : L e s notations sont c e l l e s dé f in ies en (3) . 
On suppose de plus que : 

(i) si 1= 2 , 2 r ~ 2 ;> 2m + 1 
» _ j r — 1 (ii) si <t e s t impair , — l ^ m + 1 . 

r r So i t p un nombre premier , p ^ 2m l + 1 et p H 1 mod i ; si p Ç p , 
m , l r 

P 
a lors p = 2m K, + 1 . 

Le c a s des nombres premiers p, p = 1 mod jT, te l s que p <2m<t r + 1 
va ê t re p r é c i s é g r â c e à la proprié té suivante : 

p 
Propos i t ion 2 : So i t p un nombre premier , p = 1 mod l . 

S i p Ç p , a l o r s p es t n é c e s s a i r e m e n t de la forme suivante : 
m , £ 
(i) lorsque -£, e s t impair : 
p = 2 £ r + 1 ou p = 2 H r + I avec ( \ , m ) ^ 1 , 
(ii) lorsque 1 = 2: 
p = 2 r + 1 ou p = 2 r + 1 + 1 ou p = \ 2r + 1 , avec ( \ , 2 m ) / l . 

P 
Démonstration : so i t p un nombre premier , p H 1 mod £ ; a lors p 

u r ) U r ) 
e s t totalement décomposé dans Q ; en tout p a u - d e s s u s de p dans © , 
le corps rés idue l en p es t isomorphe à IF . S i nT + 1 ( lorsque £ = 2 ) ou P ^ 2 1 + 1 sont des nombres premiers , i ls appartiennent à p ; s u p p o -

m , l r 

sons p ^ l r + 1 et p / 2 l r + 1 ; a l o r s p ^ p , et donc i I e x i s t e k pre-

mier à l tel que 1 - çjj ) / ( 1 - Q p P ) 2 1 $ 1 mod p Z [ Ç p ] ; so i t h 



l 'ordre de l'image de cet élément dans le groupe multiplicatif du corps r é -
siduel en p . La proposi t ion r é s u l t e de ce que : 

(î) s i t e s t impair , et s i p = 1 + 2 \ i r , a v e c ( \ , m ) = 1 , h ne 
peut pas ê tre un d iv i seur de m et donc p ^ p , 

m , i r 

(ii) s i £ = 2 e t s i p = 1 + X 2 r , a v e c ( X, 2 m ) = 1 , h ne peut pas 
ê tre un div iseur de m et donc p ^ p . m , 2 r 

Remarque 2 ; L 'ensemble p du a) e s t l 'ensemble des nombres p r e -
miers p , p = 1 mod t , qui appartiennent à p , avec r = 1 . 

m , l r 

Si -t ^ 2m + 1 , on étudie numériquement les congruences (4 ) : 

(4') 

pour tout t = 2 , . . . , 1 - 2 , on a u t + 1 H U mod p , avec 

_ my ^ f 2 m <£ 
Ut " j Z1 q V.2 j £ + t 

et l'étude du c a s l = 5 au paragraphe d) montrera qu'il peut e x i s t e r des 
nombres premiers p € P te l s que p > 2 m £ + 1 . 

Par contre si ^ 2m + 3 , les nombres premiers quî appartiennent 
à p sont : 

ou bien des nombres p < 2 m ( + 1 de la forme 2 \ t + î , \ = 1 ou 
(X, m ) ^ 1 , 

ou bien le nombre 2m t + 1 . 
Donc si £ ^ 2m + 3 , les r é s u l t a t s sont plus s imples , mais cet te 

hypothèse n 'es t pas toujours v é r i f i é e , d'où l ' intérêt d'avoir la même p r o -
pr iété pour car a l o r s la condition ( £ - 1 ) ' 2:2m + I es t plus faci le -
ment r é a l i s é e , mais il faut supposer que le nombre premier p es t ramif ié 

P 
avec un indice de ramif icat ion multiple de £ . 

c) Extens ions abé l i ennes de degré m , j, premier , ^ 5 0 

Soi t E/Ct une extens ion abél ienne de degré n . So i t p un nombre 
premier ne divisant pas n et ramif ié dans E/Q. . On suppose que l ' indice 

r r 
de ramif icat ion e de p es t multiple de t , t premier , -t ^ 5 et on pose 

,r n = m t . 
Pour s impl i f ier , on définit : 



(RAM ) 
Définit ion : on dit que p v é r i f i e ( RAM ) s i p es t un nombre p r e -
mier , p = 1 mod , et s ' i l e s t ramifié dans E/<Q avec un indice 

r de ramif icat ion multiple de £ 

On pose e n c o r e Q = exp ( 2 i r r / l r ) . D 'après ( l ) une condition 
n é c e s s a i r e pour que Z ^ soi t monogène es t que pour tout p véri f iant (RAM ) 
et ne divisant pas n , on ait p Ç p , ( c f . (3) ) . Il r é su l t e donc des 

m , l r 

propos i t ions 1 et 2 : 

Théorème 2 : So i t E/(R une extens ion abél ienne de degré n . On 
suppose que n = m l r , l premier , l r ^ 5 , et que : 

(i) s i l = 2 , 2 r - 2 s 2 m + 1 , 

(ii) s i Jj es t impair , — t ~ ^ m + 1 . 

Alors si Z ^ e s t monogène , tous les nombres premiers p , 
r / p = 1 mod t , qui s e ramifient dans E / Q avec un indice de ramification p 

multiple de l vér i f i ent p ^ 2 n + 1 . 

Remarque 3 : Si m = 1 et L > 5 e s t premier , la non monogénéité 
des ex tens ions cyc l iques de €1 de degré C a é té r é s o l u e dans [G (MN )l ] 
et [ G ( M N ) 2 ] ; le théorème 2 permet de re trouver que si Z ^ es t monogène, 

p 

s e u l s les nombres premiers égaux à h ou 2 l + 1 peuvent s e ramif ier tota-
lement dans E / Q et le résu l ta t e s t le même s i ^ = 3 et r ^ 2 , Nous a l lons 
p r é c i s e r les ré su l ta t s complétant le théorème 2 , d'abord lorsque 1 = 2 , r r 
puis dans le c a s du degré 2 1 et 31 , l premier , l 5 . Le cas du 
degré 5 «t s e r a trai té dans le § e) , exemple 1 . 

p 
(i) D e g r é n = m 2 , r s 3 . 

r - 2 
S i m = 1 , le théorème 2 s 'appl ique lorsque 2 ^ 3 , c ' e s t - à -

dire r ^ 4 ; il r e s t e donc à étudier le c a s n = 8 et on ca lcu le 

1 1 ) " C ï ) + O ! ) " C 1 3 ^ = 2 ? ' 3 ' 1 7 ' D ° n C ' d a n S t O U S l 6 S C 3 S ' 
r r+1 si Z— es t monogène , s e u l s les nombres 2 + 1 et 2 + 1 , lorsqu' i l s 

•—• y 

sont premiers , peuvent v é r i f i e r (RAM) . On remarque auss i que 2 + 1 
ne peut ê t re premier que si \ e s t une pu i s sance de 2 et si le nombre de 
Fermât correspondant e s t premier . 



S i m et n = 8 m , il ex i s t e des nombres premiers p , p = 1 mod 8 , 
te ls que p > 8 m + I et p Ç p _ ; en effet , dans ce cas , p Ç p „ s i et m , 8 m , 8 
seulement si 

» , m ) " X ' C C e ? " . ) - C e j S
+

m 5 ) ] = « » - » ' ' P i 

et on ca lcule , par exemple : 
a (2) = 2 1 2 . 3 . 17 . 577 , 
a (3) = 2 1 5 . 3 2 . 5 . 7 . 1 1 . 17 . 1 153 , 
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et a (4) = 2 . 3 . 1 7 . 577 . 665857 , d'où les exemples annoncés , 

(ii) Degré n = 2 , K, premier S; 5 . 

Les hypothèses entraînent que l 'extension E / Q est cycl ique . On 
dés igne par L le s o u s - c o r p s quadratique de E et par K le s o u s - c o r p s de E 
de degré J(T sur Q ; un nombre premier p v é r i f i e (RAM) si et seulement si 
p est totalement ramifié dans K / Q . 

Le théorème 2 s 'applique , sauf sî r = 1 et t = 5 , et l'étude du 
cas n = 5m ( c f . § d) , montre que sî m = 2 a lors p^ = { 1 1 } . 

De plus , lorsque E est non inclus dans |R , ce qui a lieu si et s e u -
lement s i L est imaginaire , a lors pour tout 0 Ç Z ^ . , tous les A J < ( 8 ) sont 
posi t i fs , et une condition n é c e s s a i r e pour que Z ^ so i t monogène est que 
pour tout p totalement ramifié dans K/<B , p = 1 mod £ r , on ait 

( 1 + C r ) 2 1 = 1 mod p Z [ C r 3 (^au lieu de ( 1 + )4<£< ^ ; la condition 

trouvée est cel le é cr i t e dans le ca s cyc l ique de degré C ( [G(MN )2 ] , § 2 ) ; 
P 

e l l e ne peut avoir lieu que s i p = 2 1 + 1 . On a donc : 

Théorème 3 : Soit E/(Et une extension cycl ique de degré 2 <t»r , t 
premier ^ 5 . So i t K le s o u s - c o r p s de E de degré <jr sur <R « S' i I ex i s t e 
un nombre premier p , p = 1 mod , totalement ramifié dans K et véri -

p / 2 l r + 1 . 



Remarque 4 : Pu i sque £ 2: 5 , en raisonnant modulo 3 , on v é r i f i e 
que le nombre 2 + 1 n 'es t pas premier s i r e s t pair ou si l = 1 mod 3 , 

P 
et que le nombre 4-t + 1 n'est pas premier s i r e s t impair et t = 2 mod 3. 

Lorsque E/<Q es t imaginaire , on obtient la non monogénéité de 
c e r t a i n e s ex tens ions sauvagement rami f i ée s ; en effet , on a : 

Propos i t ion 3 : So i t E / Q une extens ion imaginaire cycl ique de 
degré 2 -tr , l premier S: 5 . Sî 1 e s t totalement ramif ié dans K / Q , a lors 
Z^. n 'est pas monogène , sauf p e u t - ê t r e dans les deux c a s suivants : 
1 = 5 , L = <Q ( ) et 1 = 7 , L = <Q ( ) . 

Démonstration : L e s hypothèses fa i tes entraînent que t es t to ta le -
ment ramif ié dans E / L . 11 en r é s u l t e que Z^. n 'est pas monogène sur 
ce t te propr ié té a é t é démontrée lorsque r = 1 dans [P ] et g é n é r a l i s é e au 
c a s r quelconque lorsque L = © dans [G(MN) 2 ] . Lorsque L es t un corps 
quadratique imaginaire , les ré su l ta t s sont les mêmes que lorsque r = 1 . 
Enfin si Z ^ n'est pas monogène sur Z ^ , il n 'est pas monogène sur Z , 
d'où le résu l ta t . 

(iii) Degré n = 3 K, , Jj premier s 5 . 
L 'extens ion E / Q es t encore cyc l ique et le théorème 2 s 'applique 

sauf s i r = 1 et t = 5 ou 7 , S i ( = 5 , l 'étude du c a s n = 5m du § d) montre 
que si m = 3 , a l o r s Pg = { 1 1 , 31 } . 

S i l = 7 , a l o r s p Ç p^ si et seulement si ( c f . (4')) : 

f 4 2 ^ / 42 f 42 A 
U1 ^ u 3 " U 5 m o d P e t U 2 H U 4 S U 6 m o d p ' a v e c Ut = L J + (vt + l 4 y + (vt + 2 8 y 
et c e s congruences ne permettent pas de former le déterminant d'ordre 3 
égal à ô ( ô devrait ê tre construi t à partir de u^ - u^ = 0 mod p et 
u - - u, h 0 mod p ) . Par contre , s i on forme un déterminant ô' à partir 5 1 
des congruences u^ - u^ = 0 mod p , u^ - u^ = 0 mod p et Ug - u^ = 0 mod p, 
on obtient un déterminant d 'ordre 3 qui vaut 



( 42 ^ / 42 ^ _ 4 2 . . . ( 4 1 - i - 14 j ) , . 
V I + 4 + 14 j y " l i + 2 + l 4 j J ~ I . . . ( 7 + 4 + 14 j ) 2 . 4 3 . ( 1 8 - 1 - 1 4 J ) ; 

comme dans le e), on met en facteur dans chaque colonne ***/e V~4 jV ^ ' 

et c e s quantités sont invers ib l e s modulo p , p ^ 43 ; on obtient 

Ô' = w. 4 3 3 

5. 6 . 1 8 1 9 . 2 0 . 4 3 3 . 3 4 . ( - 1 0 ) 
40 . 6 . 1 7 2 6 . 2 0 . 3 1 2 . 3 4 . ( -11) 
4 0 . 3 9 . 1 6 2 6 . 2 5 . 2 1 2 . 1 1 . ( - 1 2 ) 

= w . 4 3 3 . 2 7 . 3 3 . 5 2 . 7 3 . 1 1 2 . 6 1 , d'où P ? = { 43 } ; donc : 

Propos i t ion 4 : So i t E/(D une extens ion cyc l ique de degré 3 tT , <1 
p 

premier s 5 . So i t K le s o u s - c o r p s de E de degré K, sur Q . S ' i l e x i s t e 
un nombre premier p , p = 1 mod £ , totalement ramifié dans K/(D et v é r i -

r r fiant + 1 et p ^ 6 £ + 1 , a l o r s n 'est pas monogène . 

d) Extens ions abé l i ennes de degré 5m , m € IN* . 
Si on reprend les notations du a) , et si p € P^ , a lors 

( l + r ) 2 m , L H l m o d p Z [ C , ] ; mais ( 1 + C . ) 2 m 1 e s t une unité de Q . i l ) , 
2m i ° c e qui fait que la congruence ( 1 + Ç, . ) =1 mod p Z [ £ . ] a lieu si et V V 

seulement si ( - t - 3 ) / 2 e n t i e r s rat ionnels sont congrus à z é r o modulo p . 
Le c a s <t = 5 es t donc part icu l ier , car a l o r s p Ç p^ si et seulement si p 
d iv i se un entier rationnel que l'on va ca lcu ler explicitement en fonction 
de m . 

So i t Q = exp ( 2 i TT/ 5 ) ; on pose 

(5) fôm = j p premier tel que ( 1 + Q ) 1 0 m = 1 mod p Z [ Q ] } . 

1 0 m Au lieu d'exprimer , comme dans b) , ( 1 + Ç ) en fonction des 

C| Q ĵ j N. 

J , on va ca l cu l er ce t te quantité en fonction des n o m -

bres de Lucas et Fibonnaci . En ef fet , pour tout ent ier m , on a 
( , + C )10m . ( c 2 + c 3 ) 1 0 m = ^ / T ) 1 ° m „ L 1 0 m ^ l O m ^ 

où les s u i t e s ( L. ). et ( F. ). _ sont dé f in ies par : 
J J S 0 J J S 0 



L o = 2 L 1 = 1 L j + 2 = L j + 1 + L j ' 

F o = ° F 1 = 1 F j + 2 = F j + 1 + F J • 
1 0 m Donc ( 1 + Ç ) = 1 mod p Z [ Ç ] si et seulement si 

L , _ - 2 = 0 mod p et F , _ E O mod p . 10m K 10m 

s j + / 5 X 1 0 m _ 
Mais — — j es t une unité de norme 1 de 0 ( ^ / 5 ) , et donc 

2 2 L , ~ - 5 F , r t = 4 ; il en r é s u l t e que si L , . - 2 = 0 mod p , a lors 10m 10m ' 10m K ' 
F , - = 0 mod p ; donc 10m ' 

(6) p € fi si et seulement si p d iv i se L , 0 - 2 . ^ m 10m 

L e s identi tés v é r i f i é e s par les nombres de Lucas et Fibonnaci vont 
permettre de p r é c i s e r (6) . En effet les re la t ions 

L 1 0 m + F 1 0 m ^ / S m + F 5 m ^ 2
 g t , 2 _ 5 p 2 . 4 ( ,m 

2 V 2 y 5 m 5 m 
2 permettent de montrer que si m es t impair , L , _ - 2 = L_ et que si m K

 2 ' 10m 5m 
es t pair , L , _ - 2 = 5 F_ . D'où , en tenant compte de (2) : 10m 5 m 

Propos i t ion 5 : Soi t E/<B une extens ion abél ienne de degré 5m , 
m € N* • Une condition n é c e s s a i r e pour que Z^. so i t monogène est , que 
pour tout nombre premier p ne divisant pas m , p = 1 mod 5 et p ramifié 
dans E/Cl avec un indice de ramif icat ion multiple de 5 , on ait 

p d iv i s e L c si m es t impair , K 5 m 
p d iv i se F c s i m es t pair . K 5 m 

< F" r r M , r L 5 m + F 5 m ^ r
L m + F m ^ 5 

Remarque 5 : En uti l isant l are la t ion - - j , 
on montre que : 
si m es t impair , L e = L ( 5 F 2 + 5 F + 1 ) ( 5 F 2 - 5 F + l ) ' 5 m m m m m m 
et s i m est pair F = F ( L 2 + L - 1 ) ( L 2 - L - 1 ) , o m m m m m m 
ce qui permet de f a c t o r i s e r plus faci lement et F^ m 

Si m v a r i e de 1 à 25 , la l i s te des nombres premiers p , 
p H 1 mod 10 . p € R , e s t la suivante : m 



m P 

1 
2 

1 1 
1 1 

3 1 1 , 3 1 
4 1 1 , 41 
5 1 1 , 101 151 
6 1 1 , 3 1 , 61 
7 1 1 , 71 , 91 1 
8 11 , 41 , 2161 
9 1 1 , 31 , 181 , 541 

10 11 , 101 151 , 3001 
1 1 11 , 331 39161 
12 1 1 , 3 1 , 41 , 61 , 2521 
13 11 , 131 521 , 2081 , 24571 
14 11 , 71 , 911 , 141961 
15 1 1 , 3 1 , 101 , 151 , 12301 , 18451 
16 11 , 41 , 1601 , 2161 , 3041 
17 11 , 3571 , 1158551 , 12760031 
18 11 , 31 , 61 , 181 , 541 , 109441 
19 11 , 191 41611 , 87382901 
20 11 , 41 , 101 , 151 , 401 , 3001 , 570601 
21 11 , 31 , 71 , 2 1 1 , 91 1 , 21211 , 767131 
22 11 , 331 661 , 39161 , 474541 
23 11 , 461 1151 , 5981 , 324301 , 686551 
24 11 , 31 , 41 , 61 , 241 , 2161 , 2521 , 20641 
25 11 , 101 151 , 251 , 112128001 , 2814337800 

Cette table montre qu'il e x i s t e des nombres premiers p, p =1 mod 10, 
p > 10m + 1 , te l s que ( 1 + ç ) 1 0 m = ] m o d pZ [ Ç ] ( c f . remarque 2 ) . 
Pour les corps correspondants , on a ( ty ) / Am( ty ) = 1 mod p pour tout 
i|i € Z ^ . Ces exemples montrent que le résu l ta t trouvé dans la p r o p o -
s i t ion 1 peut ê t re faux si t et m ne vér i f i ent pas les hypothèses (î) ou (ii) . 

Pour conc lure ce t te part ie , donnons deux exemples qui i l lustrent 
à la fo is le c a s 5m et le théorème de finitude , 



Exemple 1 : So i t E / Q une extens ion ( cyc l ique ) de degré 5 K , <6 
premier ^ 7. So î t K le s o u s - c o r p s de E de degré 5 sur (El et so i t L le s o u s -
c o r p s de E de degré -6 sur (B . 

D 'après les r é s u l t a t s concernant le c a s " 5 m " , si Z ^ es t mono-
gène , les nombres premiers p qui peuvent s e ramif ier dans K/<B sont : 
5 , <6 ( sî l = 1 mod 5 ) , 1 1 et les p , p = 1 mod 10 <6 ( c f . prop 2 ) qui d i -
v isent le nombre de Lucas L^ ^ . 

D 'après le théorème 2 , si < 6 ^ 2 x 5 + 3 = 1 3 , les nombres pre -
miers q qui peuvent s e ramif ier dans L / d , s i Z ^ e s t monogène , sont 
q = t , q = 2 «t + 1 et q = 1 0 -t + 1 . 

Il r e s t e à étudier les c a s -6 = 7 et <6 = 1 1 . 
S i 1 = 7 , on c h e r c h e les nombres premiers q , q = 1 mod 70 

( d 'après la proposit ion 2 ) , q Ç p- _ . D 'après (41) , q d iv i s e uK - uA , 5 , 7 
a v e c 

U6 = C 6 y v 2 0 y v 3 4 y v 4 8 / v 6 2 et 

" 4 = ( 7 * 0 > G e 0 > ( 3 7 2 > a 5 ° > a S ) i — 
u 6 - u 4 = 19519808413970050410 

= 2 . 3 . 5 . 7. 67 . 71. 2819. 74797. 92671 , 
et le seul nombre premier congru à 1 modulo 70 qui d i v i s e Ug - u^ es t 71 . 
Le résul tat e s t donc le même que dans le c a s général . 

S i «t = 1 1 , a l o r s 10 <6 + 1 = 111 , et on v é r i f i e numériquement qu'i I 
n'y a pas de nombre premier q , q > 111 , qui d iv i s e tous les u t +^ - u , 
t = 2 , . . . , 9 ( c f . (40) . 

En conc lus ion , s i Z ^ e s t monogène , les nombres premiers qui 
peuvent s e ramif ier dans K / Q et L / G sont indiqués sur le schéma c i - d e s -
sous : 

5 , l , 11 
p d iv i s e L^ ^ 
(p = 1 mod 10 l ) 

l , 2 - 6 + 1 , 1 0 - 6 + 1 



Exemple 2 : So i t E / Q une extens ion abél ienne de degré 125 . Tout 
nombre premier p , p ^ 5 , qui e s t ramif ié dans E/<Q v é r i f i e p H 1 mod 5 , 
et l ' indice de ramif icat ion de p es t multiple de 5 0 D 'après les résu l ta t s 
obtenus dans la table p r é c é d e n t e , a v e c m = 25 , s ' i l e x i s t e p ramif ié dans 
E / © , p ^ 5 , 1 1 , 101 , 151 , 251 , p1 et p 2 , a v e c p ] = 112128001 et 
p^ = 28143378001 , a l o r s Z^. n 'est pas monogène . 

Déta i l lons le c a s cyc l ique de degré 125 ; les nombres premiers qui 
peuvent s e ramif ier dans E / Q , s i Z^. e s t monogène , sont indiqués sur le 
schéma c i - d e s s o u s : 

L e s r a i s o n s en sont les su ivantes : 

251, 5, 1 1, 101, 151, p , p 2 (i) D'après [G (MN )2 ] , seul 251 peut s e 
^ ramif ier totalement dans E/<Q ; 

(ii) les nombres premiers suivants ne 
251 5 

' peuvent pas avoir un indice de ramifi -
K cation égal à 25 : 

1 1 car 1 1 ^ 1 mod 25 , 
101 et 151 d 'après la proposit ion 2 ; 

en ef fet 1 01 = 2 x 50 + 1 et ( 2, 5 ) = 1 , 
151 = 3 x 50 + 1 et ( 3, 5 ) = 1 ; 

Pj et p 2 d 'après le théorème 2 ; en 
r - t - 1 r— 1 effet c e l u i - c i s 'appl ique car «J, = 25 , m = 5 et donc —̂ — K, = 1 0 > m + 1. 

e) Calcul d'un déterminant . 

<Q 

251 

Lemme : S o i t n 6 N* te I que 2 n = X p , X > 2 p. + 2 , e t s o i t x v é r i -
fiant |a + 1 £ x < X - p. - 1 et X ^ 2 x . So i t p ^ 2 n + 1 un nombre premier , 
et so i t 

6 = det (( 2 n . V f 2 n . \ v x + I + j W V x - , + j J ] = 

M- 1 n 
k = 1 

où w es t invers ib le modulo p . 

j = 0, . . . , p - 1 
U - k I r -> 

i lors ô = w ( 2 n + l ) | J U ( 2 n + 2 k ) ( 2 n + 2 k + 1 ) 
L- = 1 L - I 



Démonstration : L e s hypothèses fa i t e s entraînent que 
1 i x - i + j À < x + i + j 1 < 2 n - 1 pour tout i = 1, . . . , [a et j = 0, . . . , |a- 1. 

Dés ignons par a.^ le terme général du déterminant ô , et pour s i m -
pl i f ier , posons x' = x + j \ . En ajoutant à la ligne n° i une combinaison 

l inéaire convenable des l ignes n° 1 à i -1 , et ^ fo i s le terme 

on obtient det ( a . . ) = det ( b.. ) , avec V x J V x J IJ U 

2 i - 1 , „ . , . , „ . 2 i - 1 _ y / 2 i - 1 / 2n ^ y ' f 2 i - 1 ^ / 2 n 
ij k i 0 V k A x ' + i - k y - ^ g V k y ^ x ' - i - k y ' 

f 2 n + a N , / 2n + a ^ / 2 n + a + P \ on uti I i s e les re la t ions ( , + . . + ( , + . , , = ( ,+ • , , V x ' - i - k y V x ' - i - k - 1 y V x ' - i - k y ' 
k , a = 0, . . . , 2 i - 2 , pour en déduire que : 

= / 2n + 2 i - _ ( 2n + 2 i -
ij V x' + i y V x' + i - 1 J ' 

On ca lcu le 

( 2n + 2 i - 1 ) . . . ( 2 n + i - x' ) ( 2 n + 2 i - 1 ) . . . ( 2 n + i - x' + 1 ) b.. = -
IJ 1 . . . ( x ' + i ) 1 . . . ( x ' + i - 1 ) 

= ( 2 n + 2 i - 1 ) . . . ( 2 n + 1 ) 2 n . . . ( 2 n - x ' + i + 1 ) ^ 2 n _ 2 x , j 
1 . . . ( x ' + i ) 

= ( 2 n + 2 i - 1 ) . . . ( 2 n + 1 ) c ( x' ) f. ( x' ) , a v e c 
c ( x „ . e t 

f . ( x ' ) = [( 2 n - x ' + [x) . . . ( 2 n - x» + i + 1 ) ] [ ( x ' + i + 1 ) . . . ( x' + |a)] . 

On met en facteur dans chaque ligne le terme ( 2 n + 2 i - l ) . . . ( 2 n + l ) , 
puis dans chaque colonne le terme c ( x ' ) . Mais toutes les quantités 

2 n . . . ( 2 n - x' + |J. + 1 ) s o n t i n v e r s i b | e s m o d u l o p , et l 'hypothèse X / 2 x 
1 . . . ( X ' + | I ) 

entrai ne 2 n - 2 x ' = 2 n - 2 x - 2 j ^ / 0 , et donc 2 ( n - x ' ) e s t invers ib le 

modulo p ; d'où ô = v 
r H 

TI ( 2 n + 1 ) . . . ( 2 n + 2 i - 1 ) 
i = 1 

v e r s i b l e modulo p e t o ù 6' = d e t ( f . ( x + j X ) j . _ 
j = 0, . . . , (a - 1 

ô' , où v es t in-



Or ( 2 n - x - j X + k ) ( x + jX + k ) = - ( x + j \ - n ) 2 + (n + k ) 2 ; 
on pose y. = - ( x + j X - n ) 2 et a l o r s ô' = det ( g.( y. , J I J 

M 2 
avec g. ( y . ) = II ( y . + (n + k ) ) 

1 J k = i + 1 J 

L 
|u. — I — 1 

= y j k = 0 
c.. y : ik ' j 

( i - i - k 

et donc ( g.( y . ) ) = 

\ 

c. 

O 

M-l 

i k 

0 
1 

H-1 

U-1 / 
le deuxième déterminant es t un déterminant de Vandermonde ; c ' e s t 
un produit de termes de la forme 

( x + k X - n ) 2 - ( x + j X - n ) 2 = ( k - j ) A ( 2 n - 2 x - ( k + j ) A. ) , j ^ k , 
et l 'hypothèse A. / 2 x entraine que tous c e s termes sont invers ib le s mo -
dulo p , d'où le résul tat . 

2) S o u s - c o r p s de , p premier . 

Le c a s des s o u s - c o r p s de es t contenu dans le résul tat plus g é -
néral suivant : 

Théorème 4 : S o i t E/Q une extens ion cyc l ique de degré n > 4 . 
On suppose que tout nombre premier p ramif ié dans E/(Q v é r i f i e les hy-
pothèses su ivantes : p = 1 mod n et p es t totalement ramif ié dans E/(El . 

A lors l'anneau des e n t i e r s Z^. de E n'est pas monogène sauf si 

i- n+1 ) . , , . , E = (Q lorsque n + 1 es t un nombre premier , 
( 2 n*i" 1 ) ou E = <Q lorsque 2n + 1 e s t un nombre premier . 



Démonstration : On reprend les notations de l ' introduction . 
On suppose que Z ^ e s t monogène , et on appel le 0 un entier de E tel que 
Z ^ = Z [ 0 ] • L e s hypothèses fa i tes entraînent que tous les s o u s - c o r p s 
( d i f férents de Q ) de E ont le même conducteur f ( égal au produit des 
nombres premiers rami f i é s dans E / Q ) , que le discriminant de E es t égal 
à f n _ 1 et que pour tout g Ç Gai ( E / Q ) , g fi 1 , Ag( 0) = N ^ ^ f 6 - 6 9 ) = - f . 

So i t p , p = 1 mod n , l'un des nombres premiers divisant f ; p es t 
totalement ramif ié dans E/<D , donc e = n , et le groupe d' inert ie de p es t 
égal à Gai ( E / Q ) ; on en dés igne toujours par CT un générateur . 

En écr ivant que tous les rapports A ^ ( 9 ) / A ( 0 ) doivent ê tre 
a CT 

égaux à - 1 , pour X , |a = 1, . . . , n - 1 , on obtient que pour que soit 
monogène , il e s t n é c e s s a i r e que pour tout k = 1, . . . , n - 1 , on ait 

( î T T T y H 1 mod pZ [ C ] . 
^ n 

On pose Q = Ç = exp ( 2 i TT/ n ) , a lors pour tout k = 1, . . . , n - 1 , 
k 2 n ^ 2 n 

on a ( 1 - Ç ) = ( 1 - C) m o d P Z [ Ç ] . 11 en ré su l t e qu'il e x i s t e c € Z 

C ° s "cp[nF T r
Q ( n ) / ^ 1 ~ m ° d 0 ' t e l q u e P ° U r t O U t k = " " n ~ 1 ' 

on ait : 

(7) ( 1 - Ç k ) 2 n H c mod p Z [C 1 . 

Puisque p = 1 mod n , p es t totalement décomposé dans <Q n . Soi t 
p un idéal f ixé a u - d e s s u s de p dans ; on identif ie le corps rés iduel en 
p à F , et on dés igne par u l'image de u Ç Z [ Ç ] dans IFp . 

On c o n s i d è r e le polynome 
p = ( ! _ x ) 2 n - c de Z [ X ] 

et son image P dans F [ X ] . P 
D'après (7) , on a P ( C ) = 0 pour tout k = 1, . . . , n - 1 . Or 

~Ç , ~Ç2 , C""1 s o n t l e s r a c i n e s ( deux à deux d i s t inc tes ) du poly-
nome 7 = X n _ 1 + X n _ 2 + . . . + X + T d e IF [ X ] ; donc P = ? h dans F [ X ] , r r 
et donc P = 4> h + p h ' , h , h' € Z [ X ] . 

So i t R le r e s t e de la div is ion de P par <t> ; on doit avoir 

R = 0 mod p Z TXl . 



O r ( l - X ) 2 n = £ ( - l ) j ( 2 n ^ . On en déduit que 
j = 0 V J y 

n - 2 
R = aQ + Z Sj XJ , a v e c pour tout j s 1 , 

•J - <">' [ C 2 ? ) + <"'>" C f +
n n ) ] - Cn2-n>) - U 2 : 0 ] • 

La sui te des c a l c u l s e s t a l o r s analogue au calcul fait lorsque n es t 
un nombre premier . Il faut dist inguer deux c a s : 

er 1 c a s : n es t impair , n = 2 t + 1 , t s 2 
On exprime que a t = 0 mod p et a ( ^ = 0 mod p ; on en déduit que 

u - C . \ n 0 - ( 2 0 + c « 2
+

n
2 ) - c , 2 - " , > 0 ™ d p • 

Or u = ( 4 t + 2 ) ( 3 t + 4 ) 4 ( t + l ) ( 2 t + l ) ( 4 t + 3 ) . Puisque p es t un 
1 . 2 . . . (t + 2 ) 

nombre premier, et que p = 1 mod 2n , tous les en t i er s X , 1 5 X < 4 t + 2 , 
sont invers ib l e s modulo p ; donc u = 0 mod p , c ' e s t - à - d i r e que a { = a^ 
mod p si et seulement si 2 n + 1 = 0 mod p . 

èm e 2 c a s : n es t pair , n = 2 t , t s 2 
On suppose que a ( = 0 mod p et a ( = 0 mod p ; on en déduit que 

" • C A 0 K A 0 K . 8 - N . ) K . V . ) 

Or u = 4 t "* + 2 - 2 ( 2 t + l ) ( 4 t + l ) . Pu i sque p es t un nombre p r e -
1 . 2 . . . ( t + 1 ) 

mier, et que p = 1 mod n , tous les e n t i e r s X , 1 2 t + 2 < A - 4 t 
sont i n v e r s i b l e s modulo p ; donc u = 0 mod p , c ' e s t - à - d i r e que a { h a t _ 
mod p s i et seulement s i ( n + l ) ( 2 n + l ) = 0 mod p . 

On a donc montré que si E/(D v é r i f i e les hypothèses du théorème 4, 
une condition n é c e s s a i r e pour que Z ^ so i t monogène es t que les s e u l s 
nombres premiers totalement ramif iés so ient égaux à n + 1 ou 2n + 1 ; 
i I y a donc 3 c a s : 

(i) n es t pair , n + 1 es t un nombre premier , 2n + 1 ne l 'est 
pas , et a l o r s E = ^ es t le seul c o r p s qui convienne . 



(ii) n es t pair ou impair , 2n + 1 e s t un nombre premier , n + 1 
( 2 n H- 1 ) ne l 'est pas , et a l o r s E = e s t le seul corps qui convienne . 

(iii) n es t pair , n + 1 es t un nombre premier p , 2n + 1 e s t u n 
/ \ 

nombre premier q , et E es t un s o u s - c o r p s cyc l ique de degré n de © , 
avec p et q totalement rami f i é s dans E ( une te l le s ituation e x i s t e : par 
exemple n = 6 , p = 7 , q = 13 ; n = 18 , p = 19 , q = 37 ; n = 30 , p = 31 , 
q = 61 ; e tc . . . ) . 1 1 r e s t e à montrer que pour ce t te famille de corps , Z ^ 
n'est pas monogène . 

Montrons d'abord que E c|R , 

Q (q) 

Q (q) L 

(pq) 

n 

So i t Qo
H le s o u s - c o r p s rée l 

maximal de ( Q ^ et so i t L = . o 
/ \ 

Soi t F = E <Q p ; puisque p et 
q sont totalement ramif iés dans E et que 
seul p est ramif ié dans Q (p) n o ( p ) = Q , 
les ex tens ions sont l inéairement d is jo intes , 

2 
et donc [ F : Q ] = n . Mais F est une 

Q (p) extens ion de Q ( p ) , e t Q ( P q ) / < B ( p ) q u i es t 
n cycl ique contient une unique s o u s - e x t e n s i o n 

d' indice 2 ; donc F = L et E c L . 
{n ) 

Mais pour les mêmes r a i s o n s que c i - d e s s u s , E et Q g sont l i -
néairement d is jo intes ; donc L = © ^ E ; puisque L = , L |R ; 
donc E c|: IR . 

Mais , s i une extens ion E / © es t te l le que E cf: |R , a l o r s pour tout 
k = 1, . . . , n - 1 , on a A k ( 0 ) > 0 et Z £ e s t monogène si et seulement si 

CT 

pour tout k = 1, . . . , n - 1 , A k ( 0 ) = f . 

On refai t un raisonnement analogue au précédent , mais cet te fo is 
avec le polynôme P = ( 1 - X )n - c . Avec les mêmes notations que c e l l e s 
du cas n = 2 t , on obtient que a t = a

t _ j mod p s i et seulement si 

u = ( v t y + c , n , ) . o ™ d p . o r c ; y c , 2 . 1 , ) - a w m i < 2 . + 1 » 

et donc si E cj:|R , et s i Z ^ e s t monogène , seul le nombre premier n + 1 
peut totalement s e ramif ier . 



Donc pour les e x t e n s i o n s vér i f i an t (iii) , on a bien , pour tout 
2 2 i|r € Z E , A k ( i | r ) H A . ( <|r ) mod q , pour tout k , j variant de I à n - î , 
CT CT 

mais on n'a pas A k ( i|r ) = A • ( ) mod q , pour tout k , j . P u i s q u e les 
CT CTJ 

e x t e n s i o n s ( i i i ) ne sont pas r é e l l e s , e l l e s ne sont pas monogènes , c e qui 
a c h è v e la démonstrat ion du théorème 4 . 

Remarque 6 : S o i t E / Q une e x t e n s i o n cyc l ique de d e g r é premier 
l > 5 ; s i E / Q e s t modérément rami f i ée , e l l e v é r i f i e l es h y p o t h è s e s du 
théorème 4 ; s i E / Q e s t sauvagement rami f i ée , puisque s o n d e g r é e s t p r e -

/ «2 \ 

mîer , la démonstrat ion du théorème 4 e s t e n c o r e va lab le s i E c£© . 
On r e t r o u v e a ins i le r é s u l t a t démontré dans [ G ( M N ) l ] . 

S o i t maintenant E un s o u s - c o r p s de © ^ , p nombre premier im-
pair ; a l o r s E / © e s t c y c l i q u e et v é r i f i e les h y p o t h è s e s du théorème 4 ; 
i I en r é s u l t e : 

T h é o r è m e 5 : S o i t p un nombre premier impair et so i t E un sous-

c o r p s de © ^ . S o i t l 'anneau des e n t i e r s de E . 

A l o r s : 

(i) S i E = © ( p ) , , Q ( v / ( - L ) ( p ~ l ) / 2 p ) OU © , a l o r s Z £ 

e s t monogène ; 

(ii) S i p s 1 mod 3 et s i E e s t le s o u s - c o r p s cubique de © ^ , 
a l o r s Z^. e s t monogène s i et s eu lement s ' i l e x i s t e x , y € Z t e l s que 

bx ( x 2 - 9 y 2 ) + a y ( x 2 - y 2 ) = 1 , où p = ( a 2 + 27 b 2 ) / 4 , a et b de 

même par i té ( c f . [ G ( M N ) 3 ] ) . 
( i i i) Dans tous les a u t r e s c a s , Z^. n ' e s t pas monogène . 
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