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Un des problèmes majeurs de la théor ie des nombres a lgébriques 
est celui de la détermination du nombre des c l a s s e s d'idéaux de l'anneau 
des ent iers d'un c o r p s de nombres a lgébr iques . Nous donnons ici une 
méthode permettant de répondre à ce t t e quest ion pour c e r t a i n e s exten-
s i o n s d i édra le s de degré 8 de Q ( p r é c i s é e s dans la première part ie) . 
Pour ce la , on rapproche des a lgori thmes ex i s tants , tout en modifiant 
l'un d 'entre eux. 

Un théorème de Brauer [_B] , modifié par Walter [ w ] , ramène 
le calcul du nombre des c l a s s e s d'une extens ion ga lo i s i enne à celui de 
s e s s o u s - c o r p s et à celui d ' indices de groupes d'unités . Dans le c a s des 
ex tens ions d i édra l e s , c e s formules ont é té amé l iorées par C. Caste la [ c ] . 

Dans la s i tuation où l'on s e p lace , il faut déterminer le nombre de 
c l a s s e s d'une extens ion de degré 4 de Q contenant un corps quadratique 
imaginaire euc l id ien ; ce la peut ê t re fait au moyen d'un travail de 
H. Amara [ A ] . Cette é tape nous permet également de ca l cu l er une unité 
fondamentale de c e corps biquadratique. Il est a l o r s poss ib l e , en adaptant 
un travail de Wada, de déterminer le groupe des unités de l 'extension d i é -
drale . La c o n n a i s s a n c e de l 'action du groupe de Galois permet a l o r s de 
terminer la détermination du nombre de c l a s s e s cherché : 

L e § 1 f i x e les notat ions pour l 'extens ion d iédrale , le §2 rappel le 
c e que devient la formule de Walter, le § 3 indique comment adapter l ' a r -
t i c l e de Wada pour c a l c u l e r le groupe des unités , le § 4 résume le travail 
de Amara. La fa i sabi l i t é de la méthode est v é r i f i é e sur un exemple numé-
rique qui n'a r ien de g lor ieux , l'auteur ayant travai l l é avec une H.P. 1 5 C. 



Extens ion d i é d r a l e de degré 8 : 

S o î t N /Q une ex tens ion d i é d r a l e de degré 8 , son groupe de 
Ga lo i s G es t engendré par deux é l éments CT et T vér i f iant l e s r e la t ions 

4 , 2 CT = 1 = T T CT T = CT V 

N o u s appe lons G Q L^resp. G J , G ^ , G J et H J le s o u s - g r o u p e de G 

engendré par T ( r e s p . TCT , T et CT2, TCT et CT2, CT). 

L e c o r p s invariant par GQ (^resp. G1 , GQ , G.J, H J e s t noté K 

r e s p . K1 , k o , k 1 , k j . 

L e s a u t r e s s o u s - g r o u p e s de G sont : 

- 1 2 ( ctGQCT engendré par TCT dont le c o r p s d e s invariants e s t CT^Ko 

CT G^ CT engendré par TCT dont le c o r p s d e s invariants es t CT^K^ 
2 

et le c e n t r e de G engendré par CT dont le c o r p s d e s invariants es t C , 
c e qui nous donne le diagramme suivant : 

Dans tout c e qui su i t , le c o r p s kQ e s t s u p p o s é ê t r e un c o r p s quadra-

tique imaginaire dont l 'anneau d e s e n t i e r s es t euc l id ien pour la norme. 

Pour chaque c o r p s K , on note r , c , E. . , C£., , h son nom-r\ r\ r\ r\ rs 
bre de p l a c e s r é e l l e s , complexes , son groupe d e s uni tés , son groupe d e s 
c l a s s e s , son nombre de c l a s s e s . L e c o r p s kQ étant complexe , pour un 

plongement de N dans une c lô ture a lgébr ique de Q, le groupe de décompo-

s i t ion de la p l a c e à l' infini e s t so i t G1 , so i t CT G, CT~ 1 ; on en déduit que 



r k = 2 ' r k = r k = 0 P U Î S q U e rK = r / \ = 2 '> r K = r / \ = 0 ' k 1 k o K 1 C J ^ k J O a ( K . o 
c e qui permet de dé terminer le rang, rg » du groupe des unités 
de chaque c o r p s K : 

rg ( E c ) = rg ) - rg ( E ) - rg ( E ) = 1 ; 
a l K o 

r g ( E ) = r g ( E ) = 2 ; ^ ( E J - S . 
1 c [ K } ) 

§ 2 - L e théorème de Walter ( [ w ] , [ c ] chap i t re s | et II) : 
i ^ i * f , Pour tout s o u s - g r o u p e G de G , G d é s i g n e l 'é lément S g 

g € G1 

r ' de Z [ G ] et n(G') le degré [ N : N ] ; s i % es t un Z[G] -module , 
Q I ^ ^ j . 

7R est le s o u s - g r o u p e de ÎR formé d e s é l é m e n t s invariants par G , w (G ) z 
G 1 

le nombre de r a c i n e s 2 - î è m e s de l 'unité contenues dans N . 
Y—* 

On note | ( le c a r a c t è r e de G obtenu par l ' induction de G1 à G du c a r a c -G 

t è r e identité de G1 [ s i ] , 

. Pour tout s o u s - g r o u p e E* de E ^ , E' e s t l ' image de E1 dans le 

quotient E ^ de E ^ par son groupe de tors ion . 

. N étant c o n s i d é r é comme plongé dans C , on note D le s o u s -
groupe de G engendré par la conjugaison complexe . 

. S i ÎLÎ et ÎÏÏ' sont deux Z [ G ] - m o d u l e s , s a n s tors ion , de même rang, 
p longés dans un même e s p a c e v e c t o r i e l V , [ffl : ffl'] e s t l ' indice de ffl' dans 
% ( [ S 2 ] ch. 4 ) . 

On peut a l o r s dé f in ir un Z [ G ] - m o d u l e L par la su i t e e x a c t e 

0 > Z > Z [ G ] D 5> L 5> 0 
r _ <~ f r _ r^i 

où Z|_G J D est l ' idéal à gauche de Z|_Gj engendré par D , et l ' inject ion envoie 
l 'ent ier n sur nG. On peut montrer ( c f . [ w ] ) que L et U ont même rang 
( théorème de Herbrand) et que : 

T h é o r è m e (th. 4. 1 dans [ w ] ) : S i M est un s o u s - Z f G l - m o d u l e de E ^ , 

Z [ G ] i somorphe à L , la re la t ion 



(1) S a ( G ' ) l G , = 0 , a(G') € Z 
G ' C G G 

conduit à l ' éga l i t é : 

(2) n h ( G ' ) a ( G , ) = n (n(G') W.(G-) [ e G ' : M G ' ] ) a ( G , ) . 
G' G' Z N 

En appliquant c e théorème à une ex tens ion d î é d r a l e de degré 8 N / 0 , 
on démontre ( c f . [ c ] chap i tre i l ] l e s r e l a t i o n s : 

(3) h N = h K . h k h K x 
W 2 ( N ) 

o ' k K1 w ( k ) w (k) w ( k i j G G —— G. G. 

\ \ ' w 2 O O X w
2 W X . J f L X [ e £ : M G , j ' 

L N J 

On sa i t a i sément dé terminer le nombre d e s c l a s s e s d'un corps quadra-
tique [Ch] , donc s i on connaît h et l 'act ion de G sur E ^ la formule (4) 
nous donne h . ° 

K 1 
La formule (3) permet a l o r s de c a l c u l e r h^ . 

§ 3 - L e s unités de N : 

S u p p o s o n s connu le groupe E ^ . 
o 

Lorsqu 'une ex tens ion L / Q es t c o m p o s é e d ' e x t e n s i o n s quadratiques 
de Q, il e s t p o s s i b l e de dé terminer son nombre de c l a s s e s connai s sant ceux 
des c o r p s quadrat iques . C e s méthodes , a n t é r i e u r e s à c e l l e de Walter , r e l è -
vent du théorème de B r a u e r déjà évoqué ( faisant lui -même appel aux p r o -
p r i é t é s des fonct ions zêta) et n é c e s s i t e n t la c o n n a i s s a n c e du groupe des 
unités . La méthode u t i l i s é e dans [ W a ] peut s 'appl iquer ic i , d'une part 
pour déterminer puis conna i s sant E ^ et, bien entendu 

E , ^ = a^E ) , dé terminer E M . Indiquons comment p r o c é d e r et p r e -
< K O ) 

nons des notat ions s i m p l i f i é e s pour a l l é g e r la démonstrat ion. 

C o n s i d é r o n s une ex tens ion L / F à groupe de G a l o i s Z/2Z x Z /2Z 



Gai ( L / F ) = | Id , a, p , JJL = ap } puis dés ignons par Lj ( r e s p . I_2 , l_ 3 ) le 

corps invariant par a ( re sp . p , | i . ) , par E. le groupe des unités de L. 
et par E celui de L . 

So i t e une unité de L , on a l ' identité 

( e e a ) ( e e p ) 
e 2 = 

ee j 

et donc e 2 appartient au s o u s - g r o u p e E1 E 2 E^ de L * . Si l e s ( e . < j < 

forment un s y s t è m e de g é n é r a t e u r s de E. (i = 1 , 2 , 3 ) , Il faut r e g a r d e r quels 

sont, parmi les é léments f l TT €| ' jJ ( a v e c t. . = 0 ou l) , ceux qui sont des 
' > J ' ' 

c a r r é s dans L . L e s r a c i n e s c a r r é e s de c e s unités , a joutées aux e . • f o r -
' > J 

ment un s y s t è m e de générateur de E . 

So î t donc maintenant e un élément de E1 E 2 E^ . Sî e est un c a r r é 
2 A f t dans L , l e s sont dans E. . Cette proprié té peut ê tre v é r i f i é e s i 

on connaft les groupes E. a v e c suffisamment de préc i s i on . Supposons donc 
o 

que les N^y^ (e) appartiennent à Ej pour chaque i . On peut a l o r s cho i s i r 

r. i 

des B. dans E. t e l s que i i 

B 2 - N L / L (C) , B 2 = N l / ( , ) , B 2 = N l / l ( e f 

6 t B 1 B 2 B 3 = e B 3 ' 

P a r conséquent , e e s t un c a r r é dans L si et seulement s i B^ B 2 B^ en est un. 

P o s o n s a l o r s : b = N ^ ypl^B. 

5 = B1 B 2 B 3 + b \ B 1 + B 2 + B 3 

c = T r L / p ( ç ) . 

On a a l o r s l ' identité 

B 1 B 2 B 3 C = ? 2 -

Donc B1 B„ B_ est un c a r r é dans L si et seulement s i l 'élément c de F I Z o 



en es t un. La vér i f i ca t ion de ce t t e d e r n i è r e propr ié té revient à t e s t er s i 
le quotient de deux é léments de F est un c a r r é dans F . Dans la situation 
du § 1 , le corps F es t so i t Q, so i t kQ , le test est donc ut i l i sable . 

Il ne nous r e s t e plus qu'à déterminer l'unité fondamentale et le 
nombre des c l a s s e s de K . 

§ 4 - Unité fondamentale et groupe des c l a s s e s de Kq : 

Dans ce t t e part ie , on reprend l ' a r t i c l e de Amana [ A ] . L e s résu l ta t s 
sont é n o n c é s dans l 'ordre où i l s sont u t i l i s é s . 

Pu i sque l'anneau des ent i ers Z^ de kQ est eucl id ien, donc principal , 
o 

il e x i s t e 6 € K tel que Z = 1 , [ b ] et tout idéal ent ier I de ï p o s s è d e o K k K o o o 
une Z^ base {a , G - c j où a et c sont deux ent i ers de Z^ : 1 e nombre a 

o o 
engendré la norme dans Kq / k de l'idéal I et s i f es t le polynôme i rréduc-
tible de 6 dans K / k , on a la congruence 

o ' o ' 

f(c) = 0 (a ) . 

L e corps N étant c o n s i d é r é comme un s o u s - c o r p s de C , pour chaque 
élément x de N , on note | x | son module. On définit a l o r s : 

Définit ion 1 : Un idéal entier I de b a s e {a , 6 - c} sur Zk (noté 1 = (a , G - c) 
o 

est dît réduit si et seulement si il v é r i f i e la propriété suivante : pour tout 
§ € I , ^ 0 , on a : 

|a|< s u P ( U | , U a 2 

Lemme II ( [ A ] lemme IV l ) : S o i t | = (a , 6 - c) un idéal ent ier avec 

| G - c j < | a | , pour que I soit réduit , il faut et il suf f î t que pour tout 
Ç = Xa + | I ( 6 - c ) dans I a v e c X et JJU non nuls et vér i f iant : 

i i 2 I a I . , . . < LJ__ f | x | < 1 + 

| e - 6 a | 

on ait : 

| a | < S U P ( U | , U c t 2 | ) . 



On peut démontrer que dans chaque c l a s s e d' idéaux il y a un idéal réduit 
(cf. [ S m ] Ch. II). 

Bien entendu, un idéal es t réduit s i et seulement s i son conjugué 
sur k es t réduit, o 

Démontrons maintenant qu'il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux réduits : 

S i | a | 2 = N K /Q(I) > ) 2 VDk , on peut d 'après le Théorème de 

Minkowski trouver £ I tel que : 

| S | < | a | , | S ° 2 | < | a | 

et donc l' idéal J n 'es t pas réduit . Donc pour que l'idéal ent ier I so i t réduit, 

il faut que | a | 2 < ( ~ ) 2 VÔ3 /Q . " n e P e u t donc y avoir qu'un nombre fini 
n o ' 

d'idéaux rédui ts . 

Il va donc fa l lo ir déterminer tous les idéaux réduits de K et les o 

regrouper c l a s s e par c l a s s e , c e qui va s e f a i r e au moyen de c y c l e s d'idéaux. 

On peut donc déjà f a i r e la l i s t e des p r e m i è r e s é tapes de l 'algorithme. 

1. D r e s s e r la l i s t e à une unité p r è s des en t i er s a de kQ vér i f iant 

2. Chercher pour chacun de c e s ent i ers a , les ent i ers c de kQ intér ieurs 

au disque de cen tre 6 , de rayon a , vér i f iant f(c) = 0 (a ) . 

3. Pour chaque a , identi f ier l es c obtenus dont la d i f f érence est d iv i s ib le 
par a . 

4. Eliminer les idéaux non réduits au moyen du lemme II. 

La proposit ion suivante nous donne une condition n é c e s s a i r e et s u f f i -
sante pour que deux idéaux so ient dans la même c l a s s e . 

Propos i t ion III ( [ A ] prop. I. 2~) : So i en t I = (a , 9 - c ^ _et_ J = (b , 0 - c ) deux 

idéaux réduits . Pour que J |~ ^ so i t principal , il faut et il suff i t qu'il e x i s t e 
dans I un élément h tel que Ih I < lai et véri f iant : o 1 o 

(î) J = ( h T / ) | et N. . /. (h ) = eab où e e s t une unité de k . \ o / a / — K / k ^ o / o ' o' o 
2 2 

(ii) Pour tout h € I - lo i tel que | h | < |h | on a |h | < | hCT | 



cette dern ière condition est appelée condition de réduction et tout élément 

h' g I - jo j et vérif iant (ii) est appelé élément réduit dans I . 

Il ex i s t e des é léments réduits "naturels" : 

Lemme IV ( [ A ] Lemme II 3 ) : So ient u une unité de Z et | = ( a , 8 - c ) , 
o 

si | u | < 1 a lors ua est un élément réduit de I . 

Soient h' un élément réduit de I , u une unité de Z^ et h un é l é -
o 

ment de I tel que jh | < | uh' | ceci entraîhe | u - 1 h | < | h' | puis, h' étant 
2 2 2 2 2 

réduit, | h ' a | < | u " a ha | soit | ( u h ' ) a | < | h a | . L'ensemble F^ des 

é léments réduits de l'idéal I est infini. En conservant les notations du 
lemme IV, cons idérons les é léments h de I te l s que |au | < | h | < | a | , 

2 2 

puisque h € I on ne peut avoir |h j < | a | = |a | car a lors 

|h | | h a 2 | = N K o / Q ( h ) < | a | | a a 2 | = N K o / Q ( l ) . 
On a donc soit 

| a a 2 | < |Hc t2 | < | (au) C T 2 | 

soit 

| h a 2 | > | ( a u ) a 2 | 

il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de I vérif iant simultanément : 

| a u | < | h | < | a | 

| a | < | h a 2 | < | a u a 2 | . 

a 2 

C h o i s i s s o n s - e n un, ĥ  , tel que h soit minimal. Il est a lors immédiat que, 

pour tout h ' ê I tel que | h ' | < |h | , on a : 

| h ' a 2 | > | h f | . 

En remarquant (^cf. [ A ] lemme I.3J que deux é léments réduits de I , 

§ et T), ont même module si et seulement si § = 11e où e est une unité de 
Z^ , on peut constru ire une su i te ( h p ) ^ ^ et une application sur jec t ive «p 



de N dans l 'ensemble des modules des é léments de R| U j | a | } de la façon 
suivante : 

h = a et œ(0) = |h I o o 1 

puis tp(n) = |h I où h es t un des é léments de I - !ol véri f iant : t n 1 — n 

(i) I h n l < | h n _ 1 l 

2 2 
(ii) pour tout h <E I - jo} et I h I < I l">n _ -, I on a | h a | > | 

On peut a l o r s démontrer 

Théorème V : S o i e n t | = (a , 6 - c) un idéal réduit , Rj = | e h n } (n Ç IN! - {0 } , 

® ^ T-T. ) l 'ensemble des é léments réduits de I . On définit les idéaux I par k ' n o 
2 

l n
 = (j"Y,/a) ' • L e s p r o p r i é t é s su ivantes sont v é r i f i é e s : 

(i) Il e x i s t e d > 0 tel que, pour tout n , l , , = 1 , l e s idéaux I 1—'—c n + d n ' n 

sont en nombre fini , i ls constituent le c y c l e de l . 

(ii) L e s idéaux réduits équivalents à I sont ceux du c y c l e de I . 

( i i i) So î t d' le plus petit ent ier naturel non nul tel que l ^ i - I a l o r s 
h ,./ es t une unité fondamentale de ! . . . d . / a K q . 

Pour c o n s t r u i r e le c y c l e de l' idéal réduit I , il suff i t de savo ir 
déterminer, pour chaque idéal réduit J , le premier élément de la su i te 
R a s s o c i é e . Ceci peut ê t r e fait de la façon suivante : 

Lemme VI ( [ A ] lemme IV. 2 ) : So ient I = (a . 6 - c) un idéal réduit, M. 

l 'ensemble de s e s r a c i n e s ( c ' e s t - à - d i r e les ent i ers c de k véri f iant 
o 

6 - c € I j . Il e x i s t e dans (V̂  un unique élément Cj appelé rac ine mini-

male et vér i f iant : 

(i) | e - C l l < | a | . 
2 2 

(ii) Pour tout c 6 Mj a v e c | G - c | < j a | on a | 6 - c | < | 0 - c | . 



Proposi t ion VI| ( [ A ] Lemme IV. : Sî I = (a , 6 - c ) est un idéal réduit, 

c, sa rac ine minimale et R = | e h . | , sî on écr i t 
1 1 ' Î € N - { o i , e € Z * 

o 
hj = Xq a + - C| j , on a les inégal i tés : 

| a | + | e a 2 - c , | 
l^ol < 2 ' l X ol < 1 + l ^ o l . 

La construction de l'idéal , s u c c e s s e u r de I , est fac i l i t ée par la 

remarque (^[A] remarque IV. : 

Soient I = (̂ a , 6 - c ) un idéal réduit, c sa racine minimale et 

h1 = XQ a + - c ( J le premier des é léments réduits de I (à une unité 

de k p r è s ) . o 
Si X u = 0 a lors h = 6 - c, et I , = (b , G - c) avec b = f( c. ) /a et o o 1 1 1 \ I / ' 

2 
c = e + e - c . 

Sinon, XQ et |j,o sont premiers entre eux et on a | = (b , 0 - c) avec 

( \ f a 2 \ f ( C l ) b = N K / k V h , J / a e t c = - [ x o x , a - X ^ c + x ^ e + e - c j + ^ i a J 
o ' o 

où X et sont deux ent iers de k te l s que : 

Ayant l'idéal réduit | , on recommence la construction pour obtenir 
le c y c l e de I . 
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Venons -en maintenant à l 'exemple numérique. C h o i s i s s o n s 

N = û(Vl + i ,V1- ') et f ixons KQ = Q(\[T+T) , k = Q ( i ) . 

§ 5 - Nombre de c l a s s e s de Q(V 1 + i) : 

L' idéal premier a u - d e s s u s de 2 dans Z [ i ] étant engendré par (1 + i ) , 
on a 6 = V 1 + i et le discriminant de K o / k Q est engendré par 4 (1+i) et donc 

D K O / Q = 1 6 X 2 X 1 6 = 2 9 -

On devra avoir | a | 2 < \[5Ï2 # 9. 1 705. 
TT 

Soi t 0 < | a | < 3 ,0283. 
L e s normes a p o s s i b l e s , à une unité de Z [ i ] p r è s , sont 

1, 2, 3, 1 + i, 1+2 i , 2 + i , 2 + 2 i qui ont pour modules 

1, 2, 3, \[2, V5" , \f5~, 2\[2. 

On r e g a r d e les é léments c de Z [ î ] tel que j © — c | < 3 et on d r e s s e 
le tableau suivant : 



c | e - c | f(c) = 
c 2 - (1 + i) 

Décomposit ion de f(c) 
en é léments i rréduct ib les 

- 2 î 2 6 8 9 7 . . . - 5 - i - (3 - 2i)(l + i) 
1 - 2i 2 4 5 7 1 . . . - 4 - 5 1 - (4 + 5i) 
2 - 2i 2 6 1 5 3 . . . - 1 - 9i - i(4 - 5 i ) ( l + i) 
- 1 - i 2 5 5 3 8 . . . - 1 + i î 0 + i) 

- i 1 8233. . . - 2 - i - ( 2 + i ) 
1 - î 1 4 5 8 4 . . . - 1 - 3 i - (2 + i)(l + i) 
1 - 2 Î 2 4 5 7 1 . . . - 4 - 5 Î - (4 + 5i) 
3 - i 2 3 9 4 2 . . . 7 - 7i - 7i(1 + i) 
- 1 2 1 4 7 5 . . . - i - î 
0 1 1 892. . . - 1 - i - ( 1 + i) 
1 0 4 6 5 7 . . . - i - i 

2 1 0 0 9 7 . . . 3 - i - 1(2 + i)(l + i) 

3 1 9 5 5 0 . . . 8 - i (3 - 2i)(2 + i) 

4 2 9368. . . 1 5 - i - i(8 +7i)(1 + i) 
- 1 + i 2 1 6 8 3 . . . - 1 - 3i - (2 + i)(1 + i) 

i 1 2 2 6 4 . . . - 2 - i - ( 2 + i) 

1 + i 0 5 5 3 8 . . . - 1 + i i(1 + i) 
2 + i 1 0 5 3 2 . . . 2 +3i 2 +3i 

3 + i 1 9 7 7 9 . . . 7 + 5i ( 6 - i)(l + i) 

4 + î 2 9 5 2 0 . . . 14 +7i 7(2 + i) 

- 1 +2 i 2 6 0 6 0 . . . — 4 — 5 i - (4 + 5i) 

2ï 1 8 9 5 7 . . . - 5 - i - (3 - 2 Î)(1 + i ) 

1 +2 i 1 5 4 8 1 . . . - 4 + 3i i(2 + i)2 

2 +2 i 1 7 8 8 6 . . . - 1 +7i ( - 4 + 3i)(l - i) 

3 +2i 2 4 4 9 8 . . . 4 + 1 1 i 4 + 1 1 i 

3i 2 7 7 1 9 . . . - 1 0 - i - (10 + i) 

3i +1 2 5 4 6 8 . . . - 9 + 5i - i(7 + 2i)(l + î) 

3i +2 2 6998. . . - 6 + 1 1 i - 6 +11i 

qui nous permet de conc lure que : 

pour a = 3, (1 + i) , 2, (1 +2 i ) , il n'y a aucun c tel que f(c) = 0 (a ) . 

Pour a = 2 + i, l e s va l eurs su ivantes de c sont t e l l e s que f(c) = 0 (a) 
c = - i , 1 - i , 2, 3 , - 1 + i , i , 4 + i , 1 + 2 i , 2 + 2 i . 



Parmi c e l l e s - c i , l e s va l eurs de c qui suivent sat i s font à | 9 - c | < |2 + i | : 
c = - i , 1 - i , 2, 3 , - 1 + i , î , 1 +2i , 2 +2i mais on a les re lat ions : 

2 = - î + (2 + î ) ; - 1 + i = - i + i(2 + i) ; 1+2i = - î + (2 + i)(1 + i) 

1 _ i = i - i(2 + i) ; 3 = i - i(2 + i)(l + i) ; 2 +2i = i +(2 + i ) . 

On en déduit que les idéaux ( 2 + i , 0 + i) ; ( 2 + i , Q - i ) sont p e u t - ê t r e 
réduits . 

Pour a = 1 + i , les v a l e u r s su ivantes de c sont t e l l e s que f(c) = 0 (a) , 
c = - 2 i ; 2 - 2 i ; - 1 - i ; 1 - i ; 3 - i ; 0 ; 2 ; 4 ; - 1 + i ; 1 + i ; 3 + i ; 2i ; 
2 +2i ; 3i + 1. 

L e s s e u l e s qui sat i s font à | 6 - c | < 12 + i | sont : 
c = 0 ; c = 2 ; c = 1 + i . 

Toutes c e s va l eurs sont congrues entre e l l e s modulo 1 + i , on retient 
donc l'idéal (1 + i , 0) qui es t p e u t - ê t r e réduit. 

Pour a = 1 , la congruence est toujours v é r i f i é e mais s e u l s c = 1 et 
c = 1 + i sont t e l s que | 0 - c | < 1. 

On obtient donc (1, 0 - 1) = Z.. . 
K o 

L e s idéaux qui res tent a p r è s ce t te é tape sont : 
(2 + i , 0 + î) ; (2 + i , 0 - i) ; (1 + i , 0) ; ( 1 , 0 - 1 ) mais les re la t ions 

0 2 = 1 + i ; (0 + i)(- 0 + i) = (0 - i )(- 0 - i) = - 1 - 0 2 = - (2 + i) montrent que tous 
c e s idéaux sont principaux. 

On a par conséquent h = 1. 
z[VTTi] 

§ 6 - Unité fondamentale de Q[\J 1 + i 

En revenant à la définit ion d'un idéal réduit, on constate que Z ,̂ 
est réduit. Cherchons sa r a c i n e minimale. 

L e s c te l s que | 0 - c | < 1 sont c = 1 ; c = 1 + i . 
On a | - 0 - l | = 2 , 1 4 7 4 . . . | _ 0 _ ( l + i)| = 2 , 5 5 3 7 . . . 
La rac ine minimale est donc c = 1. 
La proposit ion VII permet de limiter la r e c h e r c h e de ĥ  aux é léments 

h = Xa + |j,(0 - 1) a v e c 

1 + l - V T T T - i | 
< = 1 , 3 2 . . . | X | < 2 , 3 2 . . . 

| VTTT + V1 + i | 



c e quî permet de c h o i s i r p. = 0 , (J. = 1 et X = 0 , 1, 1 + i , i , 

- 1 - i , - i , 1 — ï , 2 , 2 + i , 1+21 , 2 i , - 1 + 2 i , - 2 + i , - 2 , 

- 1 - 2 i , - 2 i , 1 - 2 i , 2 - i . 

On établ i t a l o r s le tableau suivant : 

2 2 
h - h a module de h 

e - 1 6 + 1 2, 1 4 7 5 . . . 
1 + 6 - 1 6 1 , 1 8 9 2 . . . 

1 + ï + 6 - 1 6 - i 1, 2 2 6 4 . . . 
i + 6 - 1 1 - ï + 6 2 , 1 6 8 3 . . . 

- 1 + i + 6 - 1 2 - i + 9 3 , 1 4 6 2 . . . 
- 1 + 6 - 1 2 + 6 3 , 9 5 3 4 . . . 

- 1 - i + 6 - 1 2 + i + 6 3 , 4 2 3 3 . . . 
- i + 9 - 1 1 + ï + 6 2 , 5 5 3 8 . . . 
1 - i + 6 - 1 6 + i 1 , 8 2 3 3 . . . 
2 + 9 - 1 6 - 1 0, 4 6 5 7 . . . 

2 + Î + 9 - 1 - 1 - i + 6 0 , 5 5 3 8 . . . 
1 + 2 1 + 6 - 1 - 2 i + 6 1 , 8 9 5 7 . . . 

2 Ï + 6 - 1 i - 2 f + e 2 , 6 0 6 0 . . . 
- 1+2i + 6 - 1 2 - 2 i + 9 3 , 4 6 2 5 . . . 
- 2 + Î + 6 - 1 3 - ï + 6 4, 1 3 4 7 . . . 

- 2 + 6 - 1 3 + 6 4, 1 2 3 9 . . . 
- 2 - ï + 6 - 1 3 + i - 9 4, 3 4 9 3 . . . 
_ 1 _ 2 i + 6 - 1 2 +2 ï + 9 3, 9 5 3 4 . . . 

- 2 i + 6 - 1 1 +2 i + 9 3 , 2 2 9 9 . . . 
1 — 2 î + 0 - 1 2i + 9 2 , 6 8 9 7 . . . 
2 - i + 6 - 1 - 1 + i + 9 1 , 4584. . . 

Pour (JL = 0 , le module de h c s e r a i t ent ier donc s u p é r i e u r à 0 , 4 6 5 7 . 
L'é lément ĥ  e s t donc égal à 1 + 9 quî es t une unité. C o n s t r u i s o n s le 

s u c c e s s e u r de Z^ dans son c y c l e , la norme de ce t idéal es t 
o 

b = N k /. (1 + 6) ; c ' e s t donc une unité et le s u c c e s s e u r de Z^ est Z^ . 
o ' o o o 

Le théorème V permet d 'a f f i rmer que l'unité fondamentale es t 1 + 0 . 

- 1 + i , - 1 , 

- 2 - ï , 



§ 7 - Le corps N et s e s s o u s - c o r p s : 

On peut é tabl ir rapidement le diagramme représentant les s o u s -
corps de N . On indique à côté de chaque corps L un s y s t è m e de g é n é -
ra teurs de Gai ( N / L ) . 

N = û(Vl + i , V 1 — i ) 

Q 
(T , A ) 

On peut d é c r i r e les é léments du groupe de Galois par leur action sur les 
é léments de N : 

On chois i t a tel que CT(\|1 + i) = V1 — • e t CT(\f2~) = - \[2 

T ( V T + T ) = V T + T e t T ( \ [ 2 ) = - \ [ 2 

c e qui donne : 

V1 + i VI — ï 

a V1 - ï - V 1 + i 

a 2 - v 1 + 1 - V i - ' 
3 a — V i — ' V 1 + i 

T V 1 + i - Vi - î 

Ta 2 - V1 + i V1 - ï 

T A -VI - i - V1 + i 
3 

TO V1 - ï V1 + i 



§ 8 - Recherche des unités de N : 

L e groupe E c des unités de C est engendré la rac ine huitième 

de l'unité -V^r et l'unité fondamentale 1+V2~. 
\[2 

L e groupe E.. des unités de K est engendré par î et l'unité K O O 
fondamentale 1 +tyl + i . 

L e groupe E , . des unités de < j ( K ) est engendré par i et 
al K 

l'unité fondamentale 1+\|1 - i . 

Le s o u s - g r o u p e E E ^ E - ^ de E. , est donc engendré par 
0 a \ K o ) 

1+V2, 1+VTTT, 1+VT+T. 

Il nous faut regarder quels sont , parmi les représentant s de 
E-^E E , x modulo s e s c a r r é s , l e s é léments quî deviennent des 

° a ( K o ) 
c a r r é s dans N . 

. n 'es t pas un c a r r é dans N car a l o r s N sera i t le corps des 

r a c i n e s 16ème de l 'unité, donc une extens ion abél ienne de Q. 

. 1 +\[2 a pour norme ( 1 + V 2 ) 2 , - 1 , - 1 sur C , K Q , 

c e s é léments sont des c a r r é s de c e s corps . 

Nous appliquons la méthode de Wada : 

B ^ l + VS, B 2 = i , B 3 = i B 1 B 2 B 3 = - ( l + V 2 ) = (l+V2")B^ 

b = - 1 c e qui donne 

l = - 2(1 +v2 + i) qui a pour t r a c e sur kQ c = - 8(1 + i) = 4(1 - i)2 (1 - i) 

qui es t un c a r r é dans N . 
I 

La rac ine c a r r é e de 1 +][2 es t é g a l e à 7 = : 
V ^ B 3 

(L + I + V 2 ) V T T T 2 
1+V2 = [ ] . 

. 1 +VT+T a pour normes (j 1 + î J , - i , - i sur KQ , C , 

mais - î n 'es t pas un c a r r é dans j . 

. Résultat analogue pour 1 + \| 1 - i . 



. ( l + \ | ! + i) a pour normes 1, - 1 , - i ( l + \ j 1 + i ) 2 sur c , 
V2 

CT(K J, K mais - i n 'es t pas un c a r r é dans K . v o i ' o o 

. Résultat analogue pour (l +\|1 - i) . 

. ( j +\|1 + i ) ( j +Vl - i J a pour norme (j +\j 1 - i ) 2 x ( - i) sur a [K 

or cet élément n'est pas un c a r r é dans CT(K v o 
1 + i . Il r e s t e à c o n s i d é r e r A = ( j + V 1 + i J\1 +V 1 - i j . On a 

N N / C ( A ) - ( I 0 N N / K O < A ) - 0 + V Î T 7 ) 2 Y A ) - - ( 1 + V Ï ^ 2 

qui sont des c a r r é s dans les corps r e s p e c t i f s . 

P o s o n s B , = - 7 ^ , B 2 = - i ( l + \ T T T ) , B 3 = 1 - V T T T = . o n a l->2 - 3 . - y . T . 1 + V T T ] 

i 
3* 

So i t a l o r s b = - i , § = B ] B 2 B 3 + b(yB] + B 2 + Bg) = (1 - i) - 2 \ | 1 - i - 2 

2 
B 1 B 2 B 3 = A B 3 -

a pour t r a c e sur kQ : - 8 = [2\-2 J qui est un c a r r é dans N . On en déduit 

qu'une rac ine c a r r é e de ( l +V 1 + i ) ( l + \ | 1 - i ) e s t j [(1 + i)( l +YTrT)+V2] . 

Le groupe E^ est donc engendré par 

Z = 1 f i ' ®1 2~~~ ' e 2 = i + V T T T , ®3 = 

Il faut maintenant déterminer l 'action du groupe de Galo is sur E K , . N 

(i + i+V2") frn" (i + i ) ( i + V T 3 r ) + V 2 

§ 9 - Action du groupe de Galo i s sur E ^ et unités des s o u s - c o r p s : 

2 ) = e 2 J CT(e
2) = 1 + ^ : T = ^ l ® 2 1 e 3 

,1 + i -V2)VTTT ( l - . - V 2 ) V Î T T 
T = - 2 C €j ; 2 C e, 

(1 + i ) ( l - V T ^ r ) - V 2 4 / \ 2VT+T + (1 + Ï)V2 

3 ) 2 = £ ® 2 e 3 J a V e
3 ; = " i e 3 ®2 n e 

que l'on peut résumer par le tableau suivant : 



T a 

£ C 5 C 3 

EL 
, 2 - 1 £ C , 

®2 E 2 
r - 1 - 1 2 
C ®2 ®3 

S 3 ^ E 2 E 3 ' 
4 - 1 

C e 3 e 2 

Il r e s t e à déterminer E. . et E , 
K1 o ( K l 

L'act ion du groupe de Galo is sur E ^ permet de constater rapidement que 
3 3 e1 e s t invariant par tct . Cherchons une autre unité invariante par Ta , 

ce t te unité de la forme £U e ^ ®3 v é r i f i e donc 

„u w t 3 / ^ u w t N , - u - t + 3 w - w 2 w + t 
C e 2 e 3 = Ta (ç e 2 e 3 J = C e 2 e 3 

ce qui conduit à w = 0 , t = 2 , u = - 1 . 

L e groupe des unités de es t engendré par - 1 ; e^ ; Q~ ^ e 3 . 

2 - 1 On en déduit que les unités de K̂  sont engendrées par - 1 ; £ e^ ; 
3 2 2 

£ 2 e 3 ' 

Le module E ^ = E ^ ^ ^ s , e s t s a n s tors ion , engendré par les c l a s s e s e . des 

é léments vér i f iant donc : 

T ( ® 7 ) = A ( ® 7 ) = = E Ï " 1 

T l ® o ) = ®o , a ( ® 2 ) = e 2 1 e 3 I l 2 

T ^ 3 ^ = € 2 e 3 1 ' G C E
3 ) = G 3 e 2 1 ' 

§ 1 0 - L e module M : 

L e s o u s - c o r p s rée l de N e s t invariant par T a 3 . S i on 

reprend les notations du § 2 , le module M est isomorphe au module L défini 



par la su i t e e x a c t e : 

0 3> Z > Z [ G ] ( l + TA 3) > L > 0 

où l ' inject ion e s t dé f in i e par n 5> n E g . 

g € G 
L e s r e l a t i o n s dans Z [ G ] montrent que la b a s e s u r Z de Z [ G ] ( I + T<73 

3 2 2 3 

e s t 1 + Ta , O + TC , a + T < J , a + T. 

L e s o u s - m o d u l e , image de Z , a pour b a s e 

1 +CT +cr2 +CT3 + T(J + a + a 2 , on cho i s i t a l o r s pour b a s e de Z [ G ] ( I + T a 3 ) 
2 3 / 2 3 3 2 2 1 + a + a + a + T ^ 1 + a + a + a J ; 1 + TCT , CT + TCT , a +TO, 

L e module L e s t engendré par e^ , e^, e^ qui sont l e s c l a s s e s de 
3 2 2 1 + T a , a + T a , a + T a . 

Déterminons l 'act ion de G sur L : 

A ( E L ) = E
2 ' G ( G

2 ) = E 3 ' " M = " ( 6 1 + E 2 + E 3 ) 

T ( e l ) = - ( e i + e 2 + e
3 ) ' T C e

2 ) = e 3 ' T ( e
3 ) = e 2 ' 

On cons ta te en plus que ( j + a + a 2 + a 3 ) e1 = 0 , T a 3 ( e J = e^. 

S i on prend e = SJ E^ , on c o n s t a t e fac i lement que le Z [ G ] module engendré 

par e dans E ^ es t i somorphe à L ; on cho i s i t M = Z[G]S qui a pour Z - b a s e 

e , c(e) = e~ 1 e~ 1 ë 3 , a 2 ( e ) = ë ] ë ~ 1 

et es t d ' indice 2 dans E ^ . 

§ 1 1 - Calcul des ind ices et d e s nombres de c l a s s e s : 

S i on reprend l e s formules 3 et 4 du § 2 , on voit qu' interviennent 

—r, i . G' G' 
l e s indices [ E^J : A/r ] ; [ Ej^ : M ] , l e s c o r p s k et k^ étant quadratiques 

imagina ires , c e s indices sont donc égaux à 1. 
GQ G1 G' 

Il faut maintenant dé terminer M , M , M ^. L e s re la t ions que 
l'on a t r o u v é e s en tre l e s é l é m e n t s de L montrent que 

G 1 L est engendré par e et e + e / I O 
G i L e s t engendré par e + e_ 



G 

L est engendré par e + e , 

comme g r o u p e s a b é l i e n s . 

Calcul de [ E ^ : M] : E^ a pour b a s e s u r Z : e 1 , e 2 > e 3 . 

L' image de M dans E ^ a pour Z - b a s e : e 1 e 3 , e ~ 1 e ~ 1 e 3 , e 1 e ~ 1 

L' ind ice [ Ë ^ : M] = 2. 

G G G G 
Calcul de [ E N ° : M ° ] : E ^ 0 e s t engendré par - 1 et ®2 donc E N ° e s t 

- G o , 2 - - 1 engendré par e_ , M est engendré par a ( e ) a (e) = e " ' , son image 
Z _______ / 

G 0 G o 
dans E ^ es t e n g e n d r é e par e 2

 e t [ E ^ : M ] = 1. 

O 1 •} O O 
Calcul de [ E ^ : M ] : Ej^ es t engendré par — 1, Ç e~ , Ç ®2 ®3 

~ G 7 _ _ G, 
donc E^j admet pour g é n é r a t e u r s e1 , e 2 e 3 ; l ' image de M a pour 

] o 2 , 
g é n é r a t e u r s a(e) = e1 e~ e 3 et e a (e) = e1 , on en déduit que 

G1 G. 
[E,, ,1 : M M = 1 . 

G] G! G! ^ 2 
Calcul de [ E ^ : M ] : E ^ a pour s y s t è m e de g é n é r a t e u r s : - 1, e1 

G! _ 2 G; 2 
donc la b a s e de E ^ es t e 1 , M a pour b a s e e a (e) = e^ donc 

Gî GÎ 
[ E n 1 : M ^ - l . 

On sa i t par a i l l e u r s que W2(N) = 8 , w
2 ( K o ) = 4 = w

2 ( k
0 ) , 

w 2 ^ K W - w 2 V k i ; - 2 » h k = h K = 1 -o 

La formule 4 nous donne : 

h 

7 = " T 1 x TT^t x T x T so ' t hu- = 1 = h 
1 1 4 x 2 1 1 K, a l ( < i 



En reportant dans la formule 3 

h. . = 1 x 1 x 1 x -T 1 x , 2 . = 1. N 4 x 2 x 2 1 x 1 

On peut remarquer que l ' e x i s t e n c e d'une unité de Minkowski imposerait à 
tous les indices de groupes d'unités d 'ê tre égaux à 1 ce qui donnerait 

hN = 2* 
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