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Nous donnons ici une approche d é t a i l l é e du théorème d'Iwasawa ; 
théorème qui a f f i rme l ' e x i s t e n c e de X , M» , v t e l s que les p - g r o u p e s d e s 
c l a s s e s d' idéaux d'une Z^-ex tens ion so ient , pour n a s s e z grand, 

d ' o r d r e s I 3{?nl = p^ P + + V . Pour ce la , nous su ivons à peu p r è s 

l ' exposé que Lang r é a l i s e de la quest ion dans [ 4 ] . Voici quelques 

t i t r e s qui traitent de l ' introduction de c e théorème : 

[ 1 ] Gi l lard R. R é s u l t a t s sur l e s f - e x t e n s i o n s cyc lotomiques . 
S é m i n a i r e de théor i e des nombres de Grenoble (1974). 

[ 2 ] Iwasawa K. On T - e x t e n s i o n s of a l g e b r a i c number f i e l d s . 
Bull . Amer. Math. S o c . 65 (1959). 

[ 3 ] Jo ly J. R. Etude de l 'anneau A = Z [ [ T ] ] . S t r u c t u r e des 

A-modules de type f ini . S é m i n a i r e de théor i e des nombres de Grenoble 
(1969). 

[ 4 ] Lang S . Cyclotomïc f i e l d s . S p r i n g e r V e r l a g (1978). 

[ 5 ] S e r r e J . P . C l a s s e s d e s c o r p s cyc lo tomiques d ' a p r è s Iwasawa. 

S é m i n a i r e Bourbaki 1958 -1959 . 

C 'e s t dans [ 2 ] qu' lwasawa a énoncé c e théorème. L' introduct ion 
de l 'anneau A e s t due à S e r r e [ 5 ] . 



1 - L'anneau A « Z [ [ x ] ] . 

On dés igne par p un nombre premier et par A l 'anneau Z [ [ x ] ] 

des s é r i e s formel l e s à coe f f i c i en t s dans Z . Cet anneau est noethérien. 
P 

S i f est un élément de A , f = E a X n , f est invers ib le dans A s i et 
n > 0 n 

seulement s i f(0) = aQ n 'es t pas congru à 0 modulo p . Il s ' en suit que 

l'idéal ( p , X ) de A , engendré par p et X est l'unique idéal maximal de A 

Algorithme d'Eucl ide dans A . 

Propos i t ion 1.1 : So i t f = E a. X1 un élément de A. On suppose 
i > 0 ' 

qu 'il e x i s t e un ent ier n tel que a. = 0 mod (p) pour 0 ^ i ^ n - 1 et a n ^ 0 

mod (p) . Pour tout g appartenant à A , il e x i s t e un élément unique q de A 
et un polynôme unique r de Z [ x ] t e l s que : 

g = f q + r 

d°r < n - 1 ou r = 0 . 

Pour démontrer ce t te proposi t ion, nous ut i l i sons le lemme : 

Lemme 1 . 2 : So i t T une application Z^- l inéa ire de A dans A t e l l e que 

Im T C pA . A l o r s id^ + T est un Z^-automorphisme de A . 

Démonstration : Il es t c la ir que si x appartient à Ker (id^ + t ) , a l o r s 

x appartient à fl p1 A = joi . Donc x = 0 et id. + T est injectif . S o i t x un 
i > 0 

élément de A. D é f i n i s s o n s une su i t e ( b j ) . > Q d 'é léments de A de la façon 

suivante : P o s o n s b = x . On a donc b + T(b ) = x mod (p) . S o i t ensui te O O x O' 

bj défini par bj = - T ( b Q ) / p . On a donc bQ + p bj + T (bQ + p b ^ = x mod (p 2 ) . 

Ensuite , B^ s e r a défini par b^ - - T (B + p b j / p e t c . . . P o s o n s 
2 

b = b + p b 1 + p b _ + . . . On obtient a l o r s b + T (b) = x et nous avons montré O I z 
que ID^ + T est sur jec t i f . 

Démontrons maintenant la proposi t ion 1.1 : Pour ce la introduisons 
les appl icat ions Z - l i n é a i r e s de A dans A a insi dé f in ies : 

P 



a : E b. X1 b + b. X + . . . + b 1 X n ~ 1 

i > 0 1 ° 1 n ~ 1 

P : E b. X1 E b , . X 1 . 
ï > O 1 i > o n + l 

L'ex i s t ence de q et r équivaut à l ' ex i s tence de q tel que P(g) = p (qf ) . 

Mais f = Qf(f) + x n P(f) d'où p(g) = p (q a(f)) + p ( x n q p(f)) . So i t encore 

P(g) = p (qa( f ) ) + qP( f ) . P o s o n s z = qP( f ) . Comme p(f) est inversible , 

il r e s t e à résoudre , z étant l'inconnue : p(g) = p ( z a ( f ) p ( f ) ~ ' j + z . Mais 

a(f) appartient à pA. On déduit a l o r s du lemme l ' ex i s tence de z . 

Définition d'un polynôme distingué : C'est un polynôme unitaire de 

Z [ x ] de la forme X n + p a , X n + , , , + a. pX + a p ; avec a. dans p L J n - 1 1 o i 

Propos i t ion 1 . 2 : S i f est un polynôme distingué, a lors l'injection 
canonique de Z [ x ] dans A induit un isomorphisme de Z^-modules : 

Z p [x] / fZ p [x] - A / f A . 

Démonstration : On cons idère l'appl î cation canonique : Z [ x ] - * A / f A # 

On déduit de l 'algorithme d'Eucl ide dans A , que cet te application est s u r j e c -
tive. S i maintenant h appartient à Z [ x ] fl f A , d iv isons h par f dans 

Z [ X ] . Nous obtenons h = f q + ĥ  avec d°hj ^ d° f - 1. L e r e s t e ĥ  appar-

tient à f A . On déduit a lors de l'unicité de l'algorithme d'EucI ide que ĥ  = 0 . 

Donc le noyau de cette application est fZ [ x ] . 

Définition du degré de W e i e r s t r a s s : S i f est un élément de A , 

X n , on appel le degré de W e i e r s t r a s s de f , noté deg^y(f) I 
n > 0 

petit entier i tel que a. f 0 mod (p) . Lorsque f appartient à pA, on posera 

d e g w ( f ) = +oo. 



Propos i t ion 1 . 3 : So i t f un élément de A , n'appartenant pas à pA. 
P o s o n s n = d e g ^ ( f ) . Il e x i s t e un polynôme dist ingué h de degré n et un 

élément invers ib l e u de A t e l s que f = u h . 

Démonstration : P o s o n s f = l a X m . On a donc a = 0 mod ( p ) , . . . , 
... — 0 

a n _ 1 = 0 mod (p) et a
n ^ 0 mod (p) . Ut i l i sons l 'algorithme d'Eucl ide : il 

e x i s t e q et r t e l s que X n = f q + r a v e c r 6 Z [ x ] et d°r < n - 1. En r é -
P 

duisant modulo p, il r e s t e r = 0 mod (p) et X n - r e s t un polynôme distingué 

de degré n . D'autre part, sî q = S b. X1 , nous avons 
i > 0 1 

1 = a b + a . b , + . . . + a b et nous obtenons a b = 1 mod (p) . Donc o n 1 n - 1 n o n o 
q es t un élément invers ib l e de A et on peut é c r i r e f = ( x n - r ) q~ ' . 

2 - S t r u c t u r e des A-modules de type fini. 

La notion de b a s e employée pour p r é c i s e r cet te s t ruc ture est la notion 
de quas i - i somorphïsme : 

Déf init ion d'un quas i - i somorphisme de A-modules : So i en t V et W 
deux A-modules . Un quas i - i somorphi sme a de V dans W est une application 
A- l inéa i re de V dans W , dont le noyau et le conoyau sont f in i s (Rappelons 
que Coker a = W/lm a ) . 

Remarques : La somme d i r e c t e de deux quas i - i somorphismes est un 
quas i - i somorphïsme. L e composé de deux quas i - i somorphi smes est auss i un 
quas i - i somorphisme. Mais l ' e x i s t e n c e d'un quas i - i somorphisme de V dans W 
n'implique pas l ' e x i s t e n c e d'un quas i - i somorphi 

sme de W dans \ / : C o n s i d é -
rons en effet l ' idéal de A engendré par p et X , noté ( p , X ) , et la su i t e 
exac te : 

0 ( p , X ) -» A -» IF •* 0 . 
L' inject ion canonique de ( p , X ) dans A est donc un quas i - i somorphisme. 
Mais il n ' e x i s t e pas de quas i - i somorphisme de A dans ( p , X ) : soit 0 une 
application A - l i n é a ï r e de A dans ( p , X ) . L' image de 1 par 0 a un degré de 
W e i e r s t r a s s supér ieur à 1. S î c e degré es t fini, on peut l ' é c r i r e s o u s la 
forme u h , u élément invers ib l e et h polynôme dist ingué de degré supér ieur 
à 1 (Propos i t ion 1 . 3 ) . On a a l o r s Im 9 = hA et (A : h A) = (z [ x ] : hZ [ x ] ) 



est infini. Donc Coker 9 = ( p , X ) / h A est infini. S i l ' image de 1 par 9 
appartient à pA , on a le même résu l ta t . 

La méthode que nous exposons c i - a p r è s s ' i n s p i r e de la méthode 
c l a s s i q u e de détermination de la s t ruc ture des modules sur un anneau 
principal . 

A 

Définit ion de R : S o i t R une matrice à c o e f f i c i e n t s dans A. S o i t 

n le nombre de s e s co lonnes . S e s l ignes sont des é léments de An et on 
note R le sous -A-module engendré par les l ignes de R . On c o n s i d è r e 

n / f le A-module A / R . Il e s t de type f ini . Réciproquement on a la proposit ion : 

Propos i t ion 2. 1 : S î M es t un A-module de type fini, il e x i s t e un 
entier n et une matrice R à n co lonnes t e l l e que M soit A- isomorphe à 

A n / R . 

Démonstrat ion : So i t < ; < n
 u n s y s t è m e de généra teurs de M. 

F a i s o n s c o r r e s p o n d r e à la su i t e ) de An l 'élément 

Xj Uj + . . . + Xn u^ de M. L e noyau de ce t te application A- l inéa i re est de 

type fini, puisque A es t noethér ien . Un s y s t è m e de généra teurs de ce noyau 
forme les l ignes de la matrice R c h e r c h é e . 

Opérat ions é l émen ta i re s : S o i t R une matrice, à n colonnes , à c o e f -
f i c i ent s dans A. Une opérat ion é l émenta ire sur l es l ignes de R est : 

ou l 'échange de deux l ignes , 
ou l'addition à une l igne d'une combinaison A- l inéa i re des autres 

l ignes , 
ou la multiplication d'une l igne par un élément invers ib le de A . Il est 

c la ir que si R1 es t déduite de R par une opérat ion é lémenta ire sur les l ignes , 

a l o r s R = R' et A n / R = V l n / R ' . 

Une opérat ion é l émenta ire sur les co lonnes s e définit de la même façon. 
S î R1 es t déduite de R par une opérat ion é l émenta ire sur les co lonnes , a lors 

An /R' es t isomorphe à A n / R . 

En plus de c e s opérat ions é l émenta i re s u t i l i s é e s dans la théor ie c l a s -
s ique des modules sur un anneau principal , nous a l lons introduire d'autres 
opérat ions di tes "admiss ibles" : 



On d é s i g n e par R une matr i ce à n c o l o n n e s et t l i gnes , à c o e f f i -
c i e n t s dans A . P o s o n s R = ( a ; j ) • 

Déf in i t ion d'une opérat ion a d m i s s i b l e de type 1 : Pour r é a l i s e r une 

t e l l e opérat ion s u r la l igne, il faut que a . , f 0 mod (p) et a - j = 0 mod (p) 

pour j ^ i . C e t t e opérat ion c o n s i s t e à d i v i s e r a „ pour j ^ ï par p et à 

mu Itiplier a . , pour k ^ i , par p . L 'é l ément a . , r e s t e invariant . Kl II 

En résumé : 

type 1 s u r la 1ère l igne 
» 

( a v e c X1 f 0 (p)) 

P r o p o s i t i o n 2 . 2 : On s u p p o s e que R v é r i f i e l 'hypothèse permettant de 
r é a l i s e r une opérat ion a d m i s s i b l e de type 1 s u r l 'une de s e s l ignes . S o i t R1 

la matr ice déduite de par c e t t e opérat ion . A l o r s il e x i s t e un q u a s i - i s o m o r -

phisme de A n /R dans A n / R ' . 

Démontrons tout d'abord le lemme suivant : 
Lemme 2. 3 : S o i t M un A-module de type f ini , annulé par une p u i s -

s a n c e de p et par un polynôme d i s t ingué . A l o r s M es t f in i . 

Démonstrat ion : S o i t p la p u i s s a n c e de p qui annule M et X le 

polynôme d i s t ingué qui annule M. S o i t | u | , , . , , u ) un s y s t è m e de g é n é r a -

t e u r s de M. On déduit de l 'appl icat ion ( a 1 , . . . , a n ) -* a^ u1 + . . . + a n u n de 

AN dans M, une appl icat ion A - l i n é a i r e s u r j e c t i v e ^ A / p ^ A + XA)11 s u r M. 

Mais A / p K A + XA = ( A / X A ) / ( ( p K A + X A ) / X A ) = ( A / X A ) /p k ( A / X A) 

= ( Z p [ x ] / x z p [ x ] ) / p k ( z p [ x ] / x z p [ x ] ) e s t f in i . 

Démonstrat ion de la propos i t i on : R e p r e n o n s la notation introduite 
p lus haut : 



, P K ' 

Quelconque 
et R' = 

C o n s i d é r o n s l 'appl icat ion de An dans An qui fait c o r r e s p o n d r e à 

(a1 , . . . , a ) l 'é lément ( p a j ( a 2 a j de An . 11 e s t c l a i r que ce t t e 
A * | 

appl icat ion envo ie R dans R „ On en déduit donc une appl icat ion A-
p . A . A | 

l i n é a i r e 6 de A / R dans A / R d é f i n i e par 

( a ] , . . . , a n ) + R H> ( p a ] , a 2 , . . . , a n ) + R1 . S o n image es t 

[ ( p A x A x . . . X Â ] + R ' ] / r ' et son conoyau es t A n / (pA x A x . . . x A ) + R*. 

Ce conoyau es t annulé par p et par Donc d ' a p r è s le lemme, il e s t f ini . 

D 'autre part, on peut v é r i f i e r que son noyau e s t réduit 0 . Donc 9 un quasi-
i somorphisme. 

Déf in i t ion d'une opérat ion a d m i s s i b l e de type 2 : P o u r r é a l i s e r une 

t e l l e opérat ion s u r la i ^ m e l igne, il e s t n é c e s s a i r e que a „ = 0 mod (p^) 

pour tout j , a^. = 0 mod ( p k ) pour tout k et enfin a . , f 0 mod ( p k + 1 ) . 
è me k Cette opérat ion c o n s i s t e a l o r s à d i v i s e r l e s t ermes de la i l igne par p . 

S o i t en résumé : 

k« k» k. p Aj , p • • • > P 

P V-, 

k 
P M<4 

Quelconque 
^avec f 0 (p)) 

^ 1 ' ' • • • j ^ n' 
type 2 ; s u r la 1ère l igne / p ^ 

> 

k 
P M-, 

P r o p o s i t i o n 2. 3 : S o i t R une matr ice à c o e f f i c i e n t s dans A , pouvant 
a è me subir une opérat ion de type 2 s u r la î l igne ; c ' e s t - à - d i r e qu'il e x i s t e 

un ent ier k tel que a „ = 0 ( p ^ ) pour tout j ; a^. = 0 (p^) pour tout k et 



a. , f 0 mod ( p k + 1 ) . S o i t R1 la matr i ce déduite de R par l 'opérat ion 
ë me 

a d m i s s i b l e de type 2 s u r la i l igne. A l o r s il e x i s t e un q u a s i - i s o m o r -

phisme de An /R dans ( a ^ R 1 ) © { k / p ^ k ) . 

Démonstrat ion : R e p r e n o n s la notation s i m p l i f i é e : ( a v e c X̂  ^ 0 (p)) 

R = et R = 

C o n s i d é r o n s l 'appl icat ion de An dans ( a ^ R 1 ) © ( a / p ^ a ) qui fait c o r r e s -

pondre à (a j a ) l ' é lément ( ( a ] , . . . , a n ) + R 1 , a1 + p k A ) . Cet te 
A 

appl icat ion e n v o i e R dans 0 . On en déduit donc une appl icat ion 8 A - l i n é a i r e 

de A n /R dans ( a ^ R 1 ) © ( A / p k a ) . E l l e e s t in jec t ive . P o u r montrer que le 
k 

conoyau de c e t t e appl icat ion es t f ini , nous montrons qu'il e s t annulé par p 

et X p S o i t ( ( b p . . . , b ) + R 1 , b + P R A ) un é lément de ( A " / ^ ' ) © (A/PK A) . 

S i on le mult ipl ie par p , a l o r s on c o n s t a t e qu'il e s t l ' image par 9 de f k k N\ ~ 

VP b j , . . . , p b j + R . S i on le mult ipl ie par Xj , on peut l ' e c r i r e : 

[ \ l ( b l , . . . , b n ) + R ' , X 1 b o + p k A ] = [ ( x i b o , . . . , X l b n - X n ( b l - b o ) ) + R , , X l b o + P
k A ] 

et il apparaft a ins i comme un é lément de Im 9 . Cec i termine la démonstrat ion. 

Déf in i t ion d'une opérat ion a d m i s s i b l e de type 3 : P o u r pouvoir r é a l i s e r 
è m © une t e l l e opérat ion s u r la i l igne de la matr i ce R , il faut que l e s t ermes 

q me k K de c e t t e î l igne so ient tous d i v i s i b l e s par p , c ' e s t - à - d i r e : 

a . . = 0 mod ( p k ) pour tout j et qu'il e x i s t e un é lément X de A , non d i v i s i b l e 
/ — k — k \ * par p , tel que X̂ a ^ p , , , , , U . n p J appart i enne à R . L 'opéra t ion a d m i s -

è m e / s i b l e de type 3 s u r la i l igne c o n s i s t e à d i v i s e r l e s é l é m e n t s de c e t t e 

I igné par p . 



En résumé, voici une opérat ion de type 3 sur la première l igne 
( s o u s l 'hypothèse : il e x i s t e X € A , X f 0 mod (p) tel que 

Propos i t ion 2. 4 : S o i t R une matrice s u s c e p t i b l e de subir une 
opérat ion admiss ib le de type 3 . S o i t R1 la matrice déduite de R par 

p . A 
cet te opération. A l o r s il e x i s t e un quas i - i somorphisme de A / R dans 

A n / R ' . 

Démonstration : Il suff i t de c o n s i d é r e r l 'application nature l le de 

An/R dans An /R' déduite de l ' inc lus ion R<= R ' . E l l e es t sur jec t ive . S o n 
A . . A ^ 

noyau est R / R . Ce A-module est annule par X et par p . Il est donc fini, 
d 'après le lemme énoncé plus haut. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème e s s e n t i e l : 

Théorème 2. 5 : S o î t R une matrice à c o e f f i c i e n t s dans A. Il e x i s t e 

une su i t e de polynômes d i s t ingués X̂  , . . . , X et une su i te d'opérat ions é l é -

mentaires ou admiss ib l e s permettant de transformer la matrice R en une 

matrice R1 de la forme : 



La démonstration de c e théorème va ut i l i s er la définition suivante : 
Déf init ion de deg^ R : S o i t toujours R une matrice à coe f f i c i en t s 

dans A et k un entier inférieur à son nombre de l ignes et de co lonnes . 
On c o n s i d è r e l 'ensemble de toutes l e s matr ices qui peuvent ê tre déduites 
de R par des s u i t e s d 'opérat ions é l émenta i re s ou admiss ib le s , la issant 
invariant les ( k - 1 ) premières l ignes . S i ( a j j ) es t une t e l l e matrice, on 

s ' i n t é r e s s e au minimum : min d e g ^ ( a . . ) > i et j étant s u p é r i e u r s à k . 
i > k 
j ^ k 

On dés igne par deg. R , le plus petit de c e s minimum, ( a . . ) parcourant K IJ 
l 'ensemble des matr ices c o n s i d é r é . 

ire Remarque : S i R1 es t déduite de R par une opération élémenta 
ou admiss ib le la issant invariant l e s ( k - 1 ) p r e m i è r e s l ignes , a l o r s 
degR R < deg k R*. 

En effet , l ' ensemble des matr ices qui peuvent ê t re déduites de R1 

par des opérat ions é l émenta i re s ou a d m i s s i b l e s la issant invariant les 
( k - 1 ) p r e m i è r e s l ignes es t inclus dans l 'ensemble des matr ices qui peu-
vent ê t re déduites de R de la même façon. D'où ce t te inégalité . 

Pour démontrer le théorème 2 . 5 , nous démontrons d'abord cette 
proposi t ion : 

Propos i t i on 2. 6 : S o i t R une matrice à c o e f f i c i e n t s dans A . On 
peut, à l 'aide d'une su i t e d'opérat ions é l émenta i re s ou admiss ib l e s , trans-
former R en une matrice R' de la forme 

( h 0 

0 X2 

R = V / 



où X p . . . , X sont des polynômes d is t ingués véri f iant les condit ions : 

£ - d e g « Pour 1 < Z < r , d° X- = d e g . R 1 . 

Pour démontrer ce t t e proposi t ion, nous procédons par r é c u r r e n c e 
au moyen de la proposi t ion su ivante : 

Propos i t ion 2 . 7 : S o i t R une matrice à c o e f f i c i e n t s dans A de la 
forme / / v 

0 ' X 

R = 
J 
\ 

\ J 

X 

\ / 
Y 

\ 
où Xp . . . , X ^ sont des polynômes d i s t ingués te l s que pour 1 ^ Z ^ r - 1 , 

d° Xg = deg^ R . S i le bloc ( v ) n 'es t ni nul, ni vide, a lors il e x i s t e une 

su i t e d 'opérat ions é l émenta i re s ou admis s ib l e s permettant de transformer 
R en une matrice R1 de la forme 

R' = 

r - 1 

\ f 
Y' 



où X^ est e n c o r e un polynôme dist ingué et où l e s polynômes X j , . . . , X 

vér i f ient encore l es condit ions : pour 1 < £ ^ r , d°X^ = deg^ R 1 . 

Démonstrat ion : P o s o n s R = (x^.) et convenons de noter X. pour 

Xj.. A l 'aide d'opérat ions admiss ib l e s de type 1 sur les l ignes 1 , 2 , . . . , r - 1 , 

on peut multiplier l es é léments de X par p autant de fo i s que l'on veut, sans 
modifier l es r - 1 p r e m i è r e s l ignes de R . Une permutation de colonnes d ' in-
d i c e s s u p é r i e u r s à r s u i v i e d'une opérat ion admiss ib le de type 2 sur la 

^ème | j g n e p e u v e n t a l o r s (puisque Y ^ (0)) fa i re apparaî tre un X^^ 0 mod (p) . 
Nous avons donc v é r i f i é a ins i que deg^ R ^ oo. 

Il e x i s t e donc une su i t e de transformations admiss ib le s et é l émenta ires 
la issant Invariant l e s r - 1 p r e m i è r e s l ignes et transformant la matrice R en une 
matrice R1 = (^j j ) c l u e : deg^ R* =• d e g w Xlj pour un i et un j supérieur 

à r . Effectuant une permutation de l ignes et co lonnes , nous pouvons supposer 
6 m © i = j = r . Multipliant la r colonne par une unité adéquate, nous pouvons 

supposer que X^ = X ^ es t un polynôme dist ingué. Il v é r i f i e d°X^ = deg^ R 1 . 

D e s opérat ions é l émenta i re s la i ssant invariant l es r - 1 p r e m i è r e s l ignes 
permettent, en uti l isant l 'algorithme d'Eucl ide, de fa i re apparaî tre sur la 

r è m e l igne des polynômes X^. t e l s que : d ° X ^ < d ° X ^ pour r ^ j et 

d° X 1 . < d° X. pour j < r . (il es t c la ir que X. = X.' pour 1 < j < r - 1 , p u i s -
rj J J J 

que les r - 1 p r e m i è r e s l ignes n'ont pas é té m o d i f i é e s ) . 
Il r e s t e à montrer que la matrice R1 v é r i f i e l e s condit ions annoncées . 

S i 1 ^ i ^ r - 1 , on déduit de la remarque fai te plus haut que : 

d° Xg = degÊ R < deg^ R1 < d ° X j = d°X^ . Donc d°X € = deg^ R ' . D e même, 

par définit ion de X^ , on a d° X^ = deg^ R . Donc d° X^ = deg^ R ' . 

Montrons maintenant que X1. = 0 pour i > r + 1. La condition r i 
d° X 1 . < d° X 1 et la définit ion de X1 : d° X 1 = deg R = deg R1 , montre que ri r r r r ' 
d e g w ( \ ' = +oo, ou en d'autres termes X^. = 0 mod (p) . Supposons que les 

X 1 . , i > r + 1 ne so ient pas tous nuls et soit k tel que p ne d iv i s e pas c e s ri ' 

XV . En util isant des opérat ions de type 1 sur l es l ignes 1 , 2 , . . . , r - 1 , on 

peut multiplier X^. pour 1 < j < r - 1 par p autant de fo i s que l'on veut, de 



façon à avoir X^. = 0 (p J . Ut i l i sant e n c o r e l 'opération de type 1 sur la 

r è m e l igne, on fera apparaî tre un X". , i ^ r + 1, tel que d e g w ( x " . ) < d° X^. 
Contradiction. 

Montrons enfin que X1 . = 0 pour 1 ^ i ^ r - 1 . Nous avons r i 
d X 1 . < d X.. S i pour 1 ^ i ^ r - 1 , il ex is ta i t un X 1 . ^ 0 , il devrait vér i f i er p i i » ri 

X1 . = 0 mod (p) , s inon il contredirai t la condition deg. R1 = d ° X . . Mais en r i ' i 
^ ^ è m© effectuant l 'opération é lémenta ire de type 1 sur la r l igne, autant de fo i s 

que n é c e s s a i r e , on peut f a i r e apparaf tre un X". , tel que d e g ^ x". < d ° X . . 
Contradiction. 

Ains i la matrice R1 a bien la forme annoncée. Ceci termine la démons-
tration de la proprié té 2 . 7 . La proposit ion 2. 6 s 'en déduit immédiatement. 

Pour terminer la démonstration du théorème, nous ut i l i sons la propo-
s i t ion suivante : 

Propos i t ion 2 . 8 : So i t R une matrice à coe f f i c i ents dans A de la forme 

/ 

R = 

0 

/ 
0 

\ / 
> • • • > ® t a n t des polynômes d is t ingués te l s que pour 1 < £ < r , 

d°Xg = deg^ R . A l o r s on peut déduire de R , à l 'aide d'opérat ions é l é m e n -

ta i re s , la matrice : 



R' = 
\ 

0 

Démonstrat ion : S o i t R = IX.. ) la matrice donnée. P o s o n s X. = X. . . 
\ IJ / , 

Util isant des opérat ions é l émenta i re s et l 'algorithme d'Eucl ide, on peut 
transformer R en R1 = ( x l . ) , X.'., pour i > r , sont des polynômes 

te l s que d°X.'j < d u X̂ . pour i > r et 1 < j < r . Comme c e s opérat ions 

la i s sent invariantes l e s r p r e m i è r e s l ignes , et ut i l isant la remarque, 

on a donc e n c o r e d°Xj = deg. R1 pour 1 ^ i ^ r . 

Il r e s t e à montrer que sî i > r , a l o r s X.'j = 0 . Supposons qu'il n'en 

soît pas ainsi et que XL ^ 0 . La condition d°X^ = deg^ R* et la condition 

d° X !. < d° X « impl ique X ! „ = 0 mod (p) . P o s o n s donc X !. = p X \\ et la j è m e 
I c c I v IK IK 

ligne de R1 est de la forme : 

( p x ! ,
1 , p x ! « 2 , . . . , p x ! ' n ) . 

D'autre part, posons X = X j X 2 . . . X . Il s 'ag i t là d'un polynôme distingué 

et ( \ , 0 , . . . , 0 ) , (0 , X , 0 , . . . , 0) , e t c . . . , appartiennent à R 1 . Donc 

(xx'.'j XX1.' ) appartient à R 1 . Ut i l i sons a l o r s l 'opération admiss ib le 
ème a i ème de type 3 sur la î l igne. On peut donc remplacer dans R la i 

I îgne par 
X ! ' , X ! ' , . . . , X!' ) s a n s changer les condit ions d°X« = degff R1, j i i Zà in/ v v 

En répétant cet te opérat ion le nombre de fo i s qu'il faut, on fait apparaftre 

un terme d' indices ij qui contredît la condition d X̂  = deg^.. 



Ceci termine la démonstrat ion de la propos i t ion 2 . 8 et du t h é o -
rème 2 . 5 . D e s r é s u l t a t s é n o n c é s dans c e paragraphe , nous déduisons 
immédiatement : 

T h é o r è m e 2 . 9 : S o i t V un A-module de type f ini . Il e x i s t e un 
ent ier s , d e s polynômes d i s t ingués des e n t i e r s m̂  , . . . , mt 

et un q u a s i - i s o m o r p h i s m e de V dans A S © ( ® ( A / X . A ) ) © (FFI ( A / P ' A ) ) . 
i i 

Remarque : S î X̂  et sont deux polynômes d i s t ingués p r e m i e r s 

entre eux, A/k^X^A es t q u a s i - i s o m o r p h e à A/X^A © a/X^K. P a r su i t e il 

e s t p o s s i b l e dans le théorème précédent d ' imposer de plus à X j , . . . , X 

d ' ê t re d e s p u i s s a n c e s de polynômes d i s t ingués i r r é d u c t i b l e s . A v e c ce t t e 
condit ion supplémenta ire , l e s paramètres ^ , . . . , X^ , m ^ , . . . , mt et s sont 

uniques. La démonstrat ion de ce t t e unicité s 'appuie s u r la notion de dimen-
s ion d'un module l ibre sur un anneau principal (on u t i l i s e ici l e s anneaux 

et IF [ [ x ] ] ) et sur l e s lemmes su ivants : 

Lemme : S o i e n t V et V1 deux A-modules , T et T 1 l eurs s o u s -
modules de tors ion r e s p e c t i f s . S i V e s t q u a s i - i s o m o r p h e à V 1 , a l o r s T 
es t q u a s i - i s o m o r p h e à T 1 et V / T e s t q u a s i - i s o m o r p h e à v ' / T 1 . 

Lemme : S o i e n t V et V1 deux A-modules et X un é lément quelconque 
A . S î V e s t q u a s î - î s o m o r p h e à V 1 , a l o r s XV e s t q u a s i - i s o m o r p h e à XV1 

et V/X V e s t q u a s î - î s o m o r p h e à V ^ X V 1 . 

3 - Module d'Iwasawa. 

Déf in i t ion d e s polynômes h n et g n : P o u r tout ent ier n , on p o s e 

t \ n / \ n 1 

h n - ( l + X j P - 1 et g n = h^/X - 1 + (1 + X) + . . . + ( l + x ) P ~ . C e s p o l y -
nômes sont d e s polynômes d i s t i n g u é s de Z p [ x ] , On a g Q = 1 et 

9n + , = 9 n [ l + 0 + x ) > n
+ . . . + ( l + x ) ( p " ' ) p n ] . 



Déf in i t ion d'un module d'Iwasawa : S o i t V un A-module. S o i t 
T1 ' T s d e s ® ' ® m e n t s e n nombre fini de V . On dît que V es t un 

(TJ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa si V e s t un A-module de type fini et s i 

pour tout ent ier n le module quotient V/G ( X V + Z T. + . . . + Z T ) ' n ^ p 1 p s / 
e s t f ini . 

Cas par t i cu l i e r : Un O-module d'Iwasawa es t un A-module V de 

type fini tel que V / ( ( l + x ) P - l ) v so i t fini pour tout n . 

P r o p o s i t i o n 3. 1 : S o i t V un , . . . , T g ) - m o d u l e d'Iwasawa. S o i t 

a une appl icat ion A - l i n é a i r e de V dans W . On s u p p o s e que le conoyau de 

a e s t f ini . A l o r s W e s t un (a^Tj) , . . . , a ( T s ) ^ - m o d u l e d'Iwasawa. 

Démonstrat ion : P u i s q u e V e s t de type fini et que ( w : a(V)) es t 

f ini , a l o r s W es t a u s s i de type f ini . P o s o n s U = X V + Z p t^ + . . . + Zp T g . 

On déduit de a une s u i t e e x a c t e : 

V / g n U » or(V)/ar(g n u) » 0 . 

D e p lus , on a a ( g n u ) = g n or(U) . Donc (a(V) : gn<*(U)) e s t f ini . Donc 

( w : gnor(U)) e s t f ini . Constatons enfin que 

a(U) - Qf[x V + Z y . . . + Zp t s ] = X « ( V ) + l p a ( t J + . . . + Z p a ( T s ) . 

Donc a(U) <= X W + Z p ot ( t ^ + . . . + Zp a ( t s ) . Ceci montre que 

W / g p ( x W + Z p a ( T 1 ) + . . . + Z p < * ( t s ) ) e s t f in i . 

Lemme 3 . 2 : S o i e n t V un A-module et U un s o u s - m o d u l e de V . 
On s u p p o s e que V / U est f ini . A l o r s il e x i s t e un ent ier nQ et une constante 

e n t i è r e c t e l s que pour n > n , on ait ( g n V : g n u ) = p C . 

Démonstrat ion : A part ir de la multipl ication par g n on forme une 

s u i t e e x a c t e v / U » g V / g U * 0 . E l l e montre que ( g V : g UJ es t / _ n / w n n / 

f ini . D e plus g n j es t un mult iple de g n . On peut donc a u s s i former une 

s u i t e e x a c t e 
g V / g U » g , , V / g ^ , U > 0 

qui montre que l e s indices (g V : gp^l ) forment une su i t e d é c r o i s s a n t e ; 



donc s ta t îonnaire . Remarquons enfin que tout A-module fini est a u s s i un 
Zp-module f ini . S o n o r d r e es t une p u i s s a n c e de p . 

P r o p o s i t i o n 3. 3 : S o i t V un (TJ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. So i t 

U = X V + Z T. + . . . + Z T . S o i t a un quas i - i somorph i sme de V dans W . p l p s 
S i Z = X W + Z a ( T, J + Z of ( T ) , a l o r s il e x i s t e un entier n et une c o n s -p ^ l / p \ s / ' o 
tante e n t i è r e c t e l s que pour n > n Q , on ait ( v : 9 n u ) = ( w : g n z ) p C . 

Démonstrat ion : A part ir de a on forme la s u i t e exac te 
an f \ 

V / g n U > o f ( V ) / o f ( g n u ) > 0 . 

L e noyau de c*n e s t (Ker a + g n u ) / g n U = Ker a / ( K e r a f l g n L l j , Cet e n -

semble est fini : D e plus g , , U <= g _ U . Donc i K e r a : Ker a n g U est n + i n N n / 
une s u i t e c r o i s s a n t e et bornée . Donc s t a t î o n n a i r e . Donc | K e r o? I es t ' n' 

constant pour n a s s e z grand. l'I s ' e n suît que ( v : g n u ) / ( a ( V ) : a ( g n L l ) ) 

es t fini et constant pour n a s s e z grand. D'autre part, ( w : a (V)) es t f ini . 

Comme v / U es t f ini , a (V) /a(U) est f ini . Donc ( w : a(U)) es t fini et 

Z /a (U) e s t f ini . L'appl icat ion du lemme 3 . 2 montre que à part ir d'un c e r -

tain rang ( g n Z : gnor(U)) e s t constant . D'où le résu l ta t . 

Etudions maintenant l e s A-modules é l é m e n t a i r e s , c ' e s t - à - d i r e l e s 
A-modules qui appara i s sen t dans le théorème 2. 9 : 

P r o p o s i t i o n 3 . 4 : Cons idérons A comme A-module. P o u r toute su i t e 

(TJ , . . . , T ) de AS , A n 'es t pas un (TJ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. 

Démonstrat ion : S o i t (T^ , . . . , T ) dans AS . Nous avons 

g ( X A + Z T . + . . . + Z T C g A et une su i t e e x a c t e 3 n ^ p 1 p s / s n 
A / g n ( x A + Z p T 1 + . . . + Z p T s ) » A/g N A • 0 . 

Mais g es t d is t ingué . Donc A/g A = Z [ x l / g Z [ x ] es t un Z -module l ibre n ' n p " - J n p p 
de dimension d ° g n = p n - 1. Donc il es t infini. 



Proposit iori 3 . 5 : S o i t m un ent ier pos i t i f . S o i t V = A / p m A . 
Pour tout Tj Tg appartenant à V , V est un ( t j , . . . , T s ) - m o d u l e 

d'Iwasawa. Il e x i s t e un ent ier n et une constante ent i ère c t e l s que o 

pour n > n Q , on ait | V / g n ( x V + Zp T, + . . . + Z P T S ) | = p m p + c . 

Démonstrat ion : P o s o n s U = X V + Z t , + . . . + Z T . L ' ind ice p l p s 

9 n V 9 n
u ) e s t constant à part ir d'un certa in rang d 'après le lemme 3 . 2 . 

D'autre part, on a : V / g n V = ( A / p M V ) / g n (A/P™ v ) = 

( A / P
m A ) / ( P

m A + g n A ) / p m A ï A / ( P
m A + g ^ ) ï 

( A / g n A ) / ( p m A + g n A ) / g n A = ( a ^ a ) / , " 1 ( A / g n a ) . 

Maïs g n e s t d is t ingué. Donc A / g n A = Z p [ x ] / g n Z p [ x ] . 

Donc V / g n V = ( z p [ x ] / g n Z p [ x ] ) / P
m ( z p [ x ] / g n Z p [ x ] ) . 

Mais d ° g n = P
n - 1 . Donc | v / g n v | - p ^ P " " 1 ) . 

D'où le résu l ta t . 

P r o P o s i t i o n 3. 6 : S o i t f un P olynôme de Z [ x ] d is t ingué, de degré d . 

S o i t V = A/f A . On s u p p o s e que (T^ , . . . , T ) sont des é l éments de V te l s que 

V soi t un ( t j , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. A l o r s il e x i s t e un ent ier nQ et une 

constante en t i ère c t e l s que pour n ^ n , on ait : 

| V / 9 n ( x V + Z p T , + . . . + Zp T s ) | = p d " + C . 

La démonstrat ion de ce t t e P r o P o s i t i o n u t i l i s e le lemme : 
Lemme : Pour n a s s e z grand, il e x i s t e d e s P o lynômes A n et B n t e l s 

q u e s n + 1 = 9 n ( p ( 1 + A n p ) + B n f ) -

Démonstrat ion du lemme : On a dans A la congruence f = X d mod ( P ) . 
n. 

n̂  1 n 
S i n1 e s t tel que P > d , a l o r s X P = 0 mod ( f , P ) . Donc X p = 0 mod ( f , P ) 

, v n n , . n 
pour n > rij, Mais ( l + x j p = I + X P mod (p) . Donc ( j + x ) P s 1 mod ( f , p ) 



/ < n +1 / „ » 
et un calcul évident montre que (j + X )p = 1 mod ( f , p ) . On en déduit 

, + (, + x ) P n + 1 + . . . + (1 + x ) ( p " 1 ) p n + 1 H p m o d ( f , p 2 ) . 

C ' e s t - à - d i r e il ex i s t e A , , et B , , t e l s que 
n + l n +1 

/ s n + 1 , \ / i \ i " i + 1 „ 
1 + ( l + x ) p + . . . + ( l + x ) ( p - 1 ) p = p + A n + 1 p 2 + B n + 1 f . 

Démonstration de la proposit ion : Considérons le quotient g n V / g n + ^V. 

Pour n a s s e z grand, nous déduisons du lemme l 'égal i té : g n + | V = g n p V ; 

car f annule V et 1 + A p p est un élément invers ib le de A. 

D'autre part, s i U = X V + Z T . + . . . + Z T , nous avons U C V et p i P s 

g n U c g v c v . L'hypothèse ( v : 9 n Ll ) fini implique donc ( v : g n v ) est 

fini. Comme f est dist ingué, V est isomorphe à z r x ] / f z r x ] et V est un 

Zp-module l ibre de dimension d . 11 en est de même de 9 n V , pour tout n . 

De l 'égal i té g n + 1 V = g n p V , pour n a s s e z grand, on déduit que 

(g V : g , . V ) = p01. Il ex i s t e donc une constante c , t e l l e que pour n a s s e z \ n n +1 / o 
/ v d n + c j v 

grand ^V : g n \Jj - p Il r e s t e à s 'occuper de l ' indice V : g n U ^ . 

L e lemme 3 . 2 permet de conclure qu'il es t constant pour n a s s e z grand. 

D'où le résultat . 

Remarque : On dés igne toujours par f un polynôme distingué. Lorsqu'i l 

ex i s t e un entier n tel que f et g n ne soient pas premiers entre eux, a lors 

pour tout T p . . . , T s appartenant à A/f A , A/fA n'est pas un ( T j , . . . , T ) -

module d'Iwasawa. Par contre, sî f es t premier à h n pour tout n , a lors 

pour tout Tp . . . , t appartenant à A/fA , A/fA est un ( î p . . . , r s ) - m o d u l e 

d'Iwasawa. Quant au module A/X^A , il peut, suivant les va leurs de T j , , , , , t , 

ê tre ou ne pas ê tre un ( T | , . . . , T s ) -module d'Iwasawa. 

Propos i t ion 3 . 7 : So î t V un ( t p T g ) -module d'Iwasawa. On 

suppose que V s e décompose en somme d irec te de deux modules V = V* © V1'. 
P o s o n s T. = T! + T" avec T! 6 V1 et T" € V" . Alors V1 est un (TJ T G ) -



module d'Iwasawa et v " e s t un (T", . . . , TG)-module d'Iwasawa. 

Tî + • • • + '' P ' P s 
S o i t U = X V + Z T , + . . . + Z T : so i t u ' = X V ' + Z T ! + . . . + Z T ' p i p s 7 p i - -
et U11 = X V1' + Z T!'+ . . . + Z T1' 11 e x i s t e un ent ier n et une constante p i p s o 
c t e l s que n > nQ implique : 

( v : 9 n u ) = ( v ' : g n u ' ) ( v " : g n u " ) p c . 

Démonstrat ion : La p r e m i è r e aff irmation s e déduit de la proposi t ion 
3 . 1 . Ensui te nous avons Z T, <= Z TJ + Z T!', d'où u c u ' © u " ; so i t encore p 1 p 1 p 1 ' ' 

g n U C g n U ' ® g n U " . D'autre part, V / g J u ' e u " ) e s t i somorphe à 

v ' / g n U ' © V M / g n U " . Pour conc lure , on applique le lemme 3 . 2 à u ' © u " 

et U : Il e x i s t e un ent ier nQ et une constante c t e l s que : pour n > nQ , 

on ait : ( g n ( u ' © u " ) : g n u ) = p c . 

Théorème 3 . 8 : S o i t V un A-module. S i T p . . . , T sont d e s é léments 

de V et s i V es t un (t^ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa, a l o r s il e x i s t e des e n -

t i e r s p o s i t i f s n , , X et un ent ier re la t i f v t e l s que n > nQ implique : 

| v / g n ( x v + Z p T l + . . . + Z p T J | - p ^ " ^ . 

Démonstrat ion : P a r déf init ion, V e s t un A-module de type f ini . U t i l i -
s o n s le théorème 2 . 9 : il e x i s t e un ent ier r , des polynômes d i s t ingués 
f] , . . . , f t , des e n t i e r s rrij , . . . , mu et un q u a s i - i s o m o r p h i s m e de V dans 

A R © ( © ( A A . A ) ) © ( ® ( A / P ' A ) ) . D ' a p r è s la propos i t ion 3 . 1 , c e A-module 
i i 

e s t un module d'Iwasawa. Donc chaque composante a u s s i (proposit ion 3 . 7 ) . 

On déduit a l o r s de la propos i t ion 3 . 4 que r = 0 . L'appl icat ion d e s propo-

s i t i ons 3 . 3 , 3 . 5 , 3. 6 et 3. 7 fait appara î tre l e s en t i er s n = S m. et 

X = E d° f . 

Déf ini t ion : Nous d irons que p, et X sont l e s paramètres a s s o c i é s au 
module d'Iwasawa V . 



Remarques : C e s p a r a m è t r e s , X et p,, ne dépendent pas des v a l e u r s 
T1 ' * * * ' T s ^ i e n c ' u e ^ p u i s s e , suivant c e s v a l e u r s , ê t r e ou ne pas ê t r e un 

module d ' I w a s a w a ) . En e f fe t , s u p p o s o n s que V so i t un (T1 , . . . , T ) -module 

d'Iwasawa et a u s s i un ( T | , . . . , T ^ - m o d u l e d ' Iwasawa. A l o r s il e s t c la i r que 

V e s t e n c o r e un (T^ , . . . , TG , TJ , . . . , TG ) -module d ' Iwasawa. P o s o n s 

U = X V + Z T . + . . . + Z T , U 1 = X V + Z T{ + . . . + Z T' et p I p S ' p 1 P s 
W = X V + Z T . + . . . + Z T + Z T,' + . . . + Z T 1 . L 'appl icat ion du lemme p l p s p l P s 
3 . 2 à W et U d'une part et W et U 1 d 'autre part , montre que pour n a s s e z 
grand l e s ind ices ( g n V : 9 n

u ) e t ( s n V : g n U ' ) sont cons tant s . 

L e s p a r a m è t r e s X et |JL sont c o n s e r v é s par q u a s i - i s o m o r p h i s m e 
( P r o p o s i t i o n 3 . 3 ) . 

P a r contre , la quantité v dépend de T j , . , , , T , D é p l u s , e l l e peut 

ê t r e n é g a t i v e comme le montre l ' exemple su ivant : S o i t V = A / p A . C h o i s i s -
s o n s pour T la c l a s s e d e 1 + X modulo p A . A l o r s V e s t T-module d 'Iwasawa. 
On v é r i f i e que l'on a (JL = 1 , X = 0 e t v = - 1 . 

4 - Z - e x t e n s i o n s : p 

Déf in i t ion d'une Z ^ - e x t e n s i o n : U n e e x t e n s i o n K 0 0 / K q e s t d i te une 

Z - e x t e n s i o n , s i e l l e e s t g a l o i s i e n n e et s i son g r o u p e de G a l o i s e s t i somorphe 
/ n n , 

à Z . On note c e g r o u p e de G a l o i s T . P o u r tout en t i er n , T/Tp (on note 
P 

T mult ipl icat ivement) e s t c y c l i q u e d ' o r d r e p n . S o i t K n le s o u s - c o r p s de K M , 
n 

contenant K q et correspondant par la t h é o r i e de G a l o i s à T p , L ' e x t e n s i o n 

K N / K Q e s t c y c l i q u e de d e g r é p n . L e s c o r p s K Q , K 1 , . . . , K N , . . . forment une 

s u i t e c r o i s s a n t e . Ce sont l e s s e u l s s o u s - c o r p s d e K ^ . On a évidemment 
K^, = U K . . Remarquons a u s s i que, pour tout ent ier d , K w / K . e s t a u s s i 

î > 0 1 

une Z - e x t e n s i o n . 
P 

La propos i t i on s u i v a n t e p r é c i s e la ramif ica t ion à l ' in tér i eur d'une 
Z - e x t e n s i o n . E l l e r é s u l t e de la t h é o r i e c l a s s i q u e de la ramif icat ion : 

P 



Propos i t ion 4. 1 : So i t K „ / K une Z - e x t e n s i o n . Aucun idéal de K • • • 00 o p o 
premier à p ne s e ramif ie dans K „ / K . Il e x i s t e au moins un idéal de K 00 o o 
a u - d e s s u s de p ramifié dans K 0 0 /K o » S i p est un tel idéal, il ex i s t e un 

entier n tel que K ^ / K soit totalement ramif iée pour les idéaux a u - d e s s u s 
P P 

de p et K / K soit non ramif iée en p . Il e x i s t e donc un entier d (= sup n n « ° « P P P 
tel que tout idéal de K d so i t : ou totalement ramifié dans K^/K^ ; ou non 

ramifié dans K 0 0 / K d # 

Introduisons maintenant l 'a lgèbre A : Nous dés ignons toujours par 
K j K o une Z p - e x t e n s i o n . S o i t y un Z p - g é n é r a t e u r de r : nous voulons dire 

par là que si nous c h o i s i s s o n s un isomorphisme de Z sur T , y est l'image 
u P n 

de 1 par cet isomorphisme et y es t l ' image de u . So i t T n = r / r p et soit 
n 

y la c l a s s e de y modulo Tp , c ' e s t - à - d i r e la res tr ic t ion de y à K . L e n n 
groupe f ^ est cyc l ique d 'ordre p n et y n en es t un générateur . 

On c o n s i d è r e l ' i somorphisme 

- V T ] / ( T P n - l ) Z p [ T ] , 

induit par l 'application : 
f 

- [ T ] •* z [r ] pL J pL n J 

y . 'n 

Changeons T en X + 1. On a donc un isomorphisme : 

z p [ r n ] - ; z p [ x ] / ( 0 + x ) p n - . ) z p [ x ] . 

induit par l 'application f Z p [x] -> 2 p [ r n ] 

1 + X y . 'n* 

Comme le polynôme h n = (l + X^P - 1 es t dist ingué, nous avons un i somor-

phisme (Proposi t ion 1 .2 ) : 

Z p M / h n Z p [ X ] ^ A / h n A , 

induit par l ' injection canonique : Z p [ x ] A . 



Considérons maintenant le sys tème projectif formé par les Z [ r ^ ] . 

L e s homomorphismes u t i l i s é s : Z [ r ] Z [ r ] sont induits par les p ' - n + H p L n J r 

res tr i c t ions : IT . , r J n + i n 

Yn + 1 "* Yn* 

D'autre part, h n d iv i se h n + j et nous pouvons cons idérer le sys tème p r o -

jectif formé des A/hnA , a v e c les homomorphismes naturels : 

A / h n + jA -» A / h ^ A . Avec les isomorphïsmes déf inis plus haut, nous avons 

des diagrammes commutât ifs : 

v w - V h n + , A 

I I 

V r n ] -

qui montrent l ' ex i s tence d'un isomorphisme de limites project ives : 

lim Z p [ r n ] ~ lim A / h n A . 

Remarquons, avant d'énoncer la proposit ion suivante, que lim Z ^ T ^ ] 

contient lim Tn = T. Ainsi T apparaît comme un s o u s - g r o u p e du groupe mul-

tiplicatif de la Zp -a lgèbre lim Z [ r j . 

Propos i t ion 4 . 2 : L e s Z p - a l g è b r e s Mm Z p [ r n ] et A = Z p [ [ x ] ] sont 

isomorphes. Cet isomorphisme fait correspondre X + 1 à y . 

Démonstration : Nous a l lons montrer que lim A /h A et A sont i somor-
*— n 

phes : on cons idère les surjec t îons canoniques : A -» A/hnA et on en déduit 
un Zp-homomorphisme : 

A lim A/h A x n 

phi s me. 
qui a s s o c i e à X la sui te + ^ a ) ^ ^ . Montrons qu'il s 'agit d'un i somor-

Nous avons h n + 1 / h n = 1 + (l + x ) P + . . . + (l + x ) P " ^ et c e po ly -

nôme appartient à l'idéal maximal de A : ( p , X ) . On en déduit que h n appar-



tient à ^ p , X ) . Cet idéal e s t l ' e n s e m b l e d e s s é r i e s de la forme 

n +1 n . . , , . .n , . .n +1 , p a
0 + P a ] X + . . . + p a n X + a n + ] X + . . . ï a o , a l f . . . , a n > . . . 

étant d e s é l é m e n t s de Z . On voit donc que l ' i n t e r s e c t i o n fl ( p , X ) n e s t 
p n€ N 

rédu i t e à {0} . Il en e s t de même de l ' i n t e r s e c t i o n fl h A. Cec i montre 
n€ N n 

que l 'homomorphisme c o n s i d é r é e s t inject i f . 
P o u r démontrer la s u r j e c t i v i t é , l e concept suivant de l imite s e m b l e 

ut i le : S i (x ) , ., e s t une s u i t e d ' é l éments de A , et s i X = E a . X 1 , ^ n / n € N ' n . , M n i ' 
1 1 IN 

on dira que lim X e x i s t e s i lim a . e x i s t e pour tout i . On p o s e é v î d e m -
n-»oo n n-»00 n 1 

ment lim X = E ( l i m a . ) x ' . 
n-»oo N Ï £ N n -»oo n i / 

L e lemme su ivant e s t év ident : 
Lemme : S o i t une s u i t e (IJ,.).^ ^ d ' é l éments de A , t e l l e que pour tout 

n i \ 
ï , jji. appart i enne à ( p , X ) ' . S o i t Xn = S |a... A l o r s la s u i t e ^ 

c o n v e r g e au s e n s déf ini p lus haut. 

R e v e n o n s maintenant à l 'homomorphisme c o n s i d é r é : S o i t 

(X + h A ) un é lément de lim A / h A . P o s o n s X„ , , = X„ + fi u . Nous \ n n / n t IN . n n + I n n n 
a v o n s donc X =X + u h + . . . + p. , h . . Comme h. appart ient n o o o n — i n — i i 
à ( p , x ) î + î , on déduit du lemme p r é c é d e n t la c o n v e r g e n c e de la s u i t e 

(X j m : S o i t X = lim X . L o r s q u e m> n , nous avons a u s s i : \ n/nÇIN „ n ' 

X - X = h [ u , h / h + i A , h 1 / h + . . . + | j , ] . 

m n n L r m rrr n r m - 1 m - r n r n J 

D é s i g n o n s par v m n la quantité e n t r e c r o c h e t s . Ut i l i sant à nouveau le lemme, 

nous voyons que la s u i t e (v ) c o n v e r g e . S o i t v sa l imite. Nous avons ^ m n/ mt N n 
a l o r s X - X = h v et c e c i montre que X + h A = X + h A . A i n s i , X e s t n n n n n n ' 
l 'antécédent de ( X + h A) Nous a v o n s montré que l 'homomorphisme \ n n / n t IN 
c o n s i d é r é , de A dans lim A / h nA , e s t un i somorphisme. Dans cet i s o m o r -

phisme 1 + X c o r r e s p o n d à (l + X + h
p A ) n ç Dans lim Z [ f n ] , 1 + X 



correspond donc à la su i te ( v n ) n ç ^ et cet te su i te n'est autre que y , p u i s -

que l'on a identifié lim Tn et T. 

Définit ion de et du A -module C : On c o n s e r v e les mêmes notations. 

So i t X . le p -groupe des c l a s s e s d'idéaux de K . . La su i te c o n s t i -

tue, avec les appl icat ions normes un sys t ème project i f , dont on nomme la 

limite C . 

C = lim X . . 

Comme chaque es t un Z p [ r . ] - m o d u l e , C s e trouve donc ê tre un module 

sur lim Z ^ f r . ] . En vertu de l ' i somorphisme de la proposit ion 4 . 2 , C est 

donc un A-module. 

Définit ion de , ny,, t . , i t : Nous supposons désormais que tous les 

idéaux de K sont non ramif iés dans K / K , sauf s d'entre eux notés O 00 ' o 

. Nous l e s supposerons totalement ramif iés dans K „ / K . Cette 
I Z S O® O 

hypothèse ne res tre in t pas la généra l i té du résultat que nous avons en vue : 
en effet , d'une part, on ne cherche à obtenir que des résu l ta t s "asymptotiques" 
c ' e s t - à - d i r e va lables à partir d'une cer ta ine hauteur dans la Z - ex tens ion et P 
d'autre part, nous avons vu que la ramification d'une Z^-extension est ainsi 

faite , au moins à partir d'un certain rang (Proposi t ion 4. 1). 

S o î t M. le p - c o r p s de c l a s s e de Hilbert de K . . Cela veut d ire que 

M./K. est la p -ex tens ion abél ienne non ramif iée maximale de K . . Dans l ' i s o -

morphisme de réc iproc i t é , Gai ( M . / K . ) est isomorphe à L'extens ion 

M./Kq est ga lo i s i enne et le groupe Gai = T. o p è r e sur Gai (M. /K. ) 

par conjugaison. Ainsi Gai (M. /K. ) et %. sont des Z [ r . ] - m o d u l e s isomorphes. 



%o 



S o i t N/L, = U M.. L 'extens ion M / K est ga lo i s i enne et on note G 
i€ N 1 * ° 

son groupe de Galo is . Nous avons auss i M^ = U (M. K^,) et 

G A L ( ^ I K O O / K O O ) = Gai ( M . / K . ) ^ t.. Ains i Gai ( ^ / K J = lim Gai ( M . K ^ / K J 

est isomorphe à lim %. = C (la r e s t r i c t i o n des automorphismes correspond, 

par le c o r p s de c l a s s e s , à la norme) . P a r la su i te , nous poserons 

C = lim ( ^ / K ^ . On a évidemment G / C = T et T o p è r e sur C par conjugaison. 

Introduisons maintenant I. groupe d ' iner t i e dans M 0 0 / K q de Comme 

Tî. est totalement ramifié dans K 0 0 / K q , G est produit s e m i - d i r e c t de C et I . . 

P a r re s t r i c t i on à K^, I. es t isomorphe à T et nous dés ignons par y. l 'élément 

de I. qui correspond a in is à Y. Pour î de 1 à s , on définit T. par l 'égal i té 

T. y j = y . . Ains i T1 = 1 et T| TG sont des é léments de C . 

Propos i t i on 4 . 3 : On s u p p o s e que les idéaux rami f i é s dans K ^ / H ^ le 

sont totalement. L e groupe C es t noté multiplicativement et l 'action de 
lim Z p [ r . ] sur C exponentie l lement. Pour tout ent ier n , on a un isomorphisme 

% n = c / [ c < - ]
 T,P . . . T s P ] 1 + v + . . . + y 

n 1 p - 1 

%Q. 
Démonstration : Commençons par démontrer l ' i somorphisme relat i f à 

y -1 Montrons tout d'abord que G , groupe dér ivé de G e s t égal à C 

L' inc lus ion G1 3 CY ~ 1 est év idente : en effet s i c appartient à C et s i y 
V — I o—1 o — 1 y _ 1 es t un élément de G prolongeant y , o n a c T = y c y c . Donc c 

appartient à G*. Réciproquement, v é r i f i o n s que G / C e s t abél ien : On 
y -1 

peut d'abord v é r i f i e r que C est un s o u s - g r o u p e dist ingué de G . Il s ' en 

suit que C/C^ ~ 1 est un s o u s - g r o u p e dist ingué de G/C^ L e quotient de 

c e s groupes es t G / C = T . S o i t y un relèvement de y dans G / C ^ ~ \ S i u 

et v sont deux é léments de G / C ^ ~ 1 , a l o r s on peut les é c r i r e : u = y x u' et 

v = y y v' a v e c x , y dans Zp et u' et v ' dans Mais T o p è r e tri v i a -



lement s u r C / C Y ~ 1 . Cela veut d i r e y x u' y " x = u' e t c . . . et \ X , Y y , u', v1 

permutent entre eux. Donc u v = v u . 
Comme M e s t l ' ex tens ion abé l i enne maximale non rami f i ée de K , o o 

nous avons Gai (N^ 0 /M q ) = G1 ^ I2 . . . Ig = CY ~ 1 1 1 1 2 . . . I ; étant entendu 

que 1,1 . . . I d é s i g n e le s o u s - g r o u p e de G engendré par et I . I A S I £t S 

Nous avons donc Gai (n\ X ) /M o K^,) = [ c 7 - 1 ! ^ . . . | ] PIC. Calcu lons 

v - 1 1 1 

ce t t e in t er sec t i on et montrons qu 'e l l e e s t é g a l e à C t^ p . . . T g
P . 

Un é lément de CY ~ 1 ^ l 2 . . . I e s t de la forme : 
^ u1 u 2 u g uj u 2 Ug 

c Y ~ Y, Y-, . . . Y_S Yi Yo . . . Y^ . . . a v e c u . , u . ' . . . dans 1 et c dans I Z S I L S I I p 
C . Ceci s ' é c r i t e n c o r e : 

C * " 1 Y , 1 (T 2 Y , ) 2 . . . (TS Y L) 8 Y / (T2 Y,) 2 . . . (TS Y L ) S . . . 

Mais G/C Y "" ^ es t commutatif. Donc (T 2 Y l ) U CY ~ 1 = T2 Y" CY ~ 1 pour tout u 

de Z . En passant à la l imite (car G / C Y ~ " 1 e s t un Z p -module) nous avons 

/ \ u
2
 U2 U2 v - 1 

\ 2 Y1/ ^ t 2 Y1 m o d C e t ' l e x P r e s s ' o n c o n s i d é r é e peut s ' é c r i r e : 

. Y - 1 V1 V s w c T, . . . T Yi a v e c v. , . . . , v dans Z , a ins i que w . S i ce t t e I S I I s p 

e x p r e s s i o n appartient à C , a l o r s = 1 donc e l l e appartient à 

- 1 Z Z 

C Y ~ TJ P . . . T G
P . Nous avons démontré l ' inc lus ion : 

( [ c V - ' , , , 2 . . . I s ] ( i c ) c ( c V _ 1 T / ) . 

L ' i n c l u s i o n r é c i p r o q u e e s t é v i d e n t e . 
Nous dédu i sons de c e s c o n s i d é r a t i o n s : 

G a i ( / V U / M o K J = C Y - 1 T / 

/ \ Z Z 

d'où Gai (MQ K ^ / K J = C / C Y T, P . . . T S
P . Mais il e s t c la i r que : 

% q = Gai ( M q / K o ) - Gai ( M Q K M / K J . D'où le résu l ta t pour % . 

L ' i somorph i sme re la t i f à X s e démontre de la même façon : 
n n 

s i on remplace K par K n , il faut remplacer Y par YP , Y- par Y? . 



Que devient ? Nous avons y. = T. v ] t 

D'OÙ Y F = (T. Y J p " - T. YL T. y " 1 y 2 T. y - 2 y 3 . . . Y 7 ( p n - 1 ) y P n 

= T. r f . . . r f " ^ . D'où y ? " - •Y*"""1 y f . 

On en déduit l ' i somorphisme annoncé. 

Il r e s t e pour terminer à montrer que C est un A - m o d u l e de type fin 
Pour c e l a , on u t i l i s e l e lemme de Nakayama : 

Lemme de Nakayama : S o i t R un A - m o d u l e compact tel que 

R / ( p , X ) R = 0 . A l o r s R = 0 . 

Démonstrat ion : L'anneau A es t muni de la topologie ( p , X ) - a d i q u e 
(la notion de limite déjà employée au c o u r s de la démonstration de la p r o -
pos i t ion 4 . 2 co ïnc ide a v e c ce t t e t o p o l o g i e ) . S o i t V un v o i s i n a g e de 0 
dans R . S o i t r un é lément de R . Il e x i s t e un ent ier n^ et un vo i s inage 

l V de r tel que (p , X j r V c v . Comme R = U V i l e x i s t e r1 , . . . , r 
r € R m 

dans R t e l s que R = U V . S o i t n le p lus grand des n . On a a l o r s 
i = 1 r i r i 

( p , x ) n R C V . Mais l 'hypothèse R / ( p , X ) R = 0 implique 

R - ( p , X ) R = . . . = ( p , x ) n R . Donc R <= V et R - 0 . 

Conséquence : S o i t M un A - m o d u l e compact tel que M / ( P > X ) M so i t 
- e s 

type f ini . 

un I F p - e s p a c e vec tor i e l de dimension f in ie . A l o r s M es t un A - m o d u l e de 

Démonstrat ion : S o i t rtij m^ des é l éments de M t e l s que 

(m. + (p , X) m)1 < J < n forment une b a s e de M/(p , X) M. S o i t 

p = A m j + A n ^ + , , . + A m^. L e quotient M/P es t un A - m o d u l e compact tel 

que ( M / p ) / ( p , X)(M/P) = 0 . Donc le lemme précédent montre que M/P = 0 
et nij , . . . , m es t un s y s t è m e de g é n é r a t e u r s de M. 



Propos i t ion 4 . 4 : On c o n s e r v e l e s mêmes hypothèses et les mêmes 
ns qu'à la proposit 

un A-module de type fini . 
notations qu'à la proposit ion précédente . L e A-module C = lim %>. est 

Démonstration : Notons un instant C additivement. Nous avons vu, 
dans la proposit ion précédente , que le quotient C / ( x C + Z T. + . . . + Z t ) x p l p S' 

est isomorphe à % q , donc est f ini . D'autre part, 

( x c + Z T1 + . . . + Z p T g ) / X C est un Z p -module de type fini . Donc C / X C 

est un Zp-module de type fini . Il en est donc de même de C / ( p , X ) C . 
D'autre part, C , limite projec t ive de groupes f in i s , est compact. L e 
lemme de Nakayama permet donc de conclure . 

On déduit des propos i t ions 4 . 3 et 4 . 4 la proposit ion : 

Propos i t ion 4 . 5 : On c o n s e r v e les mêmes hypothèses et les mêmes 
notations qu'à la proposit ion précédente . L e A -module C = lim est un 

( t j , t 2 , . . . , T s ) -module d'Iwasawa. 

Nous déduisons a l o r s du théorème 3 . 8 et des proposi t ions p r é c é -
dentes le théorème d'Iwasawa : 

Théorème 4 . 6 : So i t K 0 0 / K q une Z^-extens ion et soi t X . le p-groupe 

des c l a s s e s d'idéaux de K . . Il e x i s t e des ent i ers nQ , |j,, X pos i t i f s et un e n -

t ier v t e l s que : s i n > n , a l o r s l 'ordre de X es t donné par : o n 

Exemple : So i t p un nombre premier impair. Notons Q^ le s o u s - c o r p s 

( n + ]) ( ( n + lN) \ du corps cyclotomique Q v5 / tel que le degré (Q v / : Q^J soit égal à 

p - 1 . P o s o n s Q) = U Q. . La Z - e x t e n s i o n OL/Q e s t l'unique Z - ex tens ion 00 j > j i P P 

de Q. Il n'y a, dans ce t te extension, qu'un idéal totalement ramifié. Donc 

s = 1 et % = C/C V ~ 1 . Comme Q es t principal , ^ = f l } et le lemme de 



Nakayama montre que C es t réduit à {1} . L e s paramètres a s s o c i é s à 
Q^/Q vér i f i ent donc : X = p. = v = 0 . 

Cons idérons a u s s i la Z^-ex tens îon dont le c o r p s de b a s e es t 

( ) ( N + ]) KQ = Q P et dé f in i e par KN = QV J pour tout n . L e même argument 

montre que s i p es t r é g u l i e r , c ' e s t - à - d i r e s î = } l | , a l o r s l e s p a r a -
mètres X , , v sont nuls . 

5 - L ien entre p m - r a n g s et paramètres X , M-. 

Notation : S î H e s t un Z -module , on note dim H la dimension du p ' m 

I F p - e s p a c e vec tor i e l p m ~ ' H / p m H . C 'e s t le p m - r a n g de H . 

P r o p o s i t i o n 5. 1 : S o i t V un (T^ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. On p o s e 

U = XV + Z T . + . . . +Z T . S o i t a un quas i - i somorph i sme de V dans W. 
P I P S 

Nous s a v o n s (Propos i t ion 3 .1) que W es t un (^(TJ) , . . . , « ( ^ ^ - m o d u l e 

d'Iwasawa. P o s o n s T = XW + Z û^Tj ) + . . . + Z » ( t s ) . A l o r s la su i t e 

(double) [ E [dim. ( v / g p u ) - dim. ( w / g n T ) ] ] n > Q e s t bornée , 
i = 1 m > 0 

m 
J d , m | ( v / 9 n u ) 

Démonstrat ion : Nous avons | V / g U + p v | = p et n 
m, de même pour | W / g n T + p W| . 

A part ir de a , on forme la su i t e exac te : 

„ k Ker a , V „ a (v ) k 
0 - > K ~ . n ( g n u • p m v ) — ^ W V g ^ . U ) + P«„(V) 

L e premier terme est fini et son o r d r e e s t borné par |Ker cvj . Ensui te , 
l e s deux s u i t e s e x a c t e s é v i d e n t e s s u i v a n t e s : 

a(v) . . „ W , W 
" » 

0 . 

g n or (U) + p m a (V) g n a (U) + p m a (V) cx(V) 

0 ^ _ J o i , W , W > 0 > 

g n a (U) + p m ex (V) g n a (U) + p m a (V) g n T + p m W 



g n T + p m W 
conduisent à étudier le quotient • Pour ce la , on forme 

g o? (U) + p m a (V) n 
-i- . m... 

T w g n T + P w 
la sui te exacte : —JRRR x .. .. » » Q e n assoc iant Qf(U) a (V) i, , m ». * ' x ' g a(U) + p af (V) n 

aux c l a s s e s de t et w modulo a(U) et a{V) la c l a s s e de g n t + p m w 

modulo g n a ( U ) + p m a ( V ) . Par hypothèse le groupe W/c*(V) est f ini . 

L'autre auss i , car on a des s u i t e s exac tes : 

__W , XW n f XW . x W + Z p « ( 0 + — + Z
P » ( % ) 

« M X a (V) e t X a (V) x « M + Z p « ( T l ) + . . . + Z p a ( T / ' 

Ce dernier quotient est T / a ( U ) . Il est donc fini. Ainsi l 'ordre de 

g n T + p m W 
est borné. D'où le résultat annoncé. 

g n a (U) + p m a (V) 

Propos i t ion 5 . 2 : So i t V un (T^ , . . . , T ^ - m o d u l e d'Iwasawa. On pose 

encore U = XV + Zp t^ + . . . + Zp T g . On suppose que V est somme d irec te : 

V = V1 © V11, de deux sous A-modules. So ient T. = T! + T." les décompositions 

correspondantes et U1 = XV1 + Zp tJ + . . . + Zp t^ et 

u " = X V n + Z TÎ' + . . . + Z T". A l o r s la su i te (double) p 1 p s 

[ E [dim. ( v / g p u ) - dim. ( v ' / g n U ' ) - dim. ( v 7 g n U " ) ] ] n > Q est bornée. 
Î = 1 m > 0 

Démonstration : P o s o n s T = u ' © U". Nous avons 

V / g n T = v ' / g n U ' © v 7 g n U M d'où : 

m m 
E [dim. V ' / g U ' + dim. V ' / g U1 ' ] = E dim. V / g T • « i n i ri • < i n i = i i = i 

m 
et il r e s t e à étudier E [dim. V / g U - dim. V / g T l : c ' e s t - à - d i r e à com-, i ' n i n J 

i = 1 

parer les deux quotients V / g n U + p m V et V / g n T + p m V . Mais nous avons 

T => U et une su i te exacte évidente : 



-i- . rn , . 
g n T + p V

 3 V , V Q 
, , . _ t n , . i . . m , , _ . m . , * g n U + p V g n U + p V 9 n T + p V 

Maïs V / U e s t fini donc T / U éga lement . 

T 9 n T g n T g n T + p m V 
L e s s u i t e s e x a c t e s — » n * 0 et — » » 0 

U g n g n g U + p m V 

montrent que l e s o r d r e s de 

fini de v a l e u r s . 

g n T + P
m v 

11 . m » / g U + p V 
ne peuvent p r e n d r e qu'un nombre 

m 

P r o p o s i t i o n 5. 3 : S o i t mQ un ent i er . S o i t V = A/p °A et so ient 

T1 ' * * * ' T s ^ ^ é l é m e n t s de V . On sa i t que V e s t un (TJ , . . . , T s ) - m o d u l e 
d'Iwasawa. S o i t U = X V + Z T, + . . . + Z T . Pour tout m < m et tout n , p I P s O ' 
on a : 0 ^ p n - dim ( v / g UJ < 1. P o u r tout m > m + 1 et tout n , on a : K m \ ' 3 n / o ' 
d i m m ( v / g n u ) = 0 . 

Démonstrat ion : Nous a v o n s évidemment h „ V C g U <= g v . On • n n n 
s ' i n t é r e s s e d'abord à V / h n V . S u p p o s o n s m ^ m Q . 

/ m i / iri \ n i 

A l o r s V / h n V = ( A / p ° A ) / h N ( A / p ° A ) ï Z p [ x ] / p ° Z p [ X ] + hnZp [ x ] 

et ( v / h n v ) / p m ( v / h n v ) Ï Z p [ x ] / p m Z p [ x ] + h n Z p [ X ] 

= ( z p [ x ] / p m z p [ x ] ) / h n ( z p [ x ] / p m z p [ x ] ) . Ce quotient e s t d ' o r d r e p""3", 

puisque pn = d°h n . Donc S dim. (v /h v ) = mpn et dimm ( v / h n v ) = pn. 
i = 1 

D e la même façon, on démontrerai t : d î m m ( v / g n v ) = p n - 1. D'où la 

p r e m i è r e af f irmat ion de la propos i t ion . Pour la deuxième, il e s t c l a i r que 

p m annule V , donc V / g U et s î m > m + 1 , on a donc dim ( v / g U j = 0 . » ' n o m \ ' n / 

P r o p o s i t i o n 5 . 4 : S o i t f un polynôme dis t ingué et V le A -module 
V = A/FA . S o î t T j , . . . , t d e s é l é m e n t s de V . On s u p p o s e que V es t un 

( T. , . . . , T J -module d 'Iwasawa. S o i t U = X V + Z T. + . . . + Z T . Pour * I s* p i p s 



tout m, la su i te (dimm ( v / g n u ) > ^ est c r o i s s a n t e et s tat îonnaire . 

S a limite est le degré d du polynôme f . 

Démonstration : On a h n V c g^ u c g n V et nous commençons par 

étudier dimm ( v / g v ) . So i t q n = g n + 1 / g n . Nous avons 

q = 1 + (l + x ) P + . . . + (l + x ) ( p ~ 1 ) p . Il ex i s t e n tel que n > n 
n v ' ^ ' o o 

n . n K 
implique X = 0 ( f , p ) (jl suff î t pour ce la de prendre p ° > d° f J . On en 

déduit (l + x ) P s 1 mod ( f , p ) et q n = 0 ( f , p ) . Mais ( f , p ) ( f , p ' ) c ( f , p l + 1 ) . 

Donc g . = 0 ( f , p) et par r é c u r r e n c e on obtient : g , • - 0 ( f , p1 ) , pour n T i n +1 \ / o o 
tout entier i . 

Donnons-nous m. II e x i s t e un entier n̂  tel que n > n̂  implique 

g n = o ( f , p m ) . Appliquons cec i au calcul de ( v / g n v ) / p m ( v / g n v ) . Nous 

avons V = Z p [ x ] / f Z p [ x ] et V / g n V = Z p [ x ] / f Z p [ x ] + 9 n Z p [ x ] , D'où 

( v / g n v ) / p m ( v / g n v ) = Z p [ x ] / p m Z p [ x ] + f Z p [ x ] + g n Z p [ x ] 

= Z [ x ] / p m Z [ x ] + fZ [ x ] . Ce quotient a pour ordre p m d s i d = d ° f . 
P P P 

On peut fa ire le même calcul pour m - 1 . Il e x i s t e un entier n 2 tel que 

n > n 2 impl ique: ( v / g n v ) / p m ~ 1 ( v / g n v ) a pour ordre Nous 

voyons donc que pour n a s s e z grand dimm ( v / g n v ) est constant et égal 
à d . 

Ce qui a été fait pour g n peut ê tre répété pour h^ : en effet , il 

v é r i f i e la même relat ion : h , , = q h . On montre ainsi que dim ( v / h V) 
n +1 n n • m \ ' n / 

es t , pour n a s s e z grand, constant et égal à d . On en déduit le résultat 
annoncé. 

Nous pouvons énoncer maintenant : 
Théorème 5. 5 : So i t V un (T1 , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa et 

U = XV + Z T. + . . . + Z T . Pour tout entier m > 1 , il e x i s t e un unique p i p s 
entier r tel que la su i te (dim ( v / g U J - r p n ) ^ _ soit bornée en n . 

La sui te ( r ) - , est une su i te d 'ent iers pos i t i f s , d é c r o i s s a n t e et nulle ^ m/ m > 1 ' 



à part ir d'un cer ta in rang. La somme S r. e s t é g a l e au paramètre p, 
i > 1 1 

du module V . S o i t m tel que r = 0 . P o u r tout m ^ m , la su i t e o m o o 
(d im m ( v / g n L l ) ) n > ^ e s t une s u i t e c r o i s s a n t e et s ta t ionna ire . S o i t £ 

sa limite. La s u i t e ( i ) ^ _ es t une s u i t e d ' e n t i e r s p o s i t i f s , d é c r o i s -\ m/m m ' o 
san té et s ta t ionna ire . S a l imite e s t le paramètre X du module V . 

Démonstrat ion : N o u s cons ta tons d'abord, g r â c e aux deux p r o p o s i -
t ions p r é c é d e n t e s , que le théorème es t vrai pour l e s A-modules d'Iwasawa 

de la forme A/p m A ou A / f A . 
Montrons maintenant que si le théorème es t vrai pour deux A-modules 

V1 et v " , a l o r s il e s t vra i pour V1 © V1'. 
S o i t donc V un ( t j , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa décomposé en somme 

d i r e c t e de deux A-modules : V = V1 © V n . D é c o m p o s o n s T. en T. = T! + T." 

et p o s o n s U = X V + Z T . + . . . + Z T , U1 = XV1 + Z TÎ + . . . + Z T' , K p i P s ' p i p s ' 
u " = x v " + 1 T" + . . . T" . Nous s u p p o s o n s donc le théorème vrai pour p i P s 

V' et V1'. S o i e n t ( r 1 ) et ( r " ) l e s s u i t e s a s s o c i é e s à ( V ' , U ' ) et (v" , u " ) . ^ nv \ m ' 
On déduit de la propos i t ion 5 . 2 que la s u i t e ( d i m m ( v / g n u ) - ( r ^ + r ^ ) p n ) n > q 

es t bornée . A ins i la s u i t e (r ) r e l a t i v e à V e x i s t e et e s t la somme des \ m / 
s u i t e s ( r ^ ) et D 'autre part , il e s t c la ir que le paramètre p, de V 

e s t la somme d e s paramètres |j,' et (j," de V1 et v " . Ceci montre que fx e s t 
égal à la somme S r . . 

i > 1 1 

S o i t m' et m" t e l s que r1 i = r" ,, = 0 . S o i t m = max (m1 , m " ) . o o m' m" o \ o ' o ' o o 

S i m > m o , chaque s u i t e (d im m ( v / g n U ' ) ) n > 0 et (d im m ( v ' / g n u " ) ) n > Q 

es t bornée . D ' a p r è s la propos i t ion 5 . 2 , il en e s t de même de la s u i t e 

(d îm m ( v / g n u ) ) n > Q . S o i t s a l imite. Il e s t c l a i r que la su i t e 

e s t une s u i t e d é c r o i s s a n t e . S o i t € sa limite. 
Notons X' et X" l e s p a r a m è t r e s r e s p e c t i f s de V1 et v " . P a r hypo-

t h è s e , nous avons donc X' = lim et £ ' = lim (dim v V g U 1 ) . D e m m > m n / m - » 0 0 n -»<» 
même pour X11. 

m ^ m o 



Supposons que Z so i t dist inct de X ' + x". E s s a y o n s d'en déduire 
une contradiction. S i il en était a ins i , il ex i s tera i t c , différent de 0 , 

i, tel que m > m, implique Z = Z i I m tel que Z = + X" + c . Il ex i s t e m. tel que m > m. implique Z = Z , 

X1 = Z , X = Z . Pour tout m > m , notons n (m) l 'entier tel que m m o 
n > n (m) implique dim ( v / g U ) = e ; dim ( v ' / g U1 ) = Z1 et K M m \ ' a n / m ' m \ ' a n / m 

dimm ( v ' / g n u " ) = Z^. So i t X un entier quelconque et nQ tel que 

nQ = max (n (m^) , n(m1 + l ) , . . . , n (m1 + x ) ) . Pour tout n > nQ , et 

tout î tel que m̂  < i < m̂  + X , on a 

dim. ( v / g n u ) - dim. ( v / g n U ' ) - dim. ( v ' / g ^ " ) = c . 

D'où, pour tout n > nQ : 

m1 + X 
S [ d i m . ( v / g n u ) - d i m ^ V ^ U 1 ) - d i m . ( v 7 g n U " ) ] = c X . 

i = rrij 

Ceci contredit la proposit ion 5 . 2 . Nous avons donc £ = X 1 + X ". 
D'autre part, il est c la ir que X' + Xn est égal au paramètre X de V . 

Donc X es t bien la limite de la su i t e (ê m/m > 0* 

Pour terminer la démonstration du théorème, il faut vér i f i e r que 
s i a est un quas i - i somorphisme de V dans W et si W v é r i f i e le théorème, 
a l o r s il en est de même de V . 

Supposons donc que V soit un (t^ , . . . , T s ) -module d'Iwasawa et 

a un quas i - i somorphisme de V dans W. S o i t U = XV + Z T1 + . . . + Z T p I P s 

et T = XW + Z A + . . . + Z a (T ) . On suppose donc que W v é r i f i e 
P P 

le théorème : il ex i s t e donc une su i te ( r . ^ ^ j , déf inie par la condition : 

la su i t e (dim ( w / g T ) - r p n ) ^ est bornée. On déduit a l o r s de la \ m \ n / m / n > 0 
proposit ion 5 .1 que la su i te ( d i m m ( v / g n u ) - r

m p n ) n > g e s t ® 9 a ' e m e n t 

bornée. Ceci montre l ' ex i s t ence de la su i t e ( r ) at tachée à V . Comme > m/ 
V et W ont même paramètre y,, nous avons donc E r = n . 

m > 1 m 

Soi t m tel que r m = 0 . Par hypothèse, la su i t e ( d ' m
m ( w / 9 n

T ) ) n > g 
o 

es t bornée dès que m est supér ieur à mQ . En vertu de la proposit ion 5. 1, 

il en est de même de la su i te (d im m ( v / g n u ) ) n > Q . P o s o n s 



Z = lim ( d m ( v / g U j ) et h = lim dim ( w / g T ) . Il es t c l a i r que m \ m ^ / 3 n / / m ^ ^ m \ ' 3 n / 

( 0 m ) e s t une s u i t e d é c r o i s s a n t e . S o î t Z sa l imite. P a r hypothèse , nous 

avons lim h = X et , puisque V et W sont q u a s i - i s o m o r p h e s , c e X e s t 
m-*00 

a u s s i le paramètre de V . 
S u p p o s o n s que Z so i t d i f férent de X . Il e x i s t e a l o r s c d i f férent de 

0 tel que Z = X + c . S o î t m, tel que m > m, implique Z = Z et X = h . 1 1 m m 
P o u r tout m, notons n (m) un ent ier tel que n > n (m) implique 

dim ( v / g U ) = Z et dim ( w / g T ) = h . S o i t X un ent ier quelconque m \ ' n / m m > ' n ' m 

et nQ = max (n ( m ^ , . . . , n (m1 + x ) ) . P o u r tout n > nQ et tout i tel que 

irij < i ^ rrij + X , on a dim. ( v / g n u ) - dim. ( w / g n T ) = c . D'où 

m1 + X 
S (dim. ( v / g n L l ) - dim. ( w / 9 n

T ) ) = c X « Cette somme es t donc a u s s i 
1 = rrij 

grande que l'on veut. Ceci contredî t la propos i t ion 5 . 1 . Nous avons donc 

X = l . 

C o r o l l a i r e : S o i t V un (t^ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. S o i e n t 

U = XV + Z T, + . . . + Z T et LI son paramètre . A l o r s (JL = 0 s î et sei p 1 p s 

ment s î la s u i t e des p - r a n g s (dirrij ( v / g n L l ) ) n > Q est bornée . 

C 'es t une c o n s é q u e n c e immédiate du théorème précédent . 

Limite înductive d e s g r o u p e s de c l a s s e s 

Déf in i t ion : S o i t V un (T1 , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. S o î t 

U = XV + Z T, + . . . + Z T , S i m > n , on note j l'appl ication de 
p 1 P s n , m 

V / g U dans V / g U déduite de la multipl ication par g / g . On a p p e l -' n m m n 
lera "extens ions" c e s appl i ca t ions . Leur ut i l i té apparaît dans la p r o p o s i -

tion su ivante : 



P r o p o s î t î o n 6. 1 : S o î t K w / K o une Z^-extens ion dans laquel le 

l es idéaux rami f i é s le sont totalement. Notons V le (T^ , . . . , T s ) - m o d u l e 

d'Iwasawa, l imite p r o j e c t i v e des p - g r o u p e s de c l a s s e s de K n . On 

note c e A-module additivement. S o i t U = XV + Z T, + . . . + Z T . D 'après 
P I P S K 

la proposi t ion 4 . 3 , on a d e s ï somorphismes de sur V / g n U . P a r c e s 

i somorphismes , la norme de 'X , , sur % correspond à la surjec t îon ' n + l n J 

canonique de V / g n + 1 U sur V / g n U . L ' e x t e n s i o n des c l a s s e s d'idéaux, de 

dans %> , , . c o r r e s p o n d à l 'application j , , dé f in ie c i - d e s s u s , n n + l ' n , n +1 

Démonstrat ion : Via l ' i somorphisme de r é c i p r o c i t é du c o r p s de 
c l a s s e , la norme correspond à la r e s t r i c t i o n des automorphismes. Il s ' e n 
suit que la norme de ^ + ^ sur % n c o r r e s p o n d à la sur jec t îon canonique 

de V / g n + 1 U sur V / g n U . Pour tout idéal $ de K n + 1 , on a 

( N K / K CP) A - n / , v 
* n + 1 / , s n n +1 a € Gai + , / K n J 

A. , étant l 'anneau des e n t i e r s de K , Maïs l e s é l éments de 
n + 1 n n / \ f 1} Gai + sont 1 , YP , . . . , Y P e t leur somme correspond dans 

A au polynôme g n + 1 / g n = 1 + (l + x ) p + . . . + (l + x ) p ( p _ 1 ) . 

Nous nous p r o p o s o n s maintenant de montrer que l e s noyaux des 
appl icat ions "extens ions" sont d ' o r d r e s bornés . 

P r o p o s i t i o n 6 . 2 : S o i t V un (r^ T s ) - m o d u l e d'Iwasawa et a 

un q u a s i - î s o m o r p h î s m e de V dans W . S o i e n t U = XV + Z 1 " , + . . . + Z T p l p s 
et T = XW + Zp a ( T ^ + . . . + 2 p a ( r J . Notons j l e s appl îcat îons e x t e n -
s i o n s r e l a t i v e s à W et ï l es appl icat ions e x t e n s i o n s r e l a t i v e s à V . S i 
pour tout n et m te l s que m > n > 0 , l es o r d r e s des noyaux des a p p l i c a -
t ions j sont bornés , a l o r s il en es t de même des o r d r e s des noyaux 

J n , m ' ' 
des appl icat ions î . 



Démonstrat ion : On forme à part ir de a des homomorphismes a' 
et a" qui rendent commutatif le diagramme : 

i n , m 
V / g U » V / g U 

a 

n ' m 
II 

Jn , m 
a 

W / g T > W / g T 

On en déduit que Ker i c a ' ~ 1 (Ker j ) et que n , m > n , m/ 
I Ker i I ^ jKer a'I | K e r j I . Mais jKer a'I e s t borné : en ef fe t , 1 n , m1 ' 1 1 n , m1 1 1 ' 
on peut décomposer a1 de la façon su ivante : 

a' 
V / g n U » W / g n T 

a ( V ) / g n a ( U ) » W / g n a ( U ) 

On obtient | K e r a ' | ^ | Ker a / K e r a fl g n U | . | g n T / g n a (U) | . 

Cette d e r n i è r e quantité e s t bornée : la s u i t e 

T / a (U) > g n T / g n a ( U ) » 0 

es t e x a c t e et T / a ( U ) e s t f ini . 

P r o p o s i t i o n 6. 3 : So i t V un (T^ T g ) - m o d u l e d 'Iwasawa. On 

s u p p o s e que V e s t somme d i r e c t e de deux s o u s - m o d u l e s V ' et V1'. Pour 
1 < i < S . p o s o n s T. = T! + T!', a v e c T! dans V1 et T!1 dans V1'. S o i t ' K i i i ' I I 

U = XV + Z T. + . . . + 2n T ; U ' - XV1 + Z T.1 + . . . + I T ' ; p 1 p s ' p 1 p s 
U1' = XV1' + Z T!' + . . . + Z T". Notons j , j ' , j " l e s e x t e n s i o n s r e l a t i v e s 

p i P s 

à V , V1 et V1'. S i pour m > n > 0 l e s o r d r e s d e s noyaux de m et 

j" sont bornés , a l o r s il en e s t de même des o r d r e s des noyaux des Jn , m ' 3 

appl icat ions j"n m > 

Démonstrat ion : D e l ' inc lus ion U < = u ' © U " , on déduit d e s a p p l i c a -
t ions p n é v i d e n t e s de v / g n U dans V / g n (U' © U1 1) . L e diagramme suivant 



est commutât if : 

V / g n U > V / g m U 

3 Hn m 

V / g (U' © U") > V / g (U1 © u") n , „ m 
Jn , m J n , m 

g n ( u , © u " ) u ' © U11 

Nous avons Ker P — et — es t f ini . g U U 

Donc l e s o r d r e s d e s Ker p forment une s u i t e bornée . D'où le résu l ta t . 

P r o p o s i t i o n 6 . 4 : S o i t f un polynôme dis t ingué . P o s o n s V = A / f A . 

S u p p o s o n s que V so i t un (T^ , . . . , T s ) - m o d u l e d'Iwasawa. S î 

U = XV + Z T, + . . . + Z T et s i j d é s i g n e l e s e x t e n s i o n s r e l a t i v e s à V , p 1 p s 
a l o r s pour m > n > 0 , l e s o r d r e s d e s noyaux des appl icat ions j m sont 
bornés . 

Démonstrat ion : L'appl icat ion j „ e s t l 'appl icat ion de V / g U ———————• n , m ' n 
dans V / g U déduite de la multipl ication par g / g . Introduisons é g a l e -m nr n 
ment i de V / g V dans V / g V , dé f in i e de la même façon. L e diagram-n , m n m 3 

me suivant e s t commutatif : 

Jn , m 
V / g U » V / g U ' 3 n ' m 

Pn p m m 

v / g n V > \J/gm V 

L e s appl i ca t ions B sont l e s s u r j e c t i o n s canoniques . n 
Montrons que pour n a s s e z grand, i n m e s t inject ive . On peut 

remplacer V / g V par Z [ x ] / f Z [ x ] + g„Z [ x ] et c o n s i d é r e r \ n m n p p n p n , m 
comme une appl icat ion de cet anneau dans Z [ x ] / f Z [ x ] + g m Z [ x ] . S o i t 

P un polynôme appartenant à Z [ x ] et dont la c l a s s e s e trouve dans le P 



noyau de i n m . Cela veut d ire ( g m / g n ) p = 0 mod ( f , g m ) . Il e x i s t e donc 

un polynôme Q tel que ( g m / g n ) P s ( g ^ g ^ g n Q mod ( f ) . Mais g m / g m _ 1 

est un polynôme dist ingué i rréduct ib le de Z p [ x ] . L e s polynômes g ( T | / g m j 

ne sont pas a s s o c i é s deux à deux. Donc, pour n a s s e z grand, f e s t p r e -
mier à g m / g n et la congruence p r é c é d e n t e implique P = g n Q mod ( f ) . 

D 'autre part, il e s t c la i r que Ker p n = g n V / g n U est d 'ordre borné. 

Ceci termine la démonstration. 

m 

P r o p o s i t i o n 6 . 5 : S o i t mQ un ent ier et V = h/p °A . So i en t 

( T J , . . . > T
s ) d e s é l éments de V . Notons j l e s appl icat ions ex tens ions 

r e l a t i v e s à V . L e s o r d r e s d e s noyaux des appl icat ions m sont bornés . 

Démonstrat ion : On c o n s i d è r e le même diagramme que précédemment ; 

J n , m 
V / g U » V / g U ' n ' m 

Pn r m 

V / g n V > V / g m V 

et on v é r i f i e que i e s t inject ive . n , m 

On déduit a l o r s des propos i t ions p r é c é d e n t e s et du théorème 2 . 9 le 
résul tat suivant : 

Théorème 6. 6 : S o i t V un ( t 1 , . . . , T g^-module d'Iwasawa. So i t 

U = XV + Z T. + . . . + Z T . S o i t pour 0 ^ n < m , j L'application p 1 P S ' Jn , m 
de V / g U dans V / g U , déduite de la multiplication par g / g . L e s ' a n ' m ' nr n 
o r d r e s d e s noyaux de c e s appl icat ions sont bornés . 

Définit ion de la limite inductive A des V / g n U : S o i t toujours V un 

(T, T ) - m o d u l e d'Iwasawa, U = XV + Z T. + . . . + Z T et J ^ i s* p i p s n ^ 
l'appl ication ex tens ion de V / g U dans V / g U . L 'ensemble des ' n ' m 

m 



( v / g n L l ) n > 0 muni des homomorphîsmes j n m const i tue un s y s t è m e 

inductif de A -modu le s . Nous posons A = lim ( v / g n L l ) . Nous d é s i g n o n s 

par j n l 'appl icat ion canonique de v / g n U dans A et par A n son image. 

On sa i t que Ker j = U Ker j et que A = U A . n n • m . n m > n ' n > 0 

P r o p o s i t i o n 6 . 7 : On c o n s e r v e l e s mêmes notat ions : La su i t e 

double ( S [dim. ( v / g n u ) - dim. A n ] ) n > Q e s t bornée . 

m > 1 

Démonstrat ion : A part ir de j n , on forme une s u i t e exac te : 

0 » K _ * v / g U + p m V > A / p m A * 0 . L e premier terme n , m ' n n' n 
K es t d ' o r d r e in fér ieur à Ker j . C e s noyaux sont d ' o r d r e s bornés , n , m n 
D'où le r é su l ta t . On déduit immédiatement de ce t t e propos i t ion le théorème 
suivant : 

T h é o r è m e 6. 8 : On c o n s e r v e l e s notat ions introduites c i - d e s s u s et 

l e s notat ions du théorème 5 . 5 , liant l e s p m - r a n g s et l e s paramètres X et 

du A -module V . P o u r tout m, la s u i t e (dim A - r p n ) ^ - es t bornée ' \ m n m /n > 0 
en n . S o i t m tel que r = 0 . S i m > m , a l o r s la su i t e (dim A ) ^ ^ o M m o ' \ m n / n > 0 o 
e s t c r o i s s a n t e et s ta t îonna ire . S o i t a sa l imite. La s u i t e ( a ) ^ „ est m \ m/ m S 0 
une s u i t e d é c r o i s s a n t e et s ta t îonna ire . La limite es t X. 

L e c a s p a r t i c u l i e r trai té dans la propos i t ion su ivante a son impor-
tance : 

P r o p o s i t i o n 6 . 9 : S o i t V un (T^ , . . . , T g ) - m o d u l e d'Iwasawa. So i en t 

U = XV + Z T, + . . . + Z T , j l 'appl icat ion ex tens ion de V / g U dans p i p s , J n , m ' 3 n 

V / g m U , X et (i, l e s p a r a m è t r e s de V . On s u p p o s e que |j, = 0 et que l e s 

appl icat ions j n m sont in j ec t i ve s . A l o r s , X e s t la l imite des p - r a n g s de 

V / g n U . D é p l u s , pour n a s s e z grand, g n U / g n + 1 U e s t l ' ensemble des 

é l éments de V / g n + ^U annulés par p . 



Démonstration : Comme (j + x ) P = 1 mod (h ) , nous en déduisons 

, 1 / 9 = P m ° d ( h « J . Dés ignons par N , , „ l'application canonique n + l ' n \ n/ n + 1 , n 
de V / g n + ^U sur V / g n U . Nous déduisons de la congruence é c r i t e c i -

des sus , que N j o j . est la multiplication par p dans v / g U . n T 1 ^ M n y n T 1 n 

S i ( v / g n U y p ^ dés igne l 'ensemble des é léments de V / g n U annulés par 

p , nous avons donc j n n ] ( ( v / g n u ) ^ ) c Ker N 1 = — — Q . Comme 
' ' 9 n +1 

Jn n + 1 e s t ' n J e c t ' v e » nous en déduisons dirr^ ( v / g n u ) < dirn^ Ker N n + 1 n . 

Mais pour n a s s e z grand, nous avons (puisque p, = 0) , | Ker N
n + 1 n l = P \ 

D'où l ' inégalité dirn^ ( v / g n u ) < X. Reprenons les notations du théorème 5 . 5 

Nous avons donc = = . . . = X. Nous avons auss i l 'égalité 

J'n , n +1 ( ( V / 9 n
 U ) ( P ) ) = K e r N n +1 , n ' D ' o ù 1 ' o n d é d u i t 

( v / 9 n + 1 u ) ( p ) = K e r N n + 1 > n . 

Exemple : Groupes des c l a s s e s re la t ives dans une Z^-extension a b é -
lienne d'un corps imaginaire. 

So i t K^/K une Z - ex tens ion te l le que K„/Q soit abél ienne et K 00' o p o 
imaginaire (une te l le extension est obtenue par composition de Kq avec la 

Zp -extension cyclotomique de Q). Pour tout entier n , soi t K+ le s o u s - c o r p s 

de K réel maximal. Soi t K + la réunion des K + . L e s degrés |~K : K+1 et n 00 n L n nJ 

[K^ : K+] sont égaux à 2 et K + / K + est une Z^-extension. Nous notons 

% le p-groupe des c l a s s e s de K n et %> le p-groupe des c l a s s e s re la t ives 

de K n , c ' e s t - à - d i r e le s o u s - g r o u p e de % n formé des c l a s s e s d'idéaux dont 

la norme relativement à + e s t dans la c l a s s e principale de K+. Soi t 

<7 la conjugaison complexe. 
Pour montrer que la sui te des o r d r e s des groupes %>~ vér i f i e une n 

relat ion analogue à c e l l e v é r i f i é e par les o r d r e s des groupes , il est 



CToo+1 

n é c e s s a i r e d'étudier d'abord les quotients % J % . Ceux-c i , munis n n 
CToo+1 CToo + 1 

des homomorphismes de % / X dans 'W / % déduits de la norme m m n' n 
re la t ive à K ^ K , forment un s y s t è m e project i f . S o i t R sa limite. De la 

même façon qu'au paragraphe 4 , on peut introduire des ex tens ions non 
rami f i ées M./K. qui correspondent par le corps de c l a s s e au quotient 

CToo+1 

. de % . : il apparaît a l o r s des é léments T̂  T de R et 

on obtient l 'analogue des propos i t ions 4 . 3 et 4 . 4 : 

Propos i t i on 6 . 1 0 : L e A-module R est un ( t 1 , . . . , T g ) -module 

d'Iwasawa. S i on suppose de plus que les idéaux ramif iés dans K^/K 

le sont totalement, a l o r s pour tout ent ier n , on a des isomorphismes : 

a +1 , Z Z , p n - 1 
V * r T = R/[R Y t ^ . . . T s

p ] + Y . 

C o r o l l a i r e : Il e x i s t e des e n t i e r s pos i t i f s u.-, X et un entier relat i f 
a0 0+ 1 

v tel que pour n a s s e z grand, l e s o r d r e s des quotients ^ so ient 
- n , , - , -

x u p + X n + v égaux a p r K 

La même re lat ion est v é r i f i é e par le groupe des c l a s s e s re la t ive s 
a0 0+ 1 

: lorsque p est impair, a l o r s X / % est isomorphe à % . n ' n' n n 
L o r s q u e p = 2, l e s o r d r e s de c e s groupes vér i f ient la re lat ion : 

CT^+1 
/ % I = Q | H 1 . où Q est "l ' indice des unités" de H a s s e relat i f 1 n' "un 1 n 1 n1 ' n 

à Kn« Cet indice vaut 1 ou 2 et pour n a s s e z grand il es t constant 

(H. H a s s e ; Uber d ie Klassenzahl abe l scher Zahlkorper . S a t z 2 9 ) . On en 
déduit le c o r o l l a i r e : 

Coro l la i re : En plus des e n t i e r s et X , il e x i s t e un entier relat i f 
v ' " tel que pour n a s s e z grand, l e s o r d r e s des groupes de c l a s s e s re la t ive s 
soient de la forme : 



/ v l l t l 
Cons idérons maintenant l ' e x e m p l e : K = Q P : K = Q \ p J , o n 

a v e c p premier impair. So i en t X , p, l e s paramètres re la t i f s aux groupes 

"X et X~, (J- les paramètres re la t i f s aux groupes Dans c e cas , 

K n /Q est cyc l ique et les appl icat ions extens ions de ~ dans + 1 sont 

inject ives . La su i te des groupes de c l a s s e s r e l a t i v e s é tud iée ici r e l è v e 
donc de la proposi t ion 6 . 9 . On obtient a l o r s la réc iproque de la propriété 
c i t é e en exemple au paragraphe 4 : 

Propos i t i on 6. 1 1 : S i p est un nombre premier i rrégu l i er , c ' e s t - à -
d ire s i e s t di f férent de 1, a l o r s l'un des deux paramètres X ou p, es t 

non nul. 

En effet , on sait que s i p es t i rrégu l i er , le groupe des c l a s s e s r e l a -

t ives de n 'es t pas réduit à 1. Comme l 'extens ion des c l a s s e s r e l a -

t ives e s t inject ive, on a lim dim. 9ê / 0 et la proposi t ion 6 . 9 montre que 
n-*00 n 

X~ ou pT est dif férent de 0 . Comme on a l ' inégal i té 

P," p n + X~ n + v1 ~ ^ |i, p n + X n + v , on en déduit que X ou JJ, n 'est pas nul. 

Remarque : En fait, on a plus préc i sément , dans la proposit ion p r é -
cédente , X différent de 0 . En effet , |i e s t nul d 'après le travail de F e r r e r o 
et Washington : The Iwasawa invariant |j, wani shes for abel ian number 

f i e lds , AnnaIs of Maths 1 9 7 9 . 
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