TABLE NUMERIQUE DU NOMBRE DE CLASSES ET DES UNITES

Marie-Nicole GRAS



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

I - GENERALITES SUR LES EXTENSIONS CYCLIQUES REELLES DE
DEGRE 4 DE @ ; NOMBRE DE CLASSES ET UNITES

1) Description des éléments de K

2) Structure du groupe des unités de K
a) Détermination de I'indice QK
b) Propriétés de Q
3) Nombre de classes et unités de K
a) Rappel des résultats de H., W, L eopoldt
b) Majoration de h = <[E] : | F ]>
X X X
c) Détermination de h et ¢
X
d) Calcul de QK

e} Calcul du nombre de classes h de K
4) Présentation des tables

5) Corps cycliques réels de degré 4 admettant une une unité

x-relative telle que s = ~l etr =<6

Il - CLASSES DE k QUI DEVIENNENT PRINCIPAL ES DANS K

Il - TABLE NUMERIQUE

BIBL IOGRAPHIE




INTRODUCT ION

Soient K une extension cyclique réelle de degré 4 de Q et k son
sous~corps quadratique, Dans [4] , hous avons déterminé le nombre
de classes et les unités de K et étudié le probleme de la "capitula~
tion" des classes de k dans K, Dans ce travail nous donnons les dé-
monstrations de quelques propriétés, seulement énoncées dans [4] ,
et nous publions dans la partie Ill la table humérique des résultats
obtenus pour les 1536 corps K de conducteur inférieur & 4000 (nombre
de classes, unités, capitulation) ; nous n'avions publié dans [4] qu'un

court extrait de cette table,



1 - GENERALITES SUR LES EXTENSIONS CYCL IQUES REELLES
DE DEGRE 4 DE @ ; NOMBRE DE CLASSES ET UNITES.,

1) Description des éléments de K,

Soit K une extension cyclique de degré 4 de Q de groupe de Galois
G = (o) et de sous~corps quadratique k., Soient f le conducteur de K,
m celui de k ; alors f = mg et le discriminant de K est égal a mfz. Puis=~
que K a pour conducteur f, on a K c @(f)
Gal ( () \ * () .

Q@ '/Q@)= (7/f7)" , dont le noyau est Gal (@' '/K), qu'on appellera

caractere de K (il est unique & inversion prées et est d'ordre 4), Le corps

et 1l existe un caractere X' de

K sera réel si et seulement si X'(-]) = 41,

Commengons par énoncer sans démonstration les résultats suivants

démontrés dans [5:] :

(i) Décomposition en facteurs premiers de f et m,

Pour touti=0,1,,..,n, P; désigne un nombre premier congru a 1
modulo 4, et g un entier sans facteur carré impair ; on désigne par vz(g)

I"exposant de la plus grande puissance de 2 qui divise g; alors on a:

o) si m est impair, f = PoPj++- Pg€tmM=pp, ...p,, avec
vy(9) =0,20u 3 et (mg) =1,
g8) si m est pair, f= 24p] pn(g/z) etm = 23p] .+. P, avec

vo(g) =1 et (m,g) = 2.

(i) Dénombrement des corps réels de conducteur donné,

Supposons que f et m soient donnés ; on considere I'ensemble des
corps cycliques réels de degré 4 de conducteur f et dont le sous—corps
quadratique a pour conducteur m, Si f= 0(8), le nombre de ces corps
est égal a 2" (et il y a autant de corps imaginaires), Si f £ 0(8) , le nom-
bre de ces corps est égal & 2" ou 0 (le nombre de corps imaginaires est
alors respectivement égal i 0 ou 2™, En exprimant convenablement la
condition x'(-l) = +1, on montre que les corps sont réels si et seulement
si ]—Ts =+, olus,=-1ets_= (-1 )(p-l )/ep si p est impair, en désignant

p|f P 2 P
par ep I'indice de ramification de p dans K. Dans tous les cas, ces dif~

férents corps sont caractérisés par les différentes décompositions de m

sous la forme m = a2+b2, a et b de signes fixés, b pair : on a K = kl(y),



+ VmZia

gVW 5 (tout choix de sighes donnant le méme corps).

avec \‘, =

(iii) Base de Kq(i)/a(i).

Soient ¢ une racine primitive £18M€ de 1unité 6=Tr (g) et
’ ()
1 1 ? /K
r = !r(x'— ) = oox' (x)gx, x! caractere de K ; alors
x mod f
2 3
t =86 - i0? - 6° +1i8° . Les éléments | , M, r et 7 forment une base
de K@(i)/a(i), avec le formulaire de multiplication suivant :
TT = f’
2 . _2 .
< = gla+bi)|m , - =gla-bi)\m,

\m = (a+bi)F et \m7s=(a-bi)r.
Ces formules permettent de déterminer les sighes de a et b (ils dépendent
du choix de la conjugaison g). Dans la table, nous ne donnerons que les
valeurs absolues de a et b,

Tout élément o de K s'écrit alors de manigre unique :
4o =t + z\(mM + (x+yi)r + (x-yi)7, t, 2z, X, y€ @, et ¢ est un entier de K si
et seulement sit, z, x, y€ 7 et vérifient les conditions supplémentaires :

) si m est impair : t = z(2), -t% = gx(2) et t—TZ

g) si m est pair : t = 0(4) et z = 0(2).

ay(2),

On pose o = (t, z, X, y) ; on appelle t, z, x et y les coordonnées de y.

Dans le cadre de cette représentation des éléments de K, on obtient

les propriétés suivantes :

(iv) Base de K/Q .
2 3
Onanq= (9 - e° > - i(ec -e° > ; on déduit des égalités r7="f et

2
-rz + ?2 = 2ag\m que (9 -6° )2 = f-i-—%gia= g\/ﬁv_—i;—a. En fixant le signe
2

de a, onadonc y =6 -e° ; on en déduit que :

b4
4a=t+z\/'r‘n'+2x¢+2yw°, avec
2 2e
2y =f+agfm , 2y =f-ag|m,
2y y° = -bg\Tm,

Wm=ay -by® et O\m=-by~ay®.



(v) Polynome irréductible de ¢ sur Q.

Soit o un élément générateur de K, On a

2
2<Q/+a/c,l ) =t + ZW et
2
lGa] o _ 42y mZ? - 2f<x2+y2> + 2{m [zt - g(a(xz-yz) - 2bxy>] .
On en déduit que Irr(y,Q) = ><4 - S]X3 + szxz - 53x + 54, avec
S, =t,
852 = t2 + mz2 - 2<x2+y2)f + 2<t2-m22> R
_r.2 2 2, 2 2 2
165, = [t° + mz” - 2<x +y >fjt-zmz[tz - glalx®-y?) - 2bxy)j,
2 2 2 2 2 2 2 2
256S,, = [t +mz” - 2<x +y jf] - 4mftz -g<a(x -y?) - 2b><y>] .
- - , — +
(vi) Unités o de K telles que NK/k(q) =1,
l+o‘2 +
Soit ¢ un entier de K ; on a y =s = ~1 si et seulement si :
t2 + mz2 =16s + 2f(x2+y2>
et tz = g[a(xz-yz) - 2bxy].
On a alors
Irr(y,Q) = x 2 tx3 4+ rx? Cstx 41 ,
t2 m22
ol r = ———z— + 2s,
2) Structure du groupe des unités de K,
a) Détermination de Ilindice QK .
Soit y =x' + X'—] ; alors 4 est un caractere rationnel de @(f) et K
est fixe par le noyau commun de y ! et X'-] ; 1l est donc de la forme K = K ,

X
au sens de H, W, L. eopoldt [7] . Soit EK le groupe des unités de K ; alors

IEKI (groupe des valeurs absolues de E,_ ) est un 7-module libre de rang 3

K
que l'on munit canoniquement d'une structure de Z[G]—module, en posant

lu‘o = |u°| pour tout u € E.

Si on applique la définition de H, W, L eopoldt pour les unités

x —relatives, on obtient qu'une unité w de K est y~relative si et seulement

l+c'2 +

siw = -1, Soit E le groupe des unités x~relatives ; puisque
X



77}/ +02) est isomorphe & 7[i], on considere |EX| comme un
Z[i]-module ; il est libre de dimension 1, donc |E | ~7[i], et il existe

X
une unité y -relative eX génératrice (dans I'isomorphisme Z['G:]/(l +cz)=z[i] ,

i correspond a ¢ ; ainsi tout élément u de E s'écrit de manigre unique
X X

u =X¢ p,+\)c, w, v € Z). Soit E_le groupe des unités de k. Soit EX e

X X
"

sous-G-module de EK engendré par E, et I'-_'x ; alors |ET = lEkl ) ]Ex|

et si €, st un générateur de E, . toute unité w de EX stécrit de fagon

unique w =i€o)‘ exu"‘\"” Ay, vEZ. Onpose Q =<'EK’ : ]EK|>.

Alors on a :

Pr ition1 .-SoitQ, =(|E_] : |E E > :
oposition oit Q <| K‘ | kl o | Xl ’
a) On a QK =1 o0ou22et QK = 2 si et seulement s'il existe une "unité de

Minkowski" ¢ pour EK (i. e, telle que toute unité de K s'écrive

2
+ Ao+
_e)\“' Vo;)\’uy\)ez)'
b) Soient €y Un générateur de Ek et eX un générateur de E , L.es con~-
X

ditions suivantes sont équivalentes :

(i) =2,
i QK )

(i) il existe ue E telle que G to o e,
(iii) il existe ve E telle que oot €,
(iv) il existe we E,_ telle que w21 1_5;

K €o ex
lorsque ces conditions sont réalisées, w est une unité de Minkowski de
EK et on peut choisir u et v de telle sorte que u=v =w,

Cette propriété est démontrée par H, Hasse [5] et aussi par
L. Bouvier et J.J. Payan ['1 ] . Nous avons retrouvé directement ce résul-
tat en déterminant toutes les structures possibles de G-modules 7-~libres

. . < 2, 3 .
de dimension 3 annulés par la "norme!" 1 +o+¢~ +g ; le résultat est le

suivant :

Proposition 2 , - Soit G = {(¢) un groupe cyclique d'ordre 4 ; soit

M un 7[G]-module 7-libre de dimension 3 tel que pour tout uec M,

2,3 2 2
yltote e =1. Soit M* = {uc M,uH—c =1} et soit M® = fue M,u” =u}.



. . N =1
Alors en écartant le cas trivial ou G opere sur M par u =u pour tout u,

on a M* =~ 7[G}/(1 +52) =~ 1] et M2 c M @ M® c M ; soit QM=(M:M* o M%),
alors nécessairement QM =1 ou2et:

(i) si QM =1, alors M= (cz-l )Z{G] xZ , G opérant sur 7
par (1) = =1 ;

(ii) si Q,, =2, alors M= Z\’G]/(l +c+52+c3) .

Démonstration :

2
(i) M~ 7z[i] : on a M* = {ue M, u'te

M* est un z[G]/( +cz)—module, donc un Z[i]-module ; on vérifie que Mx

=1} ; donc

est sans z[i]-torsion ; donc M* est isomorphe & un idéal de Z[i] ; comme
MX est de 7-rang compris entre 0 et 3, ona M = (1) ou M ~ z[i]. Si

M*=(1), comme M]+°cM*, onaM]+°=(1)
ul+c‘

; donc pour tout ue M,
=1, cl'est-a-dire que u° = u_1 (alors M = 23 , G opérant sur 7 par
¢(1) = =1) ; cette situation n'est pas possible pour un groupe d'unités, On

suppose donc M =~ Z[’i] ; soit u* un générateur de M* ; une 7-base de M*
est <u ’ u°> .
* X

(ii) Etude de M° et M*M® : Soit M° = fueM, W’ o= ul ;
alors M* n M® = (1) et M*M® = M¥ e M° ; comme 2 = (1 -cz) + {1 +c‘2), on a
M2 c M¥ @ M0 c M. Comme M et M2 sont deux Z-modules libres de rang 3,

on a dimZ M* + dimZ M® =3 ; donc dimZ M® =1 ; soit u, une 7~base de m° ;
2 2
comme u® ¢ Mo, onau’ =d qui conduit a u® =ur =u , et )\2=1.
o o o o o o 2 3
[« [«} ]+O'+°' +¢ =1

L 'lopération u- = u est impossible sur u 74 1 car u” =uetu

entrainent u4 =1, soitu=1, Onadonc ) =-1,

(i) Etude de @, : Soit Q,, = (M: M* @ M®) ; comme

M2 c M* o MC c M, onaQ, =1,2,40u8,
a)SiQM=I, onaM=M*€9M°;alor's
M = (gz—])Z[GJ xZ , G opérant sur 7 par g(1) =-1 ; on vérifie en effet que

I'on définit un isomorphisme de G-modules gréce a I'application :
2
(6“-1)7[6]x7 —— M* @ M°

<(°_2_])w , n)o———> u;‘z UZ'



B)SiQ, =2, soitue M, ug M @M. Il est

2
impossible que u] o - u?‘ , A\ € 7, sinon on aurait -%\e M*, clest-a-dire
u
o
2
1+g UZ}\+1

(o}

uc M @ M° , Ce qui est absurde ; donc u = , A€ Z et en modi~

fiant u modulo Mo , on peut supposer que ul to uo. Il est impossible

1 1 1
queu+°eM+° +g=v]+°,v eM*,soit

hVA * 2 *
Yye vyt o - : u e _(u lestod
<v ) <v > , dlol en appliquant a nouveau ¢, <v \ —<v >, clest-a-~
* * * *

dire & € m° , ce qui est absurde, En modifiant u modulo M (ce qui ne

* 2
changepasla relation u] to o uo) oh peut supposer que u] to o u_x_. |

2

T+e™ _ us et u]+§ =u_ . |l existe

*
1 ,
=u_ etu to U . Il en résulte

, sinon on pourrait écrire u

existe donc ue M, u¢d M* @ M®, tel que u

2
doncue M, ug M* @ M®, tel que ul te

que u est un générateur de M et que M= 7[G]/(1 +g+qz+gs).

y) SiQ, =4, ona (M* @& M : M%)
deux classes dans M* @ MO/M2 : M2 et aMz , a € M* ® M°. Soient u—x— et uo

, Pl 2 2
les générateurs de M—X— et Mo ; alors u* 62 aM” et ug € oM™ ; donc u_)(_u0 €M
et u u =v2,veM ; donc (u u) =v2“-°)=u2;donc
* O 2 ( ) %* O *
1-g 1+¢,(1 -0 1+¢ 5% 1
u =v = (v ) jorw, =V € M ;doncu*=w*
impossible,

= 2 ; on a donc

2
1;o

=@ ce qui est

5)SiQM=8, on a M2

= M* o M° ; soit u le géné-
2(1 +o'2)

2
+g =1

1
=1, donc v

rateur de M* ; doncu, = vz, VE M; mais v ,
*

donc v ¢ M , ce qui est impossible,

Corollaire ., -~ Les seules structures de Z[G]—modules a priori possibles
pour le groupe des unités d'un corps K cyclique réel de degré 4 sont les

deux structures énoncées dans la proposition | et caractérisées par la valeur

deQK.

b) Propriétés de QK .

SiQK=1,touteunitéwdeE slécrit w = s Ay by VEZ;

K €

donc NK/@(W) = +1,



2 . pa ]—
vérifiant ez =t ¢

Si QK =2, il existe2 une unité ¢ de Ex €, ex ; ona

1+ + 14+g + .y .

alors ¢ = o~ eX , € =-€, et ¢ est un générateur de EK' Toute unité
2

wde E  s'écrit w = + }\+}JJ§+\)° s Ay by, vVEZ et N (w) = (N (€)>X+u+\) ’

K K/a K/a

1 +g+ez+c3 1 +erz 1+e
oh a aussi =e ey, -
X

Soit p le rang de I'homomorphisme de E  dans {tl }4 :

K
. - (=2 . [« . & .

€ —> (s;gne (¢), signe (¢¥), signe (¢” ), signe (g )). On sait d'apres

[2] que p = 4 si et seulement slil existe une unité de EK de norme absolue -1,

On a donc la proposition suivante (qui se trouve aussi dans [5]) :

Proposition 3 . - Soit @ = (|E,| : |E, | @ |EX|>.

(i) S'il existe une unité u de E, telle que NK/@(U) =1,

K
alor‘SQK (e ) K/k(e )— / (€)=—] etp=4.
(i1) Si toute unité de E,  est de norme absolue +1 , alors
p = <3 et:

ou bien Q‘K =

ou bien Q= 2 et Nk/@(e K/k(e ) = K/@(e) =41,

On établit simplement des conditions nécessaires pour que QK soit

égal a 2 ; on a en effet la proposition suivante :

Proposition 4 . - Soit €, = (t, z, x, y) I'unité y-relative génératrice
de EX ; soit ¢  un générateur de E,_ et soient s = K/k (e ) et S, = k/@(e ).

On a QK =1 lorsque I'une des conditions suivantes est vemfiée :
s # Sy
sy L2
(i) t“£16s mod, ¥,
(iii) il existe p = 3 (4) qui divise f et, s ou s, est égal & -1,

(iv) g = 4g', g' impair et, s ou s, est égal a -1,

Démonstration :

(i) Il résulte de la proposition 3,
(ii) Supposons que Qg = 2 ; soient ¢ = (T, Z, X, Y) et

e =1(t,z,x,y) ; de I'égalité ¢ =ie]+°, oh déduit que
X

47

* 29[b(x%-¥?) + 2axY] ; or b est pair, donc b = 2b! ; alors



z =tg[b'(X2—Y2) +a><Y:| ; donc z = 0(g). Or d'apres le §1, (vi), on a
t2+mzz=165+2f(x2+yz);doncsiQK=2, onatZEIGSmodf(ona

t2 mzz
alors r =—:r—+25 = 6s mod ).
(iii) et (iv) D'apres [2] , s'il existe p = 3(4) qui divise
f, ou si 4 divise exactement f, alors NK/Q (u) = +1 pour toute unité u de K ;

en appliquant la proposition 3, on en déduit le résultat,

3) Nombre de classes et unités,

a) Rappel des résultats de H. W, L eopoldt [7].

Soit Itunité cyclotomique y ~-relative génératrice ; on rappelle que
n X ’

“x se détermine de la maniere suivante : soit {1 un systeme de représentants

modulo f correspondant & éai (@(()f)/K> ; Soit £ = exp (-'?E) et soit

®= T (ga—g-a>. D'apres [7], I'extension K(g)/Q est abélienne et si
acu —
g désigne un prolongement de ¢ a K(@), alors = @1 I
et uN = ﬁ] *9 est une unité x—relative de K, Soit F le sous-module de E
X X
engendré par n ; alors F_ est d'indice fini dans E_ et |F | est un sous-
X X

est une unité de K

z[i]-module libre de dimension 1 de |E | ; on a donc m = T ehTVo e
X X

(15,1 1F 1) =u®y2.

D'lapres [7] , le nombre de classes h de K est donné par la formule :

h =—§-K-h h_, ol h désigne I'indice de |F | dans |E |, h_ le nombre de
X © X X X °

classes de k et QK Itindice de |EK| dans 'EK‘ . Ces résultats sont aussi

démontrés dans [5] sous uhe forme voisine,

b) Majorationde h ={|E | : |F | ).
ajor |oneX (l X‘ |x|>

Proposition 5., - Soit E le groupe des unités y—-relatives de K ; soit
X
F le sous-module de E engendré par |'unité cyclotomique n ; soit
X X

hX = (|Ex| : \Fx|> ; alors :
4 (I_og l M )2 + (‘Log | Pq;| )2
f—6)2 :

(Los 5™

I
>



-10 -

Lemme : Quelle que soit I'unité y-relative non trivialeu de K, on a
X

2 3
Max (ui,uic,uje ,uic )2—f56 .

Démonstration : Soit  le polynome résolvante de L_agrange ; pour

tout ¢ € K*, on a

o oz c3 o cz 03 o cz 0'3
@(a,a YO SO >=<a+ia -y -l ><cv—ia -a tig )

2 3
= (a=a® )*+ (o7-0" )"
=lo~« tloe -o .
On sait que si ¢ est un entier de K n'appartenant pas a k, alors

2
o . . .
S (a’ac’ac , O > est un entier rationnel non nul multiple de f,

Soit u une unité y-relative de K autre que g ; alors :
2 3 2 3
f_<<u -u° >2+ (ua—u° )2= u2+u26+u2° +u2° s
X X X X X X X X
2 3
<6+2 Max(uz,uzc,uza ,uzo >,
5 X X X X 2 3
puisque u] to oIy et que parmi les quatre éléments u2 , u2g’u25 et u2cr ,
X X X

deux sont inférieurs 4 1, Donhc quelle que soit |tunité X-relative non triviale

u dekK, ona

X 2 2e 202 253 f-6
Max<u , U 7, u ,y U )2—-.
X X X X i 6
L.e plus petit conducteur possible de K étant f =15, on a toujours 5 >1,
Nous allons donner deux démonstrations de la proposition 5, l'une
étant I'application directe des résultats de- [3] , llautre utilisant des

arguments géométriques plus élémentaires,

Premiere démonstration : On applique le théoreme Il 1 de [3] , p. 106,
On considere la fonction résolvante de Lagrange § de degré d§ =23 o0n
obtient, d'apres le lemme, que pour toutu € E , uX ;é t ,
2 3
Max<u2,uz°,u2° ,uze )2%—9>1;
X X X X
m, (F,) m., (F,)
onadonch < X_X ( ] I_ogf_6>_2 oti—X—2_ est une constante
2d 2 ? m
oMy 2 X

géométrique explicite :



-11 =

D'apres le corollaire 111, p.110, onaq (F ) R (F )/2, ol
X X
RX(FX) désigne le y-régulateur de F_ :
X

2 3
RX(FX) = (Logln | -l_og| 'ﬁ ‘) (LOQ! 'q;| -Log]| 'f( ‘)2

= 4<<L_og| -nxl >2 <+ (l_ogl "f‘;l )2> .
Dtapres les définitions de la p, 103, on a

9 = {x = (x

X 3,4’lxi151,i=213’4}’

Vo= {x o= (x ,xz,x3,x4), Xy ¥Xg =0, X, 4%, =0} ;

X
alorsm estlamesuredeD =% NV . Onh adonc
X X X
DX = {x = (x; , %g, =% , =X,), ]xll <1, sz’ <1}
= {x,(1,0,-1,0)0 +x,00,1,0,-1), |x, | =1, |x,| =1}
Or les vecteurs (1 ,0,-1,0) et (0,1,0,~1) sont orthogonaux et de longueur

\/2 ; donc mX = (2\/5)2 =8,
(o5 o )

Onadonch < Z

X 2x8

(oalmyl )" + (Lool ] )°

(L° f26>

Deuxieme démonstration : Soit .nx I'unité cyclotomique y-relative géné-

clest-a-direh <4
X

ratrice ; on cherche s'il existe y et y € 7 et une unité ¢ ¢ E tels que
X X

|nxl =1]€ |u+\)°;si ceci a lieu, on a
BoNTG poty
p‘z_l_ 2 o u2+\)2 02 1 0‘3 o
= \Y = 3 - t = - .
e | =1 1 " el = [¥ 7Y, el | = fer et [l | = e
On doit avoir, d'apres le lemme :
ol =y0 ontue 2—L§+320‘ oV =0
uz+v pz”z u2+v u2+vz i_6
max (| =, | I | NN I | )= 152
Or pour tout u,v> 0 et tout x,y € 7, l'inégalité
2X 2y

2 2 2 2
JOTY oty 23‘_;_6_ est équivalente a I'inégalité
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clest-a-dire

2 2 2
x“+y x“+y

x2+y -2x—-l‘°$€ 2y -—E-M<Opuisquef'2'6>l,
LLog > LogT

Ceci est équivalent & ce que le point (x, y) soit intérieur au cercle d'équa-

tion X2 +VY _z—ﬁg”—x-zﬁg—"—v-o

f-6 -6
L.og > 5
Log|n,| Log|, |
Soient 8o = —F g Y T g- L. e point de coordonnées (y ,v)
Log—— Log—5—
2 2
est donc intérieur a |'un au moins des quatre cercles :
e A R
x2+Y2-230x+Ze]Y =
, 5 (eg: =€)
X7 +Y —23]><-2eOY =0,
(81 ’802
><2+Y2+220><-231Y =0,
(_21’_80)
><2+Y2+22]X+220Y =0, (-2, 24)

On a donc p,2+\)25 4(e§+g]2) ,

2 2 <L°9‘ﬂx‘\)2+<'—09lﬂ;|>2
soit p” +v <4 (|_ ram 6>2 .
og

2

c) Détermination de h _ggx .
X

On détermine n numériquement (voir paragraphe 4) ; on applique
X

alors la méthode de dévissage des unités cyclotomiques décrite dans [3] ,

IV, 1. Leprincipe a été décrit en détail dans [4]. Rappelons que :
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(i) on effectue d'abord le dévissage en 2 (on sait d'apres

[5] que hX est pair si et seulement si f est composé) ; soit zd la plus grande
puissance de 2 qui divise h et soiteg ['unité dévissée au maximum en 2,
on a " =”, ¢ € 7[i] de norme 2@ :

(ii) on teste ensuite la divisibilité de h pour les nom-

bres impairs ¢ <e =p, p premiersip=1(4), p = qz, q premier si g= 3(4))

classés par ordre croissant et inférieurs a

- (Loslny|)*+(Los|n7])®
2d <Logf5—6>2 ’

-relative génératrice ¢ . On remarque que s = N (¢ ) =N (0 ).
X g X 9 K/k €y K/k'®y

On obtient ainsi la valeur de h et de ['unité
X

d) Calcul de QK.

Le calcul de QK se fait de la maniere suivante : soient €, Un généra-

k
it) : soi = = ' iti
°, suffit) ; soient s, Nk/@(eo) et s NK/k(ex). D'apras la proposition

teur de E, et ¢ un générateur de E déterminé en c) (en réalité, I'unité
X X

4, (i), s# S, entrae Q =1 et lorsque s = s,» ona Q =2 si et seule-
ment slil existe ¢ € EK telle que 32 = teo e] _°. Deux méthodes sont alors
X
possibles :
. . _ 1-¢ e o~c
(i) Soient w = leo eX [, W, [eo eX |,
2 3 | 3
w,=Vle el T° | et wy=\[eg el T|; il estfacile de vérifier
o X o X

(cf [3], temme IV, 1) que w ¢ K si et seulement s'il existe des hombres
8g0 8 g€t 8 3€ {-1, +1} tels que le polynome
<) <}

P=(X-w)(X- 6awc) (X - 6°2w 2) (X -5 aW 3) soit & coefficients entiers
o

& c

rationnels, On calcule en réel les quantités w, Wa’ wo, et w 3 et on déter-
(<] <]

mine les polynomes P pour les différentes valeurs de 5c y 8 o et g 3 telles
& c

que 56 6§ 58 3 =S, On a QK = 2 si et seulement si I'un de ces polynomes est
e o

a coefficients entiers,
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.. . . 1o . 2 _ [ )
) (ii) Soit 5, e signe de ¢_ eX ; alors ¢“ = 6°€°€X ,

1+¢ .
= et = +1 ., -1}, Soientt =T t
€ 5 € € Gex, s€ {41, -1} PK/@(ex)e

ty = Trk/@(eo). On a alors :

2 2 3 3 2 3
1+ + + 1 1+ +
c c+eoc +€c c +€6 +e @ 4 ot =6t+6oto;
on en déduit que :
2 3
2
T]=(e+ec+e° +e°>
l-¢ ¢ -0 c c-cz 0'3"]
=6Oeo<€x +e:x +2>+5oeo<e +€X +2>+25t et
2 3
-l - - - 2
T2=<e +e°+e°+e°>

S -1 lem  o2g3
=sae<e T+ +z)+s5 ec(e 0 +e% ¢ +2>+2$5t.
0 0M% X
Soit ex =(t,z,x,y); alors
c,2_‘53 2(sr+2) + sg\/ﬁ[b(xz—yz) + 2axy]

l-g
€ + e + 2 =
X X 4

N tz--mz2 . t°+zo\j'r'ﬁ
our~=—————+Zs.SO|teo= 5

4
2(sr+2)t  + sgmz [b(xz-yz) + 2axy ]
o o

T] = 50 m + 28t et

; alors

2
ty ) +2axy]

T2=560 - 7 . + 2s8t.

On a donc Q = 2 si et seulement slil existe ¢ {-1, +1} tel que

2(sr+2)t_ - sgmz [b(xz_y

2 2 s g _ 2 .
T] et Tze 7. On vérifie que T]T2 = <sr+2+5550tto> . Si

sr+2+ss5 tt =0, alors T, =0et T, =~tmz ou le contraire ; si
o o ? 2 1 2 o’ 5
m ;é 8, la congruence t” = 16s mod. m entrathe que tm £d7°;sim=8,

on vérifie que v_(t) = 2 ; donc tm ¢ Zz. Il suffit donc de vérifier que

2 2
TI OUTZEZ —{0}.

e) Calcul du hombre de classes h de K.

h
X o
(i) 1a quantité h a été déterminée en c)
X

On a h

X,

(ii) la quantité h, est supposée connue,

(iii) 1a quantité QK a été déterminée en d).
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4) Présentation de la table,

L a table numérique a été établie sur l'ordinateur IRIS 50 du Centre
de Calcul de I'Université de Besangon, Les quantités réelles ont été cal-
culées avec la double précision (environ 15 chiffres). Pour certains corps,
nous avons d utiliser l'ordinateur du CIRCE muni de la quadruple préci-
sion. Les principales étapes sont les suivantes :
Pour chaque entier f sans facteur carré impair et tel que
vz(f) =0,2,3 ou 4, on détermine le groupe de Galois de Q(f)/@ , ainsi que
ses caracteres dl'ordre 4, Aprés avoir éliminé les corps imaginaires pour
lesquels x'(-l) = -1, on trouve N corps réels K de conducteur f, Pour
chacun de ces corps K @
(i) on détermine le conducteur m du sous-corps quadratique k,
(i1) on détermine un générateur €, de E,
(iii) on détermine le groupe de Galois de @(f)/K gréce au
caractere y!,
(iv) on détermine g et.nx (formules des §1, (iii) et §3, a)),
(v) on détermine a et b (formules du §1, (iv) ),
(vi) on calcule la constante qui majore hy (§3, b)),
(vii) on détermine I'unité Py dévissée en 2 (§3, c) ),
(viii) on calcule QK (§3, d)),
(ix) on effectue le dévissage de 'unité cpx pour les nombres

impairs (§3, c) ).

Nous avons ainsi établi la table du nombre de classes et des unités
des corps K cycliques réels de degré 4 de conducteur f inférieur a
4000 (111). Pour quelques corps, les entiers t et r sont trop grands et la

précision des ordinateurs employés ne nous a pas permis de les donner,

5) Corps cycliques réels de degré 4 admettant une unité x-relative

telleque s = -1 etr = -6,

11 existe une famille de corps cycliques réels de degré 4 qui possedent
une unité x-relative (t,z, x,y) dont les coordonnées sont ''petites! ; ces
corps sont intéressants car ils peuvent fournir des exemples de grands
nombres de classes, lls constituent, pour le cas cyclique de degré 4, ['ana-
logue des !'simplest cubic fields!" étudiés notamment par D, Shanks dans

[8]. On a les propriétés suivantes :



-16 -

Proposition 6 . - Soitt¢ 7, t;é o, i3 ; alors le polynome

P = X4 - t><3 - 6><2‘ + tX + 1 est irréductible sur Q et définit une extension

K cyclique réelle de degré 4 de Q.

Démonstration : elle résulte essentiellement du fait que si I'on désigne
oo T . 1 -
par w une racine de P dans €, les autres racines sont ——, w-l et ot ,
wel® w1 w1
un éiément d'ordre 4 de Gal(K/Q) étant défini par wk -vv—:-l . On peut remar-
quer que si l'on change w en -w, t est changé de signe ; on supposera donc
t> 0 (et t#3).

On voit donc que w est une unité yx—relative de norme ~1 sur k.

Lemme : Soit K une extension cyclique réelle de degré 4 de @ de con~
ducteur f et de sous-corps quadratique k de conducteur m (f = mg). Soit
(t,z,x,y) une unité y~relative de K que I'on suppose de norme -1 sur k.,
On ar = -6 si et seulement si, de plus, l'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

(i) t2+16=mz2,

(ii) 22 = g(x2+y2) .

Démonstration : Puisque (t,z,x,y) est une unité y-relative de norme

-1, on a d'apres le §1, (vi) : t2 + mz2 =16 + 2f(><2+y2),
2 2 t2 mz2
tz = g[a(x”-y”) - 2bxy] et alors r =—':Z;— - 2, Le lemme en résulte im-

médiatement,

Remargque 1 , - Par construction, le corps K est entierement déterminé
par la donnée det> 0, t # 3, Pour déterminer m, f et les coordonnées
d'une racine w de P, on procede de la maniere suivante :

(i) on a 2 +16 = mzz, ce qui détermine m (avec la condition
vz(m) =0 ou 3) et z, Il existe un nombre fini de décompositions de m sous
2 2
la forme m=a +b",

(ii) Les entiers g, x et y sont alors solutions du systeme

d'équations :

2
z

g(x2 + yz)

tz = g[a(xz—yz) - 2bxy] ;

on vérifie que ce systeme est équivalent

z(mz +at +4b) = 2mgx

a
2
2

z{mz - at -4b) = 2mgy“.
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Il existe donc des entiers a et b tels que m = a2+b2 et tels que ce systeme
admette une solution g, x et y (on rappelle que I'on doit avoir (g, m) =1 si
m est impair et (g, m) = 2 sinon).

La solution trouvée est unique aux signes de t,z,x et y preés,

Proposition 7 . - Soit t> 5 et soit K =Q(w),

ol Irr (w,Q) = ><4 - tX3 - 6X2 + tX + 1, Soit f le conducteur de K. Soit

EW le sous-module de E engendré par w ;
X

(contir)? + (oot

(oo '3?)®

alors (E : E )< 4
X w

Démonstration : D'apres le §3, b), on sait que

2 o] >2
(e :Ew)f4('—°9|w‘> + (Log |w?| CSoitP =x oixPoexZex 1 ;
X (I_O f—6>2
2
alors P(t) = =5t2+1 et P(t+l)=t3-2t2-8t-4;sit2 5, onaP(t) <0

et P(t+1)> 0, Il existe donc une racine w de P tellequet<w < t+1 ;

w1 . . £
comme w7 = est une fonction croissante de w, on en déduit que

w+1

l"%

t+} < w? <T§-—§’ donc (Log]w])zs(l_og(t+l)>2

(L og |wcl >2,< <L_og{%>2, et la proposition en résulte,

Corollaire 1 . - Avec les notations de la proposition 7, si t< %—4,

alors I'unité w est génératrice dans E ,

En effet puisque s = -1, I'indice (E : EW) est impair ; la plus petite
X

valeur possible de (E : EW) est donc égale a 5, Sit < 4, on vérifie direc~
X

tement que les unités sont génératrices, Sit> 5, montrons que (E : EW) <5,
X

t-1\2 2\2 1 ('—OQ:IDZ 1
on & (oor3y)"= (oo3)" <33 aone 4 (e ge <y <
372 973
puisque f> 15 ; donc si t <I2- 4, alorst+1§f'6et

(E :E )<4(L‘°9(t+] l+I<5, c. q. f. d.
w f—-6\2
X (Los™52)
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Exemple oll w n'est pas génératrice : Soit K = Q(w), ol

Irr(w,Q) =><4 - 22)(3 - 6><2 + 22X +1 ; alors t2 +16 =500=5.(10

m=5(a=-1,b=2)etz=10, Les équations Ing2 = 360 et IOgyz = 640

2
)¥ 5 on a
admettent la solutiong =4, x=3ety=4;0onaw=(22,10,3,4), m=5
et f =20, Maise¢ =1(2,2,1,0); donc w n'est pas génératrice (onaw =

X

2+ - rd Pl
e C’) , mais on remarque qu'alors ¢ est de la forme précédente (elle cor-
X

respond &t = 2). Nous conjecturons que cette propriété est toujours vraie,

Corollaire 2 , - Avec les notations de la proposition 7, soit
w=I(t,z,x,y) ety = ><2 + y2 ; I'unité w est génératrice si t>) + V)\Z + 83 -16,
. 2416 . . L. _f o .
En effet, puisque f = ——— | ('inégalité t = 3 - 4 est équivalente a

A

t2 _ 23t +16 =81 > 0, dlol le résultat,

On obtient quatre familles infinies de tels corps de la maniere suivante :

Proposition 8 . ~ Les corps cycliques réels de degré 4, de conducteur f

et de sous-corps quadratique k de conducteur m admettent pour générateur
¢ de E une unité telle que s = -1 et r = -6 dans chacun des 4 cas suivants :
X X
(i) m

H

az+16, a impair et f=m,

(ii) m=az+4, a impair et f = 4m),
(iii) m =4+b2, b pair, b/2 impair et f = 2m,
(iv) m=1 +b2, b pair et f = 8m,

Démonstration : on vérifie que les éléments ci-dessous sont des unités

x=relatives qui vérifient s = -1 et r =-6:
dans le cas (i) : € = (a,1,1,0),
dans le cas (ii) : ¢ =(2a,2,1,0),
X
dans le cas (iii): e =(2b,2,1,1),
X

dans le cas (iv) : ex =(4b,4,1,1),

Ces unités sont génératrices ; en effet, dans les cas (i) et (ii), on a
A = x2 + y2 =1 ; dans les cas (iii) et (iv), on ay = x2 + y2 = 2 ; en appli-
quant le corollaire 2 de la proposition 7, on voit que ces unités sont géné-

ratrices,

Remargque 2 . - On vérifie que les hombres premiers impairs qui divisent

m sonht congrus a 1 modulo 4 et que les conditions de parité sur a et b entraf-
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nent que vz(m) = 0 ou 3. Il en résulte que pour tout a ou b tel que m soit
sans facteur carré impair, il existe un tel corps. |l existe une infinité de

corps de chacune des formes (i) a (iv) ; en effet, pour tout nombre p,

p=1(4) et tout u £ 0 (p), I'équation e+ uz = O(pz) admet deux solutions
—c0 mod p~, Soit N un entier donné ; parmi les N premiers entiers d'une

s g . el . N 2N R
des formes (i) & (iv), il y en a un nombre inférieur ou égal & —=3~ + 2 qui
p
s 2 . .
sont divisibles par p~ ; le nombre de ces entiers, sans facteurs carrés,est

2. 1 1 oy 1
>a(1-F 5 » -2 B ez yp Grap ——
p premier p premier p p premier p n=1 (4n+1)
p<4N p=1 (4) p=1 (4)
) 2 2
i 1 > T o 1
< + =—=-57-1<0,25 , et = Z P —) 0
n=1 <(4n+l)2 (4n—l)2 6 24 N p premier

p<¢N

lorsque N—=4w. Il en résulte que chacune des familles (i) & (iv) est in-
finie.
Remarque 3 .~ Si on applique la majoration de la proposition 7, en

posant w = (t,z,x,y) et ) =x2+ yz, on obtient

<I_og (t+1 ))2 +1/4

<E)< : EW) =4 <L_og (t2+l 6-6p) - Log (2>\)>2 |

que pour ces quatre familles infinies, (E : EW> - 1+ lorsque t 5 +0, La
X

Or » =1 ou 2; il en résulte

majoration obtenue au §3, b est donc, en un sens, la "meilleure possible!
(les constantes géométriques de la proposition 5 du §3, b ne peuvent pas

&tre améliorées pour I'ensemble des corps cycliques réels de degré 4),

L 'unité yx-relative des ¢orps K dont les conducteurs f et m sont de
I'une des formes énoncées dans la proposition 8 est connue ; le nombre de
classes de ces corps se calcule simplement, Nous en donnons la table lors-
que 4000 < f < 10000. L es résultats correspondants a f < 4000 se trouvent
dans la table (111).



cas (i)

cas (ii)

4241

4505
4777
5057
5345
5641

5945
6257
6577
6905
7241

7585
7937
8297
8665
9041

9817

4372
4916
5492
6740
7412
8116
8852
9620

- 20 -

4241

4505
4777
5057
5345
5641

5945
6257
6577
6905
7241

7585
7937
8297
8665
9041

9817

1093
1229
1373
1685
1853
2029
2213
2405

65
67
69
71

73
75

79
81

83
85
87
89
91

93
95
99

66
70
74
82
86
90
94
o8

26
50
58
68
68
50
50
200

® NN N - hanlE "SI - B I e

—

W N DD WW ;O

40
32
20
20

80
29
17
36
26
64
41

45
26
17
17

65
75
87
68
68
175
75
400
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cas (iii) : f m t QK hX h, h
4240 2120 92 1 68 4 136
5008 2504 100 1 40 4 80
5840 2920 108 1 20 12 120
6736 3368 116 1 50 6 150
7696 3848 124 1 100 4 200
8720 4360 132 i 52 12 312
9808 4904 140 1 106 10 530

cas (iv) : f m t QK hX h, h
4616 577 96 1 32 7 112
5416 677 104 1 50 1 25
6280 785 112 1 80 6 240
7208 901 120 1 32 4 64
9256 1157 136 i 68 2 68

11 - CLASSES DE k QUI DEVIENNENT PRINCIPALES DANS K.

Soient k un corps de nombres, K une extension cyclique totalement
réelle de degré premier de k, Soit j I'"homomorphisme ""extension des
classes!' du groupe des classes de k dans le groupe des classes de K, On
sait, d'apres le théoreme 94 de Hilbert, que si I'extension K/k est non ra-
mifiée pour toute valuation, alors kerj est non trivial ([6]), mais sans
Ithypoth&se de non ramification, la nature de ker j est mal connue, Dans
notre cas, hous avons montré dans [4] que ker j est d'ordre 1 ou 2 et que

la connaissance de |'unité y-relative génératrice ¢ de E (ou plus simple-
X X
ment de I'unité ¢ dévissée au maximum en 2) permet de le déterminer, Nous
X

avons démontré dans [4:[ le théoreme et la proposition dont les énoncés sont

les suivants :

Théoreme , -~ Soit K une extension cyclique réelle de degré 4 de @, de

sous-corps quadratique k, Soit ¢ |'unité x-relative génératrice de E et
X X
soit Q = <|EK| : |Ekl & |Exl>. Soit s = NK/k(eX) et soit

Irr (¢ ,Q) = ><4 - tx3 + X2 - stX 41 ; pour tout nombre premier p, oh pose
X
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c= vp(t) et e = vp(sr +2). On a les propriétés suivantes :

a) Il existe au plus une classe non triviale de k devenant principale

1-g
X
idéal non principal de Ak’ représente la classe en question,

dans K et lorsqu'une telle classe existe, on a (1 +e )AK = °AK , ol a,

b) Si QK = 2, alors aucune classe non triviale de k ne devient princi-

pale dans K,

c) Si QK =1, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classe
non triviale de k devienne principale dans K est que tout nhombre premier p
ramifié dans K/k vérifie l'lune des trois conditions suivantes :
(i) p est ramifié dans k/Q,
(ii) p est inerte dans k/Q et c est pair,

(iii) p est décomposé dans k/Q et min (c, e) est pair,

Proposition 9 . - Soit p (ramifié dans K/k) et inerte dans k/Q ; la con-

dition ¢ = 0 (2) est vérifiée si :
(i) p

ou (ii) s

1 (4) (on a méme plus précisément c = 0),

+1 (si p est impair, alors c = 0).

Nous démontrons, en complément de ce que nous avions dit dans [4] ,

les propriétés suivantes :

Proposition 10 , - Soit p ramifié dans K/k :

(i) sis=-1etsip=3(4), alors p est inerte dans
k/Q et c est impair,

(ii) sis=-1 et sig=4g', g' impair, alors 2 est

inerteetc=1,

Démonstration : D'apres les relations I, §1, (vi), sie =(t,z,x,y)

_____________ X

2

et €]+° =s, oh a

X
t2 + mz2 =16s + 2f(x2+y2) et tz = g[a(xz-yz) - 2bxy] ;

2 2 2 2 2
alors r +2s =t—=MZ 4 4g-1t = fhC 4y ).
4 2
(i) On suppose que s = -1 et que g =pg', p= 3 (4) ; alors :

1) p est inerte dans k : si p était décomposé, il existerait g
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2

rationnel tel que ¢ =, mod P, ‘Np dans K ; alors e]+° = pz = -1 modp,
X X
ce qui est impossible, puisque p = 3 (4),
2) On at = 0 (p) : puisque p est inerte, il existe Y, entier de k

tel que GXEY mod P et YcEyp mod p ; mais YZE -1 (p) et p =3 (4), donc

.sz -y modpett= 2('Y+Vp) = O0Omodp.
3) On pose t = pct' , ¢> 0, alors c est impair : soit pe la plus
grande puissance de p qui divise x et y ; on pose x = pex' ety = pey' ; alors

x'2+y'2 # 0 (p) puisque p = 3 (4). En reportant dans tz = g[a(xz-yz)-bey] ,

on obtient pStiz = pg'pze ['a(x'z-ylz) -2bx'y'] . L'égalité
t2+mz2 =16s +2f(x2+y2) entratne z £ 0 (p). Soit p" la plus grande puis-
sance de p qui divise a(x'z-y'z) -2bx'y!; on adoncc=20+1+3. L'hypo-
these p inerte dans k/Q entraftne ) = 0. En effet, on a I'identité
m(><'2+y'2)2 = "a(x'z—y'z)-be'y']2 + [b(x'z—y'2)+2ax'y']2 ; on sait que
><'2+y'2 # 0 (p) ; si on avait a(x'z—y'z) - 2bx'y' = 0 (p), alors m serait con-
gru a un carré modulo p, et p serait décomposé dans k., On a donc ¢ = 29 +1
et c est impair,

4) On peut remarquer que si s =+1 et p (p= 3 mod, 4) est dé-
composé dans k/@, deux cas sont possibles :

ou bient # 0 (p) et alors c =0,

oubient=0(p); alors c = 2p+1+) et

2p+1 - 20+1+2 2
p=? [pe A

2(r +2s) = - (x'2+y' Jmg'] et e = 2¢ +1 ; donc min (c, e) est

impair,

(ii) On suppose que s = -1 et que g = 4g', g' impair ; alors :
1) 2 est inerte dans k/@ : montrons que si g = 4g! et que si 2
est décomposé dans k/Q, alors -1 n'est pas norme dans K/k :
Soit p, au-dessus de 2 dans k. Pour tout (a,8) € k*xk*, on introduit

le symbole de Hilbert (g, s)p et on rappelie que :
2
a) (ga',p). =(a,g) (a',8) ,
oo’ , B Py o,B Py o', B by
b) ( ) |) = ( ’ ) ( ’ ') H
o, BB Py o sz @, B Py
c) pour que (v, B)p =1 il faut et il suffit que g soit une

normale locale en p, dans |'extension k(Va)/k ,

d ,o) =1,
)(a,s)pz (s apz
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2
Soit ' = %— = g'\'m Ezi—a- = g]'(-VET-Fa->2 + (-2—)2] . Puisque 2 est décom-
posé dans k/Q@, onam=1 (8); mais comme K est réel et que f = 4mg', on
obtient en appliquant 1, §1, (ii) que g'= 3 (4) ; donc d'apres a), on a

=1 ; puisque

(-1 ,¢l)p2 =(-1,g") 5 ==1; envertude d), on a donc (y',-1) 2

p P
K = k(|§"), -1 n'est pas norme dans K/k., 5

2) Montrons que c =1 : soitg =(t,z,x,y);onace
X
on a donc

2 +mz? = —16+8mg'(x2+y2)

et tz = 4g'[a(x2—y2) - 2bxy].

Les faits que ¢ soit un entier et que tz = 0 (4) entrafhent que t et z sont

pairs et que t/2 et z/2 sont de méme parité, Il suffit donc de montrer qu'il
est impossible que llon aitt= 0 (4) et z = 0 (4),

Supposons donc que t = 4f! et z = 4z!' ; on a alors

t'2+mz'2 = -1 +mg! éz—ZLz
2 2
et tlz! = gl[a -x——4':-L - b'xy] , en posant b = 2b',
1l en résulte que x et y sont de méme parité,
a) si x et y sont pairs, on pose x = 2x! et y = 2y!';
alors on a
12 +mz1? = 21 +2mg! (x'z+y'2)
et tlz! = g[a(x'z—y'z) - 4b'x'y':| .
(i) si x' et y!' sont de parités différentes, alors 12+ mz12 et
t'z! sont impairs, ce qui est impossible ;

2- 1 (4), ce qui

(ii) si x' et y! sont de méme parité, t'2+mz'
est impossible,

2 2
b) si x et y sont impairs, alors L'z;L =1 (4) et

2 2
?-(-—E—L = 0 (2). Mais 2 est inerte dans k/Q, ce qui entrathe m= 5 (8) et
b! impair ; comme K est réel, il en résulte que g' = 1 (4) ; on obtient donc

1242220 (4) et t'z' = b' = 1 (2), ce qui est impossible,

Soit p un nombre premier ramifié dans K/k et décomposé ou inerte
dans k/Q ; on rappelle que c = vp(t) et e = vp(sr +2). Les résultats démon-

trés dans les propositions 9 et 10 se résument dans le tableau suivant :
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p=2 résultat ou p=2 résultat ou
s commentaire s commentaire
g = 49! sur min (c, e) g = 89! sur min (c, e)
. les 2 cas se . les 2 cas se
déc, +1 déc, +1
rencontrent rencontrent
inerte +1 c palr inerte +1 c pair
déc 1 situation déc -1 les 2 cas se
impossible rencontrent
. a
inerte -1 c=1 inerte -1 les 2 cas se
rencontrent
résultat ou résultat ou
p=3(4) s commentaire p=1 (4) S commentaire
sur min (c, e) sur min (c, e)
les 2 cas se rencon- pas dl'exemples
déc. +1 trent et min (c, e) est déc, +1 de min(c,e) pair
pair siet ssic=e =0
inerte +1 c=0 inerte +1 c=0
les 2 cas se rencon-
dée 1 situation déc -1 trent ; pas d'exemples
impossible de min (c, e) pair
autrequec=e =0
inerte -1 c impair inerte -1 c=20
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111 - TABLE NUMERIQUE ,

La table suivante donne pour chaque extension K cyclique réelle de

degré 4 de Q et de conducteur inférieur & 4000 :
1) le conducteur f de K,
2) la décomposition en facteurs premiers de f, notée déc, prim, ,

3) le conducteur m du sous-corps quadratique k de K ,
4) les entiers a et b (a,b> 0,b pair) tels que m = a2+bz,
5) la norme s dans k/Q@ du générateur e, de E_,

6) la norme s dans K/k du générateur ¢ de E ,
2 3 X X
7))t =¢ +€;+€c +e7 (le signe de eX est choisi de maniére a ce que
X .

t soit positif),
3

?

e c q3 o2 e 63 o‘z e
8lr=¢ ¢ +ec e¢° +e e +e%¢° +ee  +e° ¢
X X X X X X X X X X X X
9) I'indice Q. = (|E,] : E e |E,|) (gal &1 ou 2),
10) I'indiceh =(|E | : |F
e IR D),
11) le nombre de classes ho de k (ce dernier est suivi du symbole *
lorsqu'une classe non triviale de k devient principale dans K),

K h).

12) le nombre de classes hde K {onah = - ho h
X



f déc. prim. m a b s s t
15 3.5 5 1 2 -1 -1 3
16 16 8 2 2 -1 -1 4
17 17 17 1 4 -1 -1 1
20 4,5 5 1 2 -1 -1 2
35 5.7 S 1 2 -1 -1 7
39 " 3.13 13 3 2 -1 +1 9
40 8.5 5 1 2 -1 = 8
41 41 41 5 4 -1 -—1 5
48 16. 3 8 2 2 -1 -1 12
52 4,13 13 3 2 -1 -1 6
55 S. 11 5 1 2 -1 * [
65 5.13 65 7 4 -1 -1 7
65 5.13 65 1 8 -1 -1 72
73 73 73 3 8 -1 -1 184
80 16. 5 40 6 2 -1 -1 12
80 16. 5 40 2 6 -1 ~1 12
80 16. 5 8 2 2 -1 -1 28
85 5.17 17 1 4 -1 -1 152
87 3. 29 29 5 2 -1 -1 39
89 89 89 5 8 -1 -1 136
91 7.13 13 3 2 -1 -1 7
95 5.19 5 1 2 -1 *1 19
97 97 97 9 4 -1 -1 9
104 8.13 13 3 2 -1 -1 72
111 3. 37 37 1 6 -1 +1 33
112 16. 7 8 2 2 -1 +1 28
113 113 113 7 8 -1 -1 8528
115 5,23 5 1 2 -1 =1 23
116 4,29 29 5 2 -1 -1 10
120 8,3.5 5 1 2 -1 -1 12



19

26

31

2*
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2%
1
2*
2*

1
2
1
1

254

-2050
-326

2

-1026

23
-30978

2

-19
-59

826
-179

1

166
101694

2

-21

~-46



136
137
143
145
145
148
155
159
176
183
185
185
193
195
195
203
204
205
208
208
208
212
215
221
232
233
235
240
240
240

déc. prim.

8.17
137
.13
29
.29
.37
. 31
53

—
—

U\!J\U.O\S»)U!DU\U\

. 61
37
.37
193
3.5.13
3.5.13
7.29
4. 3.17
5. 41
16,13
16.13
16,13
4,53
5. 43
13.17
8. 29
233
5. 47
16. 3.5
16. 3.5
16.3.5

17
137
13
145
145
37

53

61
185
185
193

13

29
17
41
104
104

53

17

29

233

40
40

11

N NN O

—

N Noo

—

—

NN DN S NNDNDON R SEDNDNDNDNOEONON NN ONPT

16

33
236
54
246
31
39
44
57
13
5008
903
9
33
112
38
200
396
20
124
14
172
208
184
203752
47
36
36
12



r QK
-6 1

-6 2
-2099 1
4646 1
151 1
-1190 1
91 1
365 1
90 1
-1763 1
-6 1
6654 1
12346 2
-59 1
59 1
3022 1
210 1
9342 1
1658 1
-6 I
2490 2
-6 1
174 1
-13730 1
2778 1
-5852034 2
519 1
166 1
-314 1
-166 1

>
DONNN gy NNN NN - R
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—

S b & D

I

4%
43

2%
2*

2-)(-
2%

_ NN e =

NN = NN
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24
244
247
255
255
255
257
259
260
260
265
265
272
272
272
280
281
295
296
299
303
304
305
305
312
313
319
327

328
335

déc. prim,
241
4. 61
13.19
3.5.17
3.5.17
3.5.17
257
7.37
4.5.13
4.5.13
5.53
5.53
16.17
16. 17
16. 17
8.5.7
281
5.59
8. 37
13.23
3. 101
16. 19
5.61
5.61
8.3.13
313
11.29
3.109

8. 41
5. 67

24
61
13
85
85

257
37
13

265
265
136
136

281

37
13
101

305
305
13
313
29
109
41
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—
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t
15
654
19
21
21
33
382352
329
318
58
198
3512
132
1220
68
28
86760
59
24
4117
141
532
17
688
108
726
77
105
36

67

rQ

-6
-16598
59

-419

91

-91
1054120446
20319
-1046
-6

259
-7426
-538
-24474
-410
114
-241666
-179

-6
-8535
701
20826
-6
-193986
-410

-273881
255

2731
-2302
69
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—

N o~ NN

2%
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2%
2%
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336
337
340
340
340
353
355
357
365
368
371
377
377
395
401
403
404
407
408
409
415
420
424
427
433
435
435
436

440
445

déc. prim.
16.3.7
337
4,5.17
4.5.17
4.5.17
353
5. 71
3.7.17
5.73
16. 23
7.53
13. 29
13. 29
5.79
401
13. 31
4. 101
11.37
8.3.17
409
5.83
4.3.5.7
8.53
7.61
433
3.5.29
3.5.29
4,109

8.5. 11
5. 89

337
85
85

353

17
73

53
377
377

401
13
101
37
17
409

53
61
433
29

109

89

[

N O NN D RN BN OCON O O

- ) -
O o

- N
o &

ON O N N D o N NN

t
28
16768
18
1038
18
2047232
71
1344
768
92
49
19
5752
79
80
124
646
33
64
246
913
42
728
105
10242
25
29
522

44
47



r (QK

-954 1
69515006 2
-6 1
-6806 1
-1366 1
104113539006 2
21 1
267710 1
-371 2
550 1
-471 1
-6 1
13566 1
-9719 1
-8427 2
-~-370 1
-33942 1
-475 1
414 1
8583 2
7389 1
-166 ]
-6 1
-677 1
21211 2
93 ]

201 1

-6 1

~794 1
-6 2
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f
447
449
455
455
457
464
464
464
471

476
481

481

485
488
492
493
496
505
505
515
519
520
520
520
520
521

528
533

535
543

déc. prim.
3. 149
449
5.7.13
5.7.13
457
16. 29
16, 29
16. 29
3.157
4.7.17
13. 37
13. 37
5.97
8.61
4, 3. 41
17. 29
16, 31
5.101
5. 101
5.103
3.173
8.5.13
8.5.13
8.5.13
8.5.13
521
16. 3. 11
13. 41

5.107
3.181

149
449
13

457
232
232

157
17
481
481
97
61
41
17

505
505

173
65
65
13

521

41

5
181

w N N

—

21
14

"

M Y VW N =

2)
19

N
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t
27
13289
903
7
21
396
77556
164
153
38
13344
124
7154808
200
898
2365192
2108
39596
71
103
147
56
32
72
72
940
924
2776976
107
720

r QK

-1645
581898
-7481
-201
-6
27834
5783290
-6
-779
-470
63486
-487
-873377731586
7802
6402
-451940994
-20090
100272806
5056
-1131
-1909
526
-6
-6
-2086
-104727
6074
-68932000962
-21291

7246
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f déc. prim. m a b s s t

545 5.109 545 23 4 +1 -1 23
545 5.109 545 17 16 +1 -1 89248
551 19. 29 29 5 2 -1 -1 19
555 3.5,37 37 1 6 -1 +1 144
555 3.5.37 5 1 2 -1 -1 87
559 13. 43 13 3 2 -1 +1 43
560 16. 5.7 40 6 2 -1 -1 8988
560 16.5.7 40 2 6 -1 -1 28
560 16.5.7 8 2 2 -1 # 196
561 3.11.17 17 1 4 -1 -1 33
565 5.113 113 8 -1 -1 53
569 569 569 13 20 -1 -1 794
577 577 577 1 24 -1 -1 123975327936
580 4.5.29 29 5 2 -t -1 10
580 4.5.29 S 1 2 -1 -1 58
583 11.53 53 7 2 -1 " 1859
584 8.73 73 3 8 -1 +1 2624
591 3. 197 197 1T 14 -1 -1 141
592 16, 37 296 14 10 -1 -1 2196
592 16. 37 296 10 14 -1 -1 98100
592 16. 37 8 2 2 -1 -1 124
593 593 593 23 8 -1 -1 12350873232
595 5.7.17 85 2 -1 *+ 21
595 5.7.17 85 7 6 -1 *1 3591
595 5.7.17 5 1 2 -1 -1 203
596 4, 149 149 7 10 -1 -1 130050
601 601 601 5 24 -1 -1 2319607080
611 13. 47 13 3 2 -1 -1 40749
615 3. 5. 41 205 13 6 +1 +1 496
615 3.5. 41 205 3 14 1 +H 119
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-3194
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615
617
624
624
624
628
629
635
641
655
656
656
656
660
663
663
663
667
671
673
680
680
680
680
685
687
688
689

689

692

déc. prim,
3.5.41
617
16.3. 13
16. 3. 13
16. 3,13
4, 157
17. 37
5.127
641

5. 131
16, 41
16. 41
16. 41
4,3.5. 11
3.13.17
3.13.17
3.13.17
23.29
11, 61
673
8.5.17
8.5.17
8.5.17
8.5,17
5.137
3. 229
16. 43
13.53

13.53
4,173

617
104
104

157
17

641

328
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221
221
13
29
61
673
85
85
17

137
229
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13614
1208
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51063
1204
186988
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26
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-21

-118264365954
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-52006
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695
696

697
697
697
703
707
712
715
715
724
728
740
740
745
745
748
752
755
760
761
763
767
769
776
780
780
785
785

déc, prim.
5.139
8. 3.29
17. 41
17. 41
17. 41
17. 41
19. 37
7.101
8. 89
5.11.13
5.11.13
4,181
8.7.13
4,5, 37
4.5, 37
5. 149
5. 149
4.11.17
16, 47
5. 151
8.5.19
761
7.109
13. 59
769
8.97
4,3.5.13
4.3.5.13
5.157
5. 157

29

697
41
17
37

101
89
13

181
13
37

745
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17
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109
13
769
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785
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4262578248
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106
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7611
31008
10176
74
334
1552528
583
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-67139
2546
6670705406
9591637246
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-6
-145797581
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788
793
793
795
795
807
808
809
815
816
816
816
820
820
820
831

835
840
848
848
848
851

857
861

865
865
871

872
876
879

prim.
4,197
13.61
13. 61
3.5.53
3.5.53
3. 269
8. 101
809
5.163
16, 3. 17
16, 3. 17
16, 3. 17
4.5, 41
4, 5. 41
4.5, 41
3. 277
5. 167
8,3.5.7
16. 53
16.53
16.53
23. 37
857
3.7.41
5.173
5.173
13. 67
8. 109
4,.3.73
3.293

m
197
793
793

53

269
101
809

136
136

205
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277
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424

37
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41
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13
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14
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10
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126
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1964
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84
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1503
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147
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7989
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880
880
880
881

884
884
884
888
895
899
901

904
905
905
912
915
915
916
920
923
929
935
935
935
937
944
949
951

952
953

déc. prim.
16.5. 11
16.5. 11
16. 5,11
881
4,13.17
4,13.17
4,13, 17
8. 3. 37
5. 179
29, 31
17.53
8.113
5. 181
5. 181
16, 3. 19
3. 5. 61
3. 5. 61
4, 229
8.5.23
13. 71
929
5.11.17
S.11.17
S.11.17
937

16, 59
13.73
3. 317
8.7.17
953

40
40
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13
37
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17
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955
965
969
976
976
976
977
984
985
985
995
1007
1009
-1015
1015
1020
1027
1033
1037
1040
1040
1040
1040
1040
1040
1040
1040
1040
1043
1047

déc. prim,
5. 191
5. 193
3.17.19
16. 61
16. 61
16, 61
977
8. 3.4
5. 197
5.197
5. 199
19. 53
1009
5.7.29
5.7.29
4.3.5.17
13.79
1033
17. 61
16.5.13
16.5
16. 5
16.5
16,5.13
16. 5
16.5
16. 5
16.5.13

193

17
488
488

977

41
985
985

53
1009
29

17
13
1033
17
520
520
520
520
104
104
40
40
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349

22
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29
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12
16
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14
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10
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18

t

3056
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21417
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796
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77
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7M1
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146654936
228
711132
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228
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100
1404

52

292
1337

79227
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4. 3.5.37
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16. 5. 29
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-1461
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80288055268798426
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3445
3445
3449
3451
3451
3451
3455
3457
3460
3460
3464
3471
3471
3471
3472
3480
3480
3480
3480
3485
3485
3485
3485
3487
3495
3495
3495
3497
3497
3504

déc. prim,
5.13.53
5.13.53
3449
7.17.29
7.17.29
7.17.29
‘5.691
3457
4.5.173
4.5.173
8, 433
3.13.89
3.13.89
3.13.89
16.7. 31
8. 3.5.29
8.3.5.29
8. 3.5.29
8. 3.5.29
5.17. 41
5.17. 41
5.17. 4
5.17. 41
11. 317
3.5.233
3.5.233
3.5.233
13. 269
13. 269
16.3.73

65
65
3449
493
493
29

3457
173

433
1157
1157

13
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29
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41
17
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584
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13
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11697
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175648
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1396
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348
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1563
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147088996792
4106614853
11421
235101
53247
59
11090203208
559184092
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183686881292210814
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-820346 i
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-51906861 2
-17693872566 1
-53892966 1
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1000799 1
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-4929971 1
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-34794 1
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-72482 1
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3504
3504
3505
3505
3508
3515
3515
3523
3529
3535
3535
3536
3536
3536
3536
3536
3536
3536
3536
3536
3540
3543
3545
3545
3551
3553
3560
3560
3560
3560

déc.
1
1

5
5

5

5.

16
16

prim,
6.3.73
6.3.73
5.701
5.701
4,877
. 19,37
.19, 37
13.271

3529
.7.101
7.101
. 13.17
. 13.17

16, 13,17

16,
16.
16.
16.
16,

16
4,

11

13.17
13.17
13.17
13.17
13. 17
. 13.17
3.5.59
3.1181
5,709
5,709
53. 67
.17.19
8. 5.89
8. 5. 89
8. 5. 89
8. 5.89

m
584
8
3505
3505
877
37

5

13
3529
101

1768
1768
1768
1768
136
136
104
104

5
1181
3545
3545

53
17
445
445
89

a

10

57
47
29

b
22

16
36

t
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7884
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408522
2824738674
1197

79591
879937

2485

707
1025852
412

84
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6660
279661828
3724
316556
3332
49796
732271755
861060307 64
41126

67

8683
1800644
716

220

4408
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3563
3567
3567
3567
3568
3576
3588
3589
3592
3593
3595
3599
3601
3601
3604
3604
3604
3608
3611
3615
3615
3615
3617
3620
3620
3621
3632
3635
3639
3640

déc. prim.
7. 509
3. 29. 41
3.29.41
3.29. 41
16,223
8. 3. 149
4.3.13.23
37.97
8. 449
3593
5.719
59, 61
13. 277
13. 277
4,17.53
4,17.53
4,17.53
8.11.41
23. 157
3.5.241
3.5.241
3.5.24
3617
4.5.181
4.5.181
3.17.71
16, 227
5.727
3.1213
8.5.7.13
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1189
1189

29
8
149
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97
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3593

61
3601
3601
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41
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1205

3617
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65
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30
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28
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30
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34
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933365839
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45555

715701
11703932
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368
6328646869432
88272
129206854
9347719

2301
1080547054821932
491865315062
208
939746812
11646
6180992

4508

2896

6511

57599
63425414
6352380
2896
12893649984
7878446324
10018787
105765825879
1876
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3640
3649
3649
3649
3649
3653
3655
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3664
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3665
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3673
3679
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3687
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3689
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3697
3705
3705
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B.5.7.13
8.5.7.13
8.5.7.13
41, 89

41. 89

41, 89

" 41.89
13. 281
5.17.43
5.17.43
5.17.43
8. 457

4, 3. 5. 61
4. 3.5. 61
16. 229

16. 229

16. 229
5.733
5.733
3673

13. 283
29. 127

3. 1229

8. 461
7.17. 31
5.739
16.3.7. 11
3697
3.5.13.19
3.5.13.19
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449001220051524477 328

1167092
328676
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955000
8246
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~18194

49394

- 1129966
43116578
42861735417058
1637101950

-6

268738088418
90689
-372170180923841
~3885951

9450754

13135746

91506

201593274

747450
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5706399
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3711
3715
3720
3728
3728
3728
3729
3731
3731
3731
3737
3737
3740
3743
3755
3756
3760
3760
3760
3761
3763
3764
3768
3769
3772
3783
3783
3783
3785
3785

déc. prim.
3.1237
5.743

8. 3. 5. 31
16.233
16. 233
16. 233
3.11.113
7.13. 41
7.13. 41
7.13. 41
37.101
37. 101
4.5,11.17
19. 197
5. 751
4,3.313
16, 5. 47
16. 5. 47
16. 5. 47
3761

53. 71
4,94

8. 3. 157
3769
4,23, 41
3.13,97
3.13.97
3. 13.97
5,757
5.757

1237

1864
1864

113
533
533
13
3737
3737
17
197

313
40
40

3761
53
94
157
3769
41
1261
1261
13
3785
3785

25

29

13

35
19

61
43

34

10
42

56

10

60

30

44

t

101419152
1143479972
102796
89399300
16772
43804
530984796496
6769
25424
528444

61
813484707192
81154

293132

90871
5004

22748
17198052
194204
5613856926366685229872560
1767171753
32484814
680748
1176804132444
24932

482967

13875

92049
1580158247505328
139697
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8416241230
~-59242953426
-1405914
-10504816225701402
-2751258
-926406 1
5137802881374 1
-144255911 1
27276814 1
4106626414 1
-6 1
-67788555636994 1
-1215494 1
-3336108314 1
1973540131 1
-971546 1
5323034 1
28798642397914 1
407206 1
-456200079222905470061256706 2
10203865751 1
~7455567706902 1
6845206 1
29182516594337591310193 2
-5985338 1
-226108643 1
-375340427 1
3118459 1
-27135278004864747521093999106 1
3242533794 1
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3787
3792
3793
3795
3796
3796
3796
3799
3805
3809
3809
3811
3813
3815
3815
3824
3828
3831
3833
3835
3835
3836
3839
3845
3848
3848
3848
3848
3855
3855

déc. prim.

3.

7.541
16. 3.79
3793
5.11.23
4,13.73
4,13.73
4,13.73
29. 131
5. 761
13.293
13.293
37.103
3.31. 41
5.7.109
5.7.109
16. 239
3.11.29
3.1277
3833
5.13.59
5.13.59
4.7.137
11. 349
5.769
8.13.37
8.13. 37
8.13. 37
8.13. 37
3. 5.257
3. 5,257

541

3793

949
949
13
29
761
3809
3809
37
41
109

29
1277
3833

13

137
349
769
481
481
37
13
1285
1285

21

33

25

55
47

w

—_—

33
31

10

52

18
30

20
28
40

34
32

18
12
16
20

14
18

t

55727

401521924

98037

1936

8720250

555054

82674

1026909

459800

351566
1290075832029536
256934468455749
20698831026177280
91665

3052

285531388
1035078

3402753

6077
335651
10682
748451
72989603992
1014906276
864
686744
818517576
34956

261
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-777015031

924289254

~-412283934

841806

-11647950086

-1579142

1138794

-2696650063

~-791022978

4467951
4702413359385794005511057598
-128039484445241161025
262560770373747936702
1961066203

3054

-666999290
-30183211606
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3855
3856
3856
3856
3860
3860
3860
3865
3865
3869
3880
3880
3880
3880
3881
3885
3885
3889
3893
3895
3895
3895
3899
3903
3916
3929
3935
3939
3939
3940

déc. prim.
3. 5.257
16, 241
16. 241
16. 241
4.5.193
4.5,193
4,5.193
5.773
5.773
53.73

8. 5. 97
8. 5.97
8. 5.97
8. 5.97
3881
3.5.7.37
3.5.7.37
3889
17.229
5.19, 41
5.19. 41
5.19. 41
7.557

3. 1301
4.11.89
3929
5.787
3.13.101
3.13.101
4.5.197

1928
1928

965
965

3865
3865
73
485
485
97

3881
185
185

3889

17
205
205

557
1301
89
3929

101
13
197

38
22

31
17

61
27

17

59
13
11
17

19
25

35

22

38

26

12
56

14

22

20

60

14

14
26

52

10

14

t
1907133
1924
4789801732
22348412
62
582922
2771542
108498
4949063415807032
16098
212329208
88
384
356872
321939805
940352952
357
554227641696
5510176016
569772
323
779
2979389
2232055512147
352
3437889812
92575597
27411
76457
22402
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~-50434
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3940
3944
3944
3944
3944
3952
3952
3952
3955
3955
3955
3959
3961
3961
3961
3961
3965
3965
3965
3965
3965
3965
3973
3977
3977
3977
3977
3979
3984
3985

déc. prim.
4.5.197
8,17.29
8.17.29
8.17.29
8.17.29
16.13.19
16.13. 19
16. 13,19
5.7.113
5.7.113
5.7.113
37.107
17.233
17.233

17. 233
17.233
5.13. 61

5. 13. 61
5. 13. 61
5.13. 61
5.13. 61
5.13. 61
29. 137
41.97
41,97
41.97
41.97
23.173
16. 3. 83
5.797

493
493
29
17
104
104

565
565

37
3961
3961

233

17

793
793
305
305
65
65
137
3977
3977
97
41
173

3985

45
19
13

27

63

18
22

22

44
60
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1984522

14568
3763986744
1910104

4288

30988772

42332

1766772
84066297

2772

159383

39697

5016

351314028
8573280559242609928
250598

3839
97065608634284
5971379992

227

247229584

3904
23026166254124553904
9216474608056
4468904739702197288
110223534
80519

6236473

22908
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1721006458810
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3995
3995
3965

déc. prim,
5,797

4, 997

13. 307
5.17. 47
5.17.47
5ﬂ17’47

m a
3985 41
997 3
13 3
85 9
85 7

5 1
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4457 64
22860760473
4183
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=2

> & >N OR

—

N




BIBLIOGRAPHIE

[1] BOUVIER L., et PAYAN J.J. - Modules sur certains anneaux de Dedekind,
Application & la structure du groupe des classes et & |'exis-—
tence d'unités de Minkowski, J. reine angew., Math, 274/275
(1975), 278-286,

[2] GARBANATI D. A, - Units with norm -1 and signatures of units, J, reine
angew. Math, 283/284 (1976), 164-175,

[3] GRAS G. et GRAS M, N. - Calcul du nombre de classes et des unités des
extensions abéliennes réelles de Q, Bull, Sc. Math,
2zme série, 101 (1977), 97-129.

[4] GRAS M. N, - Classes et unités des extensions cycliques réelles de degré

4 de @, Annales de I'Institut Fourier, 29, 1(1979), 107-124.

[5:] HASSE H, - Arithmetische Bestimmung von Grundeinheit und Klassenzahl
in zyklischen kubischen und biquadratischen Zahlkérpern,
Abh, Deutsch. Akad., Wiss, Berlin, Math, (1948), n°2, 1-95,

[6] IWASAWA K. - A note on the group of units of an algebraic number field,
Journ, Math, Pures Appl, 35 (1956), 189-192,

[7] LEOPOLDT H, W, -~ Uber Einheitengruppe und Klassenzahl reeller abelscher
Zahlkdrper, Abh, Deutsche Akad., Wiss, Berlin, Math, (1953},
n°2, 1-48,

[8] SHANKS D, - The Simplest Cubic Fields, Math, of Computation, vol, 28,
n°128 (1974), 1137-1152,

Marie-Nicole GRAS
L aboratoire de Mathématiques
U.A, - C.N,R.S. n° 040741
Faculté des Sciences
F - 25030 BESANCON CEDEX



