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GROUPES DE TORSION ASSOCIES A DES EXTENSIONS QUATERNIONIENNES

DE DEGRE 8 DU CORPS DES NOMBRES RATIONNEL S

par Jean COUGNARD ¥

§1. PREL IMINAIRES :

Soit N/@ une extension galoisienne dont le groupe de Galois G est isomorphe

au groupe des quaternions d'ordre 8. Dans tout ce qui suit on suppose que !'ex-

tension n'est pas modérément ramifiée,

. 1. On note g et T deux générateurs de G liés par les relations o‘a= 1, 'rz=cz,

TCO 'r_1 =c—‘ ; H désigne le sous-groupe de G engendré par g et G'=(1, cz) est

le centre de G. Soit 7' (resp 7'") I'anneau quotient de 7 |'G] par Ilidéal bilatere

(1-02) (resp 1+02). On identifie Z' a7 [g] ol g désigne le groupe abélien engen-
dré par deux éléments s et t d'ordre 2 en envoyant g sur s et T sur t, et Z"
a l'ordre de base 1,1, j, k du corps des quaternions H sur Q ou i2=j2=k2=—1,

ij=-ji=k en envoyant g sur i et T sur j.

I. 2. Soient K le sous-corps biquadratique de N, ki (1 <i< 3) ses trois sous-

corps quadratiques, k, étant invariant par H. On suppose g choisi de fagon que

|

a) Si K/O nlest pas totalement ramifiée en 2 alors kl/@ n‘est pas ramifiée
en 2.

b) Si K/Q est totalement ramifiée en 2, le saut de ramification de kI/@ est
1, ceux de k_ et k, étant égaux a 2.

2 3

I. 3. Pour tout corps de nombresL ,on note 7, la clbture intégrale de 7 dans L.
I

2 2
N . . + o
[. 4. L'ordre §(N,_) associé & 7,, contient les idempotents 1%o et 1=¢ . On
/Q N Z 2
en déduit que ZN est somme directe de ses deux sous-7 [G] - modules Z'N et

2 2
p . L 110 1-¢ . .
" n —_— |
z N Egaux respectivement a ) ZN et 5 ZN et que S(N/ ) s'identifie au

produit §'xg'" ol &' est I'ordre associé a ZK car Z’N =-ZK et §'" est llordre asso-

cié a Z”N considéré comme module sur Z". On a le théoréme suivant ([3]) :
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’ THEOREME :

a) L'ordre associé & !'extension N/Q est canoniguement isomorphe au produit

Sl x7" ol |lordre &' est ainsi défini :

i) si K /q 88tnon ramifiée en 2 G'~7[g]

ne l'est pas &' est l'ordre de base sur 7:

i1) si k/@ est ramifiée en 2 et kl/@
1¥s st+t

bt T

iii) §i_k/Q est totalement ramifiée en 2, §' est l'lordre de base sur 7 :
1.t I+s 1+st+t+st
? b 2 b 4
)
b) !'anneau ZN des entiers de N est libre sur son ordre associé
Remarque : une erreur s'est glissée dans ([3)) pour le cas (iii).
[. 5. Les idempotents irréductibles de Q[G] sont les éléments :
2,3
+g+ag <+ +
eo=(' g-a 80 ) (1+7) e, Q [G]=Q est le facteur simple associé au
_ caractére trivial de G.
2, 3
+a+g“+ -
e] =(] =g 80 ) {1-1) e] Q[G]=‘Q est le facteur simple associé au
caractére de degré | dont le noyau est engendré par
g
2 3
N -
» e2=“ gTe sc ) (1-7) eZQ [G] =Q est le facteur simple associé au carac-

tére de degré 1 dont le noyau est engendré par g7

2 .3
-t - +
e3=(, = 30 ) (+r) e,Q[G]=>Q est le facteur simple associé au carac-
téere de degré 1 dont le noyau est engendré par T
2
V= ]—20 \JQFG] ~H est le facteur simple associé au caractére

irréductible de degré 2 deG.

L'ordre maximal de Q[G] est unigue, il est engendré par Z [G] et les éléments
1+g+T+ 2
€or €1 &gr &30 —g——(1-0")

§2. DEBUT DES CALCULS :

» Soit M I'ordre maximal de Q[ G], on note 3 =ei€m(0 i< 3),M=0=-vMm =yM

LLe M moduie M
Z[G]

cette décomposition a lieu quelle que soit la ramification de 2 dans N/@ ; toutefois

ZN est isomorphe & ‘mZN@T ol T est fini et ‘U{ZN est M libre ;

T=(0) si 2 n'est pas ramifié dans N/@. On se propose de déterminer T dans les



§3.

cas (i), (ii), (iii) du théoréme ci-dessus.

On a la décomposition suivante de Mm@ y A
N
Z[G]
me Z,, = mem) ® (2, ® 2" ) ceci nous donne une décomposition
N K N
z[G] z(G]

de T en quatre facteurs qui sont les groupes de torsion de

le s ﬂll@ Z” s mll@ ZK'
z[G]

®
N N
z[G] z[G] z[G]
1) Le premier produit tensoriel se raméne au cas abélien : en effet Tt et ZK sont
annulés par 1-02 , ONn obtient donc:

4 . . . ’ .
M &', le dernier isomorphisme se déduisant

z[d]

™ ®
z[c]

du Hauptsatz de (2). Le calcul de ce produit tensoriel a été éffectué dans (3).

Z :.“Dzl ® Z o
K K
Z (9]

On obtient ici :

cas (i) ZXZIXZXZ

cas (ii) (z xz/zz)x(z xz/zz)x(Zx-z/ZZ)x(Z XZ/ZZ)
Chacun des facteurs entre parenthése étant isomorphe 3 un des M. ® sl

1
Z[g]
cas (iii) (z xZ/ZZ xz/zz)x (z XZ/ZZXZ/ZZ) x (7 XZ/ZZXZ/ZZ) X oo

ee. (7 "Z/zzxz/zz)

Avec la méme signification pour les parenthéses que dans le cas (ii)

2) Regardons maintenant M' ® Z"N =T ] Z" =T Z r('? ce qui donne
Z [G] z[¢G] z[G] 1+o
N U Oy S )4
(1402 m 2 /21

3) Le troisiéme facteur se calcule tout aussi aisément :

Z[G] ol
m e vyl =~ ® -~ ] -
z[{G] N Z7G] (146%)  (1+g%)mm

[l reste un terme & calculer, ce sera |l'objet du paragraphe suivant.

CALCUL DEM® g

'Mw -

Z7G]

Nous allons effectuer ce calcul en séparant les cas (i), (ii), (iii).



Cas (i) : :
Z'7g
On ag!=7 [9] = 5 ce qui donne M' ® S =~ WHZ ~ _'g?.'_'
(1-¢“) Z[3a] 1-g
Cas (ii)
(Z[-G],eo’ e‘) Z[G]

On asg! =~ et donc M ® S =i ® ® st

(1-0°) Z27G] z[G]1-oz Z[G]
2

t-o

;mll mll | m!l

S ® 8' ™5 ® 6! =z ® s
0-oBmr zfa] P z[a] ™ F,[q] /%O

3] — . —
or 2%" est engendré, comme F2 - espace vectoriel, par les classes 1,1, j
f+i+j+k
—2 "¢

On a les refations : 92+e+1 =0 , BT+ +T+1, =0 ’

Bj+e+T+1=0 , Bk+8+1+,=0

11 — —
Pour m ¢ -% ftaction de F2 [g'_] est donnée par m.s=m,i, m.t=m.j. Par ailleurs

2Mm
rd rd + + '
&' admet une base sur 7 formée des éléments 1, t, -]35, s_z_s_t. donc 2-%— admet pour
- — R + +
base sur F, : T,T,@,8 ot q (resp @) est la classe de 1—25 (resp Stzt).

On remarque que 1 et s (resp t et st) ont méme image dans 6/26' . On en déduit
que s opére trivialement sur 6’/26' et que 6’/26’ est somme directe de deux

F2 [g] modules, I'un V, ayant pour base 1, t sur Fz, tautre VV, ayant pour base

1 2

a et 8. Le produit tensoriel est donc isomorphe a3 la somme directe

o ( ) or V. et V les deux i hes Fale]
i ® V]G-)V2 or et sont tous les deux isomorphes a TS .

1 2
F,ld]
mll
On est donc ramené a la somme directe de deux modules isomorpheséZ/ .

o (1+s)

Mais on a 1 (1+s)=1i(1+s)=j(1+s)=1+i et 8 (1+s) =9+9i=1+ij=i+]. Comme les

n
éléments 1, 1+i, i+tj, 8 forment une base de 2‘%1- , le quotient est un F2 espace

vectoriel ayant pour base les classes de | et §. Or tout " module ayant quatre
éléments est isomorphe au quotient de M par 'unique idéal premier p au-dessus
de 2 dans M",

1 ]
De ceci il résulte que M' @ Sl =~ b x-@—

z[G] p p



Cas (iii) :
1+s 1+s+t+st
2 ! 4

&! est le sous—-anneau de @[g] engendré par 7 rg] ,

il est donc isomorphe & (z [G] 1 eg, eﬁie’) . Dans ces conditions :
(1-¢“)
1
mll ® 61 mﬂ"@ Z—.I—.g ® 6| e _.(J.:R_'T_ ® 6' .
zr6] z[e]1-o® z[e] T F,[e] /%
L A 2
1-G

, + +s+t+ ,
L'ordre &' ayant pour basesur Z : 1,t, 125, ! 54 St, son quotient g'/Z@ a pour

N 1+s l+stt+st
base 1,1,a,8 ol g (resp 8) est la classe de —— (resp ———).

. . ' {
On a alors ] = s et donc s opere trivialement sur 6/26" De plus la classe de

1+s t+st

—_—

5 ) est égale & deux fois celle de g8 donc est nulle.

1
On en déduit que _§r est somme directe de trois F2 [g] modules {'un V] de base

1, t isomorphe a —:-_-g—gj- les deux autres étant isomorphes a Fz, g y opérant

trivialement. On est ramené & :

Emll it

o Pl 8 (i ® F.)o (“'R” ® E )
& LS : W 2 _2‘3:&_" 2
7161 %s) F,lo] F,ls]

. N

H
Le premier terme a déja été determiné, il est isomorphe éﬂ—, les deux autres

! p
sont isomorphes a Zmn

1 i
% (1+s)+%t-n (1+t)

Or Ll1+t)=1+], i(1+t)=i+ij=1+i, jO+t)=1+]
g(1+t)=g+8j=1+i

L e quotient admet encore pour base sur F2 les classes de 1 et §. On aura avec
le méme raisonnement que précedemment :

H
la‘lﬁ_‘.,.x ﬁxm_

me & .
yd [-G] p p p
En résumé nous avons :
3
Théoréme Le produit tensoriel M® Z,, &st isomorphe AMeTouT=(® T.)@TH
Z 1G] i=0 !
avec Ti (resp T!") groupe de torsion de ™ @ Z" (respm'® Z" )et valant
zZ[G] N z[c] N

dans :



B 8 At A s s

_ _ _ oo
- le cas (i) T Z/ZZ , Tn T

) oo T
- le cas (ii) T Z oy * Z/27 ,._p_x_p._.-
‘Tn" m” m’?"
- = N = e — —
le cas (111)Ti Z/ZZ XZ/ZZ XZ/ZZ , T : X . x 5

ol p est l'unique idéal premier au-dessus de (2) dans T,

[1] D. CHATELAIN : Etude du O-module O ® ol N est une extension
z[G]
abélienne de Q et O I'ordre maximal de g[G].

Séminaire de Théorie des nombres - Besangon - 1976-77,

[2] H. W, LEOPOLDT : Uber die Hauptordnung der ganzen elementen eines
abelschen Zahlk&rpern,
J. fUr reine Ang. Math., (1959).

[3] Jo MARTINET : Sur les extensions a groupe de Galois quaternionien,
Note aux C. R. A. S. t. 274 Série A p. 933-935 (20 mars 1972).

Jean COUGNARD

L abor atoire de Mathématiques
Faculté des Sciences de Besancgon
Route de Gray - '"La Bouloie!"
25030 BESANCON CEDEX



