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Résuḿe

Nous donnons ici une minoration entièrement explicite de formes linéaires
en deux logarithmes, du type de celle de Baker, améliorant substantiellement les
résultats connus. Seul un schéma de la preuve, utilisant la méthode de Schneider,
est donné.

1 Introduction

Une forme linéaire en logarithmes désigne une somme de la forme

n∑

i=1

bi logαi,

où les bi sont des entiers relatifs non nuls et lesαi des nombres algébriques. La
détermination des logarithmes est choisie de manière arbitraire. Il s’agit de minorer
la valeur absolue d’une telle forme, dans le cas de deux logarithmes(n = 2), en terme
de la hauteur desαi et desbi. La minoration obtenue est analogue à celle de Baker [1]

log |Λ| ≥ −C1D
4 logmax{|b1|, |b2|} log h(α1) log h(α2),

où h désigne la hauteur logarithmique définie ci-dessous. La constanteC1 calculée à
partir de la méthode de Baker est elle de l’ordre de109. Il existe une autre minoration

log |Λ| ≥ −C2D
4(logmax{|b1|, |b2|})2 log h(α1) log h(α2),

dont la constanteC2, obtenue par M. Laurent, M. Mignotte et Y. Nesterenko dans [3],
est de l’ordre de20. Nous nous proposons d’améliorer substantiellement la constante
C1 en arrivant à obtenir une constante de l’ordre de25000. Pour aboutir à ce résultat
nous utilisons la méthode de Schneider avec multiplicités jointe à celle des déterminants
d’interpolation.

Nous énonçons nos résultats dans le paragraphe2. Ils découlent tous du Théorème
1 et s’obtiennent par spécialisation des paramètres de son énoncé. Dans la paragraphe
3 nous donnons le plan de la démonstration du Théorème 1 Dans le paragraphe 4 nous
énonçons un lemme de zéros , qui améliore, pour le cas m=2, celui de [2].
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Nous nous plaçons dans un cadre archimédien : les nombres algébriques considérés
sont toujours vus comme éléments du corpsC des nombres complexes. Pour tout
nombre algébriqueα de degréd sur Q, et dont le polynôme minimal surZ s’écrit
a
∏d

i=1(X − α(i)), où les racinesα(i) sont des nombres complexes, on désignera par

h(α) =
1

d

(
log |a|+

d∑

i=1

log(max(1, |α(i))|
)
,

la hauteur logarithmique usuelle du nombreα.

2 Énoncés des ŕesultats

Soientα1, α2 deux nombres algébriques non nuls, et soientlogα1 et logα2 des
déterminations quelconques de leurs logarithmes. On se propose de minorer la valeur
absolue de la forme linéaire

Λ = b1 logα1 − b2 logα2,

où b1 et b2 sont des entiers positifs. Nous supposerons dans la suite que les valeurs
absolues|α1| et |α2| sont≥ 1. Cette condition n’est pas restrictive puisque l’on peut
remplacerα1 etα2 par leurs inverses sans modifier|Λ|, et que la partie réelle deΛ est
la somme de deux termes≥ 0 lorsque|α1| ≥ 1, |α2| ≤ 1. Posons

D = [Q(α1, α2) : Q]/[R(α1, α2) : R].

Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 1. SoientK, L, T des entiers≥ 1, R, S des entiers≥ 0. SoitE un réel
> 1. Posons

N =
(K + 1)(K + 2)

2
(L + 1),

g =
1

4
− N

12(R+ 1)(S + 1)(T + 1)
, B =

R|b2|+ S|b1|
2K

.

Soienta1, a2 des ŕeels> 0 tels que

ai ≥ E| logαi| − log |αi|+ 2Dh(αi), i = 1, 2.

Supposons que pour tout entierK ′ tel que0 ≤ K ′ ≤ K l’on puisse trouver des entiers
R1, R2, R3, S1, S2, S3, T1, T2 etT3 tels que

R1 +R2 +R3 ≤ R,

S1 + S2 + S3 ≤ S,

T1 + T2 + T3 ≤ T −K ′,
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et v́erifiant la condition suivante

Card{rb2 + sb1; 0 ≤ r ≤ R1, 0 ≤ s ≤ S1} ≥ K −K ′ + 1,

Card{αr
1α

s
2; 0 ≤ r ≤ R1, 0 ≤ s ≤ S1} ≥ L+ 1

T1 + 1
,

Card{αr
1α

s
2; 0 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ s ≤ S2} ≥ 2(K −K ′)L+ 1

T2 + 1
,

Card{rb2 + sb1; 0 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ s ≤ S2} ≥ (K −K ′)2 + 1

T2 + 1
,

Card{(rb2 + sb1, α
r
1α

s
2); 0 ≤ r ≤ R3, 0 ≤ s ≤ S3} ≥ 3(K −K ′)2L+ 1

T3 + 1
.

(1)

Si de plus

V

2
> D

[
log(

N

2
) +

K

3
log

(
Rb2 + Sb1

2K

)
+

22

18
K +

K

3
log

(
T

KL

)

+T +
2T

L+ 1

[
log

(
L+ 1√

2

)
− 1

2
log

(
309T

(L+ 1)(309 + 107K)

)]

+

(
107K

309
+ 1

)
309T

(L+ 1)(309 + 107K)
+

(12 log(L) + L)K

3(L+ 1)

]

+T logE +
K

3
logE + log 2 + g

L+ 1

2
(Ra1 + Sa2),

(2)

où

V =

(
2− 2/(L+ 1) +

√
4− 8/(L+ 1)

)
(K + 2)(L+ 1) logE

8
.

Alors nous avons

|Λ′| ≥ e−V+T logE , avec Λ′ = Λ ·max

{
LSeLS|Λ|/(2b2)

2b2
,
LReLR|Λ|/(2b1)

2b1

}
.

Posons

b′ =
b1

D logA2
+

b2
D logA1

,

oùA1, A2 désignent des réels> 1 tels que

logAi ≥ max

{
h(αi),

| logαi|
D

,
1

D

}
, (i = 1, 2).

Du Théorème 1 on déduit les corollaires suivants.

Corollaire 1. Supposons queα1 etα2 soient multiplicativement ind́ependants. Alors

log |Λ| ≥ −25900D4max

{
log b′ + 4.277,

100

D
, 10

(
1.0344 +

1.59

D

)}
logA1 logA2.

3



Corollaire 2. Supposons de plus queα1 etα2 soient ŕeels et positifs. Alors

log |Λ| ≥ −18600D4max

{
log b′ + 4.29,

100

D
, 10

(
1.0314 +

1.434

D

)}
logA1 logA2.

Le choix de la constante100 ci-dessus est bien sûr arbitraire, et donne naissance
aux autres constantes numériques intervenant dans ces deux corollaires. En général,
ces constantes sont d’autant plus petites queb′ est grand. On notera que les constantes
multiplicatives asymptotiques (c’est à dire lorsqueb′ tend vers l’infini) sont respective-
ment de l’ordre de21800 et de15900 dans les corollaires 1 et 2. Les deux corollaires
sont à mettre en parallèle avec les corollaires 1 et 2 de [3]dont les coefficients sont
asymptotiquement de l’ordre de 20 pour le Corollaire 1 et de 15 pour le Corollaire
2. On peut alors dire qu’il devient intéressant d’utiliserles minorations énoncées ici
lorsquelog b′ ≥ 1300.

3 Sch́ema de d́emonstration du Théorème 1

Pour démontrer le Théorème 1 , nous utilisons la matriceM de tailleN × RST
dont les coefficients sont les nombres

γtrs
kl =△ (rb2 + sb1; k1)α

rl
1 α

sl
2 l

t−k0 ,

où (trs), avec(0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ s ≤ S), est l’indice de colonne et(k, l),
avec(k0 + k1 ≤ K, 0 ≤ l ≤ L), est celui de ligne. L’application△ étant définie par

△ (z;n) =

(
z(z − 1) · · · (z − n+ 1)

n!

)
.

Voici le plan de la preuve du Théorème 1.
Étape 1. Soit la matriceM définie précédemment. Grâce à un lemme de zéro nous
montrons que la matriceM est de rang maximal. La condition(1) découle en fait du
lemme de zéros utilisé.
Étape 2. Transformation de la matriceM grâce aux polynômes de Feldman. (On
pourra se référer au chapitre11 de [4] pour plus de détails.)
Étape 3. Nous prenons un mineur non nul∆ de la matriceM , dont l’existence est
assurée par l’étape1, que nous majorons arithmétiquement grâce à une inégalité de
Liouville.
Étape 4. Nous majorons analytiquement∆ en fonction de|Λ′| grâce à un lemme de
Schwarz.
Étape5. Les étapes4 et 5 fournissent un encadrement de∆. Or la majoration dépend
de|Λ′| tandis que la minoration non, il s’en suit que pour|Λ′| suffisamment petit nous
obtenons une contradiction. L’hypothèse(2) du théorème 1 provient de cette étape.

L’étape2 n’est pas là pour améliorer les coefficients mais est nécessaire pour obte-
nir une minoration enlog b′. En effet l’application directe des étapes3 et4 à la matrice
M donne une minoration enlog b′ log log b′, c’est pour supprimer le termelog log b′

qu’il nous faut utiliser les polynômes de Feldman. Pour plus de précision voir le cha-
pitre 11 de [4].
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4 Lemme de źeros

Voici le lemme de zéros utilisé dans l’étape 1 de la démonstration.
Soit D la dérivationD = ∂

∂X0
+ Y ∂

∂Y , on dira qu’un polynômeP s’annule à
l’ordre > T sur un ensembleΣ si pour toutt compris entre0 et T , DtP s’annule sur
Σ.

Lemme 1. SoientK,L des entiers≥ 1 ; soientT1, T2, T3 des entiers≥ 0 et soient
Σ1,Σ2,Σ3 des ensembles finis de{0}×C×C× non vides. SoitP un polyn̂ome appar-
tenantà C[X1, X0, Y ], de degŕe total en(X0, X1) inférieur ouégal à K et de degŕe
enY inférieur ouégalà L. On noteraK ′, K ′ ≤ K, le plus grand entier tel queXK′

0

diviseP .
Supposons les conditions suivantes réaliśees.

(1) Pour tout j = 1, 2 et tout sous-espace vectorielW de C2, W 6= {0} × C de
dimension2− j on a
(

Tj+1
ǫj

)
Card

(
Σj

W × C×

)
≥ (K−K ′)j+1, où ǫj =

{
1 si (1, 0, . . . , 0) /∈ W
0 sinon

(2) Pour toutj = 1, 2, 3 et tout sous-espace vectorielW deC2 de dimension3−j on a

(Tj + 1)Card

(
Σj

W × C×
tors

)
≥ j(K −K ′)j−1L+ 1.

Alors siP s’annule surΣ1 + Σ2 + Σ3 à un ordre> K ′ + T1 + T2 + T3 pour la
dérivationD, il est identiquement nul.
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