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CALCUL DU NOMBRE DE C L A S S E S ET DES UNITES DES E X -

TENSIONS ABELIENNES R E E L L E S DE Q . 

p a r Georges GRAS e t M a r i e - N i c o l e GRAS . 

In t roduct ion 

Soient K un c o r p s de nombres e t A-^ l ' anneau des en t i e r s de 
K ( [ 1 4 ] , c h a p . 1, § 2 ) . Soient 3 le groupe des idéaux f r a c t i o n n a i r e s 
de A-£ et 3Q le sous -g roupe de 3 fo rmé p a r l e s idéaux f r a c t i o n n a i r e s 
p r inc ipaux au sens habi tue l ( [ 14] , c h a p . I , § 6 ) . 

L ' i nva r i an t le p lus impor tant concernan t l ' a r i thmét ique dans 
A^ e s t le groupe des c l a s s e s § ( K ) = 3 / 3 0 <iui e s t un groupe abél ien f i -
ni ( [ 2 5 ] , p . 69 ) ; son o r d r e h-^ ( appelé le nombre de c l a s s e s au sens 
o r d i n a i r e de K ) e s t t r è s d i f f i c i l e à c a l c u l e r même dans des ca s pa r t i cu -
l i e r s ( vo i r cependant dans [ 4 ] et [ 2 8 ] le ca s des ex tens ions quadra -
t iques qui e s t complètement r é s o l u et permet d ' é l a b o r e r des tab les numé-
r iques ( [ 2 2 ] ) ) . L ' impor tance du nombre de c l a s s e s provien t déjà du 
fait que l o r s q u ' i l e s t égal à 1 , l ' a r i thmét ique dans A^ e s t re la t ivement 
analogue à ce l l e dans Z ( notamment il y a un ic i t é de la décomposition 
de s éléments de A^ en f a c t e u r s i r r é d u c t i b l e s c a r ce d e r n i e r e s t p r inc i -
pal ) ; l o r s q u e le nombre de c l a s s e s e s t d i f f é r en t de 1 , c e r t a i n s p rob-
lèmes sont a isément so lub les à condit ion que ce nombre ne soi t pas divi-
sible p a r c e r t a i n s nombres p r e m i e r s p a r t i c u l i e r s dépendant du problème 

c o n s i d é r é ( p a r exemple : soit £ un nombre p r e m i e r impai r e t soit ç une £ 
r a c i n e pr imi t ive 1 de l ' un i t é ; si l e nombre de c l a s s e s du c o r p s Q(ç ) 
n ' e s t pa s d iv is ib le p a r 1 , a l o r s le théorème de F e r m â t e s t v r a i pour 
l ' exposan t 1 ( [ 2 ] , c h a p . V, § 7, 1 ) ) . 

Un second i n v a r i a n t , tout a u s s i important pour l ' a r i thmét i -
que dans A-^ , e s t cons t i tué p a r le groupe des un i t é s de A-^. Sa s t ruc -
tu re de Z-module e s t connue g r â c e au théorème de Dir ich le t ( [ 2 5 ] , chap . 
IV, §4-), cependant , comme pour le nombre de c l a s s e s , i l n ' ex i s t e pas d ' a l -
gorithme valable pour tous l e s c o r p s de nombres , p e r m e t t a n t u n calcul nu-
mér ique des un i t é s ; on connai t quelques p r o c é d é s appl icab les dans des 
c a s p a r t i c u l i e r s , notamment pour le ca s des c o r p s quadra t iques ( [ 4] ) 



et des ex tens ions cyc l iques de d e g r é 3 et 4 C Hasse ) ; s ignalons qu' i l 
exis te un t r è s grand nombre de t r avaux concernant le c a s des c o r p s qua-
d ra t iques et le c a s des c o r p s cubiques ( ga lo is iens ou non ) que nous ne 
pouvons mentionner ici ( le l e c t e u r i n t é r e s s é pa r l e s problèmes numéri-
ques en théor ie des nombres l i r a [30 ] avec prof i t ) . 

Il y a t r o i s g r a n d e s d i r ec t i ons selon l e sque l l e s on peut r e -
c h e r c h e r un a lgor i thme pour le ca lcu l du nombre de c l a s s e s : 

( i ) Méthodes g é o m é t r i q u e s . On sai t que toute c l a s s e de ) 
cont ient un idéa l e n t i e r de norme m a j o r é e p a r la cons tan te de Minkowski 
M ( [ 14] , c h a p . V, § 4 ) . Les idéaux e n t i e r s de norme i n f é r i e u r e à M 
sont en nombre fini ; le nombre de c l a s s e s es t donc obtenu a p r è s avoir 
t rouvé toutes les r e l a t i o n s de dépendance ( modulo ) qui ex is ten t en t re 
c e s idéaux ( sinon on obt ient un multiple de h-^ ( comme dans [ 11] ) ) ; 
toute la d i f f i cu l té e s t donc de p r o u v e r la p r inc ipa l i t é ( ou la non pr inci -
pa l i té ) d 'un ce r t a i n nombre d ' idéaux ; mais d i re que l ' i déa l en t ie r Q es t 
p r inc ipa l c ' e s t d i r e qu ' i l ex i s t e a € tel que Q = ( a ) A ^ , donc que 
l ' équa t ion diophantienne = ± a ( où a ç IN* dés igne la norme 
absolue de l ' i déa l Q ( [ 2 5 ] , p . 62 ) ) a une solution ; o r on ne connait 
pas de c r i t è r e g é n é r a l pe rmet tan t de savo i r si une te l le équation e s t so-
luble ou non ; on ne peut même pas e n t r e p r e n d r e une r e c h e r c h e sys téma-
tique c a r l e s solut ions éventue l les ne sont pas t o u j o u r s b o r n é e s . Pour 
su rmonte r la d i f f i cu l t é , on e s t conduit à é l a b o r e r des a lgor i thmes , de 
na tu re géomét r ique , dont la programmat ion e s t f o r t complexe ( pa r e x -
emple [ 2 9 ] ) . 

Cet te méthode about i t , p a r exemple, l o r sque le nombre de 
c l a s s e s e s t égal à 1 et que l ' on a eu la chance de p r o u v e r que tous les 
idéaux c o n s i d é r é s étaient p r inc ipaux , c ' e s t - à - d i r e de t r o u v e r une solu-
tion pour chacune de s équat ions dont nous venons de p a r l e r ( vo i r à ce 
su je t l ' exemple ins t ruc t i f de [14 ] , p . 121 ) . 

( i i ) Méthodes a r i thmét iques . Ce r t a ine s méthodes à la fois algé-
b r i q u e s et a r i thmét iques ne donnent que des d i v i s e u r s du nombre de c l a s -
ses ( p a r exemple [ 6 ] , [ 7 ] , [ 8 ] ) e t sont plutôt i n t é r e s s a n t e s su r le 
plan théor ique ; il y au ra i t dans ce t t e d i r ec t ion un nombre cons idé rab le 
de publ ica t ions à c i t e r . 

( i i i ) Méthodes ana ly t iques . L 'é tude de la fonct ion Çj^Cs) du 
c o r p s de nombres K conduit à la formule analyt ique du nombre de c las -
s e s ( [ 2 ] , c h a p . V , § 1 , t h . 2 ) qui es t le point de d é p a r t de nombreu -
ses méthodes . Ma lheureusemen t , l e s e x p r e s s i o n s de qui s ' en dédui-



sent font i n t e r v e n i r l e s u n i t é s fondamenta les de K sous la forme du r é -
gu la teur du c o r p s ( [ 2 ] , c h a p . I l , § 4 ) et ne sont pas de ce fai t d i rec te-
ment u t i l i sables . , à moins de c a l c u l e r l e s un i t é s fondamenta les de K pa r 
une méthode géomét r ique indépendante . 

H a s s e montre dans [12 ] ( § 1 , 5 ) que , l o r s q u e K/Q e s t a b é -
l ienne et i m a g i n a i r e , h-^ se décompose sous la forme h-^ = h* hQ , h* 
( appe lé le nombre de c l a s s e s r e l a t i v e s ) étant un e n t i e r ca lcu lab le au 
moyen d 'une formule ne f a i s a n t i n t e r v e n i r que des c o n s t a n t e s ar i thmét i -
que s é l é m e n t a i r e s du c o r p s c o n s i d é r é et hQ étant le nombre de c l a s s e s 
du s o u s - c o r p s r é e l maximal Kq de K . 
H a s s e ( [12 ] , § III, 20 ) mont re a u s s i que le g roupe des un i t é s de K es t 
connu dès que celui de Kq l ' e s t . Ceci explique que l ' on peu t , dans le cas 
a b é l i e n , se l imi te r à l ' é t ude du nombre de c l a s s e s et d e s un i t é s des co rps 
abé l i ens r é e l s . 

P r i n c i p e de la méthode p r o p o s é e . Cet a r t i c l e i l l u s t r e , dans le c a s abé-
lien r é e l , la méthode ana ly t ique que nous venons de r a p p e l e r . Son point 
de dépa r t e s t un t r a v a i l de Leopoldt ( [15] ) qui é tabl i t une i n t e r p r é t a -
tion a r i thmét ique de la fo rmule analyt ique du nombre de c l a s s e s . Comme 
nous le r a p p e l o n s dans la p a r t i e I , l ' e x p r e s s i o n du nombre de c l a s s e s 
d 'un c o r p s abé l i en r é e l t r ouvée p a r Leopoldt e s t de la forme 

Q K hj, = h , où l e s nombres Q-^ , Q ç , h sont des e n t i e r s ra t ion -
Q G k K * 

nels et K dés igne un c a r a c t è r e de K ( c f . p a r t i e I , § 1 ) ; Q ç e s t une 
cons t an t e ne dépendant que du groupe de Galois de K/Q ; Q-^ es t un 
" t e rme c o r r e c t i f " dépendant du g roupe des un i t é s de K , mais qui es t 
r e l a t i vemen t f ac i l e à d é t e r m i n e r c a r s e s d i v i s e u r s p r e m i e r s , pos s ib l e s 
à p r i o r i , sont connus ; en o u t r e , dans l e s c a s l e s p lus s imples ( notam-
ment le c a s où K/Q e s t cyc l ique de d e g r é p r e m i e r ) , on a Q-^/QQ = 1 • 
P o u r chaque c a r a c t è r e K , le nombre h e s t égal à l ' i nd i ce dans un sous -

H 
groupe E d ' u n i t é s de K b ien déf in i ( mais que l ' on ne connai t pas numé-

H 
r iquement ) d 'un s o u s - g r o u p e d ' u n i t é s F qui lui e s t p a r f a i t e m e n t connu 

H 

numér iquement , l o r s q u e K e s t donné ( u n i t é s cyclo tomiques ) . Ainsi le 
ca lcu l de h v r e p o s e - t - i l e s sen t i e l l emen t s u r ce lu i des h = ( E : F ) . K K K 

Notre méthode c o n s i s t e en une explo i ta t ion convenable de la 
r e m a r q u e t r è s simple su ivan te : supposons que l ' o n ai t t rouvé une unité 
n de F de la forme , p > 1 , e étant une un i t é de F n ' appa r t enan t pas 1 X H 
à F , a l o r s le s o u s - g r o u p e F ' de E e n g e n d r é p a r E et e v é r i f i e 

K K K K 
F c F ' c E et l ' i nd i ce ( E : F ' ) e s t s t r i c t emen t i n f é r i e u r à ( E : F ); 

K ^ K K K X. K K 



il suff i t a l o r s de recommencer l ' opé ra t i on à p a r t i r de F ' ; on obtient 
j T- -ci c-Cn.) ^ K -r-Cn) y- . ainsi une suite de g roupes r , r , . . . , b et on au ra b = h a pa r -K K H H H 

t i r du moment où il s e r a impossible de t r o u v e r n € F pu i s sance non tri-
(n) K 

viale d'une unité e n ' appa r t enan t pas à F . On obtient a l o r s s imultané-K 
ment E et l ' indice c h e r c h é h = ( E : F ) . 

K K K K 

11 es t c l a i r que le p r o c é d é , tout en étant f in i , n ' e s t pas bor-
né à p r i o r i , ce qui explique qu ' i l soit n é c e s s a i r e de m a j o r e r h = (E :F ) 

H K K 
par une borne effect ivement ca lcu lab le . Ce p remie r problème e s t r é so -
lu dans la pa r t i e II et le majorant t rouvé es t fonction des données sui -
v a n t e s , où K est un s o u s - c o r p s de K dépendant de K : d e g r é J"K : Q 1 , K _ K ' 
conducteur de K et groupe F de s un i t és cyclotomiques . Le deuxième 

K H 

problème à r é s o u d r e es t celui de savo i r r e c o n n a î t r e , pour p donné, s ' i l 
ex is te une unité n de F^ ^ , te l le que r = r ^ , e I F ^ ^ . Ce problème , 

H T H 
plus simple que le p récéden t , e s t réso lu dans la pa r t i e IV . 

Bien que la ma jo ra t ion de h u t i l i se un r é s u l t a t de géométrie 
des nombres ( le théorème de Minkowski su r les r é seaux ( [ 2 5 ] , p . 67 )), 
l 'obtent ion d 'un majoran t de h r e p o s e essen t ie l lement su r les p r o p r i é -K 
tés a r i thmét iques des c o r p s K . De pa r sa n a t u r e , cet te méthode est 
p r o p r e au cas abél ien et son inconvénient e s t de ne pas donner la s t r u c -
tu re du groupe des c l a s s e s § ( K) ( cependant de nombreux r é s u l t a t s pu-
rement a r i thmét iques du genre de ceux de [6 ] et de [ 7 ] doivent permet t re 
de conc lu re dans beaucoup de c a s ) . P a r cont re son in t é rê t r é s i d e dans 
le fai t qu ' e l l e donne simultanément le groupe des un i tés et le nombre de 
c l a s s e s de K et que sa programmat ion sur o rd ina t eu r soit re la t ivement 
a i sée et pe r fo rman te ( pour s ' e n c o n v a i n c r e , se r e p o r t e r aux t ab les nu -
mér iques de [9 ] où l 'un des a u t e u r s a t r a i t é pa r ce t te méthode le cas des 
extens ions cubiques cyc l iques ) . 

P e r s p e c t i v e s su r la méthode . Cet te méthode doit pouvoi r , à p r i o r i , 
t r a i t e r l e s ex tens ions abé l i ennes r é e l l e s de d e g r é que lconque . Bien en-
tendu, le temps de ca lcul su r o r d i n a t e u r a ins i que l e s o r d r e s de g randeur 
des nombres manipulés sont des fonc t ions rapidement c r o i s s a n t e s du 
d e g r é et du conduc t eu r , et l e s l imites sont dues à des problèmes de 
programmation . 

Cet te méthode nous semble ê t r e la seule à pouvoir fou rn i r un 
con t re -exemple ( s ' i l en exis te ) à l ' ex i s t ence d 'une " uni té de Minkowski" 
( vo i r à ce su je t le problème p r é c i s é pa r Bruraer [ 3 ] et Payan [24] ) . 



Enfin, a p r è s l ' é tude des r é s u l t a t s numériques fournis par 
les tables de [9] , nous avons formulé une conjec ture ( pa r t i e V ) qui 
é tabl i ra i t un lien non t r iv ia l en t r e la s t r u c t u r e du groupe des c l a s s e s et 
cel le des groupes f inis E / F 

H H 

I P r é l im ina i r e s 

1) C a r a c t è r e s des ex tens ions abél iennes de Q . 
a ) Conducteur de K . Soit K une extension abél ienne de Q , de degré 

g et de groupe de Galois G . On rappe l le que, d ' a p r è s le théorème de 
Kronecke r -Weber ( f 14-1, p . 2 1 0 ) , K es t contenue dans un corps cyclo-

( f ) ( f ) tomique Q ( Q désignant l ' ex tens ion engendrée su r 0 P a r l e s r ac ines 
( f 

f de l ' un i té ) ; le plus pet i t en t ie r f te l que K c Q s ' appel le le 
C f J conducteur de K . On rappe l l e que le groupe de Galois de Q /Q e s t ca -

noniquement isomorphe au groupe multiplicatif ( z / fZ')* C [ 2 5 ] , p . 1 0 8 ) . 
C f^ 

Soit H le sous -g roupe de ( Z / ^ Z ) * image de Gal( Q /K ) p a r cet iso -
morphisme . Alors G es t isomorphe à ( z / f z ) * / H et i l e s t c l a i r que K es t 
ent ièrement déterminé pa r le couple ( f , H ) . 

b ) C a r a c t è r e s complexes de K . Soit ï ' f f ^ le groupe des c a r a c -
(T 

tères de degré 1 de ( Z / F Z ) * à valeurs dans C * C i . e . le groupe des ho-
momorphismes de ( z / f z ) * dans C* ) • On appelle groupe des c a r a c t è r e s 
complexes de K le sous -g roupe de formé des éléments t r iviaux 

0 
sur H : ï ^ = (K ' ç ï ' ( f ) » %' (a) = 1 , pour tout a ç H | . Les app l i ca -

0 
t ions -/' sont en fait déf in ies su r Cz /^Z)* mais pour évi ter un su rc ro i t de 
notat ions , nous fa isons l e s conventions d ' é c r i t u r e suivantes : 

— ( f ) — soit a c ( z / fZ )* , a ç z 5 soit c € Gal( p / q ) co r respondan t à a par 
( f ) — 

l ' i somorphisme canonique ( Z / fZ )* —> Gai ( Q / Q ) et soit <j £ G la 
c l a s s e de g modulo H : on notera indifféremment p a r , ou 

) I e nombre H ' ( I ) . Pour tout élément H ' de , on no te ra g , son 
o r d r e ; a l o r s le groupe H ' ( G ) coïncide avec le groupe cyclique des r a -
cines g , - è m e s de l'unité et son ordre , noté ttH*CG)H , es t égal à g , 

X " X ( en e f fe t , tout sou s-groupe fini de C* e s t cyclique ( [ 2 5 ] , p . 2 8 ) ) . 

c ) Caractères rationnels de K . On définit sur la relation d'é-
quivalence suivante : soient K ' et f ' deux éléments de ; on dit que H' 
et f ' sont r Q - conjugués ( c f . [27] p. 41 ) si f ' = , avec k entier pre-
mier à l 'ordre de • H revient au même de dire que ^ ' et H' engendrent 
le même sous-groupe de ; on vérif ie que cette propriété es t aussi é-
quivalente à ker K ' = ker ^ ' . 



Pour tout , on notera H la p ^ - c l a s s e de conjugaison 
de ; on a x = {x ( k , g , ) = l ) ; i l en résu l te que x possède cp(g .) 

x x 
éléments ( çp désignant la fonction d'Euler ) et que l e s nombres 

k 
Z ijr'(a) = £ x' Ca) = T r /• x ( x ' ( a ) ) sont des en t i er s ra -

i ' € x ( k , g , ) = 1 Q ^ J/Q 
X 

t ionnels pour tout â ç ( Z / fZ )* . On définit l e s applications x
 : 

x : ( z / f Z ) » — s > Z p a r H ( â ) = Z f ' ( â ) . 
t ' e ï 

Ces applicat ions sont appe lées l e s c a r a c t è r e s rat ionnels i rréduct ib les de 
K ( ou plus brièvement : l e s c a r a c t è r e s de K ) . 
On notera par l 'ensemble de c e s c a r a c t è r e s et on adoptera pour 
H Ç Ijç l e s mêmes conventions d 'écr i ture que c e l l e s introduites pour 
x' Ç • L'élément neutre de co ïncide avec le carac tère rationnel a s -
s o c i é ; c e s deux c a r a c t è r e s seront notés 1 . 

d ) Définition des corps K . Pour tout « ' f j™ , on cons idère le 
x 

s o u s - c o r p s K , de K f ixe par Ker x' ; on a 
x 

GalCK , / o ) - ( z / f Z ) * / K e r ~ x ' « Z / f Z ) * ) - x * ( G ) qui e s t un 

sous -groupe cycl ique de C* ; donc K , e s t une extens ion cycl ique de Q ; 
K """""————— 

son degré e s t égal à |1H'( G) Il = g , ; comme Ker , X , e t g , ne dépen-' _ ' X X X 
dent pas du choix de K ' ç X , on peut l e s noter respect ivement Ker * , K 

/ H 
et g ; on notera G le groupe de Galois de K /Q et f l e conducteur de 

x x x x 
K ( o n dit aus s i que f e s t l e conducteur de x e t , par abus de langage , 

x x 
que Ker x e s t le noyau de x et g l 'ordre de x J • 

H 
Réciproquement, s i k e s t un s o u s - c o r p s cycl ique contenu 

dans K et s i T engendre Gal( k / ( j ) , on peut , en posant j'C-yO = ç , q r a -
c ine primitive de l 'unité d'ordre [k:Q] , déf inir un carac tère $ ' de K 
dont l e noyau e s t Gal( Q ^ ^ / k ) , d'où k = K 

Ainsi , à toute extens ion abélienne K de Q , on a a s s o c i é la 
famille des s o u s - c o r p s cyc l iques K de K , et l 'application x ç iv—-> K 

x A K 
e s t une bi ject ion de sur l 'ensemble d e s s o u s - c o r p s cyc l iques de K . 

e ) Remarques . 
( i ) L' intérêt de l a notion de carac tère de K r é s i d e dans le 

fait que l 'étude des propr ié tés arithmétiques de K se ramène, pour l ' e s -
s e n t i e l , à l 'étude d e s propr ié tés arithmétiques des corps K , étude plu s 

/ * fac i l e puisque l e s extens ions K /Q sont cyc l iques . 
( i i ) L e s définit ions précédentes sont va lables pour une ex -

tens ion abélienne r é e l l e ou imaginaire . P a r la su i t e , l e corps K consi -



d é r é s e r a r é e l ( c f . Introduction ) ; du point de vue des c a r a c t è r e s com-
plexes , l e s c o r p s r é e l s sont c a r a c t é r i s é s pa r le fait que pour tout 

H'C-1) = 1 • 

2) L ' a lgèb re Q[G] . On appelle Q[G] la Q-algèbre dont une Q-base 
e s t const i tuée p a r la famille (CT) ç , le produit dans Q[G] étant défini 
à p a r t i r de celui dans G ( c f . [13] , p . 106 ) . Pour tout ^ € ï]^ > s ° i t 

e = — Z « (a"-')rr; on vérif ie que l e s e forment un système d'idempo-
* g C T ç G CT * 

tents orthogonaux de Q[G] , c ' e s t - à - d i r e que les e vé r i f i en t : 
X 

2 
e = e pour tout K , 

K X 
e e = 0 si * H , 

x i|r 
Z e = 1 ; 
r- r X 

on a donc la décomposit ion Q[G] = @ 0 [ G ] e . Montrons que Q[G]e 
6t X X 

( c o n s i d é r é comme anneau d 'uni té e ) es t isomorphe au c o r p s cyclotomique 
( g ) K ( g ) ( g ) 

Q K et que dans cet isomorphisme l ' anneau des e n t i e r s Z K de Q K 

c o r r e s p o n d à Z [G] e ( c f . [ 2 3 ] , } e r e p a r t i e ) . 
H 

Soit q un élément de G dont l ' image dans le groupe cyclique 
X 

G = Gal ( K /Q) soit g é n é r a t r i c e . On cons idère l 'homomorphisme d 'an-
X H 

neaux Q[X] —> Q[G] e 
P P(a )e X X 

Soit $ le g polynome cyclotomique ; on a $ ( x ) = TT ( X - C ) , X X H ( k , g ) = l * 
X 

r dés ignant une r ac ine pr imit ive g - ème de l 'un i té ; donc X 
s (CT )e = ( TT (CT ~C ) ) e . O n remarque que 

* * * (k , g )= 1 H y K 
X 

r, 1 r , e = Z - E n V ^ A e t q u e a Z K ' Q T " 1 ^ = x'Qr ) Z k
, C C T " 1 ) O Ï 

K x ' e ^ g a Ç G K a 6 G * c t € G 

p a r choix de n- , w'(a ) e s t u n e r ac ine primit ive g - ème de l 'un i té ; donc 
X X H 

h ' ( a ) = ÇX » ( x , g 1 » d o n c C E n ' C a ' ^ a V a - Ç X > = 0 e t 
X X H A Ç G Y K ^K 

$ (CT ) e = 0 , d 'où un homomorphisme d 'anneaux un i t a i r e s d e Q [ X ] / ( $ ) 
x x x H 

Q i ^ dans Q[G] e ; cet homomorphisme e s t inject i f c a r Q °x es t un 
c o r p s . La su r j ec t i v i t é r é s u l t e de la remarque suivante : comme est H 



un élément de G dont l ' image d a n s G e s t g é n é r a t r i c e , tout T € G s ' é c r i t 
k K 

de f açon unique T = CT -r'>k dé f in i modulo g et T ' a K e r « ; on a a l o r s 
K k k x 

T ' e = e soi t T e = CT e image de X p a r l 'homomorphisme c o n s i d é r é X X X X X 
d 'où la s u r j e c t i v i t é . 

Cet i somorph i sme s e r a a u s s i u t i l i s é de l a m a n i è r e su ivan t e : 
k k à T ç G , T = CT T ' , o n a s s o c i e r 
K X 

P o u r s imp l i f i e r l e s no ta t ions , nous n o t e r o n s Q le c o r p s 
( g > 

Q K e t z l ' a n n e a u d e s e n t i e r s de Q . P u i s q u e Z = Z[C 1 > Z e s t 
X K X X X 

i s o m o r p h e à z r G ] e dans l ' i s o m o r p h i s m e d é c r i t c i - d e s s u s . 
X 

3 ) Etude du g roupe de s u n i t é s de K ( d ' a p r è s Leopoldt [ 1 5 ] ) . 

On suppose d é s o r m a i s que K e s t r é e l . Soit E-^ le groupe 
d e s u n i t é s de K ; comme l e s s e u l e s r a c i n e s de l ' u n i t é c o n t e n u e s dans K 
sont ± 1 , nous i den t i f i ons E-^/ [± 1 ] au g roupe de s v a l e u r s a b s o l u e s de 

: | E-jç | ; comme G o p è r e t r i v i a l e m e n t s u r f ± 1} , | E ^ | e t ± 1] 
s e r o n t d e s G-modu les i s o m o r p h e s s i l ' on pose | e|CT = | eCTl pou r tout 

e ç E-£ e t tout a 6 G . On r a p p e l l e que | E-^ | e s t un z-module l i b r e de d i -
mens ion g - 1 ( [ 25] , p . 72 ) . 

a ) Un i t é s ^ - r e l a t i v e s . So i t K un c a r a c t è r e de K . Soit K le s o u s -K 

c o r p s cyc l ique de K c o r r e s p o n d a n t à ^ ( c f . § 1, d ) . On dit qu 'une u n i -
t é c de K e s t r e l a t i v e ( " e igen t l i che Re la t ive inhe i t " au s e n s de 

x 
Leopoldt ( [15] ,§4)) s i N-̂  ( e ) = ± 1 p o u r tout s o u s - c o r p s s t r i c t k de K 

n / k * 
On note E ( no té E + dans Leopold t ) le s o u s - g r o u p e de s u n i t é s « - r e l a -

X H 
t i v e s de K ( p o u r * = 1 , on p o s e r a E^ = [± 1 ] ; on r e m a r q u e que +1 et 
- 1 sont K - r e l a t i v e s que l que soi t K ) . 

D ' a p r è s Leopoldt ( [ 15] , § 5 , 2 e t 3 ) , on a l e s p r o p r i é t é s su i -
v a n t e s : 

( i ) | E | , pour H ^ 1 , e s t un z - m o d u l e l i b r e de d imens ion 

cp(g ) • 

x 

( i i ) Une condi t ion n é c e s s a i r e et s u f f i s a n t e p o u r qu 'une un i t é e e i i 
de K soit K - r e l a t i v e es t que ! e I ^ = I e I > e = — £ K̂ CT ) o étant 

* * g CJ€G 

l ' i d empo ten t de Q[G] a s s o c i é à x e t dé f in i au § 2 , avec l a s ign i f i ca t ion 

su ivan te : Comme | E I e s t un z - m o d u l e l i b r e , i l s ' i n j e c t e c a n o n i q u e -1 X 
ment dans l ' e space vec tor ie l Q | E | sur lequel on étend la loi de G -



Z k QJ ^ a 
module p a r l i n é a r i t é ; il en r é s u l t e que l ' é c r i t u r e | e | ° = | e | 
doit ê t r e c o n s i d é r é e comme une r e l a t i o n dans Q <g>̂  j E j équivalente pa r 

Z H ( a ) a a 
déf in i t ion à l a r e l a t i o n I e | a = ! e I ° dans I E I 

K * , Soit E le sous -G-modu le de E v engendré p a r l e s E pour 
K 

H € I j ç î a l o r s d ' a p r è s [ 15 ] , § 5 , 4 , on a | E | = © | E | . Comme 
K € î v * 
K * 1 

dinL | E | = cp(g ) , pour K ^ 1 , on a u r a dini | E | = Z cpCg ) = g - 1 5 
L K H. i-

K donc E e s t un s o u s - Z -module de E ^ d ' ind ice f ini dans E ^ . 

b ) S t r u c t u r e s de Z -modu les d e s g roupes I E I . Les éléments de £ i K i 
| E | ont l a p r o p r i é t é d ' e t r e i n v a r i a n t s p a r e , ce qui fa i t que | E | e s t 

H H H 
u n z f G ] e -module , donc un z -module . Compte- tenu de la desc r ip t ion 

H K i 
de l ' i somorph i sme e n t r e Z[G"|e e t z donnée au § 2 , s i m = Z a . r ç Z > L H H ^ K 

i 
a a. 

l ' a c t i o n de (ju s u r | e | £ | E | s ' é c r i t |e j ="TT I e K | • Mont rons que 
Ti. 1 

I E | e s t s a n s z - t o r s i o n ; en e f f e t , soi t e ç E , I e ! ^ 1 et soi t m £ Z 
K K K 1 1 K 

t e l que ) e | U ) = 1 ; soi t a = /Q^UJ) > a l ° r s | e | = 1 5 mais | E | e s t 
H K 

s a n s z - t o r s i o n , donc a = 0 e t m = 0 . 
II en r é s u l t e que , comme z -module , | E | e s t i somorphe à un idéa l de 
Z ; en e f f e t , d ' a p r è s [ 1 ] ( f P r o p . 2 4 ) tout module de type f in i sans to r -M, 
sion s u r un anneau de Dedekind e s t i somorphe à une somme d i r e c t e de r 
idéaux de ce t anneau ; o r , d 'une p a r t un idéal de Z e s t u n z - m o d u l e li -

K 
b r e de dimension [Q : Q ] = c p ( g ) ( [ 2 5 ] , § 3 , 5 ) e t , d ' a u t r e p a r t , | E | 

K K ^ K 
e s t de dimension œ ( g ) su r z , d 'où r = 1 . x. 

Il faut r e m a r q u e r que | E | n ' e s t pa s Z - l i b r e en géné ra l ; 
M. 74, 

en e f f e t , I E I e s t i somorphe à un idéa l de Z et e s t l i b r e su r z si et 1 H 1 H K 
seulement s i ce t idéa l e s t p r i nc ipa l ( [ 1] , P r o p . 24.) . On ne connait 
pas d 'exemple où I E I ne soi t pas l i b r e ( la plus pet i te va l eu r de g pour 

• K K 
laquel le Z n ' e s t pas p r inc ipa l étant 23 , on peut e s p é r e r t r o u v e r un tel H . 
exemple en cons idé ran t l e s ex tens ions cyc l iques K/Q de d e g r é 23 ) . 

4 ) Formule analyt ique du nombre de c l a s s e s . Leopoldt obtient dans 
" 15] une i n t e r p r é t a t i o n ar i thmét ique du nombre de c l a s s e s h-^ ( au sens 
o r d i n a i r e ) de K : Pour tout c a r a c t è r e « f , K d 1 , le c o r p s K , de 

(f ) K (f )/ conduc teur f , e s t contenu dans c H , et le groupe de Galois de Q * /( 
K 

es t canoniquement i somorphe à ( z / f Z )* ; soit H le sous - groupe de 
(f ) K H 

( z / f I image de Gai ( g k /"K ) p a r cet i somorphisme et soit Q un 
X K H 



Cf ) 
système exact de r e p r é s e n t a n t s de H / f - 1 , + 1) ; soit Q K le s o u s -

( f ) * ° ( f ) 
c o r p s r é e l maximal de Q K ; a l o r s Q c o r r e s p o n d à Gal(Q K /K ) . 

X 
Soit f' = exp( i r r / f ) et soi t @ = ~TT ( p ' a - ? ' ~ a ) . On pose V V M ' V V 

r\, n. r\. a rv f\ A C Q X 
A = J _ ( y TT- r i - ^ S a 

H II H H TÇH ^ g ^ * ^ . On cons idè re « = @ * (pour 
11 H ' K X 

l p r e m i e r 

H = 1 , on pose ri = - 1 ) . On v é r i f i e que es t une uni té de K qui es t 
A . H 

^ - r e l a t i v e e t qui engendre un sous-module F d ' indice fini dans E ( [15] , 
% X 

§ 8 ) ; on appel le ri l ' un i t é cyclotomique K - r e l a t i v e g é n é r a t r i c e 
x 

Le groupe I F | e s t un sous-Z -module de I E | , l i b r e de dimension 1 
H X X 

( une b a s e e s t dé terminée p a r | ^ | ) . 

Soit h = ( | E | :] F | ) ; a l o r s le nombre de c l a s s e s h v e s t 
H ' X 1 ' X A 

donné p a r l a formule ( [ 15] , § 9 , 2 ) : 

ou 

QK 
= — T f h ' K n c * H 

TC 2 ^ 
ù Q k = ( | E k ! : | E | ) et Q ç = ( gg~ / J ] d , où d e s t le d i s -

* 6 *K H K 

cr iminant du c o r p s Q ( (" 15] , § 1 , 3 ) . 
K L 

Remarque 1 1. Les h. ne sont pas n é c e s s a i r e m e n t l e s nombres de c l a s -
ses de s c o r p s K ; i l s ne s ' i n t e r p r e t e n t pas comme des nombres de c l a s s e s 

H 
en g é n é r a l ( vo i r cependant dans la p a r t i e V, § 2 ) . 

Remarque 1 2 . Il e s t important de c o n s t a t e r que l e s i nva r i an t s E , F 
-1 x x 

et h ne dépendent que de l ' ex t ens ion cycl ique K /Q e t non du s u r - c o r p s 
x , r x 

K donné ( c e l a se v é r i f i e a isément s u r l e s déf ini t ions ) . 
On e s t donc conduit à ne plus f a i r e r é f é r e n c e à un c o r p s K et à donner 
une déf in i t ion p lus in t r insèque de la notion de c a r a c t è r e . Nous al lons 
p r é c i s e r c e l a dans le p a r a g r a p h e suivant . 

5 ) Définit ion de s ensembles ï ' , ï , I ' et j . Soit f un en t i e r qui X H 
soi t le conduc teur d 'une extens ion abél ienne de Q et soi t un c a r a c t è r e 

( f ) complexe de q de conducteur f . On appel le j ' l ' ensemble des c a r a c -

t è r e s K
x a in s i obtenus( il r ev i en t au même de d i r e que ï ' = u j 'V f \ où 

V f Q 
= j ^ 1 ç Î 1 ^ ^ , f = f j. ^ . On déf ini t de la même manière £ 

Q Q K 

comme la réun ion des c a r a c t è r e s r a t i onne l s de conducteur f des co rps 
( f ) Q ( l e s éléments de j sont appelés : c a r a c t è r e s ) . 



II e s t a l o r s f ac i l e de v é r i f i e r que £ es t en co r re spondance 
b i j ec t ive et canonique avec la famil le des ex tens ions cycl iques de Q e t 

pour r a p p e l e r ce fa i t nous no te rons enco re K l 'unique extension cycli -
A X 

que de Q a s soc i ée à K ç j p a r le meme p r o c é d é qu 'au § l , d ) . 
Soit maintenant H ç j ( il e s t équivalent de d i r e qu ' i l exis te f 

te l que ^ soi t un c a r a c t è r e de Q de conducteur f , donc que le co rps 
K c o r r e s p o n d a n t e s t de conduc teur f ) ; a l o r s s ' i den t i f i e canonique-

X 
ment à l ' ensemble des c a r a c t è r e s 1|rl ç £ ' t e l s que K c K : 

soit ç ï ^ , c ' e s t donc un c a r a c t è r e complexe de Q x dont le noyau 
X 

l a i s s e fixe un s o u s - c o r p s de K de la forme K ; si f e s t le conducteur 
X t|f TJT 

de (if , a l o r s f d iv i se f e t p a r f a c t o r i s a t i o n : 
t|f X 

A 

( z / f z ) * v C* x 

( z / f . z )* V 

on en déduit è ' élément de j ' te l que K c K . Réciproquement , à a ' on 
~ tjf x 

a s s o c i e p a r composit ion avec la p ro jec t ion canonique 
( Z / f z )* — > ( z / f . z >* • 

x tir 

De meme nous iden t i f i e rons canoniquement et 
r 1 K 

tir f I , K c K ! . . Pour s impl i f ie r les no ta t ions , nous pose rons : 
tir H * 

= U ' € Ï ' , K C K ). , I = = U € I , K C K 
x L 'Ir x J x 1 ij y x K 

j»*= j ' \ j- i-j et = i \ f 1] , 1 désignant l ' é lément commun à j ' et 
X X x x J 

j a s s o c i é au c o r p s Q . Nous no te rons enfin j le sous -ensemble de j 
formé p a r l e s c a r a c t è r e s p a i r s ( on r appe l l e que K ç j + si et seulement s i , 
pour n ' impor te quel K ' ç x , on a x ' ( - 1 ) = 1 ) . On r emarque que si x € £ + 

a lo r s ï c • 
x 

6) Conclus ion . La r emarque 1 2 r appe l l e que pour é tudier E , F et h , 
/ X X X 

il suff i t de c o n s i d é r e r uniquement l ' ex tens ion K /Q ; i l en r é s u l t e en p a r -
x 

t i c u l i e r , que la famille ( h ^ ) ^ const i tue une famille de nombres " uni-
v e r s e l l e " pour le calcul du nombre de c l a s s e s des c o r p s abél iens r é e l s 
quelconques . 



Majora t ion des ind ices h = ( | E j : | F ! ) . 
X K. 1 K 

Soit K ç , K 1 , f ixé . On rappe l l e que G es t le groupe 
X 

de Galois de K /Q et es t d ' o r d r e g . Soit F un sous -G -module de E 
K y K X X 

de meme r a n g ; nous no te rons r ( F ) l ' ind ice ( | E I : | F | ) . Nous a l lons , K 
dans ce t te p a r t i e , é tab l i r une majora t ion généra le de r ( F ) indépendante 
de E . X 

1) Plongement logari thmique du groupe des uni tés de K . Considé -K 

g 
r o n s , dans IR K , le plongement logari thmique du groupe des un i tés de 
K , E ^ : si | e l ç ] E ¥ | , on pose L ( e ) = ( . . . , L o g | e

a | , . . . ) r v. ^ 1 iv K cr € ^ 
X X K 

L'image de | E I p a r L es t un r é s e a u re la t i f de dimension œ ( g ) ( [25] , 
- N % H r H 
§ 5 , 3 ) contenu dans l ' hype rp lan n = - j x = ( x ) r •> L̂ x = 0 

"y, ' i a € ^ , p CT 
X CT € ^ 

X 
c'est au s s i un G -module avec la loi T( L (<• ) )= L ( £

T ) et L e s t u n h o -
X X " K X 

momorphisme de G -modules . 
X 

Soient < ^ = J x = ( x ) ~ ! x | < 1 , pour tout a 4 1 \ et 
" X L CT CT € ^ 5 CT 1 

X G 

D = <rt n V , où V dés igne le s o u s - e s p a c e de IR K engendré sur IR 
K K K X 

p a r L ( E ) . 
X X 

Lemme II 1. Le domaine D de V e s t u n compact convexe symétr ique 
^ X X 

p a r r a p p o r t à O de mesure m f inie non nulle ( i . e . une jauge compacte) . 
'x 

On vé r i f i e fac i lement que D es t convexe localement compact 
X 

comme i n t e r s e c t i o n de convexes localement compacts et qu ' i l e s t symé -
t r ique p a r r a p p o r t à O . 

Pour mont re r que D e s t b o r n é , i l suff i t de v é r i f i e r que x 
3) H II e s t b o r n é , ce qui e s t immédiat puisque jx | <; 1 pour tout g i 1 

et que | x - | = I - £ x ! < g - 1 
! 1 ' 1 ^ L CT 1 X O 

Enfin , D es t de m e s u r e non nu l le . En e f f e t , soit S la boule 
x 

"x unité eucl id ienne de IR cen t r ée en O ; on a S c ® et pa r consé 
X X 

quent S n V - D 
x x x 



2) Résul ta t p ré l imina i r e . Le s o u s - g r o u p e L ( F ) de L ( E ) es t un 
I " K \ v-s o u s - r é s e a u qui engendre a u s s i V . Nous no te rons ( F ) l a m e s u r e du 

H K 
domaine fondamental du r é s e a u L ( F ) ; on a a l o r s 

r ( F ) = ( | E | : ! F | ) = —̂  ( dans le cas p a r t i c u l i e r où F = F , on a 
* ' ' ' W ( E ) K 

H H 

r ( F ) = h ) . P a r abus de langage nous d i rons que fro ( F ) es t la mesure 
X K H 

de F re la t ivement au plongement logar i thmique L 
K 

Propos i t ion II 1„ Il ex is te dans E une uni té e Q , | e | ^ 1 , te l le que : 

1 

Max ( L o g j e
a I ) < 2( ^ ^ 

£ G u r ( F ) 
K ' K 

démons t ra t ion 

Soit c un r é e l posi t i f . D ' a p r è s le théorème de Minkowski , 

( r 2 5 n , p . 67 ) , appl iqué au r é s e a u re la t i f — L ( E ) de Z ~ r a n g ce ( S ) 
C K K K 

sî^œCg ) et de mesu re ' — ' qp ( E ) , la iauge D cont ient un point de 
v c y • k y. " k 

1 \ s ^ ® ^ 
— L ( E ) au t r e que l ' o r i g i n e dès que m > ( — ) K ÎDR C H ) ; comme 
C H H K K CS K K 

TR ( F ) ^ , 2xCp ̂  § ( F ) 
r ( F ) =—ï , il r ev ien t au même d ' é c r i r e m > ( — ) K —^ . La 

W ( E ) * V c - y r ( F ) 
K K 

plus grande va l eu r de c pour laquel le ce t te condition soit enco re vé r i -

ÎD? C F ) ~ ( g ) 
f iée es t donc c = 2- > v< . Soit — L C p1 ) le point au-

° S r ( F ) ' " cD K £ o 
H 

t r e que 0 du r é s e a u — L ( E ) a ins i contenu dans D ; on a auss i 
C _ V. K K O 

1 - 1 L ( e ' ) ç D ; soit e l ' un i t é égale à e ' ou e ' ~ et te l le que 
C K ° K 0 " O O O 

Log ! eD! : a l o f s , pour tout - c Ĉ  , Log ! e^ I < Cq . 

3 ) Résul ta t fondamental : majora t ion de r ( F ) . 

Soit $ une fonction polynome homogène à coef f i c ien t s r é e l s 
de d e g r é d . > 1 des v a r i a b l e s r é e l l e s x , a c G . Nous u t i l i s e rons e s -



sentiellement l e s types de polynomes $ suivants : 

( i ) le polynome " discriminant " ( c f . [ 2 5 ] , p . 4-9) : 

A ( x ) = TT ( x - x ) 
O , T € G T 

CT^T K 

( i i ) l e s polynomes " norme de résolvantes de Lagrange " : 

N * ( x ) = T f Z , pour tout | ç j 
* a Ç G ° X 

Lemme II 2 . Soit s une tel le fonction. Alors Sup ( 1 ^ — 
S V d. v x e IR * Max ( | x | * ) 

x ^ O a € G ° 
X 

exis te et e s t égal au nombre strictement positif u = Sup | $ ( x ) | , où 
$ x ç C 

X 
C es t la sphère unité ( centrée en O ) pour la distance du maximum dans 

X 

® S " ( V - { V a 6 G . M « ( | * | > - 1 } ) . 
x cr 

En effet , soit $ ( x ) = | $ ( x ) | — pour x ^ 0 ; f est 
Max ( | x | 

r C CT CT € ^ X 

une fonction homogène de degré 0 ( pour tout \ ç IR* et tout x ^ 0 , 
f ( \ x ) = $ ( x ) ) ; donc on aura en particulier Sup e Cf(x)) = Sup ( f ( x ) ) 

xçïïTK xç C 
g * 

puisque pour tout y ^ 0 de IR H i l ex is te x ç C et \ ç IR* te ls que 
x 

d 
x = \y « Si x ç C alors Max ( I x I ) = 1 , donc Max ( I x 1 ^ ) = 1 , 

* a € G ct€G x x 

d*où Sup C | ( x ) ) = Sup | $ ( x ) | . Comme j§ | es t continue et que C 
to Sx x g C * xçffi. * x 

e s t compact , $ atteint son maximum sur C K 



Théorème I I I . Soit v c , v ~ 1 . Soit F un sous -G -module de E 
y y 

£> ( F ) 
de même rang et soit r ( F ) = ( ] E 1 : ' F ' ) =—Z . Soit 5 une fonction 

3Jf ( E ) y. v.: 
polvnome homogène r é e l l e de d e g r é d_ > 1 des v a r i a b l e s r é e l l e s x , 

$ — 
cr f G ; on suppose qu ' i l ex is te une constante M_ ne dépendant que de § 

v. ® 

vér i f i an t M ; : et te l le que pour tout c - E , 1 c-1 ~ 1, on ait 
ç "ç K ": 

! ®(... , e ° ' , . . . ) ! > M . Alors on a : 
<§ 

3JI ( F ) 1 M , - œ ( g ) 
r ( F ) < —̂  ( J — Log — ' ) * 

v 2d_ y 
m u 

H ® 

5J? ( F ) M, - œ ( g ) 
L C J _ _ T N N ^ K En p a r t i c u l i e r on a h < -L. h— f Los 

y, ® œ 

sous l es hypothèses p r é c é d e n t e s . 

démonst ra t ion 
Soit cq c E , 1

 £ c J 1 ; d ' a p r è s le lemme II 2 , on a 

d. 
| C ( . . . , e a , . . . )! < u Max ( l e 1 7 ! ® ) ; on a donc - ' ^ ' — M- Z ! ^ ! 

d M 
M ax ( I e^ ! " ) > —— > 1 et , comme Log es t une fonction c ro i s san t e , 
GI O 1 

Uj H ® 
1 M. 

on a Max ( Log | I ) > " j - Log —i- > 0 .Supposons maintenant que 
a € G $ u 

H t 

e o soit une uni té dont la propos i t ion II 1 af f i rme l ' e x i s t e n c e ; on a a lo r s 
1 

1
 M - , ÏR ( F ) N cp ( g ) 

J _ Log - i - < Max ( Log ! I ) < 2( ~ * , s o i t , 
d ~ a e G 0 ^ m r ( F ) y 

Ç Ç K K 

en cons idé ran t l e s deux membres ex t rêmes ( qui sont pos i t i f s ) : 

„ 1 M. - ( g ) CD C g ) ÎD? ( F ) 
! —— Log — j * < 2 * soit 

c; u y
 T R ( F ) 

® ® x. 

>JI} ( F ) -, M. . - ,n(g ) 
r ( F ) < - S 2c" — • 

rr. ® u -y î 



Remarques sur l 'ut i l i sat ion pratique du théorème II 1 . La majoration 
e f fec t ive de r ( F ) repose uniquement sur la poss ib i l i té de trouver une 
fonction arithmétique $ te l le que $ ( g ) ^ M > u , pour tout e Ç E , 

$ $ H 
1 . On montrera que, quel que soit le corps K c o n s i d é r é , l a fonc -

tion $ = /\ v é r i f i e l e s condit ions du théorème : pour ce la on prouvera 
K 

( Prop . III 1 ) que l e s unités ^ - r e l a t i v e s e , | e J ^ 1 , sont des élé -
ments primitifs dans l 'extens ion K /Q , donc que leur discriminant est K 
non nul ( [ 2 5 ] , p . 4-1 ) ; comme i l e s t un multiple du discriminant du 
corps , M pourra ê tre p r i s e égale au discriminant de K . On vér i f i e -$ K 
ra ensuite , en calculant u ( P r o p . III 3 ) , que M / u e s t toujours 

§ $ $ 
plus grand que 1 ( Corol . III 1 ) . 

La majoration de r ( F ) e s t donc fonction : 

( i ) de la constante géométrique m qui ne dépend que du groupe 
K 

de Galois G , 
H 

( i i ) de deux constantes a s s o c i é e s à la fonction § : d et n , 
$ $ 

( i i i ) de la constante arithmétique M dépendant à la fo i s de s et 
§ 

du conducteur du corps K , 
H 

( i v ) de F par l ' intermédiaire de ® ( F ) . 
H 

Il e s t c la i r que toute fonction $ véri f iant l e s hypothèses du théorè -
me II 1 conduit à une majoration de r ( F ) et qu'il convient de chois ir 
c e l l e qui donne la majoration la plus fine . Nous v e r r o n s que la fonction 

$ = NH e s t mei l l eure , en général , que la fonction discriminant A mais 
H H 

l e s hypothèses n é c e s s a i r e s à son ut i l i sat ion ne sont pas toujours sat is -
fa i tes . 

4 ) Calcul e f fec t i f de ® ( F ) e t m • 
H H 

a ) Résolut ion d'un système l inéa ire part icul ier . Soit ( a ) + 
H H € I 

une famil le de nombres indexée par ; on suppose que pour tout K ç £ + , 
on a l e s re la t ions suivantes : 

7 T . - 1 ; 

*e*K 
a lor s néces sa i rement a = 1 pour tout K ç î 

K 
Démontrons c e résul tat : 

Fixons * ç i + ; on a vu que j s ' identif ie canoniquement à 
74. 

l ' ensemble des c a r a c t è r e s de K , donc correspond bijectivement à la 
H . 

famil le des s o u s - c o r p s de K , car K /Q e s t cycl ique ; i l en résulte 
X. H 



aussi que la famille des s o u s - c o r p s de K correspond bijectivement à 
X 

Pensemble des d iv i seurs de g ( à d , diviseur de g , on assoc ie le sous-
X X 

Corps de K fixe par l'unique sous-groupe cyclique d'ordre d de G ) ; 
H K 

avec un changement évident de notations , l e s relations précédentes con-
duisent , pour tin K f i xé , à des relat ions de la forme TT a' = 1 , pour 

ô d 6 

tô^lt diviseur d de g ; la formule d'inversion de Mo bius donne immédia-
X 

tement l e résultat . 

b ) Constante v et calcul de <JJI ( F ) . On rappelle que 
K * " 

| E * | = © | E l C partie I, § 3 , a ) . Pour tout f ç j soit j F | le 
t € Z* * * T K 

groupe des valeurs absolues d'un sous-G -module de | E | ( d e meme tir 1 4 1 

K 
r a n g ) et soit j F K | = @ JF | ( par exemple , l e s F seront les 

t € ï * * • T X 

groupes d'unités cyclotomiques définis dans la partie I , § 4 ) . Soit L 
le plongement logarithmique défini au § 1 ; pour tout * ç x* » L ( F ) 

x x t 
g 

es t un réseau relatif de IR K dont la mesure es t gj} ( F ) . Lorsqu'on réa-
x i|r 

l i s e le plongement logarithmique L , la mesure ( F ) d e L ( F ) est ijr tjf îjr tjr t(r g 
distincte en général de gjf ( F ) . Dans IR H , désignons par V* le sous-

x tjr t(r 
espace engendré sur IR par L ( E ) ; on remarque que ïï = © VK . 

* * * * € ï * * T x 
Nous avons donc VK = V ( V ayant été défini dans la partie II , § 1 ) . 

X X X 
On a alors le résultat suivant : 

, coCg, ) / 2 
Lemme II 3 - On a 2J? ( F ) = ( g / g ) * m ( F ) . 

x tir X 'If l[[ tlf 

En e f fe t , si ri € F , on a iji 
L ( r i ) = ( Log | r^l ) G = C - ; L o g j ^ l . L o g f ^ l , . . . , Log| ^ | î . . . ) G 

K . CT x . T t tlf 
g /g, g /g , 

élément de IR K ^ v . . . x ® K ( g groupements de g /g composan-
'i x tl/ 

a 
t e s égales ) . Pour c a l c u l e r la mesure du r é s e a u re la t i f L ( F ) c IR 1 ? 
on chois i t une b a s e or thonormale de V1 = V , ( b« , . . . , b , \ ) , et 

tl' 'J/ 1 ^ iji 
la mesure du r é s e a u es t le dé terminant , dans cet te b a s e , des compo -
santés des v e c t e u r s d 'une Z - b a s e de L ( F ) ; pour ca l cu le r la mesure 



o 
du r é s e a u re la t i f L ( F ) de IR ^ , on peut p r e n d r e , comme base or -

H t 
thonormale du s o u s - e s p a c e VK engendré sur IR par le r é s e a u L ( F ) , 

k ilr 
i g / g g /g 

la base (B . ). = f — 1 (b . ,b. c IR ^ * x . . . x n f * * , 
1 1 ^ J T Ï Ï X

 1 1 

K '!f 

i = 1, . . . , £ ( g ) , qui es t e n c o r e or thonormale ; on a a l o r s , de façon 

œ ( g ) 
évidente , ( n > ( F ) = ( / g / g ) ,|f <ri> ( F ) . 

K lif H W W ï 
Dans la p r a t i que c ' e s t le ^ - r é g u l a t e u r R ^ ( F ^ ) qui se ca lcu-

le aisément ( f 15] , § 7 ) ; on va s ' y r amene r en remarquan t que gjj ( F^ ) 
lui e s t p ropor t ionne l ( c f . [ 1 5 ] , § 7, 4 ) ; la cons tante de propor t ion -
na l i té , étant de na tu re géométr ique , ne dépend que de ^ . On pose : 

R ( F ) = Y «m ( F ) i ilr t ijf 

h - t „ „ . a i (le. . j , - régulateur R ( F ) e s t égal à JJ ( v ^ ' ( g " ) Log i « 
v W tff . O r V 1 • il' € •!' a € ^ , il' 
l o r s q u e | F I e s t Z - l i b r e de b a s e ! n | ; pour le ca s géné ra l c f . r 15] § 7, 

1 il; 1 il; 1 L J 

2 ) . On a donc <• / ) >> ^ ( g, ) 
J Cyg /g ; - sv 

3JÎ ( F , ) = — i l — i R . C F . ) . 
H Y.i, 

/ V g ) . 
Lemme II 4- . On a v = Jg 4 /d ou d es t le d i scr iminant de Q 

i]r If i' 'i- t 

D ' a p r è s Leopoldt ( r 15] , § 7 , Satz 17 et Satz 14- ) on a la 
K , co(g ) 

r e l a t i o n suivante : g Q r 5R ( F K ) = TT ( ( g / g ) K R ( F ) ) où 
X ^ ^ j * K 'Jf f ? 

H 

X K 
F K ) e s t le r é g u l a t e u r du r é s e a u L ( F K ) ( déf ini t ion habi tuel le , 

K 
K g 

puisque L ( F K ) engendre su r IR le plan n de codimension 1 dans IR K)< 
K H 

K K 
On sa i t que la mesu re <j]} ( F x ) du r é s e a u L ( F K ) e s t égale à 

K K 
K 

/"g K ( P ; on a u r a donc , en ve r tu de ce qui p r é c è d e : 
x 

K œ ( g ) / 2 
/ g Q G TR ( F = TT F ( g /g, ) * Y | Ï R ( F ) ) = • K ^ K , . V K i ' ' 'i' K il; y ' K " 'Jf € ï 

H 

g " 1 
K 

= S 2 ]"] * ® ( F ) TT „ 
* * o c p ( g ) / 2 



f g - 2 
soit , compte-tenu de l ' express ion de Qç f Qq - ( g H /~|~j d j : 

x x K $ ^ 

K y Y < R 
® ( F K ) = TT 531 c F ) TT t , t.— ( en convenant que Y 1 = 1 ) ; 

H ^ Ç ' J * H tir N J « P ^ V / 2 Y 1 

* * 

g 
or on vér i f i e que dans 1R K , l e s s o u s - e s p a c e s V* sont deux à deux or-

if 
K 

thogonaux ( [ 1 5 ] , § 7, 4 ) ; donc, puisque | F = © ! F | , o n a 
t € 1 * * 

K Y J d * 

®x(F K ) = TT »<V 5 d'°Ù " f f m(g^ 12 = 1 » <lui conduit' en 

x x ^ 

vertu des résultats du § 4 , a ) à cp(g ) / 2 
S ! * 

, / , « p C s > 
Corol la ire . On a pour tout ^ ^ 1 , 5CR ( F ) = 7 d / g H R ( F ) . 

X X X X X X 

c ) Procédé de calcul de m • Posons pour simplifier x. = x \ , a x 1 a x x 

générateur de G , i = 1 , . . . , g . On rappelle que 
x , x 

- § / d 

o fi, 
V = / x e 1R K , L x. . , = 0 , d| g , i = 1 , . . . , d \ ; on déduit de 

x l j = i 1 +3 a ' x J 

c e s relations que l'on peut exprimer l e s x. , i = 1, . . . , g comme combi-î x 
naisons l inéaires f. ( . . . , x , , . . . ) , ( k, g ) = 1 . On est alors amené à i K K 
c a l c u l e r le volume d'un po lyèdre convexe symétr ique de V défini pa r le s 

x 
inégal i tés ! f . ( . . . , x , , . . . ) ' < 1 , i = 1, . . . , g - 1 , ( k , g ) = 1 . On 

1 , K , . K 
vér i f i e ensui te que l ' é lément de volume dans V défini à p a r t i r du pa ra -

x 
métrage p récéden t e s t égal à y dx^ . . . dx^. . . . dx^ ^ , ( k , g ) = 1 , 

K K 

et donc que m = Y I dx . . . . dx-, . . . dx 1 , i n t ég ra l e su r le domaine 
'x x J 1 K â - i 

y de 1R K déf ini p a r l e s inéga l i t é s | f.C . . . , xv I ^ 1, i = 1 g - 1 , H i K i K 

( g ) 
y 
K 

( Y g ) = i X 



; R_ ( F ) 
Coro l la i re . On aura tp ( F ) / m = £ £ et si 

H X H ,, ^ 
dx, ...dx-,, . . .dx . - «i • • • kl A.1 • • • U A -« 1 k Q - 1 

R ( F ) 
es t égal à un nombre p remie r i , a lo r s m ( F ) / w = — —^ 

* * K l 2 1 ' 1 

III 

Calculs expl ic i tes des cons tantes M et u 5 — 

Dans cet te p a r t i e , nous allons expl ic i ter l es fonctions $ in-
t rodui tes précédemment , ca l cu l e r les d i f fé ren tes constantes qui in ter 
viennent dans la majora t ion du théorème III et v é r i f i e r que les hypothè -
ses n é c e s s a i r e s a l ' appl ica t ion de ce théorème peuvent tou jours ê t r e sa -
t i s fa i t e s . 

1) Etude de la fonction d iscr iminant ^ y 
a ) Détermination de la constante M . Soit y un c a r a c t è r e pa i r , ^ 

K 1 , et soit A le polynome homogène de degré g ( g - 1 ) défini par 

£ ( x ) = ± "TT ( x - x ) ( le signe, qui ne dépend que de g , étant 
1 i _> /-f r*-

\ 
'V. ' r C CX ~ K o > T € ^ . 

chois i de tel le façon que A (X ) soit un c a r r é par fa i t ) ; si x = o 
CT 

ry 

avec Q en t ie r de K , a lo r s A ( x ) es t le discr iminant de la famille 
K ^K 

2 â -1 
( 1 , 9 , 9 f > 8 K ) ( i . e . le d iscr iminant du polynome i r r éduc t ib le de 
p ) donc un en t ie r ra t ionnel ( non nul si p es t primitif ( [25] , p . 4-1 ) ) 
multiple du d iscr iminant /\ ( K ) du co rps K ( f 14-1 , c h a p . l l l , § 3 ) • K X ' 

Propos i t ion III 1. Soit s une uni té K - r e l a t i v e au t re que ± 1 ; a lo r s 

a ( . . . , , . . . ) > a ( K ) ( i . e . la constante M du théorème II 1 peut 
K K A K 

ê t r e p r i s e égale à A(K ) ) . 
K 

démonstrat ion ^ 
a 

Montrons que e es t primitive : si on avait e
 K = e , on au ra i t , en 

ver tu de la loi de 7 -module sans to r s ion sur | E | , e ( r r 1 - l ) = 0 , 
K ' K X. 

soit = 1 , soit i = 0 mod g, ; donc possède bien g, conjugués dis-
t incts . 



Dans la p ra t ique , ^CK ) s e r a calculé au moyen de la "Fùh-
re rd i skr iminan tenprodukt formel " £ ( K ) = TT f i C f26l, p . 112) . 

* t ' e i ' * ' " K 

B) Calcul de la constante u . On rappe l le que u = Sup (A (X ) ) 
K k x 6 ^ 

H 

( lemme II 2 ) ; soit x° = ( x ° ) n un point de C où » atteint son maxi-
a a € ^ k n 

K 
mum . 

Lemme III 1 . Les nombres x° ( compris en t re - 1 et +1 ) sont tous dis -
a 

t incts et l e s va l eu r s - 1 et +1 sont nécessa i r emen t p r i s e s . 

Comme x° ç C , il e s t c l a i r que l 'une de ses composantes 
vaut ± 1 ; comme ^ ( x ° ) = ^ ( - x ° ) , on peut supposer que c ' e s t +1 qui 

K X 0 0 es t at teint . Soit t £ G défini p a r x = Min ( x ) ; on peut é c r i r e 
t ct€G ° 

A H ( X ) = 

TT TT ( x° - x ° ) I TT ( x° - x° ; si x° > - 1 alors on a 
1 A T 1 1 T * t 

0" T T 

a / t t ^ a > t T ^ t 
s O On2 , O .. N2 ^ ^ , ^ ^ f ON ( x - X ; < c X + 1 ) pour tout T ^ t et A (. x ) n e s e r a i t pas maxi -

T s T K 

mum , d 'où le lemme . On e s t donc ramené au problème suivant : soit 
n > 2 ; t r o u v e r un système de n -2 points d is t inc ts x^ , . . . , x° 2 de l ' i n -
t e rva l l e ] - l , +1 [ te l s que 

Sup A ( 7 l , x 1 , . . . , x n 2 > 1 ) = A ( - 1 , x° , . . . , x° 2 » 1 ) • 
! x. | < 1 K K 

Considérons un tel système et soit P^ le polynome uni ta i re 
de d e g r é n admettant pour r a c i n e s l e s nombres - 1 , x ° , . . . , x° 2 > 1 • 
On a a l o r s le r é s u l t a t suivant : 

P ropos i t ion III 2 . Le polynome P n es t unique et e s t solution de l ' équa-

tion d i f fé ren t i e l l e ( u 2 - l ) P " ( u ) = n ( n - l ) P ( u ) . n n 

démonstra t ion 

On cons idè re A (X) = A ( - 1 , x , , . . . , x 0 , 1 ) comme fonc-
H H 1 n ~ Z 

t ion de n - 2 va r i ab l e s dans le domaine C' = [x = ( x ^ , . . . , x n ^ , | x^j < 1} ; 
^ O 

comme le maximum est at teint en un point i n t é r i e u r x de C , les n- 2 
dé r ivées p a r t i e l l e s de A en ce point se ron t nul les . On a 



n - 2 ~ „ n - 2 n - 2 
, ( x ) = -]T ( i - x z r 7 7 ~!T 

i = l 1 i = l 3=1 
Mk j ^ k , i 

( X J - X ) 
n - 2 

u d 'où 

S Ak ( V ^ k 2 A — - = I x J - E ) , mais 
3 x k * M " i - 1 - x

k
 7 

V k 

[ 1 - 2 x k 9A n _ 1 1 1 k d ' o ù — H = - 2 A ( x ) Z — i , où 
1 - x k - 1 - x k 1 - x^ ô x k * i=0 X - x, 

i^k 

l ' on a p o s é x = - 1 et x , = 1 . Au maximum x° on a u r a donc o n - 1 
n - 1 x 

L - 5 5- = 0 , pou r k = 1 , 2 , . . . , n - 2 . 
i=0 x. - x, 
¥ k 1 k 

On a P ( u ) = V " ( u - x ° ) , P ' ( u ) = P C u ) E~ 1 — L _ et n :n 1 n n . t J
r . o i=0 i=0 u - x. 

1 

n - 1 n - 1 
p " ( u ) = - p ( u ) Z — R - O + P ; ( U ) Z 1 

n n r\ r o^A n . n r U N Z . U . N O i=0 (.u - x. ; 1=0 u - x. 
1 1 

n - 1 1 n - 1 1 ^ 2 
_ P ( u ) E 9 + P ( u ) f E — — n ( o J n V n 0 

i=0 ( u - x. ; v 1=0 u - x. 1 1 

n - 1 P ( u ) n - 1 , 
= e E 1 

• r\ 0 r\ 0 
1=0 U - X . ]=0 U - X . 

1 W j 
n - 1 o q n - 1 ' 

on a a l o r s P " ( x v ) = T T ( x, - x. ) E = 0 pour k= 1, . . . , n - 2 . 
n k j = Ô k ] i=0 x ° - x ° 

j^k i^k k 1 

Le polynome P de d e g r é n - 2 admet pour r a c i n e s l e s nombres x? , > n 9 J-
x ° _ 2 ; on a donc ( u - 1) P ^ ( u ) = x P

n ( u ) » X € ® ; le ca lcu l de \ r é -
su l te p a r i den t i f i ca t i on de ce que P n e s t de d e g r é n . 

L ' un i c i t é de P^ p rov ien t du fa i t que l ' équa t i on d i f f é r en t i e l l e 
n ' admet qu 'un seu l polynome u n i t a i r e de d e g r é n comme solut ion ; a ins i le 
sys tème f x ° , . . . , x ° ^ } e s t unique la v é r i f i c a t i o n de l ' u n i c i t é se fai -



n n - i sant en posant P ( u ) = £ a . u , a = 1 , et en identifiant l e s K n . n n - i ' n ' i=0 

coeff ic ients obtenus à partir de la relation ( u - 1 ) P ( u ) = n 

Proposition III 3 . Soit § n l e discriminant du polynome , n s 2 , 
a lors ô es t défini à partir de la relation de récurrence 

( n + l ) n + 1 ( n - l Y 1 ' 1 

ô n » 62 = 4 . On a M = 6 n avec n = g 3n+l 0 , -n ' f-* -n 
( 2 n - 1) ** 

démonstration 

Elle s 'effectue en plus ieurs étapes . 

Lemme III 2 . Pour tout n ^ 2 , P n es t de la parité de n et vér i f ie l e s 
deux relat ions suivantes : 

P' P' , r • \ n r> n - 1 ( i ; u —- - P_ n n 0 n ' 2n - 3 
p« p i 

n n+1 n - 1 (11; u = P' ! 
n n + 1 ( 2 n - l ) ( 2 n - 3 ) n " 1 

n 
Posons P ( u ) = E a . u " ( avec a = 1 ) , a lors la relation n . n - i n i=0 

2 K ( u' u ) = n ( n - l ) P R ( u ) conduit aux relations : 

( n - l ) ( n - 2 ) a - « n C n - D a ^ , et n - 1 n - i 
( n - l - 2 k ) ( n - 2 - 2 k ) a n _ 1 2 k - ( n + 1 ^ 2 k ) ( n - 2 k ) a n + 1 _ 2 k = n C n - D a ^ 2k 

-H-i , soit a t = 0 et 
2 n 

2 ( 2 k + l ) ( k + l - n ) a n l _ 2 k = ( n + l - 2 k ) ( n - 2 k ) a n + 1 _ 2 k , l s k s y , 

d'où la nullité des coeff ic ients a n ^ 2 k pour 0 ^ k ^ -B—i . 

p . p.. p . 
( i ) Posons T = u - P n ; a lors T1 = u + - = 

pt» put pu p m 
n n - 1 t-,. ^ n . n n - 1 -,->,, n n - 2 t-,,, . , u P et T = u + P = u P" et on ob-n n n n n n n n n n 

tient la relation 



O P'" P " 
( U M ) T " + 2 u T ' = u ( u 2 - l ) - H z l ( u 2 - l ) P" + 2 u 2 — - - • n n n 

n n 
2 

en tenant compte de la r e l a t i o n ( u - 1 ) P^ = n ( n - 1 ) P ^ et de ce l l e qui 
s ' en déduit p a r d é r i v a t i o n , on obt ient 

9 P ' 

( u " - l ) T " + 2 u T ' = ( n - l ) ( n - 2 ) ( u J - P r ^ = ( n - 1) ( n - 2 ) T p a r c o n s é -

quent i l ex i s t e une p r imi t ive T de T te l le que ( u 2 - l ) T " = ( n - l ) ( n - 2 ) T ; 

P ' o r T = u — — P ^ a pou r t e r m e de p lus haut d e g r é 

s n - 2 N n - 2 n - 1 n - 2 . . , , , f a 0 - a o ! u = u a p r è s avo i r c a l c u l e a 0 a n n - 2 n - 2 y 0
 r n - 2 2 n - 3 

2 — 
l ' a i d e de la r e l a t i o n (u - 1 ) P ^ = n ( n- 1 ) P ^ ; T , de d e g r é n- 1 , s e r a 
d é t e r m i n é de man iè re u n i q u e , e t , compte- tenu de son t e rme de plus haut 

n - 1 P -, P ' 1 j /' u N ~ n - 1 J t v _ n - 1 d e g r e f , on a u r a 1 = , d ou 1 = 

on 

2 n - 3 y 2 n - 3 2 n - 3 

( î i ) Si on c o n s i d è r e la r e l a t i o n ( i ) p r é c é d e n t e au r a n g n+1 , 

P n + 1 n ? n a u - P . = qui donne en d é r i v a n t 
1 1 o 1 n + 1 2 n - l n 

P " . P ' - P " 9 
u n + 1 + n + 1 - P ' 1 = — soi t ( a v e c C u - 1 ) P " 1 = n ( n + l ) P . ) , • - n+1 0 -, n+1 n+1 n + 1 n + 1 2 n - 1 

9 P ' 1 1 P ' P ' i -p, , 2 1 n n+1 n - 1 -n -q n n - 1 u P . - ( u - l ; = P o r P = u et n+1 l 0 , n n o -> n + 1 2 n - l n 2 n - 3 

P ' , P ' 
T") 11+1 n J I -
P -, = u - d ou n+1 1 0 . n + 1 2 n- 1 

p i p> p i p i 
r n+1 1 - n i ^ ^ 2 1 n. n+1 n - 1 z' n n - 1 N u ( u - P ' ; - ( u - 1 J = ( u j soit 
v n + 1 2 n - 1 n y n + 1 2 n - 1 V n 2 n - 3 y 

pi p i 
n n+1 n - 1 D l u _ = r .. n- 1 n n + 1 ( 2 n - 1 ) ( 2 n - 3 ) 

P o u r c a l c u l e r 5 . et ! , on in t rodu i t le r é s u l t a n t de P v n+1 " n n 

et Pj^ ( c f . r l 2 ] ) ; le r é s u l t a n t de deux polynomes P et Q s e r a noté 

<•>( P , Q ) : on sa i t que >- = ^ ( P , P ' ) c a r P e s t u n i t a i r e . 1 n n n n 



Lemme 111 3 . Soient Q n et Q n ^ deux polynomes uni ta ires de degrés 
r e s p e c t i f s n a 1 et n - 1 ayant la par i té de l eurs degrés . 

n - 1 Alors SR( Q n , = ( - D s K Q n - u Q ^ ! , Q ^ ) 

P o s o n s Q = u11 + a - u"~** + a, u n - 2 n - 4 
-n 

^ n - 1 , n - 3 i n - 5 O , = u + b n u ^ + b , u ^ + . . . ^ n - 1 2 4 

et 

a lors s K O ^ Q ^ ) 

1 0 a 2 0 a 4 

0 1 0 a 2 0 

1 0 b 2 0 bA 

0 1 0 b 2 0 

n - 1 

• n 

0 0 a r b 2 

0 0 0 

1 0 
0 1 0 

0 
a 2 " b 2 

0 
b. 

a 4 " b 4 
0 

b 4 

0 

n - 1 

n 

( en retranchant à la i e l igne , la l igne i+n-1 , pour i = 1 , 2 , . . . , n - 1 ) ; 
d'où 

K t Q n ' Q n - l ^ - 1 ) 
n - 1 

a 2 - b 2 
0 • 

0 
a 2T b 2 • 

a 4 " b 4 
0 • 

0 
a 4 - b • 

1 6 b 2 
• 
0 

0 • 1 
0 

0 • h 

n - 1 

n - 2 

( - O ^ a t G V ^ - i ' Q n - i * 

( après un développement part ie l du déterminant par rapport aux deux 
p r e m i è r e s co lonnes ) . 

Fin de l a démonstration de la proposi t ion . 

= ( - 1 ) 1 1 - 1 n n x ( ~ J L l i ^ t z l ( Lemme 111 3 et 
^ 2 n - 3 n - 1 n y 

, n - 1 P* , P* 
lemme IH 2 , C i ) ) , d'où ô «R f — • 

n ^ 2 n - 3 ^ V n - 1 n ' 
P ' P ' 

r^ f 1 1/' n V 1 S n n+l^\ De meme on aura 5 * = (.n+1 ) ( ) m — , ) ; 
n + i V 2 n - 1 V n n+ 1 y 

on applique à nouveau le lemme III 3 : on a 



p i p i p i p i p i 
n n + 1 ^ s n+1 , ,>.n-1 s n+1 <n n + 1 ^ ^ n+1 , ->.n-1 s n+1 n n 

, ) = fft f , J = ( - 1 } D?( -U , ) = n n. + l y v n + 1 n y v n + l n n y 

f i ~\2 P ' 1 P ' 
= R ( . ( n - i : > E l i , ^ ( lemme III 2 , ( i l ) ) , 

V ( 2 n - l ) ( 2 n - 3 ) n - 1 n y 

( n W ( n - 1 ) 2 . - V P n - l P n > 
v 2 n - 1 " v ( 2 n - l ) ( 2 n ~ 3 X v n - 1 n y 

l e s e x p r e s s i o n s ainsi obtenues pour et ô n + i conduisent au résultat . 

Remarque III 1 . Les premières va leurs de g n sont : 5 2 = 4 - , 63 = ^ > 

ô 4 = 2 1 2 / 5 5 , Ô5 = 2 1 2 3 3 / 7 7 , ô 6 = 2 2 6 / 3 9 7 7 , . . . ; on vér i f i e qu 'on 

1+i 
ô n + l 2 n e t . . 0

 6 n + l 2 n n 
a et que pour tout n ^ Z on a ^ e 

ô n 4 ô n 4 

M 

Corol la ire III 1 . La condition —i- > 1 du théorème II 1 e s t toujours 

v é r i f i é e lorsque $ = A et M = A(K ) ( Propos i t ion III 1 ) . H i K 
En e f f e t , on a M ^ 5 ( discriminant de Q ( V 3 ) ) et M < 1 $ § 

sauf dans l e s c a s g = 2 , g = 3 et g = 4 ; dans c e s tro i s ca s , on 
H H H 

vér i f i e que n ^ 4 • $ 

2 ) Etude des fonctions " ré so lvantes de Lagrange " NK ^ 

a ) Définit ion et propr ié tés des réso lvantes . Soit K un caractère 

pair . Soit ç j* et soit * ç ï l e carac tère a s s o c i é ; soit 
x 

= Z îfr'Ca"^) x où l e s x sont g var iab les r é e l l e s ; comme 
cr € G a CT * K 

prend s e s va leurs dans Z > o n peut cons idérer que r = Gal(Q / Q ) 
t t s ^ a 

opère sur l a p - c l a s s e $ de * . Pour s ç p , on p o s e r a * ' = s ou 
Q ijr 

a s s 
a g e s t l ' ent ier modulo g^ défini par = ; lorsque s parcourt , 

1(f
,S parcourt ^ ( d 'après la part ie 1, § 1, c ) , donc le produit 



N * ( x ) = "]"[ ( x , ijr'S)= n e dépend que de la r - c l a s s e îjr 
* s ç p ^ t 'e i j? Q 

de ^ ' ( c ' e s t une fonction polynomiale homogène rée l l e de degré 
dNH = cp(g. » • • 

Lemme III 4 . Soit o un entier du corps K ; a lors pour x défini par 
K 

x = Qa , ( x , ) , notée ( q , J, ' ) , es t un élément du corps K Q qui 
(T H l|f 

vér i f i e l e s relations suivantes : 

( i ) Soit Z c Gal( K Q /Q ) considéré comme prolongement d'un 
K ^ _ t 

élément T de G , alors <0 , i | r , ) T = i l f ' (T)<e»i | f ,> • 

g, 
( i i ) ( 9 , ^ ' ) * es t un élément de Q̂  . 

( i i i ) E < 8> ) = g 9 • 
t ' e s * * 

H 

Ces assert ions sont immédiates . 

b ) Représentation des éléments de K ( d'après Leopoldt rl6"l) . 
K L J 

Soit ç j 1 ; on considère la somme de Gauss 
H 

T ( * ' ) = Z * ' ( t ) , où F = exp( 2 i n /f ) ; T ( * ' ) es t un 
t € c z / f z > * * * 

t 

élément de Q̂  Q * et T ( f ' ) » ç Q̂  . Soit 9 ç K^ , d'après [ 1 6 ] ( § 1 , 

1 et 3 ) , on peut écrire 9 = E y C ^ ' j ^ T ^ t ' ) » l e s composantes 
ï ' T H 

Y ( * ' , 9 ) étant des éléments de Q déterminés de façon unique . Si 9 est 
ent ier a lors l e s y ( 9 ) sont des ent iers . On a alors ( [ 1 6 ] , § 1 , 2 ) : 

( d e t ( 0
C T T ) ) 2 = J]* y ( ^ ' , g ) 2 ) où & (K ) e s t le discriminant de K . 

* X. H H. 
t 

Lemme III 5 . On a < 9 , ) = 8 ) T • 

O n a < e , t ' > = E t ' O / ^ V = 
a € G 

^ at^K cp € î h
 y 



d ' a p r è s [ 16] ( § 1, 1 ) , o n a u r a 

< 9 , r > = — Z r C a " 1 ) Z c p ' ( o ) y ( c p ' , 6 ) T ( c p ' ) = 
s* c P , 6 ï ; 

= J - Z y ( c p ' , 0 ) T ( c p ' ) Z c p , ( a ) r ( a ' 1 ) ; 

o r Z cp'(cr) ^ ' ( C T " 1 ) = Z ( cp' i | f ' _ 1 ) ( a )=o s a u f s i = <p' a u q u e l c a s 
ct € G a € G 

H H 

la somme vaut g^ ; d'où le résultat . 

Lemme III 6 . Soit 8 € K un élément primitif . Pour tout sous -corps — — — — — H 
strict k de K , i l existe un caractère t 1 € I ' non trivial sur Gal(K / k ) 

H H H 
tel que <8,<|('s > ^ 0 pour tout s € . 

D ' a p r è s l e l e m m e III 4 , ( i i i ) , o n a = Z ( Q , i|r ' ) ; 
r 

on peut écr ire g 8 = Z <8,i|fL ) + Z <8,t|/J)> où f ' parcourt l'ensemble 
. * n 1 r 2

 1 

des caractères non triviaux sur Gal( K / k ) ; en regroupant l e s somma-A 
tions par F _ - c l a s s e s on obtient g 8 = Z ( 8 , t 1 ) + Z <8,i|f0> , où l'on a 

° 1 *2 
posé <9, t > = Z _ <8,i|f' > ; soit T € Gal( K / k ) , comme t î e s t trivial 

v e • 1 

s u r G a l ( K / k ) , o n a Z ( e , * . ) - Z r i ( a " 1 ) e G = 
* ^ 1 a € G x

 1 

1 f = z „ Z V t ( a _ i ) ( T r v 8 ) qui e s t un élément de k ; 
a € GalCk/Q) 1 v * / k y 

a i n s i Z ( 8 , i j r 9 > n ' e s t p a s n u l l e c a r s i n o n o n a u r a i t 8 6 k , c e q u i e s t 

*2 
a b s u r d e ; c e c i e n t r a î n e b i e n l ' e x i s t e n c e d ' u n c a r a c t è r e t|r ' n o n t r i v i a l 

s u r G a i ( K / k ) e t t e l q u e < 8,i | r ' > £ 0 ; e n v e r t u d u l e m m e 111 4- , ( i i ) , 

o n a u r a < 8 , i(r ' ) ^ 0 p o u r t o u t s € H^ . 

Remarque III 2 . Lorsque G^ est d'ordre t n , t premier , a lors pour 
tout élément primitif 8 € K , on a (9,K) / 0 . En effet , i l suffit d'appli-

n i quer le lemme précédent au sous -corps k cyclique de degré l ~ sur Q , 



l e s s e u l s c a r a c t è r e s de K non t r i v i a u x s u r G a l ( K / k ) étant l e s éléments H H 
de K . 

P r o p o s i t i o n III 4 . Soit 9 un é lément primitif de K ; on suppose 0 en-
I i . I I - - . - L.- ••• • I . X 
t i e r . Soit * ' € I ' * tel que <0,i|/*> t 0 . 

cp(g,„)/2 
A l o r s | N j ( . . . , 6 G , . . . ) | * f ^ 

d é m o n s t r a t i o n 

Soit i|f ' un c a r a c t è r e de G^ non t r i v i a l te l que (0, i | f ' ) soit non nul 
( c f . Lemme III 6 ) . On sa i t C lemme III 4 , ( i O ) que O , * ' ) 8 * € Q, , o r 

S I S L S I 
(0 ,i|r ' ) V = y(i|f',e ) f T ( t 1 ) * et y ( r , 0 ) es t un élément de Z^ par con-

gé g 
séquent Nq ^ (9,<ji' ) s era un rationnel multiple entier de Nq /Q^Ct') 

S * ST|I S 

° n a Nrn / n ^ 1 " ^ ' ) TT" ( T C K ) ) et on d i s t ingue deux c a s : 
V Q s € r ^ 

( i ) e s t i m a g i n a i r e ( i . e . g^ > 2 ) . A l o r s en appelant r ° le 
g roupe de Galo is du s o u s - c o r p s r é e l maximal de Q^ , on a u r a 

^ / Û C T U ' ) 8 * ) - n ^ C T C f ) 8 * T C r ) 8 * ) 5 où T Ô 7 ) e s t le conjugué 

complexe de T ( $ ' ) . Or on s a i t que T ( f • ) T ( T1 ) = f ^ ( [ 141 , P . 82 ) 

gf g ^ ^ C g ^ ) / 2 

p a r conséquen t on obt ient ^Q /QCTC^*) ) = ^^ 5 

N * ( . . . , 9 a , . . . = TT < e , r S > g * = Nn / o ( < 0 , r > S l 1 ' ) ( l e m m e 111 4 , 
* V " 

Cil » soi t N j C . . . , 0 a , . . . ) V ^ f^* ^ , d ' où le r é s u l t a t . 

( i i ) Si g^ = 2 , a l o r s f ' e s t un c a r a c t è r e q u a d r a t i q u e ( non t r i -
v ia l ) ; N J ( . . . , 9 , . . . ) s e r a un mul t ip le e n t i e r de T (I|R *) 6 2 ; on a 

T ( r ) T ( r ) = f j et T ( t ' ) 2 e z d 'où ( T ( r ) ) 2 = ± f ^ soi t 

| N j ( . . . , 9 C , . . . ) | . 



Remarque 111 3 • La cons tan te du. theorème 11 1 r e l a t i ve à $ = N . 
cp(g ) / 2 

es t donc de la forme f ^ sous r é s e r v e que le c a r a c t è r e t consi -

d é r é soit te l que <e,<|f') ^ 0 pour tout e £ E* , | e | f 1 . P a r exemple , 
c p ( S k ) / 2 

l o r sque g^ = l , t p r e m i e r , on a M^ = f ^ où $ = N^ ( c f . Re-
marque III 2 ) . P lus généra lement , l o r s q u ' o n n ' a pas d ' informat ion sur 
la non nul l i té des r é s o l v a n t e s < e , ijj ' ) , e € E , on d e v r a p r e n d r e comme X 

M, 
fonct ion $ ( de type r é s o l v a n t e ) la fonction § = NJ" te l le que Log —-

2d $ H, 

soit minimum aut rement dit le théorème II 1 conduit , dans ce cas , à 

® x ( F ) / l fà - r ^ f i j une inéga l i t é de la forme r ( F ) £ (^Min Log—" J , 
m ( F ) t 2cp(g, ) 

* t 
C p ( g J / 2 

sous r é s e r v e que l ' on ait f, > (J pour tout i|r 

On r e m a r q u e que la condit ion > 1 n ' e s t pas tou jours 

v é r i f i é e ( e l le l ' e s t dès que le conduc teur e s t p lus g rand qu 'une ce r t a ine 
va l eu r c r i t i que ) . On e s t donc obl igé dans ce c a s d ' u t i l i s e r la fonction 
d i sc r iminan t . 

c ) P r e m i è r e r éduc t ion pour le ca lcu l de la cons tan te (J.̂  pour $ = N^. 

H Ĥ On a | i | = Sup I N . ( x ) | où C^ e s t , dans IR , l a s p h è r e un i t é pour 
x 6 CH 

l a d i s t ance du maximum . P o u r c e r t a i n e s v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s de g^ on 
peut t r o u v e r la v a l e u r exac te de (J.̂  ; dans le ca s g é n é r a l on é t ab l i r a des 
ma jo ra t ions . 

Lemme III 7 . Soit f ' € , soit K^ le s o u s - c o r p s de K^ co r r e spondan t 
/ g* N«P(g*) 

à f . A lo r s on a l a r e l a t i on |i K = p. x — J 



On a en e f fe t N * ( x ) = f T < x , r > et 

< x , R > = Z I • , ( T _ 1 ) Z X = < z x _ , R > , 
A € G T € G, a € T a T a € T G 

K t 

où F = Gai ( K ^ / K ^ ) , ce t te r é s o l v a n t e étant r e l a t i ve au groupe G^ ; on 

a d o n c N j ( x ) = TL < J , > = N* ( y ) , où y = Z x a T , o r 
* ^ ' 6 \|r ¥ cr € T 

n = S u p | N J ( X ) I = S u p | N j ( x ) I o ù 

C^ = | x € IR^* , ) x | ^ 1 , pour tout a € G^ } . Lo r sque l e s x a va r ien t 

dans [ - 1 , + 1 ] , y = > p a r c o u r t le domaine C = | y € I R ^ , 
t 

| y | ^ , pour tout T € G. j ; comme N, e s t homogène de d e g r é 
% 
on a u r a 

S u p | N j ( x ) | - S u p ! N j ( y ) | - ( i ) ^ S u p J N J ( Z ) 
x € c ; y € C K s* z € c i 

S* . N î 

On e s t a ins i r amené au ca lcu l d e s cons tan te s p. , pour tout c a r a c t è r e if. 

X d ) Majo ra t ion de pour $ = N^ . 

On a NK ( X ) = JX, ( x , H 1 ) = T[ ( X , K ' s ) oùî t 1 e s t u n élément quel -H ~ — 

conque de K 
* k'e*. s e r K 

Dans le cas g. = 2 , on a N " ( x ) = x, - x .̂ et on a |~u = ? ® " 

Dans le cas g, > 2 , on peut é c r i r e 

N ( x ) = M (x , h ' - (x , x o ù T = Gal(Q(C., + Q~ j / Q. ) : soit X 'r-1—vO 'L A. 
s t = i * 



A = (x , H' > <X, X' > , pour s € T , alors on a s x 

A = L H' S ( CT ~ ) X Z H' S ( T _ 1 ) X T = 
S CT € G T 6 G 

H X 

Z H ^ C O " 1 ) * ' ^ ( T ' ^ X X = Z H , A S ( C T - 1 T ) XG XT = 
a , T e G <j,T€G„ 

' H H 

a 
= Z H ' S ( T ) X 0 X C T T . 

a ' T H 

D'après l ' inégalité de la moyenne arithmétique et de la moyenne géomé 
trique , on a 

C N j C x ) ) ** = ( y A s ) ^ * - 2 _ Z A -
S ^ S K 

- — S - ^ K . a S ( T ) x a X G T = 
cpCg*) s € T ° a , T € G K 

— ^ Z H . a S ( T ) x a X a T 

^ s £ r x a ' T € G H 

puisque la somme est rée l l e ; on obtient donc 

( N \ X ) ) 2 / < P ( 8 H ) S J - Z X A X A T Z X . A * ( T ) ; 
CP(GH) A F T Ê G K

 A A T S € R K 

a 
or Z x ' s ( T ) = X ( T ) par définition du caractère rationnel x ; s € H * 

2/cpCgJ -i 
d'où ( N * ( x ) ) ^ * - J _ Z X(T) x x = 

-PC^) a , T 6 G H 

= — - — Z T ) XFF X T 

cpC^) 

Appelons qK la forme quadratique Z n C a ^ O x ^ x ^ 
CT , T € G ' x 

dont la matrice a s soc i ée es t ( X ( C T " T ) ) o ^ . Pour g^ = 2 défi 

qx = C x 1 - x a 
2

 H 
nissons q = (' x . - x . ) . Dans tous l e s cas on aura 



k r i l-iç = Sup N ^ ( x ) ^ Sup qHCx) J ; on a le résultat 
x € C h cpCg )̂ X 6 C k 

suivant : 

Lemme III 8 . Soit C^ = | x = (x 0 ) C T g Q ' x q ^ {-1> + 1Î } C ensemble des 
X 

A 2 sommets de l 'hypercube unité ) ; a lors Sup q (x) = Sup q (x ) . 
x € C x *€"CX " 

Soit x° un point de C^ où q^ atteint son maximum ; supposons 
que l'une des composantes de x° soit di f férente de - 1 ; on peut suppo -
s e r que c ' e s t x° car q^ e s t invariante par permutation c ircu la ire des 
var iables . Fixons l e s var iab les x„ aux valeurs x° pour a ^ 1 et consi -

O G 
dérons la fonction y ( x ^ ) = qK(x^, • x° > • •• ) d'une variable . On a 
Y ' ( x ° ) = 0 puisque x° e s t un maximum local ; or on a y"(x^) = 2 x( 1) = 
2 c p ( g K ) > 0 , par conséquent x° ne peut représenter qu'un minimum de 
la fonction y , donc on aura Max Y ( x 1 ) = Y ( - 1 ) ou Y ( 1) - l ^ x . ^ + 1 1 

Corol la ire 1 . On peut trouver un majorant de après un nombre fini 
d ' e s s a i s . On a 

Sup Q ^ C x ) ) ^ 7 2 . 
* S C g ^ ) x , x a € { ± l ] K y 

Cependant , pour un d e g r é é levé , l e nombre d ' e s s a i s de -
vient prohibitif . 

Corol la ire 2 . Lorsque g^ e s t égal à un nombre premier l > 2 , on a 

l ' inégal i té ^ ( l + l ) ^ 1 ' 1 ^ 2 . P o u r g^ = 2 on a ^ = 2 . 

Dans ce c a s on a u r a x( 1) = t - 1 et , pour tout a € G , 
K 

a f 1 , x ( a ) = - 1 ; d 'où q ( x ) = ( t - 1 ) S x^ - Z x^ x 
a 6 G a , T 6 G 

* a ^ TK 

Soit a le nombre de v a r i a b l e s é g a l e s à +1 au maximum ( l e s - t -a a u t r e s 
va lent - 1 ) ; on a immédiatement 
q ( x ) = (l- 1)1 - a ( a - l ) - U - a ) U - a - l ) + 2 a U - a ) = - 4 a 2 + 4 a i dont 

v 2 



r 
i 

la valeur maximum est atteinte pour a = illJ; ( et a = et sa valeur 
2 V 2 

2 est l - 1 , d'où le résultat „ 

Remarque III 4- . On vérif ie que , pour les nombres g^ premiers , la 
double majoration c i - d e s s u s peut être atteinte : par exemple, pour 1 = 7 

on a N (1 + C - C2 + C3 - C4 - C5 - C 6 ) = 8 3 ; pour 1 = 11 on a 

N(11) ( i + c - c 2
 + c 3 - c 4 - c 5

 + c 6 - c 7 - c 8 - c 9
 + c 1 0 ) = 125 ; 

Q / Q 

par contre, pour L = 5 e l le n'est pas atteinte car dans ce cas la cons -
tante (i e s t égale à 25 . 

2 
Proposition III 5 . On a pour $ = N* , ^ ^ - J -

où l e s t le plus petit diviseur premier impair de g^ (^si g^ est une 

puissance de 2 on a seulement (-î  ^ J J 
cp(gK) 

démonstration 

Pour simplifier l es notations posons g^ = n , remplaçons les varia-
bles xa , a € G^ par les variables x. , i = 1 ,2 , n , i défini modulo 
n , et posons C^ = exp( 2 in /d ) . Pour tout diviseur d de n , soit 

( n ) y y , i j n / d y ^ 0 ^ V i • , C n x k x k + i 5 on a pour n ^ 2 
Cj ,d)= 1 i= 1 k = 1 

= , , , ^ , xk Xk+ i = % e t l a définition de q < n ) , 
( J , n ; = 1 1= 1 k= 1 

d | n , e s t cohérente 

Soit d un diviseur de n ; on a 

Z q ( , n ) = Z E Z Ç i j n / 6 XV x, . = 
ô | d H ô ô | d ( j , ô ) = l i , k = l U k k + 1 

= z ( z z C i j n / Ô ) z x, x, . = 
i = l v ô l d ( j , ô ) = l n y k = l k k + 1 

T f y ? Vd ? 
i = 1 A = 1 y k = l k k + 1 1=1 k = l k k + ^ d 

* • • / • * 



d n_/d 
i + ( X+-t ) d *i + Xd d Z Z Xj . , . „ ̂  j x̂  

i = 1 = 1 

d n / d d n / d 2 
= d Z Z x. , , x . , = d Z ( Z x. , j ) - , . , i + £d î + Xd 1 V •> - î+Xd y i = l X = 1 i = l X = 1 

( n ) ^ f 
Si l ' o n p o s e p , = d Z ( Z x. . , ) , d | n , on a 

d i = 1 V X = 1 y 

Z = P o u r t ° u t d i v i s e u r d de n ; i l en r é s u l t e a l o r s l a f o r 
ô j d 

mule q j11^ = Z — , d | n , où |i e s t l a fonc t ion de Mobius 
û ô | d ô y a 

( n ) ( d ) f A 
On r e m a r q u e a l o r s que p^ = p^ . . . , Z x i + Xd ' " " ) e t 

X = 1 

(n) (d) f H d
 x q d = ^d i + X à " " 

Soi t ma in tenan t p un d i v i s e u r p r e m i e r de n ; 

p o s o n s n = p a n ' = p n " , a ^ 1 , ( p , n ' ) = 1 . A l o r s 

Pld p 

= p Z î Z Q Z X ( d ) ) + ^ ( p a ) q ^ = 

? (n") ( >> ,, r (n) 
= p L q „ ( x - , x 0 . , . . . . x „ ; q , p+j ' 2 p + j ' ' n "p+ j ^ ^ H n ' 



Posons Sj = Sup q ^ ( x ) . la borne s u p é r i e u r e étant p r i s e sur l ' hype r -

cube uni té de IR^ . On a u ( p a ) <£ • O . - i ] et on vé r i f i e que q ^ s 0, d'où 
2 s - p s ,, ( en effet . l e s p svs tèmes de va r i ab l e s ( x . . . . . . x ,, . ) r n r - p+j ' n p+j 

a l a 2 a t pour j = 1, . . . , p , sont indépendants ) . Si g^ = p^ P2 . . . p , a lo r s 

2 ( a r l ) 2 a 2 2 a t 2 
s ^ P ] p 9 . . . p s avec s s p _ 1 si p . r 2 

1 ^ ^ 1 ^ 1 
( c o r o l l a i r e 2 ) 

S§H P l _ 1 8* ( y 1 > , . . . On a u r a donc — s = j ; la m a j o r a t i o n 
cpCg^) cpC^) p2 cûCg )̂ p 2 

es t mei l leure si l 'on p rend pour p^ le plus pet i t d iv i seur p r emie r impair 
de g^ . D'où le r é s u l t a t ( dans le ca s où g^ es t une pu i s sance de 2 , on a 
s 2 = 4 d'où l ' i néga l i t é dans ce ca s ) -

Remarque III 5 . On montre pa r une étude d i rec te que , l o r sque g^ est 
a 3 de la forme p q , p, q p r e m i e r s , 2 < p s q , ag s 0 , a l o r s 

2 / i ^ 
s

g = s* v 1 - — J • 
x p^ 

3 ) Cas p a r t i c u l i e r . Dans le cas où [K:Q j es t un nombre p remie r im-
pa i r l , l ' e x p r e s s i o n du majoran t de h-^ re la t i f à la fonction réso lvante 
( théorème II 1 ) e s t pa r t i cu l i è remen t simple . Soit f le conducteur de K 
et soit S ( r | ) le r é g u l a t e u r de l ' un i t é cyclotomique g é n é r a t r i c e au sens 
habituel ( [ 12] ) ; on a le r é s u l t a t suivant : 

P ropos i t ion III 6 . Si ? e s t la fonct ion r é so lvan te a s soc i ée au c a r a c t è r e 

' c ) , non t r i v i a l de Gai ( K/C) , a l o r s le nombre de c l a s s e s de K vé r i f i e 
l ' i néga l i t é 

hK * 
/ f N^"1 

; Log / 
^ V 

démonst ra t ion 

Dans le cas où [K:C j es t p r e m i e r impair , la formule du nombre de 
c l a s s e s devient h^ = h^ où > est l 'unique c a r a c t è r e ra t ionne l i r r éduc -
tible non t r iv ia l de K , d'où 



h K * * ( ^ - i - Log - L ) avec ) - / t » ( r , ) , m = 21'1 

m 2dx Ui 
$ $ l - l 

(part i e II, § 4-, b ) , d$ = l - 1 , M$ = f 2 ( c f . Remarques III 2 et III 3 ) 

et ^ ( - 1 + 1 ) ^ " ( corol la ire 2 précédent ) . Enfin , comme le plus 
petit conducteur poss ible e s t au moins égal à 2 £ + l , l'hypothèse M^ / 
e s t toujours vér i f iée et le théorème II 1 es t toujours valable . 

Dans la pratique on ne calcule pas 31 (t)) mais le k- régula -

teur F^ ) qui es t un produit de formes l inéaires en Log | r\° | ; on uti-

l i se a lors la relation ft(ri) = — R^CF^) . 

Corollaire . Si K/Q es t une extension cubique cyclique , a lors 

h„ « 4 . 

C w i ) 2 

Remarques III 6 . 

( i ) Cette majoration améliore légèrement ce l le trouvée dans [91, 
par une autre méthode . En fait , la méthode ut i l i sée dans [ 9 ] conduit 
aussi à la même majoration ( c f . [ 1 0 ] ) à condition d'uti l iser l e s meil -
l eures constantes poss ib les . 

( i i ) En considérant la fonction discriminant (-6 = 3 ) on trouve 

DÎ ('TI } l ' inégal i té h Y ^ 9 „ qui es t moins bonne que la précédente pour 
( L o g ' ) 2 
v 2 

f > 19 • 



Algori thmes géné raux . 

Dév i s sage d e s un i t é s cyclotomiques . Soit k f- 1 un c a r a c t è r e p a i r f i xé . 
Nous a l lons d ' abo rd donner un moyen de r e c o n n a î t r e s i un nombre a lgé -
br ique e s t p u i s s a n c e q e m e dans K. : 

Lemme IV 1 . Soit 0 un en t i e r primitif de K^ et soi t q € Z , q > 1 . 
On suppose que l o r sque q e s t p a i r , tous l e s conjugués de 8 sont posi -

t i f s . P o u r tout a € G^ on pose tQ ( pour q p a i r , t = Vô^ > 0; 
pour q impa i r , t e s t la r a c i n e q e m e r é e l l e de 0 a ) : 

( i ) Dans le ca s q impair , une condit ion n é c e s s a i r e et suf f i san te 
pour que l e s nombres t appar t i ennen t à K^ e s t que le polynome 

P = 11 ( X - t ) soit à coe f f i c i en t s e n t i e r s r a t ionne l s . Lorsque cet te 
a 6 G a 

H 

condit ion es t r é a l i s é e a l o r s t^ = t^ pour tout a € G^ . 

( i i ) Dans le ca s q pa i r , une condit ion n é c e s s a i r e e t suf f i san te 
pour que l e s nombres t appa r t i ennen t à e s t qu ' i l ex is te des nombres 

ô € {-1,-4-1} t e l s que le polynome P = ( X - ô t ) soit à coeff i -
a a € G K 

c ien ts e n t i e r s r a t ionne l s . L o r s q u e cet te condition e s t r é a l i s é e , on a 

t = 5 . 6 t° . a 1 a 1 

démonst ra t ion 

Ces condit ions sont t r iv ia lement n é c e s s a i r e s c a r on vé r i f i e 
a l o r s que l e s t sont les conjugués d 'un élément de K^ . 

( i ) Supposons que P soit à coef f i c ien t s dans Z ; soit o € G^ et 
soit k^ = Q ( t ) ; on a p a r hypothèse = 0 ( t ^ ) , d 'où l ' i nc lus ion 
K^ c k a qui prouve que [k^ : Q ] ^ g^ ; o r [k^ : G ] e s t égal au d e g r é du 
polynome i r r é d u c t i b l e de t su r Q ; comme t es t r ac ine de P £ Z [ X ] de u u 
d e g r é s , on au ra Tk : Q ] ^ a d 'où k = K ( e t cec i pour tout a 6 G ) . & ' ~ o -i o k c K 

On a p a r exemple Q ( t ^ ) = ~K.( , et t^ v é r i f i e ( = 8Q = t^ , d 'où 

t^ = t puisque q es t impair . 
X 0" 



( i i ) On démontre de la même façon que précédemment que 
Q ( 6 t ) = Q ( t ) = K , pour tout a € G . L e polynome P € 2 [ X ] est 

Q CT u "M, r\. 
donc irréductible et son groupe de Galois e s t cyclique d'ordre g^; toutes 

cpG 
s e s racines sont conjuguées de ô^t^ par exemple , donc ô^t^ = ( S^t^) 

q cp̂  CT 
où cp € G ; cec i entraîne t^ = t . soit 6 = 0 ; comme 9 est primi-^o x a l r 

tif , on a cpa = a , d'où ÔQ tQ = C 6 x t x = ô x t^ et = ô ^ ^ . 

Soit F un sous-G -module de E de même rang ; on rappelle K K 
que l'on a posé r ( F ) = ( I E | : | F | ) ; on note H ( F ) la constante du K 
théorème II 1 qui majore r ( F ) 

( K B . H i F i . i ^ - L u . i i L ) ^ ' ) relativement à une 
m 2 d i M-i X $ $ 

fonction § pour laquelle les conditions d'application du théorème II1 sont 
sat is fa i tes . 

Lemme IV 2 . Soit I F | un sou s-Z -module de | E | de rang 1 . 
• I I I I-. J\ J\ 

Le quotient | E | / | F| e s t isomorphe à Z^/21^ où 

21 = { U J € Z , | E I® C | F| ) . L e nombre r ( F ) = ( | E | : | Ft ) es t 
X L X X J X 

égal à la norme absolue de 21 x 

On sait que | E | e s t isomorphe à un idéal de Z et qu'un idéal x x 
d'un anneau de Dedekind peut être engendré par deux éléments non nuls 
dont l'un e s t chois i arbitrairement ; soit r] € F , |r)| ^ 1 , il ex is te eQ 

6 E tel le que ! E | soit engendré par | e j et |r)j . On a a lors , en dé -H H O 
signant par q l'homomorphisme canonique | E | -» | E | /) F | , la suite 

r V f\ r\ 
exacte : , q ( l e j ® ) - 1 } - - I E j / | F J - 1 

et on vér i f i e que -fuu € Z > Q ( | E r , | U ) ) = l r = ai - L a deuxième assert ion L K o ) 'H. 
es t évidente . 

a ) Cas o ù z e s t principal . Dans ce cas , on peut trouver une Z • x y* 
base de F notée r| ( Z n'est principal que dans un nombre fini de cas X 
( 29 cas ) donnés récemment par Masley ( [ 2 1 ] ) . 



Soit p un nombre premier , soit n^ son degré résiduel dans 
Z et soit T = Gai ( Q / Q ) ; comme Z est supposé principal , on peut H % H H 

trouver un entier au € Z de norme ± p ^ . 
K 

Proposition IV 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) p divise r ( F ) , 
n 

( i i ) p P divise r ( F ) , 

n 
P - s UJ 

n 
( i i i ) i l existe un élément uu 6 Z de norme ± p ^ et une unité e € E x 

te ls que = e^ où n = ]~[ 
s € T 
s ^ l * 

démonstration 

D'après le lemme IV 2 , ( deuxième assert ion ) , on a ( i ) » 
n 

( i i ) . Posons q = p P et supposons que q divise r ( F ) ; soit eQ une z^ -
base de E , a lors , d'après le lemme IV 2 ( première assert ion ) et le K t 
fait que Z^ soit supposé principal , i l ex is te uu' £ Z^ tel que t) = e^ avec 
Nuu'- ± r ( F ) ; s i q divise r ( F ) , l ' idéal m'z sera divisible par un idéal H 
premier au-dessus de p , (ou) > de norme q ; on a donc uu * = eu tu -I >(JU-I€Z ; I i K 

i l suff i t a l o r s de p o s e r e = e '"1 , on a u r a r P = e Q w ' = e
n u x u l P P . L a o 1 o o = e 

réciproque e s t a lors triviale . 

Lemme IV 3 . Soit N € E . O n suppose que T] = e*1 , q € Z > q > 1 > 

e € K* . Alors e es t un élément de E 
K K 

En effet , ut i l i sons la propriété caractérist ique des éléments 
de E donnée dans I, 3 ; on a 

Nv e
q = N v ri = ± 1 pour tout 

K nJ^ x /k 
K ne cc x. c ines de l'unité , on aura N-̂  e = ± 1 • 

scrus-corps strict k de K ; comme K ne contient que ± 1 comme ra-X H 

St/k 

Les résultats c i - d e s s u s conduisent à l'algorithme suivant 
( lorsque z e s t principal ) : 

K 



Algorithme . On pa r t de l ' un i t é r , = r qui engendre F , = F ; pour les 
— — — • _L % X 

nombres p r e m i e r s p , ( c o n s i d é r é s pa r o r d r e c r o i s s a n t ) te ls que 
n n 

P 1 P 1 p^ g H ( F ^ ) on tes te la d iv is ib i l i t é de r ( F ^ ) pa r p^ au moyen du 
lemme IV 1 et de la p ropos i t ion IV 1 . Si le tes t es t t ou jou r s négatif , 
a l o r s r ( F , ) = h = 1 . Dans le ca s c o n t r a i r e , on a t rouvé p1 minimum J- k i 

n 
P 1 tel que p , d iv i se r ( F . ) . Soit -no l ' un i t é ( de E n é c e s s a i r e m e n t , en 1 J- ' z

 n K 

1 P 1 
P 1 

ver tu du lemme IV 3 ) te l le que rj^ = r>2 ^ n o t a t i o n s de la proposi t ion 
n 

P 1 IV 1 ) et soit F2 le G -module engend ré pa r r\2 ( o n a C| F 2! : ! = P 1 
U p l 

et ( ! E | : ! F 0 i ) = r ( F 0 ) es t égal à h / p . ) . On e s t a l o r s ramené in-
tégra lement à un problème ident ique à p a r t i r de F2 au lieu de F^ : on 
ca lcule I K F 2 ) qui , en ve r tu de l ' e x p r e s s i o n donnée p a r le théorème n P 1 
Il 1 , e s t égal à H ( F ^ ) / p^ et on e f fec tue l es t e s t s de d iv is ib i l i tés 

n 
p 2 r e l a t i f s aux nombres p r e m i e r s P2 > p-̂  t e l s que P2 ^ H ( F 2 ) . Lorsque 

n 
P n 

H ( F ) devient i n f é r i e u r s t r i c t ement à p pour la d e r n i è r e va leu r p n n r r n 
c o n s i d é r é e , on es t sû r que r ( F ) = 1 , au t rement dit que F = E 
On a a ins i un g é n é r a t e u r de E ( c ' e s t p ) et la v a l e u r de h : K ' N K 

n v h = TT p. ^ ; l ' i déa l 31 ( lemme IV 2 ) de norme absolue h e s t égal 
K J H K 

n n 

» P i à l ' i déa l engendré p a r ~[T <JU • , où ^ . e s t l ' e n t i e r de norme p. t rouvé 
j= l J J -1 

.ème j , . au j dev i s sage . 

Remarque IV 1 . Dans l ' a lgor i thme p récéden t on e s t amené à cho is i r des 
n 

e n t i e r s & de norme p p ; ce choix e s t donc e f fec tué modulo le groupe des 
un i t és de Z » ce qui fai t que la sui te des g é n é r a t e u r s r ^ > ri2 » ••• > r|n 

n ' e s t pas unique . Dans la p ra t ique on p o u r r a cho i s i r l e s r^ de te l le fa -
çon que l e u r s conjugués soient le plus petit poss ib le , p a r exemple . 

b ) Cas où j_ n ' e s t pas p r inc ipa l . L 'a lgor i thme dans ce cas es t plus K — 
compliqué mais il est i n t é r e s s a n t d ' e n t r e p r e n d r e le ca lcul de h^ dans ce 
cas c a r c ' e s t , s emble - t - i l , le seul moyen pour t r o u v e r des c o n t r e - e x -
emples à l ' e x i s t e n c e d'une " un i té de Minkowski " dans le cas des exten-



s ions cyc l iques de degré premier de Q ( ou plus généralement des contre-
exemples au fait que l e s Z -modules | E J sont z - l i b r e s dans tous l e s 

H H H 
exemples connus ) ( c f . [ 3 ] , [24-] ) . Un algorithme peut ê tre construit à 
partir du tes t de d iv i s ib i l i té suivant de r ( F ) : soit p un nombre premier 

n 
tel que p P ^ H ( F ) : 

Proposi t ion IV 2 . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) p d iv ise r ( F ) , 
n 

( i i ) p ^ d iv i se r ( F ) , 
( i i i ) i l ex i s t e un idéal ent ier Q de Z premier à p , un idéal pre -H 

mier p a u - d e s s u s de p dans Z t e l s q u e a f"T pS soit principal (= FLZ ) 

K s ç r * 

n P ^ et i l ex i s te une unité e € E te l s que l 'on ait n = e x 1 

démonstration 

Analogue à ce l l e de la proposit ion IV 1 . 
11 s'introduit a lors dans le " dév i s sage " de l ' indice r ( F ) 

x 
des fac teurs p a r a s i t e s de la forme NQ mais i l s sont connus numérique -
ment à chaque étape , c e qui permet le ca lcul effect i f de h . 

c ) Calcul de h-^ et de E^ . Revenons provisoirement au cas d'une 

extens ion K/Q abél ienne r é e l l e quelconque : la formule donnant le nom -

QK 
bre de c l a s s e s de K e s t = "J~[ h ( c f . part ie I, § 4 ) . Ayant 

O G X e I K * 

déterminé l e produit des h , i l r e s t e à trouver h.v , donc à ca lcu ler 
x A- ^ 

Qv/Qr* • D 'après Leopoldt ( [ 1 5 ] , § 5 , 4 ) , i l ex i s te un ent ier q 
K 

( compris entre 0 et l e nombre d e x € I j ç , * jé 1 ) te l que Q-^ = 2^ Q* ; 
a lors Qjg e s t un ent ier qui d iv i se Q ç ; or l e s d iv i s eurs premiers de QQ 
sont à prendre parmi ceux de g = [K :Q ] , c e qui fait que pour tout p pre-
mier ne divisant pas g , la p-part ic ipat ion à h-^ e s t égale à ce l l e trouvée 
dans "j~J" h . 

X € Ï K * 

On peut donc procéder de l'une des deux façons suivantes : 

( i ) On calcule "]"[ h^ et on en extrait le plus grand diviseur 
X€3EK 



p r e m i e r à g . On ca lcule ensu i t e , pour chaque d iv i s eu r p r e m i e r p divi -
sant g e t pour le nombre p = 2 , l a p -pa r t i c ipa t ion de h-^ p a r la méthode 
développée dans [ 6 ] . Le nombre h-^ en r é s u l t e a l o r s immédiatement. Il 
fau t ensu i te s i l ' on veut un sys tème d ' un i t é s fondamenta les de K , p a r t i r 

du groupe | E | = © | E | dont on connai t l ' i nd ice dans le groupe E ^ . 
k € Ï k

 h 

( i i ) On peut a u s s i , à p a r t i r de j E | = © | E | , dé te rminer 
h € 2 k

 k 

E-^ ( ce qui n é c e s s i t e un nombre f in i d ' e s s a i s c a r on connait une b a s e de 

E et , au s u j e t de l ' i nd i ce ( E-^ : E ) , on connai t l e s d i v i s e u r s p o s s i -
b l e s et un ma jo ran t de ce t indice ) . On u t i l i s e ensu i t e la r e l a t ion 
QR = ^ ^K " ^ ^ ' e n t e n d u , dans c e r t a i n s ca s , on sa i t à p r i o r i que 

= Q ç ( c ' e s t le c a s des ex tens ions cycl iques de d e g r é p r e m i e r impair , 
c f . [ 1 2 ] , [15 ] ) . 

( fi'î ̂  
P a r exemple , soi t K le s o u s - c o r p s de d e g r é 9 de Qq > il 

e s t non cyclique et cont ient l e s qua t r e s o u s - c o r p s cubiques suivants : 
Q ^ ^ , QQ7^ et l e s deux c o r p s cubiques de conduc teur 63 . Ces deux d e r -
n i e r s ont pour nombre de c l a s s e s 3 ( [ 9 ] ) tandis que l e s deux p r e m i e r s 

Q K 5 sont p r inc ipaux ; donc ic i ~|~J" h = 9 et h-^ = 9 avec Qq = 3 . S i 
H « E Ï K

K Q Q 

on applique la formule de Cheval ley ( [ 6] , T h . 4 . 1 ) dans l ' e x t e n s i o n 

( dans laquel le , seul l ' i déa l p r emie r a u - d e s s u s de 7 e s t rami -
f ié ) on t rouve que le 3 -g roupe des c l a s s e s de K es t t r i v i a l , d 'où h-^= 1, 
d'où Q x = 3 3 . 



V C o n j e c t u r e 

1) I n v a r i a n t s a s s o c i é s à un module de t o r s i o n s u r un anneau de Dedekind. 

On sa i t ( [ 2 0 ] , p . 6 et [ 1 ] P r o p . 2 3 ) que tout module de t o r -
s ion M s u r un anneau de Dedekind A e s t i somorphe à A / Y ^ x • • • X A/gj^ , 

31̂  idéa l e n t i e r de A , gî  / ( 0 ) d iv i san t g^ ^ pour et ce t t e 
é c r i t u r e e s t unique . Ceci pe rme t de d é f i n i r l ' i n v a r i a n t ^ ^ C M ^ g j ^ ...JJ 
idéa l e n t i e r de A , et l e s i n v a r i a n t s su ivan t s qui s ' e n dédu i sen t : 

' g r a n d d i v i s e u r de - ^ ( M ) ne contenant que d e s idé 
aux p r e m i e r s a u - d e s s u s de 1 ( £ p r e m i e r ) 

r ' 

on a donc X a ( M ) = T T X a ^ 

2) I n t e r p r é t a t i o n des h . Soi t K une ex tens ion abél ienne r é e l l e . Soit 
H 

I un nombre p r e m i e r ne d iv i san t p a s g = [ K : q ] ; soi t § ( K ) l e £ - g r o u -
pe d e s c l a s s e s de K ; comme g e s t i n v e r s i b l e modulo £ , i l en r é s u l t e que 

e 

§ ( K ) e s t u n ^ / G]-module . P o s o n s § ( K ) = £ ( K ) k pour tout 

K ç ( l e s e sont l e s idempoten ts de Z ( ^ ) [ G ] ) ; on a donc 

S ( K ) = © s ( K ) e t pou r chaque « ç , $ ( K ) e s t u n module 

de t o r s i o n s u r z 
K D'un a u t r e co t é , so ien t g ( K ) l e s g r o u p e s | E | /1 F | e t H "M. H, 

so ien t g. ( K ) l e s / - s o u s - g r o u p e s d e Sylow d e s fi ( K ) . On peut a u s s i 
IjK H 

c o n s i d é r e r g ( K ) comme u n Z -module de t o r s i o n de l a fo rme Z /5I . 
H * * 

On démont re fac i l ement ( [ 15 ] , § 9 , 4 ) que pou r 1 ne divi -

san t p a s g , | |g ( K ) | | = ( c e qui donne une i n t e r p r é t a t i o n 

des p a r t i c i p a t i o n s d e s nombres h ) . K 

3 ) S t r u c t u r e s de Z -modu les c o h é r e n t e s . On a vu que & ( K ) et K : 
g ( K ) son t d e s J_r ^ [ C ] e -modu les , ce qui f a i t qu 'on peut l e s c o n s i -

d é r e r comme d e s Z -modu les ( c f . p a r t i e I , fi 3 , b ) a p r è s le double choix 
K 

d 'un g é n é r a t e u r <j de G e t d ' une r a c i n e p r imi t ive g - è m e de l ' un i t é Ç . 
X X X X 

II y a donc , s u r un 1 r >, L G ] e - module , m ( g ) l o i s de Z -modules 
k v X K 



poss ib l e s qui se déduisent de la loi de Z ^ ^ [ G] - modules . On d i r a ici 
que les deux lois de 2 -modules c o n s i d é r é e s sur £ ( K ) et g ( K ) 

K 'ItK 1>K 
sont cohé ren t e s si le choix ( a , C ) e s t le même pour les deux modules 

K K 
Ç a ^ a 

( aut rement d i t , si l 'on pose h _ î l = h K et q ( e ) K = q ( e pour tout 
h c S ( K ) et tout q ( e ) ç e ( K ) ) . 

~l>x 1>K 
On peut se conva incre su r des exemples que g, ( K ) et 

l >n 
g ( K ) ne sont pas i somorphes en géné ra l ( malgré l ' éga l i t é de l e u r s 
' l > H 
o r d r e s ) . Cependant nous c o n j e c t u r o n s que l e u r s s t r u c t u r e s de J_ - mo -

K 
dules sont l i é e s pa r le r é s u l t a t suivant : 

Con jec tu re . P o u r tout nombre p r e m i e r i ne divisant pas g , pour tout 

? ç ï v , on a X, (p ( K ) ) = \ 7 ( g, ( K ) ) l o r sque les deux ^ Z „ l j k L . ' h v. K'I fi) l 

s t r u c t u r e s de z - modules sont c o h é r e n t e s . 
H 

Remarque V 1 . Cette con j ec tu r e a été v é r i f i é e sur un a s s e z grand nom-
bre d 'exemples numér iques , pour g = 3 et j> = 1 mod 3 ( le cas i = 2 
mod 3 étant sans i n t é r ê t c a r l ' i déa l ( t ) e s t ine r t e dans Z et la fonc -

( 3 ) 
tion v e s t dé te rminée p a r l ' o r d r e du j_ -modu le c o n s i d é r é ) . Tous 

i 
les c o r p s cubiques t e s t é s , de nombre de c l a s s e s d ivis ib le pa r i , ont 
v é r i f i é la con j ec tu r e ( la p lupar t des l < 100 ont été r e n c o n t r é s ) . Un 
c e r t a i n nombre de v é r i f i c a t i o n s ont été f a i t e s en co l labora t ion avec 
Smadja ; certains exemples ont été traités indépendamment par, Smadja 
et nous-mêmes par d e s méthodes dif férentes et ont donné le même résul -
tat . 

L'énoncé de cette conjecture e s t sans doute trop général , 
compte-tenu des exemples tra i tés . En tout cas aucune démonstration pour 
le cas le plus simple ( à savoir g = 3 , t = 7 ) n'existe , à notre connais-
sance . Le problème , reliant par un énoncé algébrique l 'aspect " corps 

. » 

de c l a s s e s " ( opération de G sur le groupe des c l a s s e s ) à l 'aspect ana-
lytique " ( unités cyclotomiques ) , nous semble diff ic i le . Cependant une 
récente étude que nous avons entreprise et qui es t basée sur la compa -
raison des résultats du " Spiegelungssatz " de Leopoldt avec ceux four-
nis par l e s méthodes analytiques ( via l e s nombres de Bernoulli généra-
l i s é s ) nous a amené à démontrer t rè s partiellement la conjecture ( c l a s s e s 
d'idéaux des corps abéliens et nombres de Bernoulli général i sés , par 
Georges GRAS, Sém. de théorie des Nombres de Besançon, Avril 1975). 
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